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Аннотация. Пусть I(X, R) и I(Y, S) – алгебры инцидентности, где X и Y – предупо-

рядоченные множества, R и S – алгебры над некоторым коммутативным коль-

цом T. Доказывается существование гомоморфизма алгебр ( , ) ( , )TI X R I Y S →

( , )TI X Y R S→   . Если X и Y – конечные множества, то имеет место изомор-

физм. Для произвольных групп G и H доказано, что справедлив изоморфизм алгебр 

[ ] [ ] ( )[ ]T TR G S H R S G H    . 
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Abstract. We consider the tensor product of incidence algebras and group algebras. Let 

X and Y be locally finite preordered sets, R and S be algebras over a commutative ring T. 

Theorem 1.1. There exists a canonical 
TR S -modular and ring homomorphism  

of T-algebras 

: ( , ) ( , ) ( , )T TI X R I Y S I X Y R S  →   . 
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All three algebras in the theorem are the corresponding incidence algebras. 

In general,   is not an isomorphism. 

For group algebras, the situation is more favorable. Let G and H be arbitrary groups. 

Theorem 2.2. There is a canonical 
TR S -modular and ring isomorphism of T-algebras 

: [ ] [ ] ( )[ ]T TR G S H R S G H  →   . 

Theorem 2.2 generalizes the well-known result for the situation where R = F = S and F is 

a field. 

If X is a finite set, then the incidence ring I(X, R) is often called the structural matrix ring. 

It is known that there exists an isomorphism of algebras ( , ) ( , , ),I X R M n B R→  where 

M(n, B, R) is a structural matrix ring, B is a Boolean matrix defined by preorder  on the 

set X. Let Y be a finite set and : ( , ) ( , , )Y I Y S M m C S →  be the corresponding isomorphism. 

The well-known concept of the Kronecker product of matrices can be transferred to ma-

trices with values in different rings. Then the pre-ordered set X × Y will be the corre-

sponding Boolean matrix ,B C  where B C  is the Kronecker product of the matrices 

B and C. Therefore, there exists the isomorphism 

: ( , ) ( , , ).X Y I X Y R S M nm B C R S   →    

There exists a canonical map  

: ( , , ) ( , , ) ( , , ).TM n B R M m C S M nm B C R S  →    

Corollary 3.1. 1) There is equation ( )X Y X Y   =   . 

2) The maps  and  are isomorphism. 

From Theorem 2.2 and Corollary 3.1 one can obtain Corollary 3.2. 

Corollary 3.2. Let G and H be arbitrary groups. The statements written below are valid: 

1) If X and Y are finite preordered sets, then there exists the isomorphism of algebras 

( , )[ ] ( , )[ ] ( , )[ ]T TI X R G I Y S H I X Y R S G H     . 

2) Let there be given rings of structural matrices M(n, B, R) and M(m, C, S). Then the fol-

lowing isomorphism of algebras takes place: 

( , , )[ ] ( , , )[ ] ( , , )[ ]T TM n B R G M m C S H M nm B C R S G H     . 

Keywords: tensor product, incidence algebras, group algebra 
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Введение 

 

Тензорное произведение модулей и алгебр играет большую роль в математике. 

Данная статья направлена на решение ряда вопросов. Во-первых, будет ли тен-

зорное произведение двух алгебр инцидентности также алгеброй инцидентности? 

Во-вторых, является ли тензорное произведение двух групповых алгебр тоже 

групповой алгеброй? В случае алгебр инцидентности найден лишь некоторый 

канонический гомоморфизм (теорема 1.1). В случае же, если предупорядоченные 

множества в определении алгебр инцидентности конечны, то имеем изоморфизм 

алгебр (следствие 3.1). Это дает законченный ответ на первый вопрос. Поскольку 

алгебры инцидентности в данном случае изоморфны определенным кольцам 
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структуральных матриц, то получаем также изоморфизм для тензорных произве-

дений колец структуральных матриц (следствие 3.1).  

Что касается второго вопроса, то здесь получен полный ответ без дополнитель-

ных условий (теорема 2.2). Теорема 2.2, в частности, обобщает следующий резуль-

тат из [1]: имеет место канонический изоморфизм алгебр [ ] [ ] [ ]KK G K H K G H   , 

где K – поле, G и H – группы.  

Все кольца в работе – ассоциативные с ненулевой единицей. При этом счита-

ем, что кольца являются алгебрами над некоторым коммутативным кольцом T. 

Тензорное произведение алгебр рассматриваем над кольцом T. Обычно символ T 

в тензорном произведении вида TA B  опускаем. Если R – некоторое кольцо 

(алгебра), то M(n, R) – кольцо всех n × n матриц со значениями в R. 

Групповые кольца и кольца инцидентности представляют характерные и важ-

ные алгебраические объекты. Теории таких колец представлены в работах [1] и 

[2] соответственно. 

Пусть ,X   – предупорядоченное множество, т.е.  – рефлексивное и транзи-

тивное отношение. Для алгебры R символ I(X, R) обозначает алгебру инцидент-

ности локально конечного предупорядоченного множества X над кольцом R [2]. 

Для группы G имеем групповую алгебру R[G] группы G над алгеброй R [1]. 

Единицу группы и единицу кольца обозначаем одним символом 1 . Элемент 1 g  

отождествляем с g ( )g G , а элемент 1r   отождествляем с r ( )r R .  

 
1. Алгебры инцидентности 

 

Пусть X и Y – предупорядоченные множества, R и S – алгебры над коммута-

тивным кольцом T. Отметим, что декартово произведение X × Y также будет пре-

дупорядоченным множеством относительно лексикографического порядка. Ал-

гебра инцидентности I(X, R) является левым R-модулем. Если r R , ( , ),f I X R  

, ,x y X  то равенство ( )( , ) ( , )rf x y rf x y=  задает структуру R-модуля. 

Теорема 1.1. Существует канонический TR S -модульный и кольцевой го-

моморфизм T-алгебр 

: ( , ) ( , ) ( , )T TI X R I Y S I X Y R S  →   . 

Доказательство. Возьмем произвольные функции ( , )f I X R
 
и ( , )g I Y S . 

Обозначим через f g  функцию ( ) ( )X Y X Y R S   →  , определенную сле-

дующим образом. Для пары элементов ( , ) ( ) ( )a b X Y X Y    , где 1 1( , )a x y= , 

2 2( , )b x y= , полагаем 1 2 1 2( )( , ) ( , ) ( , )f g a b f x x g y y=  . Функция f g  есть эле-

мент алгебры ( , )I X Y R S  . Пусть : ( , ) ( , ) ( , )I X R I Y S I X Y R S  →    – 

отображение, определенное по правилу ( , )f g f g =  для любых ( , )f I X R  и 

( , )g I Y S . Нетрудно убедиться, что  – сбалансированное над T отображение. 

Поэтому имеется T-модульный гомоморфизм : ( , ) ( , ) ( , )I X R I Y S I X Y R S  →    

со свойством  

( ) ( , )f g f g  =  , 
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т.е.  

 ( )f g f g  = . (1) 

На самом деле  является гомоморфизмом алгебр. Для проверки нужно показать 

справедливость равенства 1 1 1 1(( )( )) ( ) ( )f g f g f g f g   =     , где 1, ( , ),f f I X R  

1, ( , )g g I Y S , или равенства 

 ( )( )1 1 1 1ff gg f g f g=  (2) 

в алгебре ( , )I X Y R S  . Технические вычисления мы опустим. Также без труда 

проверяется, что  – гомоморфизм R S -модулей.  

■ 

Следствие 1.2. Если R – коммутативное кольцо, то имеем гомоморфизм  

R-алгебр 

( , ) ( , ) ( , )RI X R I Y R I X Y R →  . 

Доказательство. В теореме 1.1 нужно положить R T S= = . Гомоморфизм   

в данной ситуации действует следующим образом. Для функций ( , ),f I X R

( , )g I Y R  и элемента 1 1 2 2( , ) (( , ), ( , ))a b x y x y=  имеем ( )f g f g  = , где

1 2 1 2( )( , ) ( , ) ( , )f g a b f x x g y y=  .  

■ 

Замечание 1.3. Гомоморфизм из следствия 1.2 не обязан быть изоморфизмом. 

Простейший пример получается, если в качестве кольца R взять произведение 

2,3,5...

p

p=

  и положить X Y= = . 

 

2. Случай групповых алгебр 

 

Как и в предыдущем разделе, R и S – некоторые алгебры. G и H – произволь-

ные группы.  

Лемма 2.1. 1) Существует канонический гомоморфизм - алгебрT  TR S →

[ ] [ ]TR G S H→  . 

2) Тензорное произведение [ ] [ ]TR G S H  является левым TR S -модулем. 

Доказательство. 1) Имеем гомоморфизмы T-алгебр [ ]R R G→ , 1r r 

( )r R , и [ ]S S H→ , 1s s  ( )s S . Они индуцируют гомоморфизм T-алгебр 

: [ ] [ ]R S R G S H  →  , 1 1r s r s r s    =  [3. § 9.2, следствие в)]. 

2) Исходя из гомоморфизма  на группе [ ] [ ]R G S H
 
можно задать структу-

ру притягивающего левого R S -модуля с помощью формулы  

 

( )( )a b a b

a G b H a G b H

r s r a s b rr a ss b
   

  =     . (3) 

■ 

Далее будем использовать более краткую и удобную форму записи элементов 

тензорного произведения [ ] [ ]R G S H . Именно, верно равенство 

 ,

( )( )a b a b

a G b H a G b H

r a s b r s a b
   

 =     . (4) 
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Произвольный элемент [ ] [ ]u R G S H 
 
может быть записан следующим об-

разом: 

 ,

( )ab

a G b H

u p a b
 

=  , (5) 

где abp R S 
 
для всех a и b.  

Для сокращения записи вместо 
a G

 (соответственно, 
,

)
a G b H 

  пишем 
a

 (соот-

ветственно, 
,

)
a b

 .  

С помощью равенства (5) можно вывести простую формулу для умножения  

в кольце [ ] [ ]R G S H . Пусть 
,

( )ab

a b

u p a b=   и 
,

( )ab

a b

v q a b=   – элементы 

этого кольца. Вычисления подтверждают справедливость следующего равенства: 

 , ( , ) ( , ) ( , )

( ( ))cd ef

a b c d e f a b

uv p q a b
 =

=   . (6) 

Видим, что умножение представляет собой некоторую свертку (что вполне 

естественно). 

Теорема 2.2. Имеется канонический TR S -модульный
 
изоморфизм и коль-

цевой изоморфизм T-алгебр : [ ] [ ] ( )[ ]T TR G S H R S G H  →   . 

Доказательство. Отображение  

: [ ] [ ] ( )[ ]R G S H R S G H  →   , 

,

( , ) ( )( , )a b a b

a b a b

r a s b r s a b =     

является сбалансированным. Следовательно, существует T-модульный гомомор-

физм : [ ] [ ] ( )[ ]R G S H R S G H  →   , для которого ( )a b

a b

r a s b  = 

,

( )( , )a b

a b

r s a b=  . На произвольном элементе u из [ ] [ ],R G S H
 
представленном 

в форме (3),  действует следующим образом:  

 , ,

( ) ( ( )) ( , )ab ab

a b a b

u p a b p a b =   =  . (7) 

Из равенства (7) несложно получить, что -R S  -модульный гомоморфизм, 

т.е. ( ) ( )pv p v =  , для всех p R S 
 
и [ ] [ ]v R G S H  . Используя равенства 

(6) и (7) можно проверить, что ( ) ( ) ( )uv u v =    для любых , [ ] [ ]u v R G S H  . 

Следовательно,  – гомоморфизм алгебр. 

Пусть элемент [ ] [ ]u R G S H 
 
записан, как в (5). Если ( ) 0u = , то из (7), 

учитывая единственность записи элементов группового кольца, находим, что 

0abp =
 
для всех a, b. Откуда 0u =  и  – инъективное отображение. Если же 

( , )

( , ) ( )[ ]ab

a b

s a b R S G H   , то 
, ( , )

( ( )) ( , )ab ab

a b a b

s a b s a b  =  . Это означает, что 

 – сюръекция. Очевидно, что единичный элемент  переводит в единичный 

элемент. В итоге можно утверждать, что  – изоморфизм. 

■ 
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Следствие 2.3. Группа [ ] [ ]TR G S H
 
является свободным R S -модулем. 

Множество элементов a b , , ,a G b H  образует свободный базис этого модуля. 

 

3. Кольца структуральных матриц 
 

Рассмотрим более детально ситуацию, когда предупорядоченные множества  

X и Y конечны. Прежде всего обратим внимание, что элементы конечного множе-

ства X (а также Y) допускают такую нумерацию 1,..., nx x , что из 
i jx x

 
следует 

i j
 
[2. Лемма 1.2.5]. Если X содержит n элементов, то кольцо инцидентности 

I(X, R) часто называют кольцом структуральных матриц (см.: [4]). Известно, что 

кольцо структуральных матриц представимо в виде кольца блочных треугольных 

матриц [5], и, таких образом, оно является одним из видов колец формальных 

(говорят еще «обобщенных») матриц. Подобным кольцам посвящена книга [6]. 

Развернем подробнее сказанное в предыдущем абзаце. Пронумеруем элемен-

ты множества X числами от 1  до n так, как указано выше. Тогда в принципе 

можно считать, что X – это множество {1,..., }n . Поставив в соответствие функ-

ции f из I(X, R) матрицу ( ( , ))i jf x x  (в позиции ( , )i j  стоит элемент ( , )i jf x x ), по-

лучим вложение колец ( , ) ( , )I X R M n R→ . Образ этого вложения обозначим через 

( , , )M n R . Тогда имеем равенство ( , , ) {( ) ( , ) |ijM n R a M n R i =   0}ijj a = . 

Работая с конкретным кольцом структуральных матриц, как правило, сразу счи-

тают его подкольцом в ( , )M n R .  

Пусть ( )ijB b=
 

– булева матрица, соответствующая предпорядку  на X,  

т.е. 𝑏𝑖𝑗 = {
1, 𝑖 ≤ 𝑗;
0, 𝑖 ≰ 𝑗.

 

Кольцо ( , , )M n R
 
также обозначают как ( , , )M n B R , где  

( , , ) {( ) ( , ) | 0 0}ij ij ijM n B R a M n R b a=  =  = . 

Матрица B обладает свойствами: 1iib = , и из 1ik kjb b= =
 
следует 1ijb =

 
(гово-

рят, что B – рефлексивная и транзитивная булева матрица). Опираясь на данные 

свойства, можно доказать существование подстановки  степени n такой, что 

булева матрица B является верхней блочно треугольной матрицей [4, 5] (здесь 

( ) ( )( )i jB b  = , см.: [6]). Ясно, что кольцо ( , , )M n B R
 
состоит из блочно тре-

угольных матриц. Наконец, существует канонический изоморфизм колец 

( , , ) ( , , )M n B R M n B R  , 
( ) ( )( ) ( )ij i ja a 

. 

Прежде чем сформулировать основные результаты раздела, приведем некото-

рые рассмотрения. Сначала расширим понятие кронекерова произведения матриц 

на матрицы со значениями в разных кольцах. Пусть R и S – кольца, n и m – нату-

ральные числа. Для матриц ( ) ( , )ijA a M n R= 
 
и ( ) ( , )ijB b M m S= 

 
кронекерово 

произведение A B  определим как блочную матрицу 

11 1

1

n

n nn

a B a B

a B a B

  
 
 
   

, 
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блок 
ija B

 
которой равен 

11 1

1

ij ij m

ij m ij mm

a b a b

a b a b

  
 
 
   

. 

Таким образом, матрица A B  имеет порядок nm и принимает значения  

в кольце R S . 

Строки и столбцы матрицы A B  пронумеруем естественным образом пара-

ми чисел ( , )i j , где {1,..., }, {1,..., }i n j m  , после чего элемент 
ij kla b

 
будет 

находиться в позиции (( , ), ( , ))i k j l . Обратим еще внимание на весьма полезное 

равенство  

 
( )( )A B C D AC BD  =  . (8) 

Для колец инцидентности I(X, R)
 
существуют аналоги матричных единиц. 

Обозначим через 
xye

 
такую функцию X X R → , что  

𝑒𝑥𝑦(𝑠, 𝑡) = {
1, если (𝑠, 𝑡) = (𝑥, 𝑦);

0, (𝑠, 𝑡) ≠ (𝑥, 𝑦).
 

Функции 
xye

 
обладает свойством: если x z y  , то 

xz zy xye e e= . 

Изоморфизм алгебр ( , ) ( , , )I X R M n B R→ , ( ( , ))i jf f x x , полученный ра-

нее, обозначим через X . Ясно, что X  
переводит функции 

xye
 
в матричные 

единицы кольца ( , , )M n B R . 

Пусть I(Y, S)
 
– еще одна алгебра инцидентности и ( , , )M m C S

 
– соответству-

ющее кольцо структуральных матриц с булевой матрицей C. Далее пусть 

: ( , ) ( , , )Y I Y S M m C S →
 
– изоморфизм алгебр, аналогичный X . 

Понятно, что B C  – булева рефлексивная и транзитивная матрица. Следо-

вательно, имеем кольцо структуральных матриц ( , , )M nm B C R S  . Проверка 

показывает, что предупорядоченному множеству X × Y соответствует булева мат-

рица B C . Значит, мы располагаем изоморфизмом  

: ( , ) ( , , )X Y I X Y R S M nm B C R S   →   . 

С другой стороны, существует каноническое отображение  

: ( , , ) ( , , ) ( , , )M n B R M m C S M nm B C R S  →   , TG H G H →  . 

Из равенства (1) вытекает, что  – гомоморфизм алгебр. Введенные гомомор-

физмы удовлетворяют равенству  

 
( )X Y X Y   =   ,  (9) 

т.е. коммутативна диаграмма 

 

( , ) ( , ) ( , , ) ( , , )

( , ) ( , , )

X Y

X Y

I X R I Y S M n B R M m C S

I X Y R S M nm B C R S


 

 



 



   

→


→

 (10) 

Следствие 3.1. 1) Если X и Y – конечные предупорядоченные множества, то 

гомоморфизм  является изоморфизмом. 
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2) Гомоморфизм  в диаграмме (10) является изоморфизмом. 

Доказательство. Так как X Y 
 
и X Y  суть изоморфизмы, то утверждения 

1 и 2 равносильны. И доказать их можно, исходя из одинаковых соображений. В 

случае 1 нужно использовать функции 
xye

 
и аналогичные функции для двух 

оставшихся колец инцидентности. 

Более внимательно посмотрим на . Пусть 
ijE

 
и klF

 
– матричные единицы 

колец ( , , )M n B R
 
и ( , , )M m C S

 
соответственно. Тогда { | , 1,..., }ijE i j n=  – свобод-

ный базис для ( , , )M n B R  как левого R-модуля, { | , 1,..., }klF k l m=
 
– свободный 

базис для ( , , )M m C S  как левого S-модуля. А все матрицы вида 
ij klE F

 
образу-

ют свободный базис для кольца ( , , )M nm B C R S  , если его рассмотреть как 

левый R S -модуль  И все получается за счет того, что  переводит свободный 

базис в свободный базис. 

■ 

Из теоремы 2.2 и следствия 3.1 непосредственно выводится такой результат. 

Следствие 3.2. Пусть G и H – произвольные группы. Справедливы записан-

ные ниже утверждения. 

1. Если X и Y – конечные предупорядоченные множества, то существует изо-

морфизм алгебр 

( , )[ ] ( , )[ ] ( , )[ ]T TI X R G I Y S H I X Y R S G H     . 

2. Пусть даны кольца структуральных матриц ( , , )M n B R
 
и ( , , )M m C S . Тогда 

имеет место изоморфизм алгебр 

( , , )[ ] ( , , )[ ] ( , , )[ ]T TM n B R G M m C S H M nm B C R S G H     . 
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исках закономерностей предварительно проводятся математические эксперименты 
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Keywords: experimental mathematics, sequences of binomial coefficients, periods,  

congruences, Mathematica system 
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Экспериментальная математика – это тип математического исследования,  

в котором вычисления используются для изучения математических структур и 

определения их основных свойств и закономерностей. Как и экспериментальная 

наука, экспериментальная математика может использоваться для составления ма-

тематических предсказаний, которые затем подтверждаются или опровергаются 

на основе дополнительных вычислительных экспериментов. Такие исследования 

должны завершаться доказательством. Разработка широкого спектра математиче-

ских программных продуктов, таких как Mathematica [1] с языком программиро-

вания Wolfram, позволила математикам с разным опытом и интересами исполь-

зовать компьютер в качестве важного инструмента в своей повседневной работе. 

Современное состояние экспериментальной математики описано в [2]. Примеры 

экспериментов в теории чисел, подтверждений и опровержений приведены в [3]. 

Современной экспериментальной математике свойственно изложение результа-

тов, следуя Эйлеру, который в своих работах показывал все подробности: каким 

образом он приходил к формулировкам теорем, на каких предположениях осно-

вывался [3. Гл. VI; 4].  

В тексте статьи присутствуют написанные на языке Wolfram фрагменты про-

грамм, каждый из которых отмечается слева вертикальной чертой. Входные вы-

ражения, которые Mathematica вычисляет, выделяются полужирным шрифтом и 

являются (1) определениями новых функций или (2) вызовами встроенных функ-

ций (либо ранее определенных функций) с аргументами. Во втором случае вы-

ходное выражение – значение вычисленного выражения – помещается сразу по-

сле входа без выделения жирности. Имена функций языка Wolfram, введенные 

пользователем, пишутся с маленькой буквы курсивом как в программных фраг-

ментах, так и в остальном тексте. Имена встроенных функций языка Wolfram  

в соответствии с синтаксисом пишутся с большой буквы прямым шрифтом. 

Начинаем исследование с рассмотрения бесконечных последовательностей 

n

tp

 
  
 

 mod p остатков биномиальных коэффициентов при делении на простое p,  

n = 0, 1, 2, 3, …, с неотрицательным целым t. В данном контексте обозначение 

mod используется для арифметической операции нахождения остатка при цело-

численном делении. Элементы последовательности на языке Wolfram можно 

определить функцией 

h[p_, t_, n_]: = Mod[Binomial[n, pt], p] 

с фиксированными натуральными параметрами t  0 и p.  

Изучим поведение при некоторых небольших p и t. Диапазон изменения n за-

дается с помощью встроенной функции Range: 

h[2, 1, #] & /@ Range[0, 15] 

{0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1} 
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h[2, 2, #] & /@ Range[0, 15] 

{0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1} 

 

h[2, 3, #] & /@ Range[0, 31] 

{0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1} 

 

h[3, 0, #] & /@ Range[0, 15] 

{0, 1, 2, 0, 1, 2, 0, 1, 2, 0, 1, 2, 0, 1, 2, 0} 

 

h[3, 1, #] & /@ Range[0, 15] 

{0, 0, 0, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 2} 

 

h[3, 2, #] & /@ Range[0, 27] 

{0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 0} 

 

h[5, 2, #] & /@ Range[0, 50] 

{0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 

1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 2} 

Чтобы высказать правдоподобную догадку о периодичности элементов в по-

следовательностях, потребовалось изучить значительно больше примеров значе-

ний t и p и также рассмотреть более длинные диапазоны значений n. 

Выскажем следующее предположение о поведении рассмотренных последо-

вательностей. 

Гипотеза 1. Последовательность 
n

tp

 
  
 

, n = 0, 1, 2, 3, …, является периодиче-

ской с длиной периода равной pt+1.  

После точной формулировки гипотезы можно проверять уже ее справедли-

вость программным путем без просмотра результатов вычислений. Для этого 

определим на языке Wolfram две булевы функции. В первой функции test1[p, t, ns] 

c фиксированными значениями p и t проверяем истинность гипотезы для диапа-

зона значений ns параметра n: 

test1[p_, t_, ns_] :=  

And @@ (Mod[h[p, t, #], p] = = Mod[h[p, t, # + p^(t + 1)], p] & /@ ns)  

Следующее вычисление показывает, что 

6

5 5

7
mod 7 mod 7

7 7

n n + 
=   

   
 для n от 0 до 

1 000. Длина периода равна 76 = 117 649.  

test1[7, 5, Range[0, 1000]] 

True 

Следующее вычисление показывает, что 

5

4 4

17
 mod 17   mod 17

17 17

n n + 
=  

   
 для n от 

0 до 1 000. Длина периода равна 175 = 1 419 857. 

test1[17, 4, Range[0, 1000]] 

True 
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Вторая функция test2[ps, t, ns] при фиксированном t проверяет истинность ги-

потезы для диапазонов значений ns и ps: 

test2[ps_, t_, ns_] := And @@ (test1[#, t, ns] & /@ ps) 

Следующее вычисление показывает, что 

5

4 4
 mod   mod 

n n p
p p

p p

 + 
=  

   
 для всех n от 

0 до 100 и для всех первых десяти простых чисел. Выражение Prime[Range[10]] 

задает список первых 10 простых чисел: 

test2[Prime[Range[10]], 4, Range[0, 100]] 

True 

Приступим к доказательству гипотезы 1. 

Лемма 1. Если p – простое число, то 

/ mod

/ mod

x px x p

y py y p

      
     

      
(mod p) 

при любых целых неотрицательных x и y. 

Формулировку утверждения см.: [5. С. 278], доказательство приведено в рабо-

те [5. С. 586].  

Лемма 2. Пусть натуральные числа t > 0, s  0 и p – простое число. Тогда 
1

1

/ /s s

t t

n p n p

p p

+

−

            
   
   

(mod p) 

Доказательство. Применяя лемму 1, имеем 

1

1

/ / mod / / mod

mod 0/

ss s s s

t t tt

n p pn p n p p n p n p p

p p p pp p

+

−

                                  
                

 

1 1

1 1

/ /
1 (mod ).

s s

t t

n p n p
p

p p

+ +

− −

              
   
   

     

Следующая теорема в частности (утверждение 2) доказывает гипотезу 1. 

Теорема 1. Если p – простое, t > 0, то  

1) / (mod )t

t

n
n p p

p

 
    

 
.                             

2) последовательность биномиальных коэффициентов по модулю 
t

n

p

 
 
 

mod p, 

n = 0, 1, 2, …, является периодической с длиной периода pt+1. 

Доказательство первого утверждения. Представим 
t

n

p

 
 
 

 в виде 
/

,

s

t

n p

p

    
 
 

 

где s = 0, и применим лемму 2. Получаем сравнение  

/ (mod )t

t

n
n p p

p

 
    

 
. 
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Если t – 1  0, то снова воспользуемся леммой 2 для новой левой части 
1

/
t

n p

p −

   
 
 

 

сравнения и будем продолжать, создавая новые цепочки сравнений, пока показа-

тель степени числа p у нижнего индекса биномиального коэффициента не станет 

равным 0. Таким образом, окончательно получаем 

 / (mod )t

t

n
n p p

p

 
    

 
. (1) 

Для наглядности рассмотрим, как это доказывается для случая t = 3: 

3 3 2 2 2

/ mod mod/ / /
1

mod 0/
t

n pn n p n pn p n p n p

p p pp p p p p

                                                       

 

2 2

22

/ / / // mod / mod
1

mod 0/

n p p n p n pn p p n p p

p pp p p p

                                                   

 

22 2 3 2/ // / mod / / mod

mod 1 0/

n p pn p n p p n p n p p

p p pp p

                                   
                

 

3 3

3
/ /

1 / (mod ).
1 1

n p n p
n p p

                      
   

 

Доказательство второго утверждения. Из первого утверждения следует 
1

1( ) / (mod ).
t

t t t t

t

n p
n p p n p p n p p

p

+

+
 +

      +  + +  +       
 

 

То есть имеем           

 
1

/ (mod ).
t

t

t

n p
n p p

p

+ +
    

 
 (2) 

Сравнения (1) и (2) вместе дают 

 
1

(mod ).
t

t t

n n p
p

p p

+ + 
   

   
 (3) 

что доказывает второе утверждения теоремы.  

Следующий результат был также найден с помощью экспериментов в системе 

Wolfram Mathematica. Исследовалось поведение последовательности  

(mod ), 0,1,2,3, ...,
x

p x
y

 
= 

 
 

где x  1 – целое, p – простое число, и натуральное положительное y было произ-

вольно.                                                                     

Определим функцию для вычисления (mod )
x

p
y

 
 
 

: 

b[p_, y_, x_] := Mod[Binomial[x, y], p] 

Мы будем применять ее для диапазона значений x = 0, 1, 2, 3, …, m, где величина 

m выбирается таким образом, чтобы можно было визуально обнаружить перио-
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дическое повторение значений функции b. Для этой же цели также список полу-

ченных значений каждого вызова функции b[p, y, x] разбивается на подсписки  

с помощью встроенных функций Partition и Column языка Wolfram: 

Partition[b[3, 3^0, #]& /@ Range[0, 9], 3] // Column 

{0, 1, 2} 

{0, 1, 2} 

{0, 1, 2} 

В данном случае вы видим, что период значений функции b равен {0, 1, 2}. Рас-

смотрим последовательности для всех значений y  9: 

Partition[b[3, 2, #]& /@ Range[0, 9], 3] // Column 

{0, 0, 1} 

{0, 0, 1} 

{0, 0, 1} 

Partition[b[3, 3, #]& /@ Range[0, 18], 9] // Column 

{0, 0, 0, 1, 1, 1, 2, 2, 2} 

{0, 0, 0, 1, 1, 1, 2, 2, 2} 

 

Partition[b[3, 4, #]& /@ Range[0, 18], 9] // Column 

{0, 0, 0, 0, 1, 2, 0, 2, 1} 

{0, 0, 0, 0, 1, 2, 0, 2, 1} 

 

Partition[b[3, 5, #]& /@ Range[0, 18], 9] // Column 

{0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 2} 

{0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 2} 

 

Partition[b[3, 6, #]& /@ Range[0, 18], 9] // Column 

{0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1} 

{0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1} 

 

Partition[b[3, 7, #]& /@ Range[0, 18], 9] // Column 

{0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 2} 

{0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 2} 

 

Partition[b[3, 8, #]& /@ Range[0, 18], 9] // Column 

{0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1} 

{0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1} 

 

Partition[b[3, 3^2, #]& /@ Range[0, 54], 27] // Column 

{0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2} 

{0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2} 

Были рассмотрены и другие случаи с небольшими значениями p и y. В изу-

ченных примерах обнаружилось, что если pk  y < pk+1 для натурального показа-

теля k, то выполнена гипотеза 2:  
1

(mod ).
kx x p

p
y y

+ + 
   

   
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Более сложный тест для проверки гипотезы состоит в случайном выборе чи-

сел p, k, y, x и выдает булевское значение. Ниже приведен код этого теста: вызов 

теста и полученный результат – True. 

xs = { }; Do[p = RandomChoice[{2, 3, 5, 7, 11, 13, 17}]; k = RandomInteger[{0, 5}];  

y = RandomInteger[{p^k, p^(k + 1) – 1}]; x = RandomInteger[{0, 2p^k}];  

AppendTo[xs, Mod[Binomial[x, y], p] = = Mod[Binomial[x + p^(k + 1), y], p]], 

1000];  

And @@ xs 

True 

Тест проверяет 1 000 вариантов для случайного выбора значений p, k, y, x. 

Значение p выбирается среди простых чисел 2, 3, 5, 7, 11, 13 и 17. Возможные 

значения k суть 0, 1, 2, 3, 4, 5. Целое значение y удовлетворяет условию pk  y < pk+1. 

Возможные значения переменной x удовлетворяют условию 0  x < 2pk+1. Логи-

ческие значения True или False – результаты проверки каждого варианта, накап-

ливаются в одном списке xs. После получения тысячи булевских значений тест 

вычисляет конъюнкцию этих значений. Тест запускался несколько раз, и после 

того как он выдал значение True во всех проделанных попытках, была доказана 

гипотеза 2. 

Теорема 2 (обобщение теоремы 1). Пусть x  1 – целое, k  0 – целое, p – 

простое число, и выполнено неравенство pk  y < pk+1. Тогда 

 

1

(mod ).
kx x p

p
y y

+ + 
   

   
 (4) 

Для доказательства нам понадобится теорема Люка и лемма 3. 

Теорема Люка [6. С. 43]. Пусть p – простое число, и пусть n, m, q, r – неотри-

цательные числа, причем 0  q < p, 0  r < p. Тогда 

(mod ).
pn q n q

p
pm r m r

+    
    

+    
 

Лемма 3. Пусть x  1 – целое, p – простое число и 0  y < p. Тогда 

 (mod ).
x x p

p
y y

+   
   

   
 (5) 

Доказательство. Пусть n, q – неотрицательные целые, такие что x = np + q и  

0  q < p. Применяя теорему Люка по отдельности к биномиальным коэффициен-

там 
x

y

 
 
 

 и 
x p

y

+ 
 
 

 имеем 

(mod ).
0 0

x nx q n q q
p

y p y y y

+        
=          

 +        
     

( 1) 1
(mod ).

0 0

x p n p q n q q
p

y p y y y

+ + + +        
=          

 +        
 

Из полученных сравнений следует сравнение (5). 

Доказательство теоремы 2. Индукция по k. Базис при k = 0 доказан в лемме 3. 

Для доказательства индуктивного перехода предположим, что сравнение (4) вы-

полнено при k = t. Докажем выполнимость (4) для k = t + 1. Положим x = np + q  
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и 0  q < p, где n – целое неотрицательное число, y = pt+1 + r и 0  r < p. По теоре-

ме Люка имеем 

(mod ).
t t

x np q n q
p

y p p r p r

+      
=       

 +      
 

Теперь начнем с правой части сравнения (4) при k = t + 1. По теореме Люка полу-

чаем 
2 1 1( )

(mod ).
t t t

t t

qx p p n p q n p
p

ry p p r p

+ + +     + + + +  
=       

+       
 

И заключение данной теоремы следует из сравнения (3), полученного в пункте 2 

теоремы 1. 

Следствие. Пусть p – простое число, y – положительное целое число, тогда 

последовательность  

 mod , 0,1,2,3,...
x

p x
y

 
= 

 
 (6) 

является периодической с длиной периода 
log ( ) 1

.p y
d p

 + =  

Доказательство. Для у существует единственное целое k, для которого  

pk  y < pk+1. Это значение k равно log ( ) .p y    Теорема 2 говорит, что последова-

тельность (6) является периодической с длиной периода pk+1.  
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Введение 

 

На вещественных многообразиях четной размерности широко изучаются кэ-

леровы, твисторные и эрмитовы структуры, а на вещественных многообразиях 

нечетной размерности – контактные и почти контактные метрические структуры 

(см.: [1]). Однако на вещественном многообразии нечетной размерности любая 

кососимметричная 2-форма является вырожденной. В [2] было введено понятие 

субтвисторной и субкэлеровой структуры, которое обобщает классические тви-

сторные и кэлеровы структуры на вещественные многообразия любой размерно-

сти с вырожденной фундаментальной 2-формой. В данной работе описано, как 

субтвисторные и субкэлеровы структуры позволяют получать в вещественных 

многообразиях произвольной размерности кэлеровы и сублагранжевы подмного-

образия. Понятие сублагранжева подмногообразия является обобщением класси-

ческого лагранжева подмногообразия для многообразий произвольной размерности 

с субтвисторной или субкэлеровой структурой. Частный случай субтвисторной 

структуры – аффинорная метрическая структура, обобщающий понятие контакт-

ной и почти контактной метрической структуры на многообразия произвольной 

размерности, изучен для групп Ли и алгеброидов Ли в работах [3, 4]. Таким обра-

зом, субтвисторные структуры, субкэлеровы структуры и аффинорные метриче-

ские структуры дают общую теорию метрических структур на вещественных 

многообразиях любой размерности с вырожденной или нет фундаментальной  

2-формой. 

Субтвисторной структурой на многообразии M размерности  3 называется 

набор объектов (, D, , g), где  – регулярная ненулевая возможно вырожден-

ная кососимметричная 2-форма на M, D – так называемое рабочее расслоение 

четного ранга на M,  – аффинор, ассоциированный с 2-формой , и g – римано-

ва метрика на M, связывающая аффинор  и 2-форму . Если в M существует 

подмногообразие : |QQ TQ D= , ограничение  на Q есть комплексная структура, 

и 2-форма  замкнута на M, субтвисторная структура вместе с подмногообрази-

ем Q называется субкэлеровой структурой. Цель данной работы – показать, как  

с помощью субтвисторных и субкэлеровых структур можно получать в веще-

ственных многообразиях произвольной размерности кэлеровы и сублагранжевы 

подмногообразия, а также как субтвисторная структура на многообразии влияет 

на локальную геометрию этого многообразия. 

В разд. 1 приведены необходимые сведения и определения для субтвисторных 

структур, следуя работе [2]. В разд. 2 рассмотрен частный случай субтвисторной 

структуры – субкэлерова структура. В разд. 3 введено понятие тензора кручения 

субтвисторной структуры и показано, как субтвисторная структура с нулевым 

тензором кручения влияет на локальную геометрию многообразия. В разд. 4 при-

ведены явные примеры многообразий, на которых не существует кэлеровой 

структуры, но существуют субкэлерова структура и кэлеровы подмногообразия,  

а также получены необходимые топологические условия существования на много-

образии субтвисторной или субкэлеровой структуры. В разд. 5 даются определе-

ния и примеры сублагранжевых подмногообразий в многообразиях произвольной 

размерности. В данной работе используются определения и результаты, подроб-

но описанные в работах [2–4]. 
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1. Субтвисторные структуры 

 

Пусть M – гладкое вещественное многообразие размерности n  3,  – нену-

левая кососимметричная 2-форма на M, X – векторное поле на M. Внутренним 

произведением 2-формы  и векторного поля X называется 1-форма IX , такая 

что для любого векторного поля 
1( )Y C TM  

I ( ) ( , ).X Y X Y= 

 Определение 1.1. Радикалом 2-формы  в точке x M  называется каса-

тельное подпространство 

rad { : I 0}.x x v xv T M =   =

 2-форма  называется регулярной, если размерность подпространства rad x  

не зависит от точки x. 

Радикалом регулярной 2-формы  на многообразии M называется распреде-

ление касательных подпространств 

rad rad .x

x M

 = 

 
Объединяя результаты доказанные в [2, 3], имеем следующее: 

Теорема 1.2. Пусть M – вещественное многообразие размерности n  3,  – 

ненулевая регулярная кососимметричная 2-форма на M, и r – ранг распределения 

rad . Тогда: 

1) Если n четно, то и r четно, и 0 2r n  − ; 

2) Если n нечетно, то и r нечетно, и 1 2r n  − ; 

3) Если 2-форма  замкнута, т.е. d = 0, то распределение rad  инволю-

тивно. 

Пусть g – риманова метрика на многообразии M, и D – ортогональное допол-

нение к rad . Распределение D называется рабочим расслоением для 2-формы . 

Говорят, что 2-форма  не вырождена, если rad {0} = . Из теоремы 1.2 сразу 

получаем: 

Следствие 1.3. Пусть  – ненулевая регулярная кососимметричная 2-форма 

на многообразии M размерности n  3 с рабочим расслоением D. Тогда ранг рас-

пределения D является четным при любом n, и ограничение 2-формы  на сече-

ния распределения D есть невырожденная 2-форма. 

Зафиксируем следующий набор объектов: (, D, g), где  – ненулевая регу-

лярная 2-форма на многообразии M, D – рабочее расслоение для , g – риманова 

метрика на M. 

Определение 1.4. Аффинором, ассоциированным с 2-формой , называется 

непрерывное поле эндоморфизмов  касательных подпространств на M, удо-

влетворяющее следующим свойствам: 
1

1

( , ) ( , ), , ( ),

( , ) ( , ), , ( ).

X Y g X Y X Y C TM

G X Y g X Y X Y C D

 =  

  =   
В [2] доказано, что непосредственно из определения вытекают следующие 

свойства аффинора: 
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Предложение 1.5. Пусть  – аффинор, ассоциированный с ненулевой регу-

лярной 2-формой  с рабочим расслоением D. Тогда: 

1) ker rad =  ; 

2) 2 id|D = − , где id – поле тождественных операторов на M; 

3) *  =  =  ; 

4) Для любых 1, ( ) ( , )X Y C D X Y    есть скалярное произведение на сече-

ниях рабочего расслоения. 

Таким образом, аффинор  есть обобщение почти комплексной структуры, 

положительно ассоциированной с невырожденной 2-формой на многообразии 

произвольной размерности с вырожденной регулярной 2-формой. А четверка  

(, D, , g) есть обобщение твисторной структуры. 

Определение 1.6. Субтвисторной структурой на многообразии M размерно-

сти n  3 называется набор объектов (, D, , g), где  – ненулевая регулярная 

кососимметричная 2-форма на M, D – рабочее расслоение на M,  – аффинор, 

ассоциированный с 2-формой , g – риманова метрика на M. 

Из этого определения видно, что кэлерова, почти кэлерова и твисторная 

структуры являются частными случаями субтвисторной структуры в случае, ко-

гда rad {0} =  и n четно. В этом случае рабочее расслоение D = TM. 

2-форма  в определении 1.6 называется фундаментальной 2-формой субтви-

сторной структуры. Из п. 3 теоремы 1.2 и теоремы Фробениуса для распределе-

ний следует, что если вещественное многообразие M размерности  3 допускает 

субтвисторную структуру с замкнутой фундаментальной 2-формой , то через 

каждую точку x M  проходит интегральное риманово подмногообразие 

: rad |
xx x RR TR =  . Отсюда получаем: 

Следствие 1.7. Если вещественное многообразие M допускает субтвисторную 

структуру с замкнутой фундаментальной 2-формой и радикалом ранга r  1, то 

M есть слоение с римановыми слоями размерности r. 

 

2. Субкэлеровы структуры 

 

Здесь мы рассмотрим частный случай субтвисторных структур – субкэлеровы 

структуры. 

Определение 2.1. Субкэлеровой структурой на вещественном многообразии 

M размерности n  3 называется субтвисторная структура ( , , , ) : 0D g d   =  

на M вместе с подмногообразием : |QQ TQ D= , и ограничение аффинора  на Q 

есть комплексная структура. 

Из определения видно, что ограничение субкэлеровой структуры на подмно-

гообразие Q есть кэлерова структура на Q. Таким образом, если на вещественном 

многообразии размерности n  3 существует субкэлерова структура с радикалом 

ранга r  1, то в M существует кэлерово подмногообразие комплексной размерно-

сти 
2

n r−
. Из теоремы Фробениуса для распределений следует, что для инволютив-
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ного распределения всегда существует интегральное подмногообразие макси-

мальной размерности. Таким образом, чтобы субтвисторная структура с замкну-

той фундаментальной 2-формой и инволютивным рабочим расслоением индуци-

ровала субкэлерову структуру, достаточно найти интегральное подмногообразие 

максимальной размерности для рабочего расслоения, ограничение на которое 

аффинора есть комплексная структура на этом подмногообразии. Далее рассмот-

рим примеры субтвисторных структур, удовлетворяющих этим условиям. 

Определение 2.2. Аффинорной метрической структурой на вещественном 

многообразии M размерности n  3 называется набор объектов (, D, , g), где 

 – 1-форма на M, внешний дифференциал которой есть регулярная ненулевая  

2-форма на M, D – рабочее расслоение для 2-формы d,  – аффинор, ассоции-

рованный с 2-формой d, g – риманова метрика на M. 

Поскольку d 2 = 0, из этого определения следует, что аффинорная метриче-

ская структура всегда индуцирует субтвисторную структуру с замкнутой фунда-

ментальной 2-формой. Аффинорная метрическая структура является обобщением 

контактной метрической структуры на многообразия произвольной размерности. 

В частности, контактная метрическая структура на многообразии нечетной раз-

мерности есть аффинорная метрическая структура с радикалом ранга 1. 

Пусть (, D, , g) – аффинорная метрическая структура на многообразии M. 

По теореме Фробениуса рабочее расслоение D инволютивно тогда и только то-

гда, когда через каждую точку x M  проходит интегральное подмногообразие 

: |
xx x QQ TQ D= . Остается выяснить, когда ограничение аффинора  на такие 

подмногообразие есть комплексная структура. Сначала заметим, что ограничение 

аффинора  на любое подмногообразие : |QQ TQ D=  есть почти комплексная 

структура на Q в силу п. 2 предложения 1.5. Необходимо, чтобы эта почти ком-

плексная структура была интегрируемой, т.е. позволяла ввести на подмногообра-

зии Q комплексные локальные координаты, согласованные с действием поля ли-

нейных операторов  в слоях касательного расслоения TQ (см.: [5. Гл. 9]). 

Пусть D D=   – комплексификация рабочего расслоения D. Тогда 

D W W+ −=  , где 

1

1

{ ( ) : },

{ ( ) : }.

W X C D X X

W X C D X X

+

−

=   =

=   = −  

Если |QTQ D= , то ограничение аффинора  на Q есть интегрируемая почти 

комплексная структура тогда и только тогда, когда распределения |QW+  и |QW−  

инволютивны (см.: [5. Гл. 9]). Поскольку в случае инволютивного рабочего рас-

слоения D подмногообразие Q можно провести через любую точку x M , окон-

чательно получаем: 

Теорема 2.3. Аффинорная метрическая структура (, D, , g) на веще-

ственном многообразии M размерности n  3 индуцирует субкэлерову структуру 

на M, если все распределения , ,D W W+ −  инволютивны. В этом случае ограничение 
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индуцированной субкэлеровой структуры на любое подмногообразие : |QQ TQ D=  

есть кэлерова структура на Q, и Q есть кэлерово подмногообразие в M. 

Радикалом аффинорной метрической структуры называется радикал индуци-

рованной этой аффинорной метрической структурой субтвисторной структуры. 

Следствие 2.4. Если вещественное многообразие M размерности n  3 допуска-

ет аффинорную метрическую структуру с радикалом ранга r  1, инволютивным 

рабочим расслоением D и инволютивными комплексными распределениями W+, W–, 

то M есть слоение с кэлеровыми слоями комплексной размерности 
2

n r−
. 

Простейшим примером многообразия, допускающего аффинорную метриче-

скую структуру с инволютивным рабочим расслоением, является прямое произ-

ведение Q × R, где Q – симплектическое многообразие с точной симплектической 

структурой, R – любое риманово многообразие. В этом случае рабочее расслое-

ние – это TQ, а радикал – это TR. В частности, многообразие 
2nT P , где T2n – 

2n-мерный тор, а P – риманово многообразие нечетной размерности, не допуска-

ет кэлеровой структуры, но допускает субкэлерову структуру с радикалом TP. 

Примером многообразия, не допускающего субкэлерову структуру, является че-

тырехмерная сфера S4. В [2] доказано, что S4 не допускает субтвисторных структур 

с радикалом любого допустимого ранга, а следовательно, не допускает субкэле-

ровых структур. 

Замечание 2.5. Поскольку контактная метрическая структура – это аффи-

норная метрическая структура с радикалом ранга 1, а контактное распределе-

ние всегда максимально неинволютивно, контактная метрическая структура  

не может индуцировать субкэлерову структуру с инволютивным рабочим рас-

слоением. 

 

3. Кручение субтвисторной структуры 

 

Чтобы получить условие, когда субтвисторная структура с замкнутой фунда-

ментальной 2-формой порождает субкэлерову структуру, нам потребуется ввести 

дополнительный объект. 

Определение 3.1. Тензором кручения субтвисторной структуры (, D, , g) 

на многообразии M размерности  3 называется непрерывное тензорное поле N 

типа (2, 1), определенное на паре векторных полей 
1, ( )X Y C TM  следующим 

образом: 
2( , ) [ , ] [ , ] [ , ] [ , ],N X Y X Y X Y X Y X Y=   −  −  +

 где [X, Y] – скобка Ли векторных полей X и Y. 

Из определения 3.1 и предложения 1.5 следует, что для любого интегрального 

подмногообразия : |QQ TQ D=  ограничение тензора кручения N на Q есть тензор 

Нейенхейса почти комплексной структуры |Q . Интегрируемость этой почти 

комплексной структуры на Q эквивалентна условию 0|QN =  (см.: [5. Гл. 9]. 



Корнев Е.С. Кэлеровы и сублагранжевы подмногообразия 

29 

Теорема 3.2. Пусть M – вещественное многообразие размерности n  3, и  

(, D, , g) – субтвисторная структура на M с радикалом ранга r  1, замкну-

той фундаментальной 2-формой  и нулевым тензором кручения. Тогда рабочее 

расслоение D есть инволютивное распределение на M, любое интегральное под-

многообразие : |QQ TQ D=  есть кэлерово подмногообразие комплексной размер-

ности 
2

n r−
, и (Q, , D, , g) есть субкэлерова структура на M. 

Доказательство. Будем обозначать проекцию векторного поля X на распре-

деление rad  через XR. Из предложения 2.5 следует, что ( )TM D = . Если 

1, ( )X Y C D , то из определения 3.1 получаем 

( , ) [ , ] .R RN X Y X Y=  

 Условие N = 0 влечет NR = 0, откуда [ , ] 0RX Y  = . Поскольку  есть линей-

ный автоморфизм слоев рабочего расслоения D, получаем, что распределение D 

инволютивно. По теореме Фробениуса инволютивное распределение вполне го-

лономно, а следовательно, через каждую точку x M  проходит подмногообра-

зие : |QQ TQ D= . Ограничение аффинора  на любое такое подмногообразие 

есть почти комплексная структура на Q, и ограничение тензора кручения N на Q 

есть ее тензор Нейенхейса. Условие N = 0 влечет, что  есть комплексная струк-

тура на Q, и Q есть кэлерово подмногообразие комплексной размерности 
2

n r−
. 

Таким образом, выполнено определение 2.1, и теорема доказана. ∎ 

Заметим, что аффинор субтвисторной структуры с нулевым тензором круче-

ния удовлетворяет данному в [6] определению оператора Нейенхейса. Следова-

тельно, аффинор субтвисторной структуры с нулевым тензором кручения всегда 

есть оператор Нейенхейса с набором собственных значений 0, i , где . 1i = − . 

Субтвисторная структура (, D, , g) на многообразии M с нетривиальным 

радикалом всегда задает разложение касательного расслоения TM в сумму Уитни 

распределений D и rad . Эта пара распределений задает на M  структуру почти 

произведения ψ: 

2
radid, id.| |D  =  = −  =

 Для структуры почти произведения ψ определен тензор кручения Pψ: 

1

( , ) [ , ] [ , ] [ , ] [ , ],

, ( ).

P X Y X Y X Y X Y X Y

X Y C TM

 =   + −  − 


 

Будем называть этот тензор тензором индуцированного кручения субтвистор-

ной структуры. В случае, когда распределения D и rad  инволютивны, структура 

почти произведения ψ называется интегрируемой, или структурой произведения 

на многообразии M. По аналогии с почти комплексной структурой структура почти 

произведения интегрируема тогда и только тогда, когда ее тензор кручения равен 0 

на M. Если структура почти произведения ψ интегрируема, то многообразие M 

локально диффеоморфно прямому произведению подмногообразий : |Q TQ D Q=  
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и : rad |RR TR =  . В случае, когда 0d = , если тензор кручения этой субтви-

сторной структуры равен 0 на M, то из теоремы 3.2 следует, что (Q, , D, , g) 

есть субкэлерова структура на M. Заметим, что в этом случае ограничение метри-

ки g на подмногообразие Q есть кэлерова метрика на Q, ограничение метрики g 

на подмногообразие R есть риманова метрика на R, а метрика g есть метрика 

прямого произведения на Q × R. Таким образом, получаем: 

Предложение 3.3. Если вещественное многообразие M допускает субкэлерову 

структуру с радикалом ранга r  1 и нулевым тензором индуцированного круче-

ния, то M локально изометрично прямому произведению кэлерова подмногообра-

зия Q коразмерности r и риманова подмногообразия R размерности r. 

Тензоры кручения и индуцированного кручения субтвисторной структуры 

можно объединить в один объект. 

Определение 3.4. Пусть (, D, , g) – субтвисторная структура на веще-

ственном многообразии M, T M TM=   – комплексификация касательного 

расслоения TM, N – тензор кручения этой субтвисторной структуры, и pψ – 

тензор индуцированного кручения. Комплексным кручением субтвисторной 

структуры называется трилинейная форма τ на M: 

1

( , , ) ( ( , ), ) ( ( , ), ),

, , ( ), 1.

X Y Z g N X Y Z ig p X Y Z

X Y Z C T M i

 = +

 = −
 

Сразу из определения следует, что τ = 0 тогда и только тогда, когда 

0N p= = . Из теоремы 3.2 и предложения 3.3 получаем: 

Следствие 3.5. Если вещественное многообразие M допускает субтвистор-

ную структуру с радикалом ранга r  1, замкнутой фундаментальной 2-формой 

и нулевым комплексным кручением, то M локально изометрично прямому произ-

ведению кэлерова подмногообразия Q коразмерности r и риманова подмногооб-

разия R размерности r. 

Поскольку множество нулей любой полилинейной формы всегда есть замкну-

тое множество, и для связного многообразия M любое непустое открытое и за-

мкнутое подмножество совпадает с M, получаем: 

Следствие 3.6. Если дивизор комплексного кручения субтвисторной струк-

туры ( , , , ) : 0D g d   =  на вещественном связном многообразии M есть откры-

тое множество в M, то (, D, , g) индуцирует субкэлерову структуру на M, 

распределение D инволютивно, и M локально изометрично прямому произведе-

нию кэлерова подмногообразия : |QQ TQ D=  и риманова подмногообразия 

: rad |RR TR =  . 

 

4. Необходимые и достаточные условия существования  

субкэлеровых структур 

 

Здесь мы приведем условия и примеры существования на многообразиях 

субкэлеровых структур. Сначала получим необходимые топологические условия 

существования субтвисторной структуры. 
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Пусть (, D, , g) – субтвисторная структура на многообразии M размерности 

 3, 1( )w E  – первый класс Штиффеля–Уитни векторного расслоения E, e(E) – 

класс Эйлера векторного расслоения E, и ( )n M  – расслоение внешних форм 

степени n на многообразии M. Из предложения 1.5 видно, что аффинор  есть 

комплексная структура в слоях рабочего расслоения D. Поскольку комплексная 

структура всегда задает ориентацию в векторном пространстве, аффинор  зада-

ет непрерывный выбор ориентации в слоях рабочего расслоения на M. Это дает 

1( ) 0w D =  (см.: [7]). Кроме того, поскольку фундаментальная 2-форма  есть 

глобальное, всюду отличное от нуля, сечение векторного расслоения ( )n M , 

2( ( )) 0e M =  (см.: [7]). Таким образом получаем: 

Предложение 4.1. Если вещественное многообразие M размерности  3 до-

пускает субтвисторную (в частности субкэлерову) структуру с рабочим рас-

слоением D, то 
2

1( ) ( ( )) 0.w D e M=  =

 Если M – компактное многообразие без края с эйлеровой характеристикой 

( )M , то из равенства ( ) ( )

M

M e M =  , где e(M) – класс Эйлера касательного 

расслоения TM, и предложения 4.1 получаем: 

Следствие 4.2. Если вещественное многообразие M размерности  3 допуска-

ет субтвисторную (в частности субкэлерову) структуру, а пространство рас-

слоения 
2 ( )M  есть компактное многообразие без края, то 

2( ( )) 0M  = . 

С помощью этого следствия в [8] получены примеры многообразий, не допус-

кающих субтвисторных структур, в частности четырехмерная сфера S4 и прямое 

произведение S4 × S4. Следующий результат дает пример многообразия, допус-

кающего субкэлерову структуру. 

Предложение 4.3. Пусть P – главное расслоение над кэлеровым многообразием 

M со слоем G. Тогда на P существует субкэлерова структура с радикалом TG. 

Доказательство. Пусть 0 0 0( , , )J h  – кэлерова структура на многообразии M, 

где 0 – симплектическая структура на M, J0 – комплексная структура на M, со-

храняющая 2-форму 0, h0 – кэлерова метрика на M, а  – проекция P M→ .  

Поскольку слоем главного расслоения P является группа Ли G, а любая группа 

Ли всегда допускает правоинвариантную риманову метрику, на группе Ли G  

существует риманова метрика g0. Пусть  – проекция TP TG→ . Тогда 

0 0g h d g=  +   есть риманова метрика на многообразии P. Обозначим через D 

ортогональное дополнение к распределению TG относительно метрики g. Поло-

жим 0 d =    .  есть замкнутая регулярная кососимметричная 2-форма на P  

с радикалом TG и рабочим расслоением D. Заметим, что D есть связность на 

главном расслоении P, т.е. TP D TG=  . Ограничение d на рабочее расслоение 

D есть линейный изоморфизм D TM→ . Определим аффинор , ассоциирован-

ный с 2-формой  на P, следующим образом: 

1
0 , 0.| |D TGd J d− =      =
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Мы получили субтвисторную структуру ( , , , ) : 0D g d   =  на многообразии 

P с радикалом TG. Ограничение этой субтвисторной структуры на подмногооб-

разие /Q P G=  в многообразии P по построению есть кэлерова структура на Q. 

Поскольку |QTQ D= , выполнено определение 2.1, и теорема доказана. ∎ 

Заметим, что пространство расслоения вещественных ортонормированных 

реперов на кэлеровом многообразии комплексной размерности n имеет веще-

ственную размерность n(2n + 1). При нечетном n это число также нечетно, а сле-

довательно, пространство расслоения не допускает кэлерову структуру при не-

четном n. Слой этого расслоения имеет вещественную размерность n(2n – 1). Из 

предложения 4.3 получаем: 

Следствие 4.4. Пусть M – кэлерово многообразие комплексной размерности n, 

и P – расслоение вещественных ортонормированных реперов на M. Тогда на P 

существует субкэлерова структура с радикалом ранга n(2n – 1). 

Поскольку нечетномерную сферу S2n+1 можно рассматривать как расслоение 

Хопфа над комплексным проективным пространством комплексной размерности n 

со слоем S1, получаем: 

Следствие 4.5. Нечетномерная сфера S2n+1 не допускает кэлерову структуру, 

но допускает субкэлерову структуру с радикалом ранга 1. 

Заметим, что субкэлерова структура в следствии 4.5 имеет ненулевой тензор 

кручения, поскольку ее рабочее расслоение есть контактное распределение кон-

тактной метрической структуры, построенной в [9], а по теореме 3.2 субтвистор-

ная структура с нулевым тензором кручения имеет инволютивное рабочее рас-

слоение. 
 

5. Сублагранжевы подмногообразия 
 

В симплектической геометрии для многообразий четной размерности хорошо 

известно понятие лагранжева подмногообразия (см.: [10]). Здесь мы обобщим это 

понятие для субтвисторных структур с замкнутой фундаментальной 2-формой на 

многообразиях любой размерности. Сначала выясним, какую максимальную раз-

мерность может иметь подмногообразие, касающееся во всех своих точках рабо-

чего расслоения субтвисторной структуры, на котором фундаментальная 2-форма 

обращается в 0. 

Предложение 5.1. Пусть ( , , , ) : 0D g d   =  – субтвисторная структура на 

многообразии M размерности  3, и ранг рабочего расслоения D равен 2k. Тогда 

для любого подмногообразия : , 0| |Q QQ TQ D  =  размерность подмногообра-

зия Q k . 

Доказательство. Поскольку |QTQ D ; из определения 1.4 следует, что для 

любых 
1, ( )X Y C TQ  

( , ) ( , ) 0,g X Y X Y =  =

 т.е. распределение TQ ортогонально TQ относительно метрики g. Поскольку  

 есть линейный автоморфизм в слоях рабочего расслоения D, имеем 

rank( ( )) rank( )TQ TQ = . Отсюда 2rank( ) rank( ( ) ) rank( ) 2TQ TQ TQ D k=    = . ∎ 
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Определение 5.2. Сублагранжевым подмногообразием для субтвисторной 

структуры ( , , , ) : 0D g d   =  на вещественном многообразии M размерности 

 5 с радикалом ранга r  1 называется подмногообразие : , 0| |Q QQ TQ D  = , 

и dim( ) 2
2

n r
Q

−
=  . 

Заметим, что для четырехмерных многообразий по теореме 1.2 субтвисторная 

структура может иметь только радикал либо ранга 2, либо ранга 0. Следователь-

но, сублагранжево подмногообразие может быть только либо классическим  

лагранжевым подмногообразием, либо одномерным подмногообразием. Поэтому 

в определении 5.2 требуется, чтобы размерность исходного многообразия была 

не меньше 5, а сублагранжева подмногообразия – не меньше 2. Пример субтви-

сторной структуры, допускающей сублагранжево подмногообразие дает следу-

ющий результат: 

Предложение 5.3. Пусть P – главное расслоение над комплексным проектив-

ным пространством 
nP  со слоем G. Тогда P допускает субтвисторную 

структуру с замкнутой фундаментальной 2-формой, и в P существует 

сублагранжево подмногообразие для этой субтвисторной структуры. 

Доказательство. Пусть  – проекция nP P→ . Комплексное проективное 

пространство 
nP  допускает кэлерову структуру 0 0 0( , , )J h , где 

10
0 0

2

0

, ( , , ) {0},

| |

n

k k

nk
nn

k

k

dz dz

i z z

z

+=

=



 =  



  

J0 – комплексная структура, индуцированная умножением на мнимую единицу i, 

h0 – метрика Фубини–Штуди. По предложению 4.3 эта кэлерова структура инду-

цирует на P субтвисторную структуру (, D, , g) с радикалом TG и замкнутой 

фундаментальной 2-формой 0 d =    . Рассмотрим в 
nP  вещественное под-

многообразие 
1

0{( , , ) {0}: Re( ) Im( ), 0,1, , }.n
n k kQ z z z z k n+=   = = 

 
Подмногообразие Q имеет вещественную размерность n, и 0 0|Q = . Теперь 

рассмотрим подмногообразие 
1( )S Q−=   в P. Подмногообразие S инвариантно 

относительно действия группы , 0|SG  = , и | |S STS D TG  . Поскольку фун-

даментальная 2-форма  инвариантна относительно действия группы G, подмно-

гообразие /W S G=  есть сублагранжево подмногообразие в P. ∎ 

Замечание 5.4. В предложении 5.3 вместо комплексного проективного про-

странства можно рассматривать произвольное кэлерово многообразие, содер-

жащее лагранжево подмногообразие. 

Поскольку нечетномерная сфера S2n+1 есть расслоение Хопфа над 
nP  со сло-

ем S1, из предложения 5.3 и следствия 4.5 получаем: 
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Следствие 5.5. Нечетномерная сфера S2n+1 допускает субтвисторную 

структуру с замкнутой фундаментальной 2-формой и радикалом ранга 1, а при 

n  2 содержит сублагранжево подмногообразие вещественной размерности n. 

Простым примером субтвисторной структуры на многообразии M произволь-

ной размерности n  5, для которой не существует сублагранжева подмногообра-

зия, является субтвисторная структура с замкнутой фундаментальной 2-формой  

и радикалом ранга n – 2. В этом случае рабочее расслоение D имеет ранг 2, и для 

любого интегрального для распределения D подмногообразия определение 5.2 не 

выполняется. 
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Аннотация. Оценивается кольматирующее действие полимер-дисперсных соста-

вов с использованием математической модели закачки и транспорта суспензии по 

трещине. Предполагается, что частицы суспензии больше размеров поровых кана-

лов и не проникают в пласт. Определено, что в момент подхода разрыва на фронте 

оторочки суспензии к концу трещины формируется разрыв объемной доли частиц, 

который движется как отраженная волна навстречу потоку и характеризует блоки-

рование трещины. С использованием разработанной модели рассчитан закольма-

тированный размер трещины. 

Ключевые слова: трещина автоГРП, суспензия, объемное содержание частиц,  
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Abstract. The problem of technogenic fracture blocking by a suspension mixture is rele-

vant for preventing the producing wells from additional water inflow. The aim of this 

work is to evaluate the effect of fracture colmatation with polymer-dispersed composi-

tions using a mathematical model of suspension transporting through a fracture. The sus-

pension particles are assumed to be larger than the pore channels and do not penetrate  

into the reservoir. The problem is solved using a system of equations of continuum  

mechanics. The leading edge of the suspension slug represents contact discontinuity. It is 

determined that when the discontinuity approaches the end of the fracture, a reflected 

wave of the volume fraction of particles is formed, which moves toward the flow and 

blocks the fracture. At the same time, due to the need to maintain the same flow rate and 

fracture size reduction, there is a sharp increase in the downhole pressure preventing the 

fracture from complete blockage. Thus, the maximum blocked fracture size is deter-

mined. The obtained results are compared with field data. 

Keywords: technogenic fracture, suspension, volume content of particles, law of conser-

vation of mass, Poiseuille law, contact discontinuity, reflected wave 
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Введение 

 

Заводнение (процесс закачки воды в пласт для вытеснения нефти) плотных низ-

копроницаемых коллекторов (пористых горных пород, способных пропускать через 

себя жидкости) с высоким пластовым давлением часто сопровождается формиро-

ванием техногенных трещин, или трещин автогидроразрыва пласта (автоГРП) [1, 2], 

что может приводить к раннему обводнению (повышению доли воды) продукции [3]. 

Так как этот процесс неконтролируемый, обычно проводятся специальные иссле-

дования по определению давления или градиента давления, при котором проис-
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ходит раскрытие трещин [4, 5]. Такие исследования позволяют ограничить давле-

ние закачки и не допустить формирования трещин автоГРП. Полный анализ ука-

занных процессов сопровождается геомеханическим исследованием [6, 7]. Такой 

подход позволяет детально моделировать образование и развитие трещин автоГРП. 

Однако в ряде случаев образование трещин автоГРП все же происходит. При-

мером может служить месторождение Daqing, на котором в 12% нагнетательных 

скважин при эксплуатации происходит существенное падение приемистости 

(расхода закачиваемой воды) [8]; для компенсации этого падения приходится 

поднимать в нагнетательных скважинах забойное давление. При давлениях за-

качки, отличающихся от давления гидроразрыва пласта на 1–2 МПа, начинается 

массовое формирование трещин автоГРП. 

Другим примером формирования значительного количества трещин автоГРП 

является Приобское месторождение. Высокие пластовые давления и низкая при-

емистость воды за счет малого значения относительной фазовой проницаемости 

воды при остаточной нефтенасыщенности k(Sor) (способность воды течь в пласте 

в присутствии других фаз при таком отношении объема нефти к объему пор, при 

котором нефть не течет) вынуждают для компенсации отбора продукции закач-

кой воды держать забойное давление выше давления раскрытия трещин [9]. Диа-

гностика приемистости нагнетательных скважин показывает наличие излома на 

индикаторной диаграмме [10]; гидропрослушивание скважин и специальные ин-

дикаторные исследования указывают на рост трещин [11–13]. Часто размеры 

этих трещин достигают километровой длины. Пример моделирования развития 

таких трещин описан в работе [13]. 

Существует подход к моделированию процессов в техногенной трещине, в ко-

тором в случае нестационарного притока распределение давления в окружающем 

пласте и в трещине находят с помощью уравнения пьезопроводности [14]. 

Гидродинамические расчеты процесса заводнения позволили выделить зоны 

аномально высокого пластового давления и ввести ограничения по приемистости 

нагнетательных скважин для предотвращения образования трещин автоГРП [15]. 

Однако в этом случае ограничение приемистости скважин приводит к суще-

ственному ограничению закачки воды и снижению компенсации отбора продук-

ции закачкой воды.  

Разбуривание скважин в областях аномально высокого давления также сопро-

вождается образованием техногенных трещин и аварийными ситуациями [16].  

Если размеры трещин автоГРП в нагнетательных скважинах невелики, то про-

исходит просто увеличение приемистости скважин, но сближение этих трещин  

с добывающими скважинами приводит к раннему прорыву воды в них [17, 18] и 

образованию высокопроницаемых каналов связи между нагнетательными и до-

бывающими скважинами. Ограничение расхода воды в нагнетательной скважине 

может приводить к частичному или полному закрытию трещин, но не дает уве-

ренности в снижении проводимости созданных трещин [19].  

С другой стороны, для ограничения притока воды по высокопроницаемому 

каналу проводят закачку в трещину автоГРП гелеобразующих или полимер-

дисперсных составов [20]. Распространенным полимером для этого является гид-

ролизованный полиакриламид. Экспериментальные исследования на керновом 

материале показывают, что в результате закачки гелеобразующих составов проис-

ходит ограничение эффективных размеров трещины автоГРП вследствие оседа-
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ния частиц геля вплоть до полного блокирования трещины [20], причем в случае 

наличия нескольких трещин в пласте реагент преимущественно будет заходить  

в более высокопроницаемую трещину, оставляя менее проницаемые трещины прак-

тически не блокированными. Применение гидродинамических моделей для про-

гнозирования этих процессов невозможно за счет существенно разных масшта-

бов процессов в трещине, около нее и в области межскважинного пространства. 

Цель работы – оценка кольматирующего действия полимер-дисперсных со-

ставов с использованием математической модели закачки и транспорта суспензии 

по трещине. В статье впервые разработана математическая модель закачки и 

транспорта суспензии по трещине и оценивается кольматирующее действие по-

лимер-дисперсных составов, когда размеры частиц больше размеров поровых 

каналов и не проникают в пласт. Проводится сравнение полученных оценок с про-

мысловыми данными для понимания механизма воздействия суспензионного 

состава. Сопоставление показывает, что часто такие обработки нагнетательных 

скважин приводят к частичной кольматации трещин и ограничению их длины. 

 

Оценка и анализ параметров трещин автоГРП 

 

Для оценки процессов формирования трещин автоГРП были рассмотрены про-

мысловые данные по закачке воды в вертикальные и наклонные скважины Усть-

Тегусского месторождения. По данным анализа приемистости скважин, динами-

ки забойного давления и графика Холла [21] было установлено наличие трещин 

автоГРП на определенном количестве нагнетательных скважин.  

Для дальнейшего анализа рассматривались только скважины, на которых про-

водилась обработка скважин полимер-дисперсным составом (ПДС) [22]. Таких 

скважин оказалось три, данные по ним приведены в табл. 1, где введены обозна-

чения: kav – средняя проницаемость по продуктивному интервалу, µw – вязкость 

закачиваемой воды в пластовых условиях, h – мощность продуктивного интерва-

ла (толщина пласта), he – эффективная мощность пласта (за вычетом глинистых 

пропластков), W – коэффициент приемистости (отношение расхода воды в нагне-

тательной скважине к перепаду давления), kr(Sor) – относительная фазовая прони-

цаемость воды при остаточной нефтенасыщенности, Δp – депрессия на пласт (пе-

репад давления в пласте), pw – забойное давление. 

Т а б л и ц а  1   

Данные по отобранным нагнетательным скважинам Усть-Тегусского месторождения 

№ W, м3/(сут.∙атм) Δp, атм pw, атм kav, мД µw, сП he, м h, м kr(Sor) 

2164 1.9 44 313 315 0.34 11.1 26.4 0.1 

2731 2.2 82 331 298 0.34 15.1 26.1 0.1 

2305 2.4 108 429 75 0.34 16.8 17.1 0.1 

 

Суспензия бентонитовой глины с объемной долей частиц 0.03 была стабили-

зирована водным раствором полимера (полиакриламид (ПАА)) с массовой кон-

центрацией 0.02, вязкостью 8 сП [23]. Результаты обработки ПДС выбранных 

скважин приведены в табл. 2; Qd – дополнительная добыча нефти из окружаю-

щих добывающих скважин. 
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Т а б л и ц а  2   

Результаты обработки нагнетательных скважин полимер-дисперсными составами 

№ 
Объем закачки 

суспензии, м3 

Относительное 

падение приеми-

стости, % 

Qd, тыс. м3 

Оценка длины трещины, м 

до  

обработки 

после  

обработки 

2164 800 23.6 8.54 436 153 

2731 1600 24.3 0.39 529 201 

2305 500 22.8 0.1 418 168 
 

Предварительную оценку длины трещин можно сделать по формуле Пратса [24], 

которая связывает скин-фактор, обусловленный наличием трещины, с искомой 

длиной: 

 
( ) ( )2 2

2
ln ln

av e r or av e r or

c cw w

w

k h k S k h k Sp p
Q

r r
S

r l

  
= =

 
+

, (1) 

где Q – расход воды в нагнетательной скважине, rw, rc – радиусы скважины и 

контура питания (расстояние, где устанавливаются параметры невозмущенного 

пласта), S – скин-фактор (характеризует увеличение притока из-за наличия тре-

щин), l – полудлина трещины. По формуле (1) можно рассчитать длину трещины 

через скин-фактор, и наоборот. Скин-фактор выражается из формулы (1) с уче-

том значения коэффициента приемистости W = Q/Δp, значения необходимых па-

раметров для вычисления приведены в табл. 1, радиус контура питания равнялся 

250 м. Результаты таких расчетов при радиусе скважины 0.1 м также приведены  

в табл. 2. 
 

Математическое описание процесса кольматации трещин суспензией 
 

Рассматривается задача о линейном одномерном потоке суспензии по трещине 

зафиксированной прямоугольной формы с полудлиной l, шириной w и высотой h. 

Вдоль боковых поверхностей трещины происходит отток несущей жидкости q, 

частицы суспензии не проникают в пласт. Суспензия c объемным содержанием 

частиц α закачивается при постоянном расходе на забое скважины Q и движется 

по трещине с соответствующей скоростью v (Q = 2hwv). Вводится декартова пря-

моугольная система координат, где ось x направлена вдоль трещины, а ось y пер-

пендикулярна ей. 

Основу суспензии составляют частицы глины, которые считаются недеформи-

руемыми. Сопоставление скоростей движения суспензии по трещине и осаждения 

частиц показывает, что гравитационные силы играют в процессе незначительную 

роль (скорость сегрегации на два порядка меньше) с учетом стабилизации сус-

пензии раствором полимера или слабым полимерным гелем [25]. Механизмами 

прилипания частиц на стенках трещины также пренебрегается. Скорости движе-

ния частиц и несущей фазы считаются равными. С учетом этих допущений урав-

нения сохранения массы частиц и несущей жидкости имеют вид: 

( ) ( )
,0

αα
=




+





x

vhw
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hw
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( )( ) ( )( )
,

α1α1
q

x

vhw

t

hw
−=


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+



−
 

где t – время. Данная система часто применяется для анализа процесса транспор-

та проппанта в трещине гидроразрыва пласта [19, 26, 27]. 

Движение суспензии по трещине описывается законом Пуазейля для прямо-

угольного канала, а отток несущей жидкости через боковые поверхности трещи-

ны определяется законом Дарси: 

( )
( ),

μ
,

μ12

2

r
eorrav pp

L

hSkk
q

x

pw
v −=




−=  

где µ – вязкость несущей фазы, p – давление в трещине, L – расстояние до конту-

ра питания, pr – пластовое давление в невозмущенной зоне. 

Поставленная задача разбивается на два этапа: на первом решается задача о 

транспорте закачиваемой оторочки суспензии в трещину, на втором формируется 

обратная волна кольматации трещины, которая распространяется от конца тре-

щины к скважине. На первом этапе распределение давления в трещине имеет 

стационарный вид и определяется уравнением 

 
( )

( ).
12

32

2

r
eorrav pp

Lhw

hSkk

dx

pd
−=  (2) 

Для решения уравнения (2) необходимо задать два краевых условия. Первое 

определяется закачиваемым расходом Q0 на входе в трещину, второе является 

балансом закачиваемой жидкости и жидкости, утекающей в пласт по всей 

длине трещины. Это условие определяется интегро-дифференциальным урав-

нением 

 
( )

( )
( ) −

−
=




−




−=

==

l

r
eorrav

xx

dxpp
Lhw

hSkk

x

p

x

phw
Q

0
3

000

3

0 ,
α1

24
,

μ12
 (3) 

где α0 – объемная доля дисперсных частиц в закачиваемой суспензии. 

Решение для фиксированного забойного давления в скважине рассмотрено  

авторами в [28]. Решение уравнения (2) для заданных краевых условий (3) имеет 

вид: 
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где введены обозначения: pf – давление на конце трещины, D – безразмерный 

комплекс подобия, A – безразмерный параметр, характеризующий соотношение 

оттока жидкости в пласт и потока в трещине: 

( )
.

12
3Lhw

Skhk
lA orreav=  

Задача движения оторочки суспензии по трещине определяется уравнением 

переноса частиц, которое можно представить в характеристическом виде: 
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где введены обозначения: 
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Начальные и граничные условия для задачи о транспорте оторочки суспензии 

имеют вид: 

;0α:0,0 == tx  

;αα:0,0 0== ottx  

,1α:, == fttlx  

где to – время закачки оторочки суспензии (объемом V = Q0to), tf – время начала 

кольматации конца трещины. 

Передний фронт оторочки суспензии представляет собой контактный раз-

рыв, движущийся с переменной скоростью, траектория которого определяется 

формулой 
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где введены обозначения: 

.γ,β A
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A
fr JeppJepp −−=+−=  

Из условия x = l определяется время начала кольматации трещины tf.  

При движении оторочки по трещине объемное содержание частиц возрастает 

за счет оттока несущей жидкости в пласт. Решение для эволюции объемной доли 

частиц на фронте имеет вид: 
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В момент подхода контактного разрыва t = tf к концу трещины x = l формиру-

ется разрыв объемной доли частиц, в котором перед фронтом разрыва α = α–, а за 

разрывом α = 1. Значение α– определяется решением характеристической систе-

мы (4). Сформировавшийся разрыв движется как отраженная волна навстречу 

потоку, условия на разрыве имеют вид: 

( ) ,0αα1 =+− −−− v
dt

dxc  

где v– – значение скорости перед разрывом, xс – координата начала закольмати-

рованной области трещины. Согласно полученному ранее решению, распределе-

ние частиц в трещине перед разрывом α– является стационарным α– = α–(x), но 
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выражается достаточно громоздкой формулой. Для упрощения решения были 

получены квадратичные корреляции этой функции 

,αα 022

2

1 ++=−

l

x
F

l

x
F  

которые зависят от определяющих комплексов α0, A, но не зависят от парамет-

ра D. Зависимость функции α–(x) от параметров α0, A приведена на рис. 1, а коэф-

фициентов корреляционных формул F1 и F2 от этих параметров – в табл. 3. При 

этих расчетах значение комплекса D принято равным 0.0265, l = 300 м. 
 

         
                                         a                                                                              b 

Рис. 1. Зависимость распределения объемного содержания частиц перед фронтом 

кольматации трещины от определяющих параметров α0 (a), A (b) 

Fig. 1. Distribution of the volume content of particles ahead of the fracture colmatation front 

versus governing parameters (a) α0 and (b) A 

 
Т а б л и ц а  3   

Зависимость коэффициентов корреляционных формул  

от определяющих параметров α0, A 
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Результаты расчетов 

 

Рассматривается модельный случай, в котором параметры пласта, трещины и 

суспензии имеют значения: k = 70 мД, kr(Sor) = 0.8, α0 = 0.03, w = 2 мм, l = 300 м,  

L = 500 м,  = 1 сПз, Q0 = 0.001 м3/с, pr = 27 МПа, h = 30 м, he = 20 м. Траектории 

контактного разрыва при движении суспензии к концу трещины и обратного 

кольматационного разрыва для модельного случая приведены на рис. 2. 
 

 

Рис. 2. Траектория движения контактного разрыва, соответствующего переднему фронту 

оторочки (нижняя кривая), и разрыва, определяющего закольматированную зону трещины 

(верхняя кривая) 

Fig. 2. Trajectories of the contact discontinuity corresponding to a leading edge of the slug  

(lower curve) and the discontinuity determining the fracture colmataion zone (upper curve) 

 

 

Рис. 3. Рост забойного давления в скважине в процессе кольматации трещины 

(начальный момент соответствует началу кольматации) 

Fig. 3. The downhole pressure rise in a well during fracture colmatation  

(the initial moment corresponds to the onset of colmatation) 
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Следует отметить, что заполнение трещины суспензией происходит на поря-

док быстрее, чем кольматационный процесс. Кольматационный процесс сопро-

вождается резким возрастанием забойного давления, эта зависимость приведена 

на рис. 3. Рост давления определяется сокращением размеров незакольматиро-

ванной трещины и несогласованием подаваемого расхода и приемистости сква-

жины. Таким образом, кольматация всей длины трещины невозможна из-за рез-

кого роста забойного давления. Для рассмотренного случая максимальный коль-

матируемый размер составляет 440 м, при этом коэффициент приемистости 

скважины (отношение расхода суспензии к перепаду давления) падает на 52%. 

Следует отметить, что ограничение притока, например штуцированием скважи-

ны, может привести к частичному схлопыванию трещины и в идеале тем же ре-

зультатам, что и кольматация трещины. Однако этот процесс менее контролиру-

емый и неопределенный по результатам, так как зависит от геомеханической  

обстановки в пласте и полноты схлопывания трещины до исходного состояния. 
 

Верификация полученного решения на промысловых данных 
 

Для верификации предложенной модели кольматации трещин автоГРП и под-

тверждения вывода об ограничении длины трещин в результате закачки ПДС 

были смоделированы результаты обработки выбранных нагнетательных скважин 

с наличием трещин автоГРП и сопоставлены с результатами, полученными на 

практике. По промысловым данным можно оценить приемистость скважины до  

и после воздействия. По значению приемистости скважины можно по формуле 

Дюпюи (1) определить скин-фактор скважины до и после воздействия. По фор-

муле Пратса скин-фактор пересчитывается в размер трещины до и после воздей-

ствия. Такая обработка данных позволяет дать оценку изменения длины трещины 

в результате обработки ПДС. 

С другой стороны, полученные в работе решения позволяют рассчитать для 

параметров трещины до воздействия (толщина трещины считалась постоянной  

(2 мм), а высота трещины совпадает с мощностью продуктивного интервала) из-

менение длины трещины при сформулированных ранее допущениях. Результаты 

расчетов сведены в табл. 4; N – количество реагирующих скважин. 

Т а б л и ц а  4   

Промысловые данные по обработке нагнетательных скважин  

полимер-дисперсными составами 

№ 

Длина трещины 

автоГРП до  

обработки, м 

Оценка длины 

трещины после 

воздействия  

по реальным  

данным, м 

Оценка длины 

трещины после 

воздействия  

из расчетов  

по модели, м 

Точность согласо-

вания данных, % 
N 

2164 436.364 153 144 1 3 

2731 529.801 201 185 3 1 

2305 418.994 168 159 4 1 
 

Результаты сопоставления показывают удовлетворительное согласование. 

Следует отметить, что все операции планировались для выравнивания профиля 

приемистости. Среднее количество реагирующих добывающих скважин для всех 
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выполненных операций составляло 7, т.е. для площадной системы расположения 

скважин дополнительная добыча наблюдалась в большинстве окружающих 

скважин, что согласуется с механизмом, положенным в основу выравнивания 

профиля приемистости. По выбранным скважинам с автоГРП количество реаги-

рующих скважин меньше; это говорит о том, что ограничение длины скважины 

блокирует высокопроницаемый канал связи трещина–добывающая скважина. 

Таким образом, проведенные расчеты показывают, что предложенный в рабо-

те механизм блокирования трещин автоГРП и порожденных ими высокопрони-

цаемых каналов связи косвенно подтверждается. 

 

Заключение 

 

Предлагается гипотеза, что при больших длинах трещины автоГРП может об-

разовываться высокопроницаемый канал между нагнетательной и окружающими 

добывающими скважинами. 

Предложена упрощенная модель кольматации трещины автоГРП ПДС с ча-

стицами заведомо большего размера, чем поровые каналы. Эта модель не учиты-

вает кольматацию призабойной зоны пласта, кроме кольматации трещины авто-

ГРП, поскольку предполагается наличие утечек в пласт только несущей жидко-

сти (воды). Разработанная модель необходима для оценки возможности кольма-

тации трещины автоГРП, чтобы предотвратить прорыв воды по этой трещине от 

нагнетательной скважины в зону дренирования добывающей скважины. При 

дальнейшем совершенствовании модели предполагается возможность учета 

кольматации призабойной зоны нагнетательной скважины. 

Полученное аналитическое решение показывает, что в этом случае возможна 

кольматация лишь части трещины, при сокращении размеров трещины величина 

расхода не согласована с приемистостью кольматированной трещины, что при-

водит к резкому росту забойного давления в нагнетательной скважине на опреде-

ленном этапе обработки. 

Решение позволяет рассчитать закольматированный размер трещины и оце-

нить необходимый объем суспензии и падение коэффициента приемистости 

скважины после обработки. 

Анализ промысловых данных по обработке скважин с автоГРП ПДС показы-

вает, что в большинстве случаев снижение обводненности окружающих скважин 

происходит именно за счет кольматации трещины и ликвидации высокопроница-

емого канала связи. 
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Аннотация. Представлена математическая модель процессов горения, течения 

продуктов сгорания и тепломассообмена в элементах пиротехнического устрой-

ства, предназначенного для сжигания головного обтекателя ракеты-носителя после 

его отработки. Проведен анализ результатов расчетов данных процессов для трех 

конфигураций твердотопливного заряда-заполнителя, входящего в состав пиротех-

нического устройства, расположенного внутри обшивки обтекателя. Для рассмот-

ренных конфигураций твердотопливного заряда-заполнителя получены простран-

ственно-временные распределения давления, скорости, температуры продуктов 

сгорания в каналах пиротехнического устройства, а также параметры прогрева 

наружной обшивки обтекателя. 
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Abstract. The payload launching into Earth orbit is carried out by launch vehicles. At 

certain stages of the flight, once the dense layers of the atmosphere are passed through, 

the spent stages of rocket engines and large payload fairings are jettisoned. Falling of sepa-

rated parts in the designated areas causes economic, environmental, and social problems.  

This paper presents a mathematical model of the combustion of a pyrotechnic device 

with a charge-filler from a solid propellant. The model is developed to calculate combustion 

processes, the flow of the products of combustion and heat and mass exchange in elements 

of the pyrotechnic device. Calculations are carried out for three configurations of the solid 

propellant charge-filler. The obtained spatial and temporal distributions of the parameters 

of occurring flows allow one to assess the feasibility of the pyrotechnic device, namely 

defragmentation and combustion of the payload fairing elements. The calculated results 

for the model pyrotechnic device are in satisfactory agreement with experimental data. 
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Введение 
 

В настоящее время единственным способом доставки космических аппаратов 

и модулей на околоземную орбиту является использование ракет-носителей. 

Важная задача – обеспечение безопасности полезной нагрузки, расположенной  

в головной части ракеты, на всей траектории полета. Головной обтекатель (ГО) 

ракеты-носителя обеспечивает защиту выводимого на орбиту полезного груза от 

воздействия неблагоприятных условий – высоких температур – при аэродинами-

ческом нагреве в плотных слоях атмосферы. При достижении высоты, на которой 
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действие набегающего потока разреженного воздуха уже не представляет опасно-

сти, происходит отделение головного обтекателя от ракеты-носителя. Отделение 

головного обтекателя позволяет снизить пассивный вес и подготовить орбиталь-

ный вывод полезной нагрузки. Головной обтекатель крупногабаритных полезных 

грузов обычно разделяется на две части (створки), которые под действием силы 

тяжести, частично обгорая, планируют на поверхность Земли, создавая опреде-

ленную угрозу населению и инфраструктуре в районе падения. В частности, го-

ловной обтекатель ракет-носителей типа «Союз» имеет массу 1 400 кг, длину 

10.4 м и диаметр 3.7 м [1]. Существенного снижения негативных последствий 

можно достигнуть сжиганием ГО или его дроблением на более мелкие фрагмен-

ты, вероятность сгорания которых в атмосфере более высокая. 

В качестве конструкционных материалов для несущих слоев обтекателя чаще 

всего применяются высокопрочные и высокомодульные полимерные композицион-

ные материалы из углепластика, стеклопластика или органопластика с каким-либо 

заполнителем сотовой структуры [2]. Одним из возможных вариантов утилизации 

ГО за счет сжигания является применением пиротехнического устройства [3–7]. 

Данное устройство содержит систему каналов, боковая поверхность которых на 

(60 ÷ 80)% образована зарядом-заполнителем из твердого топлива, а остальная 

поверхность – материалом обшивки обтекателя. Один из концов канала заглу-

шен, а второй сообщается с внешней средой, характеризующейся давлением, со-

ответствующим высоте полета ракеты-носителя. В районе глухого торца канала 

имеется проволочный нагреватель, посредством которого осуществляется ло-

кальное зажигание заряда-заполнителя.  

Цель настоящей статьи – разработка физико-математической модели процес-

сов горения, течения продуктов сгорания и тепломассообмена в элементах пиро-

технического устройства, предназначенного для утилизации ГО путем сжигания, 

а также анализ параметров функционирования пиротехнического устройства для 

трех конфигураций твердотопливного заряда-заполнителя. Оценка адекватности 

разработанной физико-математической модели анализируемой конструкции была 

проведена сравнением с экспериментальными данными по наружной температу-

ре обшивки пиротехнического устройства [6, 7]. 

Математическая постановка задачи предусматривала следующее развитие про-

цесса функционирования устройства. В начальный момент времени, когда канал 

заполнен холодным газом с параметрами внешней среды, проволочный нагрева-

тель инициирует зажигание твердого топлива в районе глухого конца канала.  

В результате горения твердого топлива давление в этой области повышается,  

и горячие продукты горения начинают двигаться к открытому для истечения концу 

канала, вытесняя «начальный» холодный газ. За счет механизмов конвекции  

и излучения происходит повышение температуры как еще не подключившегося  

к горению твердого топлива, так и органопластика обшивки. По мере прогрева  

к горению постепенно подключается вся рабочая поверхность твердого топлива. 

Давление в канале нарастает, и через некоторое время устанавливаются парамет-

ры квазистационарного режима, когда локальные вдоль канала параметры потока 

слабо меняются во времени. Происходят неравномерное выгорание твердого 

топлива и соответствующее изменение геометрических характеристик канала. 

Указанные выше особенности развития баллистического процесса предопре-

деляют математическую модель как нестационарную с учетом: 
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– постепенности воспламенения поверхности твердого топлива; 

– неравномерности выгорания твердотопливных разделяющих каналы пла-

стин; 

– воспламенения органопластиковой обшивки в случае «горючести» ее мате-

риала или прогрева этого материала при температурном механизме его деструкции. 
 

Математическая постановка задачи моделирования течения  

продуктов сгорания 
 

Считается, что смесь, образованная продуктами сгорания твердого топлива, 

возможной газификации конструкционного материала и газа, заполнявшего изна-

чально канал конструкции, подчиняется уравнению состояния идеального невяз-

кого газа [8–14]. 

В рамках данного предположения диссипативные эффекты, обусловленные 

трением и теплообменом на ограничивающих поток поверхностях, учитываются 

введением специальных членов источникового типа. Уравнения записываются 

применительно к контрольному объему V, ограниченному замкнутой поверхно-

стью, частично или полностью состоящей из проницаемой для газа поверхности A 

(проходное сечение канала с площадью А) и непроницаемыми поверхностями 

твердого топлива S1 и органопластика обшивки S2, на которых происходит теп-

ломассообмен между газовым потоком в канале и элементами конструкции. Си-

стема уравнений, отражающая основные законы сохранения (массы, количества 

движения и энергии), записывается в интегральном виде, не зависящем от выбора 

системы координат [8, 9, 11, 12]: 
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Здесь t – время; p, ρ – давление и плотность; R, cp – газовая постоянная, изобари-

ческая теплоемкость; П = pn + ρuN – поток импульса; N = (u, n) – нормальная  

к поверхности скорость, определяемая скалярным произведением вектора скоро-

сти u на единичный вектор n внешней нормали к поверхности; f – коэффициент 

сопротивления (трения) газа на поверхностях; H – энтальпия вдуваемых с по-
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верхностей S1 и S2 газообразных продуктов; q – плотность теплового потока  

к поверхностям S1 и S2. Индекс «1» – для твердого топлива, «2» – для органопла-

стика корпуса. 

Для вычисления параметров взаимодействия газового потока в канале (трения 

и теплообмена) с элементами конструкции необходимо знать такие параметры 

смеси газов, как вязкость и коэффициент теплопроводности, которые не являют-

ся аддитивными по массе компонентов смеси. Тем не менее для смеси газов, 

небогатых водородом и не имеющих максимумов на кривых зависимостей вязко-

сти от состава, для оценки коэффициента динамической вязкости μ можно  

использовать уравнение сохранения комплекса ρμ R  [9, 12]. В соответствии  

с этим вязкость многокомпонентной смеси продуктов сгорания твердого топлива, 

начального газа и возможной газификации органопластика материала обшивки 

можно определить решением уравнений 

 
1 2

1 2

1 1 1 2 2 2

1 1 1 1 2 2 2 2

,

.

V A S S

V A S S

RdV NdA R m dS R m dS
t

RdV RNdA R m dS R m dS

R

t


 +  = +




 +    = +



   

   

 (2) 

Начальными условиями для решения системы уравнений (1) и (2) являются 

значения и поля соответствующих параметров: 

ρ = ρ0,   u = 0,   R = R0,   
0p pс с= ,   E = E0,   μ = μ0, 

где индекс «0» характеризует условия начала процесса работы устройства. 

Начальные значения энергии и плотности удобно определять через заданные 

стартовые значения давления и температуры: 

0
0

1

p
E =

 −
, 0

0
0 0

ρ
p

R T
= , 

ρ

p
T

R
= . 

Расчет плотности притока массы m1 за счет горения твердого топлива (для 

конкретной начальной температуры) задается в виде зависимости [10, 14] 

1 1 0ρ vm u p=  , 

где ρ1 – плотность топлива; u0, ν – эмпирические константы; обычно используют-

ся размерности [u0] = мм/c, [p] = атм. 

Для твердотопливных составов скорость горения может существенно зависеть 

от скорости «обдувающего» горящее топливо потока – реализуется так называе-

мый эффект эрозионного горения [14]. В частности, коэффициент эрозии ε для 

баллиститных составов может определяться следующей экспериментальной за-

висимостью по величине «пороговой» скорости [14]: 

( )
*

* *

1, если ,

1 , если ,u

u u

K u u u u


 = 

+ − 
 

где u – скорость обдувающего газового потока, Ku и u* – эмпирические константы. 

Для типично баллиститного твердого топлива Ku = 0.0022 с/м; u* = (180 ÷ 200) м/с [14]. 

Учет эрозионного эффекта может быть существенно важен при расчете тече-

ний в длинных «горящих» каналах. 

Разгар канала (изменение площадей проходных сечений, поверхности горения 

и «обнажающейся» площади органопластика обшивки) рассчитывается по вели-
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чине изменения так называемой глубины выгорания твердого топлива e по длине 

канала: 

( )
0

, 0 0.=  = =
de

u p e t
dt

 

Для расчета плотности притока массы m2 за счет возможной газификации ор-

ганопластика обшивки используются экспериментальные данные работ [2, 10]. 

Расчет параметров теплообмена между элементами конструкции и горячими про-

дуктами сгорания проводится посредством законов Ньютона–Рихмана и Стефана–

Больцмана [10, 14], описывающих передачу тепла конвекцией и излучением: 

( ) ( )( )w c r wq T T T T=  − =  + − , 

где αc, αr – конвективная и радиационная (лучистая) составляющие коэффициента 

теплоотдачи; Tw – температура «обдуваемой» поверхности (так называемая тем-

пература «стенки»). 

Эффективное значение интегрального коэффициента излучения (степени чер-

ноты) системы газ–поверхность, необходимое для расчета лучистой составляющей 

теплового потока, определяется на основе методик, изложенных в работах [10, 14]. 

Коэффициент конвективной теплоотдачи αc определяется критериально-опыт-

ной зависимостью через числа Нуссельта Nu и Прандтля Pr (соотношение Г. Краус-

сольда (H. Kraussold) для теплообмена в круглой трубе [10, 14, 15]): 

( ) ( )0.8 0.4Nu= Nu Nu 0.023Re Pr
p pV

с

c R c Rc

l l l l

 −  −
 = = = , 

где λ – коэффициент теплопроводности газовой смеси; Re = |u|l/μ – число Рей-

нольдса. 

Характерный размер l определяется через так называемый смоченный пери-

метр  проходного сечения канала с площадью сечения А: 

4

A
l =


. 

Расчет силы сопротивления вследствие трения в уравнении движения (1) через 

оценку коэффициента сопротивления f, вычисляемого по соотношению [13, 14]: 

3

3

0.237

16
, Re 4 10 ,

Re

0.221
0.0032 , Re 4 10 .

Re

f


 

= 
 +  


 

Одной из проблем, которые приходится решать совместно с расчетом газоди-

намического поля течения, является задача по подключению к горению элемен-

тов поверхности твердого топлива в процессе его зажигания. При этом в рамках 

наиболее простых подходов предполагается, что зажигание элемента поверхно-

сти (включение его в процесс горения) происходит мгновенно после достижения 

температурой поверхности некоторого критического значения. В случаях когда 

вычисление времени подключения элемента поверхности к горению (или гази-

фикации) не является существенно определяющим фактором при расчете зажи-

гания твердого топлива, а течение имеет такой характер, что тепловой поток  

в твердые «стенки» положительный, можно использовать приближенные, в част-

ности интегральные, методы решения уравнения теплопроводности. Хорошие 
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результаты интегральный метод дает для кубического профиля температуры [16]. 

Искомым параметром является температура поверхности Tw, для которой на ос-

нове интегрального метода теплового баланса записывается экономичное при 

программной реализации обыкновенное дифференциальное уравнение [16, 17]: 

( )

( )( )

32

2
0 01

14æ

23

ww

w w

T TdT

dt T T T T T

 −
=

− − −
, 

где æ1, λ1 – коэффициенты температуропроводности и теплопроводности матери-

ала топлива; T – температура газового потока; α – эффективный коэффициент 

теплоотдачи. 

Начальным условием для этого уравнения является Tw = T0. 

В качестве условия подключения элемента поверхности к горению топлива 

(или начала возможной газификации органопластика обшивки) использовалось 

достижение температурой поверхности некоторого значения – так называемой 

температуры вспышки твердого топлива, или критических условий глубины про-

грева органопластика [18]. 

Для инертного материала обшивки изменение температуры по глубине мате-

риала описывалось одномерным уравнением теплопроводности 

2

2

2
æ

T T

t y

 
=

 
, 

где y – координата, направленная вглубь материала обшивки; æ2 – коэффициенты 

температуропроводности органопластика. 

Численная реализация представленных нестационарных гиперболических 

уравнений (1) и (2) на идеях метода конечного объема [19, 20] с расчетом пото-

ковых величин методом С.К. Годунова посредством точного решения газодина-

мической задачи распада произвольного разрыва описана в [21]. 

Граничными условиями, необходимыми для завершения математической по-

становки задачи, являются условия непротекания на глухом конце канала и сво-

бодного истечения через его открытый конец. Последние формулируются как 

задача расчета характеристик течения на границе области, где со стороны внешней 

среды заданы значения термодинамических параметров газа внешней среды – так 

называемая задача полураспада разрыва. Количество граничных условий опреде-

ляется количеством характеристик (характеристических поверхностей в общем 

виде), «входящих» в область решения [22]. 

В случае дозвукового истечения газа из области решения используется одно 

граничное условие – равенства давления на открытом срезе канала давлению 

внешней среды. При этом скорость истечения и плотность газа в выходном сече-

нии канала в зависимости от давления внешней среды определяются из соотно-

шений, связывающих параметры газа в ударной волне или волне разрежения. 

При сверхзвуковом истечении, когда возмущения извне в расчетную область не 

распространяются и граничных условий не требуется, параметры «сносятся» 

(традиционный подход) на границу из расчетной области. При этом учитывается, 

что в процессе расчета может возникнуть ситуация, когда граница со временем 

попадает в область волны разрежения. В этом случае используются соответству-

ющие специальные соотношения [22]. 
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Результаты расчетов 
 

Вычисления и эксперимент проводились для модели пиротехнического 

устройства, включающего обшивку из органопластика 1 и пластины твердого 

топлива 2 (рис. 1). Пластины твердого топлива 2 образуют каналы, конфигурации 

которых приведены на рис. 1: a – прямоугольный канал 15 × 9 мм, b – прямо-

угольный канал 15 × 15 мм, c – треугольный канал высотой 20 мм. Длина кана-

лов 2 и обшивки 1 одинакова для всех конфигураций модели пиротехнического 

устройства и составляет 50 мм. 
 

   

a b c 

Рис. 1. Геометрические конфигурации (поперечное сечение) и размеры элементов ГО, 

включающих обшивку из органопластика 1 и твердое топливо 2: a – прямоугольный канал 

15 × 9 мм, b – прямоугольный канал 15 × 15 мм, c – треугольный канал высотой 20 мм 

Fig. 1. Geometric configurations (cross-sections) and dimensions of payload fairing elements 

including (1) fairing from organic plastics and (2) solid propellant: (a) rectangular channel  

15 × 9 mm, (b) rectangular channel 15 × 15 mm, and (c) triangular channel 20 mm high 
 

При вычислениях использовались следующие основные характеристики ма-

териалов и свойств продуктов сгорания: 

– плотность твердого топлива ρ1 = 1 820 кг/м3; 

– коэффициент теплопроводности твердого топлива λ1 = 1.1 Вт/(мK); 

– закон скорости горения топлива: константа u0 = 0.9 мм/с, показатель v = 0.22; 

– начальная температура T0 = 300 К при давлении p0 = 0.1 МПа; 

– температура горения твердого топлива – 2 700 К; 

– γ = 1.13, R1 = 268 Дж/(кгК), cp1 = 2 330 Дж/(кгК) – показатель адиабаты, га-

зовая постоянная и изобарическая теплоемкость продуктов сгорания. 

Материал обшивки характеризовался следующими параметрами: 

– плотность материала ρ2 = 1 250 кг/м3; 

– коэффициент теплопроводности материала λ2 = 0.19 Вт/(м·К). 

Начальная поверхность горения твердого топлива в момент времени t = 0 с 

определялась размером нагревательного элемента. В течение некоторого времени 

(∆t ≈ 0.8 с) горячие продукты горения начального участка прогревают твердое 

топливо на достаточно ограниченной длине канала (∆x ≈ 16 мм) и, охлаждаясь 

вследствие теплообмена с материалом обшивки и топливом, истекают во внеш-

нюю среду. Когда температура на данном участке достигает заданного значения 

(так называемой температуры вспышки), поверхность воспламеняется, газоприход 

горячих продуктов горения интенсифицируется, и к горению ко времени t = 1.2 с 

подключается вся рабочая поверхность твердого топлива. Давление в канале 

сравнительно резко возрастает до значения, определяемого соотношением по-

верхности твердого топлива и площади выходного сечения канала (рис. 2). Далее 
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начинается период относительно квазистационарного горения образующего 

стенки канала топлива, сопровождающийся соответствующим прогревом огра-

ничивающей поток обшивки. Ко времени t ≈ 5.4 с глубина выгорания на началь-

ном участке образующих канал пластин твердого топлива достигает их толщины 

(рис. 3), и начинается период спада давления. 
 

 

Рис. 2. Зависимость изменения давления от времени: 1 – прямоугольный канал (рис. 1, а), 

2 – прямоугольный канал (рис. 1, b), 3 – треугольный канал (рис. 1, с) 

Fig. 2. Time dependence of pressure: (1) rectangular channel (fig. 1a), (2) rectangular channel 

(fig. 1b), and (3) triangular channel (fig. 1c) 

 

 

Рис. 3. Толщина h канал-образующих пластин твердого топлива на момент (t ≈ 5.4 с) 

начала их догорания: 1 – прямоугольный канал (рис. 1, а), 2 – прямоугольный  

канал (рис. 1, b), 3 – треугольный канал (рис. 1, с) 

Fig. 3. Thickness h of the channel-forming plates of solid propellant at the moment of their  

afterburning initiation (t ≈ 5.4 s): (1) rectangular channel (fig. 1a), (2) rectangular channel  

(fig. 1b), and (3) triangular channel (fig. 1c) 
 

В начале режима спада имеется короткий участок типа скачка (см. рис. 2), 

обусловленный прогаром области первичного подключения поверхности канала 

к горению; далее некоторое время происходит частичный разгар остаточной по-

верхности (с некоторым локальным повышением давления). Полное сгорание 

твердого топлива завершается к моменту времени t ≈ 6.8 с. 

Достаточно равномерное снижение давления на квазистационарном участке 

(см. рис. 2) обусловлено тем, что при разгаре твердого топлива, образующего 

стенки канала, поверхность горения увеличивается приблизительно пропорцио-

нально глубине выгорания, а площадь выходного сечения канала – пропорцио-

нально квадрату этой величины. На рис. 4 приведена картина изменения поверхно-
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сти горения относительно ее начального (в момент времени t = 0 c) значения Sнач; 

полученная зависимость хорошо коррелирует как с развитием кривой зависимо-

сти изменения давления от времени (см. рис. 2), так и с изменением скорости 

истечения продуктов сгорания через выходное сечение канала (см. рис. 5). 
 

 

Рис. 4. Зависимость изменения относительной поверхности горения от времени: 1 – прямо-

угольный канал (рис. 1, а), 2 – прямоугольный канал (рис. 1, b), 3 – треугольный канал (рис. 1, с) 

Fig. 4. Time dependence of relative burning surface: (1) rectangular channel (fig. 1a),  

(2) rectangular channel (fig. 1b), and (3) triangular channel (fig. 1c) 

 

 

Рис. 5. Скорость истечения продуктов горения через выходное сечение канала: 1 – прямо-

угольный канал (рис. 1, а), 2 – прямоугольный канал (рис. 1, b), 3 – треугольный канал 

(рис. 1, с) 

Fig. 5. Exhaust velocity in the outlet section of the channel: (1) rectangular channel (fig. 1a),  

(2) rectangular channel (fig. 1b), and (3) triangular channel (fig. 1c) 
 

На рис. 6–8 представлены распределения газодинамических параметров пото-

ка продуктов сгорания на момент времени, предшествующий началу первого 

прогара твердого топлива боковой стенки канала (t ≈ 5.4 с). Качественно данные 

зависимости характерны для всего квазистационарного периода функционирова-

ния модели, когда наблюдаются достаточно равномерное снижение давления 

вдоль канала (см. рис. 6), снижение температуры газа за счет увеличения скоро-

сти потока (см. рис. 8) и теплообмена с обшивкой (см. рис. 7). 

Увеличение скорости потока в направлении открытого конца канала повыша-

ет коэффициент конвективной теплоотдачи в материал обшивки, что, в свою оче-

редь, обусловливает увеличение ее температуры в данном направлении (рис. 9). 
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Рис. 6. Распределение давления по длине канала: 1 – прямоугольный канал (рис. 1, а),  

2 – прямоугольный канал (рис. 1, b), 3 – треугольный канал (рис. 1, с) 

Fig. 6. Pressure distribution along the channel length: (1) rectangular channel (fig. 1a),  

(2) rectangular channel (fig. 1b), and (3) triangular channel (fig. 1c) 

 

 

Рис. 7. Распределение температуры газа по длине канала: 1 – прямоугольный  

канал (рис. 1, а), 2 – прямоугольный канал (рис. 1, b), 3 – треугольный канал (рис. 1, с) 

Fig. 7. Distribution of gas temperature along the channel length: (1) rectangular channel (fig. 1a), 

(2) rectangular channel (fig. 1b), and (3) triangular channel (fig. 1c) 

 

 

Рис. 8. Распределение скорости газа по длине канала: 1 – прямоугольный канал (рис. 1, а),  

2 – прямоугольный канал (рис. 1, b), 3 – треугольный канал (рис. 1, с) 

Fig. 8. Distribution of gas velocity along the channel length: (1) rectangular channel (fig. 1a),  

(2) rectangular channel (fig. 1b), and (3) triangular channel (fig. 1c) 
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Рис. 9. Распределение температуры внешней поверхности обшивки по длине канала:  

1 – прямоугольный канал (рис. 1, а), 2 – прямоугольный канал (рис. 1, b), 3 – треугольный 

канал (рис. 1, с) 

Fig. 9. Distribution of temperature of the external casing surface along the channel length:  

(1) rectangular channel (fig. 1a), (2) rectangular channel (fig. 1b), and (3) triangular channel (fig. 1c) 

 

 

Рис. 10. Температура наружной поверхности обшивки к моменту завершения истечения 

продуктов горения: 1 – прямоугольный канал (рис. 1, а), 2 – прямоугольный канал (рис. 1, b), 

3 – треугольный канал (рис. 1с);  – экспериментальные данные 

Fig. 10. External temperature of the casing at the end of combustor discharge: (1) rectangular 

channel (fig. 1a), (2) rectangular channel (fig. 1b), and (3) triangular channel (fig. 1c);  

 – experimental data 
 

На рис. 10 приведены расчетные (сплошные линии) и экспериментальная 

(точки) [6, 7] зависимости температуры наружной поверхности обшивки к мо-

менту завершения истечения продуктов горения из канала (t ≈ 6.8 с). Наибольшее 

отличие между расчетными и экспериментальными данными (~ 25%) наблюдает-

ся на 3–4-й секундах работы модели пиротехнического устройства, что связано, 

по-видимому, с недостаточно точным учетом в математической модели парамет-

ров внешнего теплообмена обшивки с окружающей средой. 

 

Заключение 

 

Таким образом, в работе представлена математическая модель функциониро-

вания пиротехнического устройства головного обтекателя ракеты-носителя, пред-

назначенного для снижения угрозы инфраструктуре и населению в районе падения 

его остатков. Модель учитывает основные особенности развития внутрибалли-
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стических процессов в каналах устройства (постепенность воспламенения твердого 

топлива, теплообмен горячих продуктов сгорания с элементами конструкции 

обтекателя и т.д.). 

Для трех рассмотренных конфигураций каналов получены расчетные зависи-

мости пространственно-временных распределений параметров реализующихся 

течений, позволяющие провести оценки достижения целевой функции пиротех-

нического устройства – дефрагментации и сжигания элементов головного обте-

кателя. 

Сравнение результатов вычислений с данными выполненных экспериментов 

для модельного пиротехнического устройства показали их удовлетворительное 

соответствие. 
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Аннотация. С помощью аналитически полученных в подвижном базисе уравнений 

движения найдены различные траектории тел в неинерциальных системах отсчета 

(НСО) при условии, что они движутся по заданным траекториям. Решение найден-

ной системы уравнений проанализировано в одном конкретном случае, когда роль 

действующей силы принадлежит силе тяжести. С помощью численных методов 

найдены решения уравнений, приведены их графические иллюстрации в несколь-

ких частных случаях, когда траектории НСО заданы в виде прямой, окружности и 

брахистохроны. 
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Abstract. This paper considers a trajectory of the body moving under the influence  

of the force F in a non-inertial reference frame (NRF), which is "tied" to a given curve  

y = y(x) and is described by a natural movable basis τ-n. For this NRF, a system of linear 

differential equations is obtained to simulate various types of trajectories resulting from 

the action of certain forces. The common Cartesian coordinate system is chosen as a fixed 

basis i-j. Several examples of motion along the given trajectories y = y(x) are considered 

with gravity as an acting force F. For these specific cases, the analytic expressions for 

absolute (in the system i-j), relative (in the system τ-n), and translational accelerations 

are given. The corresponding trajectories of motion under free fall conditions in terms of 
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NRF are constructed. The following trajectories y = y(x) are studied: uneven motion 

along a straight line, a brachistochrone, and a circle. Using computer modeling tools, the 

results are presented as plots showing the qualitative difference between the trajectories 

of the same body in the inertial and non-inertial frames of reference. The considered  

limiting cases of motion confirm the validity of the obtained general system of equations 

in the NRF. 

Keywords: movable basis, absolute and relative motion, non-inertial reference frame 
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Введение 

 

Задача, о которой пойдет речь, относится к классу задач из области механики 

относительного движения. Когда мы говорим о подвижном базисе (см.: [1–10]), 

то для неподвижного наблюдателя траектория движения определяется концом 

радиус-вектора, проведенного из начала неподвижной системы координат в точ-

ку наблюдения. При этом траектория движения должна диктоваться конкретно 

действующей силой, роль которой определяется только постановкой задачи.  

Во избежание в дальнейшем изложении путаницы с сокращениями заметим, 

что аббревиатуры НСК (неинерциальная система координат) и НСО (неинерци-

альная система отсчета) в нашем понимании абсолютно идентичны. 

Цель настоящей работы – определение формы тех траекторий, в которые бу-

дут деформироваться траектории в неподвижных системах координат при пере-

ходе к НСО. Подчеркнем, что ни в одной из известных нам публикаций соответ-

ствующего решения мы не обнаружили, и в силу практической значимости этой 

задачи мы остановимся на ее решении по возможности наиболее подробно.    

 

Основные уравнения 

 

Предположим, что имеется некоторая заданная двумерная кривая, определяе-

мая уравнением y0 = y0(x0). Пусть на этой кривой в произвольной ее точке выбран 

подвижный базис τ–n, где τ – единичный вектор касательной, а n – единичный 

вектор нормали к этой кривой (рис. 1). Отметим, что метод подвижного базиса 

был неоднократно апробирован при решении различного рода задач, ряд которых 

подробно описан, например, в публикациях [11–13].   

Следуя рис. 1, зададим на плоскости xoy кривую  

 ( ) ( ) ( )0 0t x t y t= +
0

R i j , (1) 

по которой может перемещаться мгновенный подвижный базис НСК, характери-

зуемый ортами τ–n, со скоростью 0

(t)
v (t)

d

dt
= = 0

0

R
R , где t – абсолютный мо-

мент времени в нерелятивистском приближении ( 0v c , c – скорость света  

в вакууме). Везде далее для сокращения записи явная зависимость всех функций 
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от времени t будет опускаться. При этом кривизна кривой известна и задается 

уравнением [14, 15] 

 

( )

0 0 0 0

3
2 2 2
0 0

x y y x
K

x y

−
=

+

. (2) 

 

 

Рис. 1. Схематическое изображение постановки задачи. Здесь кривая y0 = y0(x) считается 

годографом вектор-функции ( ) ( ) ( )0 0t x t y t= +0R i j   

Fig. 1. Schematic representation of the problem formulation. Curve y0 = y0(x) is a godograph  

of a vector-function ( ) ( ) ( )0 0t x t y t= +0R i j  

 

Поскольку единичный вектор касательной в соответствии с рис. 1 может быть 

разложен по базису i, j согласно соотношению cos sin=  + τ i j , где  – угол 

между касательной к кривой и положительным направлением оси ox, то, пользу-

ясь известной формулой дифференциальной геометрии 
d

K
ds

=
τ

n  [15], где ds – 

дифференциал длины дуги кривой, для единичного вектора нормали найдем, что 

sin cos= −  + n i j . Следовательно, для обратного преобразования имеем   

 
cos sin ,

sin cos .

=  − 

=  + 

i τ n

j τ n
 (3) 

Будем считать, что точечное тело массы m находится в произвольной точке 

( ),M X Y  (см. рис.1), где координаты (X, Y) относятся к НСО, а наблюдатель 

движется вместе с ней и находится в ее начале.  

Точки ( ),M x y  и ( ),M X Y  по своему смыслу совпадают, но первая относит-

ся к инерциальной системе координат, а вторая – к НСК.  

Как следует из этого рисунка¸ для неподвижной СК, характеризуемой ортами 

i–j, радиус-вектор можно представить в виде суммы +=
0

R R r , где X Y= +r τ n . 

После дифференцирования вектора R имеем    

 

y0 = y0 (x) 

M (x, y)   
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 +abs =
0

v = R R r , (4) 

где absv  – абсолютная скорость движения тела относительно ИСО i–j.  

Cогласно (1) имеем 0= v
d

dt
=0

0

R
R τ , где 0v  – скорость движения подвижно-

го базиса τ–n в ИСК по заданной кривой 0 0x y=
0

R i + j . А так как X Y= +r τ n , то 

производная от него   

 ( )= .
d

X Y X Y X Y
dt

+ = + + +r τ n τ n τ n  (5) 

Первые два слагаемых в (5) вполне понятны, а для остальных с учетом фор-

мулы 
0

1

v

d d
K

ds dt
= =

τ τ
n , имеем  

 
0

0

v ,

v .

d
K

dt

d
K

dt


=


 = −


τ
n

n
τ

 (6) 

Подставляя (6) в (5), находим  

 ( ) ( ) ( )0 0 0= v v vX Y X Y X KY Y KX+ + − = − + +r τ n n τ τ n . (7) 

Поэтому, согласно формуле (5), с учетом (7) абсолютная скорость материаль-

ной точки будет  

 
( )

( ) ( )
0

0 0

1 v

1 v v ,

abs X Y KY KX

X KY Y KX

= + + − + =  

 = + − + + 

v τ n τ n

τ n
 (8) 

где первые два слагаемых описывают относительную скорость движения  

( rel X Y= +v τ n ), а вектор ( ) 01 vKY KX− +  τ n  представляет собой линейную 

связь скорости тела в системе НСК (τ–n), движущегося вдоль кривой 

0 0x y= +
0

R i j , со скоростью 
0v

0
= R . 

Дифференцирование формулы (8) дает +=
0

R R r , где = absR a  – абсолютное 

ускорение в ИСО i–j. Первое слагаемое в правой части можно представить как   

 ( ) 2

0 0 0 0= v v v
d

K
dt

=R τ τ + n , (9) 

где 0v  – тангенциальное ускорение, а 
2

0v K  – центростремительное; второе сла-

гаемое с учетом (8) и (6) дает  

 

( )

( )

0 2 2

0 0

0 2 2

0 0

v
= 2 v v

v
2 v v ,

d K
X Y KY y K X

dt

d K
KX X K Y

dt

  
+ − + + + 
  

 
+ + − 

 

r τ + n τ

n

 (10)  

где сумма X Yτ + n  описывает относительное ускорение в НСК τ–n. Поэтому  

с учетом (9) и (10) имеем 
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( )

( )

0 2 2

0 0 0

02 2 2

0 0 0

v
v 2 v v

v
v 2 v v .

abs rel

d K
KY Y K X

dt

d K
K KX X K Y

dt

 
= + − + + + 

 

 
+ + + − 

 

a a τ

n

. (11)  

Воспользовавшись вторым законом Ньютона abs
m

F
a = , из общего выраже-

ния (11) получаем   

 rel mov
m

= −
F

a a , (12) 

где относительное ускорение 
rel X Y=a τ + n , а переносное  

 

( )

( )

0 2 2

0 0 0

02 2 2

0 0 0

v
v 2 v v

v
v 2 v v .

mov

d K
KY Y K X

dt

d K
K KX X K Y

dt

 
= − + + + 

 

 
+ + + − 

 

a τ

n

. (13) 

Если теперь подставить формулы (12) и (13) в динамическое уравнение Нью-

тона и спроектировать его на орты τ, n, то мы придем к следующей системе диф-

ференциальных уравнений в НСК: 

 

( )

( )

0 2 2

0 0 0

02 2 2

0 0 0

v
v 2 v v ,

v
v 2 v v .n

d KF
X KY Y K X

m dt

d KF
Y K KX X K Y

m dt


= − + − −





= − − − +




 (14) 

Уравнения (14) позволяют нам ответить на вопрос, как будет выглядеть тра-

ектория движения в подвижном базисе τ–n, если траектория движения наблюда-

теля, находящегося в центре базиса НСК, нам известна. 

 

Анализ уравнений движения (14) в некоторых частных случаях 

 

Будем предполагать, что наше тело движется под воздействием только силы 

тяжести m = mg−F = g j  (рис. 2). В качестве первого примера траекторию ( )0 tR  

зададим в виде прямой, по которой инерциальная система координат движется  

с постоянной скоростью. Поскольку ее кривизна K = 0, а скорость движения  

v = const, то, как и должно быть, переносное ускорение исчезает ( 0mov =a ), и 

формула (12) сводится к очевидной: 
rel abs

m
=

F
a = a . 

Для силы тяжести m=F g  ее проекции на базис НСК τ–n таковы:  

sin , cosnF mg F mg = −  = −  . 

Поэтому система (14) сильно упрощается, и в результате имеем:  

 
sin ,

cos .

X g

Y g

 = − 


= − 
 (15) 
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Решение данной системы уравнений для различных значений угла  показано 

на рис. 3.  
 

 

Рис. 2. Подвижный базис τ–n движется по прямой 0 0y x tg b=  +   

Fig. 2. The movable basis τ–n moves along a straight line 0 0y x tg b=  +   

 

 

Рис. 3. Траектории движения тела в НСК (выделенные линии) при начальных условиях: 

(0) 0, (0) 1, (0) 0, (0) 0X Y X Y = = = =  

Fig. 3. Trajectories of the body in a non-inertial frame of reference (heavy lines)  

at initial conditions: (0) 0, (0) 1, (0) 0, (0) 0X Y X Y = = = =  

 

Результат построения подтверждает корректность уравнений (14). Действи-

тельно:  

I. Если прямая y0 = y0(x0) горизонтальна,  = 0, то из вершины движущейся 

НСК τ–n падение тела видно естественным образом, т.е. по вертикальной прямой. 

II. Если прямая y0 = y0(x0) вертикальна, то есть угол  прямой (
2


 = ), то 

НСК τ–n движется параллельно падающему телу, и его траектория падения так-

же воспринимается как параллельная прямая.  

y 

 
 

 

1.5 
 
 

 

1.0 
 
 

 

0.5 
 
 

 

0 
x   –5          –4          –3         –2          –1            0 

 = 0 

 

 

 

M (x, y) 
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III. Если прямая y0 = y0(x0) имеет угол наклона¸ скажем, 
3


 = , то и падение 

тела в НСК τ–n видится по наклонной прямой. 

Как мы только что убедились, траектории тела в НСК τ–n при ее равномер-

ном движении по заданной прямой не зависят от величины скорости этого дви-

жения, поскольку при v = const НСК, по сути, является инерционной. Рассмотрим 

теперь такой случай. Пусть теперь v ≠ const, но движение происходит по прямой. 

Тогда снова K = 0, а из (12) и (13) следует, что vmov =a τ , и уравнение движения  

в НСК τ–n становится таким: 
1 vrel m−= −a F τ . С учетом приведенных выше про-

екций вектора mF = g  на оси τ–n (14) запишутся в виде:  

 
sin v,

cos .

X g

Y g

 = −  −


= − 
 (16) 

Решения уравнений (16) для двух законов изменения скорости ( )v t  проиллю-

стрированы рис. 4, 5.  

 

  

Рис. 4. Изменение скорости подчиняется 

закону v 50cost= − , начальные условия 

(0) 0, (0) 1, (0) 0, (0) 0X Y X Y = = = =  

Fig. 4. Velocity variation according to the law 

v 50cost= − at initial conditions 

(0) 0, (0) 1, (0) 0, (0) 0X Y X Y = = = =  

Рис. 5. Изменение скорости подчиняется 

закону 3v / 3t= . Начальные условия 

(0) 0, (0) 1, (0) 0, (0) 0X Y X Y = = = =  

Fig. 5. Velocity variation according to the law 
3v / 3t=  at initial conditions 

(0) 0, (0) 1, (0) 0, (0) 0X Y X Y = = = =  

 

Рассмотрим теперь случай, когда НСК τ–n движется по брахистохроне (рис. 6), 

а сам мгновенный базис τ–n находится в центре масс движущегося по линии 

наибыстрейшего спуска тела.   

Поскольку mg−F = j , то, согласно преобразованиям (3), для силы тяжести 

имеем: ( )sin cosmg−   +  F = τ n . При этом параметрическое уравнение брахи-

стохроны можно записать следующим образом (см.: [16]):  

x   –400      –300     –200      –100        0 x  –160       –120          –80         –40              0 

  

  

–100 
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–100 

 
y 
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( )

( )

0

0

( ) 2 sin 2 ,
2

( ) 1 cos 2 ,
2

H
x

H
y


 =  − + 


  = − 


 (17) 

где 0,5     , а зависимость угла  от времени в случае движения по брахи-

стохроне подчиняется линейному закону [7–9,12]  

 1( ) 0,5 0,5t t gH − = +  . (18) 
 

 

Рис. 6. НСК τ–n движется по брахистохроне, центр которой находится в центре масс тела  

Fig. 6. The non-inertial frame of reference τ–n moves along a brachistochrone whose center  

is located in the center of the body mass 
 

С учетом сказанного параметрическое решение (17) можно переписать сле-

дующим образом:  

 
( )

( )( )

1 1

0

1

0

( ) 0,5 0,5 sin 0,5 ,

( ) 0,5 1 cos 0,5 ,

x t t Hg H t Hg

y t H t Hg

− −

−

 = −


 = − −


 (19) 

где время движения t подчиняется неравенству  

 10 0,5t Hg−   . (20) 

Согласно (19) скорость НСК по брахистохроне определяется в результате за-

висимостью: ( )1v 2 sin 0,5 2gH t gH −= , а кривизна брахистохроны согласно (2) 

и (19) будет подчиняться закону ( )
( )1

1

2 sin 0,5 2
K t

H t gH −
= . Факторизация этих 

выражений дает  

 1v 0,5K gH const−= = . (21) 

Соотношение (21), справедливое только для брахистохроны, оно сильно 

упрощает уравнения (14). В результате  

 

( )

1 1

1 1 1

2 0,5 ,

2 sin 0,5 2 2 0,5 .

X gH Y gH X

Y g t gH gH X gH Y

− −

− − −

 = −


= − − −


 (22) 

M (x, y) 

 
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Вводя здесь безразмерное время 10,5 2t gH − = , уравнения (22) можно пере-

писать в следующем виде   

 
2 ,

4 sin 2 ,

X Y X

Y H X Y

 = −


 = −  − −
 (23) 

где штрихи означают дифференцирование по τ, которое подчиняется неравенству 

0 0,5    . 

Численное решение уравнений (23) проиллюстрировано на рис. 7.  
 

 

Рис. 7. Решение системы уравнений (14) при начальных условиях

(0) 0, (0) 1, (0) 0, (0) 0X Y X Y= = = =  демонстрирует, как выглядит свободное падение тела  

в НСК, движущейся по брахистохроне 

Fig. 7. The solution to the system of equations (14) at initial conditions 

(0) 0, (0) 1, (0) 0, (0) 0X Y X Y= = = =  demonstrates the free fall of a body in the non-inertial 

frame of reference moving along the brachistochrone 
  

Рассмотрим теперь последний пример. Пусть НСК τ–n равномерно вращается 

с постоянной угловой скоростью  по окружности радиуса R (рис. 8). В этом 

случае 0v R const=  = , 
1

K const
R

= = , а движение начинается из точки A против 

часовой стрелки. 

Поскольку угол  меняется непрерывно от 0 до 2k, то сила тяжести согласно 

преобразованиям (3) подчиняется соотношению ( )sin cosmg−   +  F = τ n . Как 

видно из рис. 8, угол  зависит от времени линейно, и его можно определить  

в виде  = t. Переносное ускорение, согласно формуле (13), имеет в этом случае 

вид: 

( ) ( )2 2 2 2

0 0 0 0 0 0v 2 v v v 2 v vmov KY K X K X KY= − + + + −a τ n . 

Поэтому система уравнений (14) принимает вид:  

 

1 2

1 2 2

2 ,

2 ,n

X F m Y X

Y F m R X Y

−



−

 = +  −


= − −  +

 (24) 

y 

 
 

0 
 

 

–1  
 

 

–2 

 
 

–3 

 
–4 

x  –5         –4          –3         –2         –1 

H = 4 
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Рис. 8. НСК непрерывным образом движется по окружности, увлекая за собой и угол  

Fig. 8. The non-inertial frame of reference continuously moves around a circumference dragging 

the angle  with it 

 

С учетом явного выражения для силы тяжести уравнения (24) переходят тогда  

в следующую систему: 

 

2

2 2

sin 2 ,

cos 2 .

X g Y X

Y g R X Y

 = −  +  −


= −  − −  +
 (25) 

Результат численного интегрирования уравнений (25) показан на рис. 9. 
 

 

Рис. 9. Траектория тела в системе τ–n, совершающей 1,5 оборота по окружности  

радиуса R = 1 c частотой  = 1, 10 3t −   . Начальные условия 

(0) 0, (0) 1, (0) 0, (0) 0X Y X Y = = = =   

Fig. 9. Trajectory of the body in τ–n system making 1.5 turns around the circumference  

of the radius R = 1 with a frequency of  = 1, 10 3t −    at initial conditions 

(0) 0, (0) 1, (0) 0, (0) 0X Y X Y = = = =  
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Заключение 
 

В заключение работы обобщим полученные результаты:  

1. Получена общая система дифференциальных уравнений, описывающая 

траекторию движения тела в неинерциальной системе отсчета, движущейся по 

заданной кривой y = y(x).  

2. Проведен анализ полученных уравнений для свободно падающего (без тре-

ния) тела в случае, когда неинерциальная система отсчета τ–n движется по пря-

мой, по брахистохроне и по окружности. 

3. С помощью компьютерного моделирования построены траектории свобод-

но падающего тела в неинерциальной системе отсчета τ–n, движущейся по пря-

мой, брахистохроне и окружности. 
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Аннотация. Проведено численное исследование скорости всплытия одиночного 

газового пузырька в вязкой жидкости с растворенным поверхностно-активным ве-

ществом (ПАВ) и характеристик гидродинамического и диффузионного процессов 

на свободной поверхности в условиях доминирования сил вязкого трения над гра-

витационными силами. Представлена оригинальная методика расчета с учетом сил 

поверхностного натяжения и эффекта Марангони. Продемонстрированы эффекты 

влияния концентрации поверхностно-активных веществ на характеристики гидро-

динамического и диффузионного процессов.  
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Abstract. This paper presents a study of the rising velocity of a single gas bubble in  

a viscous liquid with a dissolved surfactant and the characteristics of hydrodynamic and 
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diffusion processes on the free surface under conditions of dominance of viscous friction 

forces over gravitational forces. The original computational method accounting for the 

surface tension forces and the Marangoni effect caused by the surfactant concentration 

gradient along the boundary is presented. The mathematical formulation of the problem 

includes the equations of motion, continuity, and convective diffusion. The boundary 

conditions on the free surface are written with account for the discontinuity of shear and 

normal stresses. The surfactant transport on the surface is described in accordance with 

the Langmuir model. The free surface motion is carried out in compliance with the kine-

matic condition. The approach is based on the simultaneous use of the finite volume 

method and the method of invariants, which allows one to explicitly identify a free sur-

face with valid natural boundary conditions. The effect of concentration of surfactants on 

the characteristics of hydrodynamic and diffusion processes is demonstrated. 

Keywords: gas bubble, viscous liquid, surfactant, rising velocity, numerical simulation, 

parametric studies 
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Введение 

 

Движение газовых пузырьков в вязких средах имеет большое практическое 

значения для различных отраслей промышленности. Характерной особенностью 

многих технологических процессов является наличие растворенных в жидкости 

поверхностно-активных веществ, которые влияют на динамику всплытия газовых 

включений. Их присутствие приводит к снижению скорости всплытия вследствие 

эффектов, вызванных неравномерным распределением ПАВ на поверхности раз-

дела [1]. 

Экспериментальное исследование динамики жидкости в окрестности движу-

щегося пузырька – достаточно сложная и трудоемкая задача, которая ограничи-

вается лишь фиксацией интегральных характеристик, например скорости всплы-

тия и формы поверхности [2–5]. Математическая постановка задачи о движении 

пузырька в вязкой среде с растворенным ПАВ является достаточно сложной, и ее 

успешная реализация возможна лишь с помощью численных методов. Численное 

моделирование процесса всплытия одиночного пузырька при числах Рейнольдса 

порядка 100 представлено в [6–8]. Модель stagnant-cap, которая разделяет по-

верхность пузырька на два участка, используется для упрощения математической 

постановки задачи. В кормовой части пузырька поверхность считается твердой, и 

на ней выполняется условие прилипания, а на передней части выполняется условие 

проскальзывания [6, 9, 10]. При использовании такого допущения распределение 

концентрации ПАВ вдоль поверхности пузырька выбирается на основе экспери-

ментальных данных. 

Целью настоящей работы является исследование скорости всплытия одиноч-

ного газового пузырька в вязкой жидкости с растворенным ПАВ и характеристик 
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гидродинамического и диффузионного процессов на свободной поверхности  

в условиях доминирования сил вязкого трения над гравитационными силами. 

 
Математическая постановка задачи 

 

Рассматривается задача о всплытии воздушного пузырька в вязкой жидкости  

с растворенным ПАВ. Движение предполагается осесимметричным, а газ в пузырь-

ке – идеальным. Область течения и система координат представлены на рис. 1, а. 

Движение вязкой жидкости описывается системой уравнений Навье–Стокса и 

неразрывности, а перенос ПАВ – уравнением конвективной диффузии, которые  

в векторной форме имеют следующий вид: 
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Здесь ρ – плотность жидкости, u – вектор скорости, t – время, p – давление, μ – 

коэффициент динамической вязкости, с – объемная концентрация поверхностно-

активного вещества, D – коэффициент объемной диффузии, g – ускорение сво-

бодного падения.  
 

 
a                                                     b 

Рис. 1. Область течения (а) и ее дискретизация (b) в окрестности пузырька 

Fig. 1. (a) Flow region and (b) its discretization in the vicinity of a bubble 
 

На оси симметрии Г1 выполняются условия симметрии, на внешних границах 

Г2 жидкость покоится. При этом границы Г2 удалены на достаточное расстояние 

от пузыря, чтобы избежать их влияния на динамику всплытия. Граничные усло-

вия на свободной поверхности включают динамические условия для нормальных 

и касательных напряжений: 
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где p* – давление газа в пузырьке, σ – коэффициент поверхностного натяжения, 

k1, k2 – главные кривизны свободной поверхности, n, s – нормальное и касательное 

направление на свободной поверхности соответственно. Движение поверхности 

описывается кинематическим граничным условием. Значение коэффициента σ 

определяется по формуле Фрумкина 

 0 ln 1g

c
R Tc

c




 



 
 =  + − 

 
, (3) 

где σ0 – коэффициент поверхностного натяжения для чистой жидкости, Rg – уни-

версальная газовая постоянная, T – температура на границе раздела, c  – поверх-

ностная концентрация ПАВ, c

  – поверхностная концентрация насыщения. 

Поверхностная концентрация ПАВ рассчитывается в соответствии со следу-

ющим уравнением [1]: 

 ( ) 2

s s

с
с D с S

t


   

+  =  +


u . (4) 

Здесь D  – поверхностный коэффициент диффузии, S   – источниковый член, 

определяемый по формуле 

 S D c
 = −  n , (5) 

где c


 – объемная концентрация ПАВ вблизи границы, значение которой опре-

деляется из условия [1]  

 ( )a dD c k c c c k c
    

−   = − −n . (6) 

В последнем уравнении ka, kd – константы скорости адсорбции и десорбции соот-

ветственно. Выражение (6) является граничным условием на свободной границе 

для уравнения конвективной диффузии системы (1). 

В начальный момент времени пузырек имеет форму сферы с радиусом R и 

находится в покоящейся жидкости на глубине H. При этом объемная концентра-

ция ПАВ равна c0, а поверхностная концентрация определяется из условия рав-

новесия процесса адсорбции и десорбции 

a

d a

k c c
c

k k c

 

 


=

+
. 

Физическое содержание представленной математической модели подробно 

описано в [11]. 

Для проведения численного моделирования поставленная задача записывает-

ся в безразмерном виде с использованием величины R для масштаба длины и 

следующих безразмерных переменных: 

2

0 0

, , , , , .
gRt p gH c c

P C
gR cgR c







  − 
=  = = =  =  =

  

u
U

 
Тогда система уравнений (1) перепишется в виде: 
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2

2

Ga ,

0,

Pe ,

P

C
C C

 
+  = − + + 

 

  =

 
+  =  

 

U
U U U e

U

U

 (7)

 

где / g=e g .  

Граничные условия на свободной поверхности (2) в безразмерной форме 

имеют вид: 

 

( )1 2* ,
Bo

1
.

Bo

n

n s

s

U
P P k k

n

U U

s n

 
− + = − + +



  
+ = −   

  
 (8) 

Математическая постановка сопряженной задачи (4)–(6) перепишется следу-

ющим образом: 

 

( )

( )

2Pe ,
K

,

1
Pe Ha K 1 .

La

s s

C S
C C

S C

C C

 
  



 

 
+  =  + 

 

= − 

 
−  = − −  

 

U

n

n
 (9) 

Значение безразмерного коэффициента поверхностного натяжения определя-

ется согласно формуле 

( )1 Ma ln 1 = + − . 

Постановка задачи в безразмерных переменных (7)–(9) включает следующие 

безразмерные числа подобия: 
2 3

2
Ga

gR
=


 – число Галилея, 

3

Pe
gR

D


=


 – объем-

ное число Пекле, 
2

0

Bo
gR

=


 – число Бонда, 
3

Pe
gR

D






=


 – поверхностное число 

Пекле, A = Ha K, 0Ha ac k

gR


=


 – число Хатта (Hatta), 

0

K
c

c R



=  – безразмерная 

длина адсорбции, 0La a

d

c k

k
=  – число Лангмюра, 

0

Ma
gR Tc


=


 – число Марангони. 

 

Метод расчета 

 

Для решения поставленной задачи используется оригинальная численная ме-

тодика, в основе которой лежит смешанный эйлерово-лагранжев подход [12]. 

Система уравнений (7) дискретизируется на фиксированной разнесенной сетке 

методом контрольного объема. Алгоритм SIMPLE [13] применяется для выпол-

нения разностного аналога уравнения неразрывности. Гидродинамические харак-
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теристики на свободной поверхности рассчитываются с использованием метода 

инвариантов [14]. Свободная поверхность представляется набором маркерных 

частиц, которые являются расчетными узлами и перемещаются в соответствии  

с кинематическим условием. Вид расчетной сетки внутри области решения пред-

ставлен на рис. 1 b. 

По мере всплытия пузырька маркеры, расположенные в начальный момент 

времени равномерно, перемещаются вдоль границы, что приводит к необходимо-

сти их перераспределения. Данная процедура проводится с использованием ин-

терполяционного сплайна для сглаживания поверхности [15] с дальнейшим при-

менением метода прогонки для пятидиагональной матрицы [16]. 

Шаг по времени выбирается в соответствии с формулой 
20.25Ga h = , 

где h – шаг квадратной сетки по пространству. 

Описанная вычислительная методика тестировалась на задаче о всплытии пу-

зырька в двух режимах, при этом значения безразмерных критериев соответство-

вали всплытию воздушного пузырька в глицерине. Первый режим всплытия пу-

зырька – в жидкости без ПАВ, а второй режим – всплытие с растворенным ПАВ  

в рамках сформулированной постановки задачи. В обоих случаях устанавливает-

ся стационарная скорость всплытия пузырька U0. Известно, что для случая малых 

значений числа Re коэффициент сопротивления СD определяется из решения 

Адамара–Рыбчинского и равен 16/Re, где 02
Re

Ru
=


 – число Рейнольдса. 

Проверка аппроксимационной сходимости проводилась по скорости всплытия 

пузырька в двух режимах и продемонстрирована на рис. 2.  
 

 
                                          a                                                                             b 

Рис. 2. Зависимость скорости всплытия пузырька от времени (Ga = 0.1, Bo = 0.015,  

Pe = PeΣ = 103, Ma = 0.3, A = 0.48; 1, 2, 3 – h = 1/10, 1/20, 1/40): a – La = 0.22∙10–3,  

b – La = 56∙10–3 

Fig. 2. Time dependence of the bubble rising velocity (Ga = 0.1, Bo = 0.015, Pe = PeΣ = 103,  

Ma = 0.3, A = 0.48; h = (1) 1/10, (2) 1/20, and (3) 1/40): (a) La = 0.22∙10–3 and (b) La = 56∙10–3 
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Колебательный характер поведения кривых сходимости связан с такими особен-

ностями вычислительной технологии, как перестройка расчетных сеток внутри 

области и на поверхности раздела, возникновение нерегулярных узлов вблизи 

свободной границы и т.п. 
 

Результаты расчетов 
 

Скорость всплытия пузырька в вязкой жидкости устанавливается, когда грави-

тационные силы уравновешиваются гидродинамическими силами. Силы гидроди-

намического сопротивления определяются соотношением нормальных и касатель-

ных напряжений на поверхности раздела. Для пузырька, всплывающего в чистой 

жидкости, справедливо допущение о нулевых касательных напряжениях. Наличие 

растворенного в жидкости ПАВ приводит к формированию на поверхности дви-

жущегося пузыря слоя с неоднородным распределением концентрации ПАВ. Как 

следствие, возникают ненулевые касательные напряжения, вызванные эффектом 

Марангони. 

Рассмотрим процесс установления скорости всплытия пузырька в зависимо-

сти от числа Лангмюра La (рис. 3, а) при прочих равных (Ga = 0.1, Bo = 0.015,  

Pe = PeΣ = 103, Ma = 0.3, A = 0.48), что соответствует изменению начальной кон-

центрации ПАВ с0. Малость Ga обеспечивает практически сферическую форму 

поверхности [17]. Значения физико-химических констант модели соответствуют 

паре воздух–глицерин, при этом пузырек имеет миллиметровые размеры. Для 

низких значений числа La, что соответствует малой концентрации, наблюдается 

достаточно быстрый выход скорости всплытия на стационарное значение. Уве-

личение La приводит к формированию максимума на кривой, при этом стацио-

нарное значение скорости уменьшается с ростом La.  
 

 
                                          a                                                                             b 

Рис. 3. Зависимость скорости всплытия пузырька от времени (а): 1, 2, 3, 4, 5 – La = 0.22∙10–3, 

2.2∙10–3, 11∙10–3, 22∙10–3, 56∙10–3; зависимость установившейся скорость всплытия  

от параметра La (b) 

Fig. 3. (а) Bubble rising velocity versus time: La = (1) 0.22∙10–3, (2) 2.2∙10–3, (3) 11∙10–3,  

(4) 22∙10–3, and (5) 56∙10–3; (b) steady rising velocity versus parameter La  
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На начальной стадии распределение концентрации вдоль свободной границы 

имеет практически однородный характер, поэтому динамика всплытия близка  

к случаю чистой жидкости. Однако с течением времени происходит перераспреде-

ление поверхностно-активного вещества вдоль границы, что приводит к проявле-

нию эффектов, описанных выше. Аналогичный характер установления скорости 

всплытия пузырька в жидкости с ПАВ наблюдается в эксперименте [2, 4]. Эволю-

ция профиля поверхностной концентрации представлена на рис. 4, а. Угол φ отсчи-

тывается от оси z, ноль соответствует нижней части пузыря (см. рис 1, а). С тече-

нием времени распределение Г устанавливается, в нижней части формируется зона 

повышенной концентрации вследствие сноса ПАВ потоком вязкой жидкости. 

 

  
                                          a                                                                             b 

Рис. 4. Концентрация ПАВ вдоль границы от φ: (а) La = 0.022; (b) La = 0.22∙10–3, 2.2∙10–3, 

11∙10–3, 22∙10–3, 56∙10–3 – кривые 1, 2, 3, 4, 5 соответственно,  = 5 

Fig. 4. Surfactant concentration along the boundary versus φ: (a) La = 0.022; (b) La = (1) 

0.22∙10–3, (2) 2.2∙10–3, (3) 11∙10–3, (4) 22∙10–3, and (5) 56∙10-3 at  = 5 

 

Зависимость установившейся скорости всплытия от числа La представлена на 

рис. 3, b для различных значений параметра Pe. Видно, что с ростом числа 

Лангмюра скорость монотонно убывает и выходит на постоянное значение. Такое 

поведение объясняется характером кривых установившегося распределения кон-

центрации на поверхности пузырька (рис. 4, b). С ростом La растут абсолютные 

значения концентрации, при этом ее градиент вдоль поверхности, который опре-

деляет значение касательного напряжения, для случаев La = 22∙10–3, 56∙10–3 при 

Pe=100 практически совпадает, как следствие установившиеся значения скорости 

всплытия отличаются слабо. Уменьшение Pe приводит к падению роли конвектив-

ного переноса вещества и, соответственно, меньшим градиентам концентрации ПАВ 

вдоль поверхности, что, в свою очередь, снижает коэффициент сопротивления. 

Распределения аксиальной и радиальной скоростей жидкости на свободной  

поверхности представлены на рис. 5. Для малого значения La форма профилей 

скорости соответствует решению Адамара–Рыбчинского (кривая 1). Увеличение 

концентрации ПАВ в жидкости приводит к формированию касательного напря-
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жения на поверхности, пропорционального градиенту концентрации, которое 

препятствует движению частиц вдоль поверхности к кормовой части пузырька.  

В результате при La = 56∙10–3 радиальная скорость близка к нулю, а профиль ак-

сиальной – практически однородный. Пузырь всплывает как твердое тело. Значе-

ние установившейся скорости всплытия при этом ниже, чем по Стоксу, что, по-

видимому, объясняется зависимостью лапласовского давления на границе разде-

ла от концентрации ПАВ.  

 

 
                                          a                                                                             b 

Рис. 5. Распределение скоростей Uz и Ur вдоль поверхности в момент t = 5:  

1, 2, 3 – La = 0.22∙10–3, 11∙10–3, 56∙10–3 

Fig. 5. Distribution of velocities Uz and Ur along the surface at a time instant of t=5:  

La = (1) 0.22∙10–3, (2) 11∙10–3, and (3) 56∙10–3 

 

На верхней части пузыря коэффициент поверхностного натяжения больше, 

чем на нижней, следовательно, давление на верхней части больше, чем на ниж-

ней, что приводит к дополнительному сопротивлению по сравнению со случаем 

всплытия твердой сферы. 

 

Заключение 

 

Проведено численное исследование влияния ПАВ на динамику всплытия  

газового пузырька в вязкой жидкости в условиях доминирования сил вязкого 

трения над гравитационными силами (Ga = 0.1). Физическая постановка задачи 

предполагает формирование поверхностного слоя на свободной границе за счет 

процессов адсорбции и десорбции ПАВ. Основу математического описания рас-

сматриваемого процесса образуют уравнения Навье–Стокса, неразрывности, 

уравнения конвективной диффузии ПАВ в объеме жидкости и на поверхности 

раздела. Вычислительная технология включает использование метода контроль-

ного объема для расчета характеристик внутри области и метода инвариантов  

для определения гидродинамических характеристик свободной поверхности.  

В результате параметрических исследований получены зависимости установив-
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шейся скорости всплытия пузырька от определяющих параметров (Pe = 1–100,  

La = 0.22∙10–3–56∙10–3). Установлено, что эффект Марангони, вызванный зависи-

мостью поверхностного натяжения от концентрации ПАВ, замедляет скорость 

всплытия по сравнению со случаем чистой жидкости, и при некоторых значениях 

параметров эта скорость может быть меньше таковой для стоксовского режима. 
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Аннотация. В трудах И.М. Васенина разработан кинетический подход для создания 

математических моделей двухфазных сред. На его основе создана и реализована 

модель двухфазного течения в соплах Лаваля с учетом вращения капель конденсата. 

Показано, что при многочисленных столкновениях моменты вращения некоторых 

капель могут превысить критическое значение и произойдет разрушение капель 

центробежными силами. Данный подход распространен на построение математиче-

ской модели двухфазного течения в осесимметричном сопле Лаваля с учетом силы 

Магнуса, действующей на вращающиеся капли. 
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Abstract. When modeling the flow of two-phase media, a number of authors use the  

kinetic approach. In the 1980s, I.M. Vasenin et al. obtained equations describing the flow 

of gas and liquid particles based on the equation for a drop distribution function in terms 

of masses, velocities, temperatures, and intrinsic angular momentum. They differ from 

the known equations by an additional equation for the mean square of the rotation mo-

ment. A numerical solution to the equations shows that due to numerous collisions and 

coagulation, the rotation moments of some drops exceed the critical value, and the drops 

are destroyed by centrifugal forces. In this paper, the kinetic approach is extended to the 

model of a two-phase flow in an axisymmetric de Laval nozzle with account for the radial 

diffusion of drops under the action of the Magnus force acting on a rotating drop. The 

system of equations is derived from the kinetic equation up to second-order moments  

using the method of moments. Only second-order moments, which affect diffusion to the 

wall, are taken into account. Diffusion leads to an earlier occurrence of drops on the wall 

and therefore must be considered when profiling the contour of the nozzle. 

Keywords: kinetic approach, axisymmetric de Laval nozzle, moment of drop rotation, 

system of two-phase flow equations with allowance for the Magnus force 
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Авторы посвящают статью памяти своего Учителя 

Игоря Михайловича Васенина, основателя кинетического 

подхода в теории двухфазных течений в соплах 
 

Введение 

 

Широкое применение ракетных двигателей на твердом топливе обусловливает 

проведение работ по созданию новых и совершенствованию существующих кон-

струкций. Такие работы проводятся по ряду направлений [1, 2], и одним из них 

является углубленное изучение двухфазной газодинамики продуктов сгорания  

в сопле Лаваля. Это связано с тем, что интегральные энерго-тяговые характери-

стики двигателя определяются параметрами двухфазного течения, силами, дей-

ствующими на стенки сопла. К настоящему времени выполнено большое количе-

ство исследований по разработке физико-математических моделей и изучению 

особенностей в них [3–17], которые усовершенствуются путем учета новых фи-

зических эффектов в соплах. В большинстве моделей рассмотрены эффекты, свя-

занные с поступательным движением капель, хотя в ряде работ отмечается воз-

можность вращения капель за счет различных процессов [15, 18–20]. В работах 

[12–15] показано, что в результате многочисленных столкновений капель различ-
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ных размеров момент импульса у них может накапливаться и даже достигать 

критических значений для их разрушения центробежными силами [1, 18]. Для 

описания разрушения капель из-за вращения в [1, 12–15] к системе газодинами-

ческих уравнений двухфазного течения добавлено уравнение для квадрата мо-

мента вращения капель.  

В двухфазных течениях в сопле Лаваля жидкие капли сталкиваются [1]. Если 

до столкновения они не вращались, то после коагуляции момент вращения обра-

зовавшейся капли равен 

 1 2
0 1 2 0

1 2

( )
m m

M r r e v
m m

= + 
+

, (1) 

где 1 и 2 – индексы капель, 21v u u= −  – вектор относительной скорости капель, 

0e  – единичный вектор в направлении отрезка, соединяющего центры сфер в 

момент столкновения. Угловая скорость вращения капли 0 /M I =  может до-

стигать величин ~ 107 1/сек, где момент инерции образовавшейся сферической 

капли I = 0.4mr2, если принять радиусы частиц r = 5∙10–6 м, и 100м/сv  в мини-

мальном сечении сопла.  

Считая приближенно вращающиеся капли сферами, запишем уравнения вра-

щения и движения сферы в газе:  
2

вр

вр г г

,
15

dM M r
t

dt t v


= − =


 (2) 

г
г г

вр г вр г

( ) 3
0.3 , (1 )

8 8

r u uu u u u Mdu

dt t mv t v

−− − 
=  +  = − +  (3) 

где M , u , гu  – момент количества движения, скорость сферы и скорость газа, 

г г,v   – кинематическая вязкость и плотность газа, m – масса капли. 

Выражение (2) получено в приближении Стокса, а (3) – в приближении  

Озеена для движения сферы в вязкой жидкости. В сверхзвуковых соплах Лава-

ля, как следует из многочисленных расчетов (см.: [1, 8, 17]), вектор разности 

скоростей v  сталкивающихся капель в области сильной коагуляции (в области 

минимального сечения) почти параллелен оси сопла, поэтому момент вращения 

0M  перпендикулярен v  и лежит в радиальной плоскости сопла. Вектор 
гu u−  

также почти параллелен оси сопла, поэтому вектор силы Магнуса (см. второй 

член правой части (3)) находится в радиальной плоскости сопла. В области  

горла сопла перемещения частиц в радиальном направлении за счет силы Маг-

нуса отодвинут предельные линии частиц к стенке сопла и сдвинут место выпа-

дения частиц к минимальному сечению, что важно при профилировании конту-

ра сопла.  

Цель работы – на основе кинетического подхода [21] построить математиче-

скую модель двухфазного течения, описывающую диффузию вращающихся ка-

пель под действием силы Магнуса в осесимметричном сопле Лаваля. 
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Постановка задачи 

 
Среднестатистические параметры будем задавать с помощью функции распре-

деления. Разобьем все капли на входе в сопло на Kp фракций. К каплям i-той фрак-

ции отнесем все капли массой m в интервале масс mi < m < mi+1. 

Пусть x1, x2, x3 – декартовы координаты. Обозначим функцию распределения  

i-той фракции 

1 2 3 1 2 3 1 2 3( , , , , , , , , , , , )if t x x x m u u u T M M M . (4) 

В дальнейшем вместо (4) будем использовать компактную форму записи: 

( , , )if t m  ,    1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , , ,x x x u u u T M M M =  (5) 

Число капель i-той фракции с параметрами  , принимающими значения в фазо-

вом объеме d , равно ( , , )if t m d  . 

Выделим в момент времени t капли i-той фракции с параметрами   в фазо-

вом объеме d . В момент времени t + Δt у этих капель параметры станут ' ,  

и они займут фазовый объем 'd . Разность числа выделенных капель в моменты 

t + Δt и t равна 

'

( , ) ( , )

xx

i

i i c JN f t t d f t d t d
t




 = +   −   =  

   , (6) 

где скорость прихода капель в единицу времени в единице фазового объема   

в результате столкновений условно обозначена 
i

c J

t




. Из (6) 

0 0

1
lim lim ( , ) ( , )

i

i ic

t t

J N
d f t t f t d

t t t →  →
 

    
  = = +   −   +       

   

'
0

1
lim ( , )

i
i i

t

f
f t t d d f nd

t t t →
  −

 
+ +    = + 

     , 

(7) 

где Σ – поверхность, ограничивающая , а n  – единичная внешняя нормаль к ней, 

t




 – скорость изменения вектора  . 

Воспользовавшись теоремой Остроградского, с учетом произвольности  из (7) 

получим  
i i i ii

ik k k c

k k k v

u f a f B f Jf qS
f

t x u M T mc t

     
+ + + + = 

      
, 

(8) 

 

где                              , , ,k k

k k

v

du dM dT qS
a B

dt dt dt mc
= = =  (9) 

S – площадь поверхности сферической капли, cv – удельная теплоемкость веще-

ства капли при постоянном объеме, q – поток тепла в единицу времени на едини-

цу поверхности капли. 
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Уравнение переноса признака частиц 

 

Запишем теперь уравнение для признака капли ( , , )t m  , под которым будем 

понимать произвольную величину, переносящуюся вместе с каплей и зависящую 

от ее массы, скорости, момента и температуры.  

Уравнение для признака частиц получим способом, аналогичным [6]. Умно-

жим левую и правую части (8) на функцию признака ( , , )t m   и проинтегриру-

ем по всему фазовому объему  и массам m, тогда 

( ) ( )
ii

i ik

k

k k v

u ff s
d dm d dm a f d dm qf d dm

t x u mc T
   

  
  +   +   +   +

      

( )
i

i c

k

k

J
B f d dm d dm

M t
 


+   =  

   . 

(10) 

Обозначим 

( , , ) ( , , ) ( , ) ( , )i i i i it m f t m dudMdTdm t x f t x f


   =  =  . (11) 

Предполагая, что f i = 0 на границе , интегрированием по частям из (10) получим 

(индекс i, указывающий номер фракции, опустим): 

( ) ( )k k k k

k k k v k

s
f f f u f u f a f q f B

t t x x u mc T M

      
 − +  − − − − =

      

( ) c J d dm
t




=   =  

 . 

(12) 

Перейдем в (12) к новым переменным ,v  , L : 

, ,v u u T T L M M= −  = − = −  (13) 

Из (12) и (13) получим 

( )( ) ( )
k

k k k k

k k k k k

u
f f f u f u f u a

t t x x x x x

       
 − +  +  − + + +

      

 

( )k

v k

s
f q B

mc L

 
+ − =  

  
, 

(14) 

где из (2)–(3) 

( )k k k kpq p q p q p q p qa a u av b M u L u M v L v=  − +  +  − − , 

г,k k k k k kB B M BL u u u= +  = − . 
(15) 

Поток теплоотдачи q = αΔT – αθ, ΔT = Tг – T , где uгk и Tг – компоненты скоро-

стей газа и температура газа, α = 0.3φ, 
г вр вр

1 1
,

8
b B

mv t t
= = −  – коэффициенты, не 

зависящие от ,v  , L , kpq  – тензор Леви-Чевиты. Из (15) 

( )k k k

k k k

a a u a v bA
v v v

  
=  − + 

  
, (16) 
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,k k k

k k k

B B M B L q a T a
L L L

     
= + =  −

     


  
, 

( ) kpq p q q p p q p q

k k k k

A M u u L M v L v
v v v v

    
 =  +  − −      

 . 

Полагая в (14) 21, , , , , , , , , ,k k k k k p k q k km v L v u v L L L v L =      и пренебрегая момен-

тами выше второго, получим систему уравнений до моментов второго порядка вклю-

чительно. Величины 31 2 PP P

k qv L  будем называть моментами порядка P1 + P2 + P3. 

В дальнейшем моментами выше второго порядка будем пренебрегать, а мо-

менты первого порядка обозначать , ,p p k kM M T T u u= = = . 

 

Интегралы столкновений 

 

Выясним вид правой части (8). 
i

c J

t




 будем называть интегралом столкнове-

ний. Имеем 

1 1

p

ij

i
Kic

j ij j i

J
A A

t

−

= = +


=  −


, (17) 

где Aij – скорость прихода капель i-той фракции с параметрами   в результате 

коагуляции капель i-той и j-той фракций, i ≥ j, Aij
– – скорость ухода капель i-той 

фракции с параметрами   в результате слияний с каплями j-той фракции. Такое 

отнесение образовавшихся после коагуляции капель к каплям большей фракции 

позволит далее решать уравнения методом Лагранжа. Здесь также предполагает-

ся, что после не слияния параметры сталкивающихся капель не изменяются.  

Установим вид Aij. Обозначим параметры сталкивающихся капель как 1m  и 2m : 

 , , , , 1,2mk k k k km u T M k = = . (18) 

Пусть капля с параметрами , , ,m u T M  образуется при столкновении-слиянии 

двух капель с параметрами 1m  и 2m . Тогда имеем следующие уравнения зако-

нов сохранения: 

11 2 1 1 2 2 2, , ( ) ( ) ( )n n nm m m mu m u m u E E E= + = +  =  +  , 

2 2

1 2 0 , ( )
2 2

kk

n k k v k k k

k

u M
M M M M E m c T m S

I
= + +  = + + + , 

(19) 

где 
0M  вычисляется из (1), 

24k kS r=  ,  – коэффициент поверхностного натяже-

ния, 
22

5
k k kI m r= . 

Из (19) видно, что параметры m  вычисляются через 1m  и 2m  и случайные 

координаты θ и φ вектора столкновения 
0e . Число столкновений в единице объема 
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за единицу времени капель i-той фракции с параметрами 1m , с каплями j-той 

фракции с параметрами 2m  равно 

2
1 2 1 2 1 2 1 2( , ) ( , , ) ( , , ) ( )m m m mij i jk f t x f t x u u r r  =   −  + , (20) 

где r1 и r2 – радиусы сферических капель i-той и j-той фракций соответственно 

(индекс 1 относится к i-той фракции, а 2 – к j-той фракции).  

Из (20) имеем, учитывая, что якобиан перехода J от переменных 2m  к m   

из (19) равен 

4

2

1

m

m

m
J

m m

 
= =  

−  
: 

4

1 2 1

1

( , ) ( , )m m mij ij

m
A k v d d d

m m+

 
=        

− 
 , (21) 

где +  – область переменных 1, ,m   , в которой происходит слияние капель  

с параметрами 1 2 2 1, ( , , , )m m m m m  =      . Векторная функция 2 1( , , , )m m m      

вычисляется по формулам (19); ( , )v    – вероятность того, что вектор 
0e  имеет 

координаты ,  . 

При условии равнораспределенности в объеме капель, имеющих любые пара-

метры 1 , будем считать, что на единицу площади, перпендикулярной 1 2 ,u u−  

приходится равное число столкновений. Элементарная площадка на этой площа-

ди равна 

1 2 1 2; ( )sin , ( )cosdS rdrd r r r dr r r d=  = +  = +   , (22) 

где  – угол между 
0e  и 1 2 ,u u−  угол  отсчитывается в радиальной плоскости. 

Тогда, учитывая (22), имеем: 

2

1 2

sin cos
( , )

( )

dS d d
v

r r

   
  = =

 +
. (23) 

Из (21)–(23) 
4

1 2 1

1

sin cos
( , )m m mij ij

m
A k d d d

m m+

  
=      

 − 
 , (24) 

где параметры 2m  выражаются по формулам (19). 

Для того, чтобы определить 
ij

A−
, заметим, что любое слияние капель с пара-

метрами 1m  изменяет m , поэтому 

1 1( , )
ij

m m mijA k d
−

−



=    , 
(25) 

где −  – область коагуляции для переменных 1m . 

Для того, чтобы выражения 
ij

A  и 
ij

A−
 были полностью определены, установим 

вид областей +  и − . Условимся, что слияние происходит, если выполнены 

необходимые условия слияния капель при соударениях  
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7

3 3 3
2 01 * 1 2 *: ( ( )) , 5.23n nM M M M r r+ = + +    +  = , (26) 

            
7

3 3 3
1 0 * 1 2: ( ( ))nM M M r r− + +    + . 

 
 

(27) 

Вычислим ( ) .i   Из (12) ( )
i

c

i

J
d dm

t



  =  

 . Здесь   – вся область 

изменения параметров  . Из (17) получим 

1 1( ) p

ij ij

Ki

i j A j i A
I I −= = +  =  − , 

,
ij ij

A ij ijA
I A d I A d−

 

−

 

=   =    . 
(28) 

Перейдем в этих интегралах от переменных   к 2  по формулам (19). Тогда 

будем иметь 

, ; , ;
ij ij

A ij ijA
I I i j I I i j−=  =   

22

1 2 1 2

0 0

sin cos
( , ) .m m m mij ijI d d K d d

+






 

 
  

=       
 

 

     

 

(29) 

 

Задача о диффузии вращающихся капель под действием силы Магнуса  

в осесимметричном сопле 

 

Применим полученные уравнения для описания диффузии вращающихся  

капель под действием силы Магнуса в осесимметричном сопле Лаваля. Пусть 

характерное время затухания колебаний T1 в образовавшейся после коагуляции 

капле намного меньше характерного времени между столкновениями TCT, тогда  

в течение времени между столкновениями капли будут вращаться, как квазитвер-

дые тела. 

Рассмотрим осесимметричное двухфазное течение, когда ортогональные век-

торы базиса 
1 2 3, ,e e e  есть , ,r xe e e  – единичные векторы цилиндрической систе-

мы координат. Относительная скорость коагулирующих капель параллельна оси 

сопла x. Направление вектора 
0e  (см. формулу (1)) при столкновениях равнове-

роятно в радиальной плоскости, а потеря момента количества движения за счет 

трения о газ (см. формулу (3)) не изменяет его направления, уменьшая только его 

модуль. Поэтому интеграл столкновения ( ) 0M =  и величины вектора момента 

вращения капель 0M = , если нет градиента концентрации капель в радиальной 

плоскости сопла. Но в двухфазном потоке в сопле имеются градиенты концентра-

ций капель в радиальном сечении. Покажем, что в этом случае величины 
2M  

уже не будут нулевыми. Действительно, сила Магнуса в радиальном направлении 

 2 г3 3

1

г вр

( )
( )

8
M

M u u
a

mv t

−
= − , (30) 
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и если есть диффузионный поток капель в радиальном направлении, то в этом 

потоке капли имеют компоненту 
2M  того знака, который отвечает за перемеще-

ние капель в направлении меньших концентраций, т.е. к стенке, поэтому 

2 0M  . Поток компоненты 2M  в радиальном направлении пропорционален 

1 2 1 2 1 2u M u M v L= + , поэтому величина 
1 2u M  должна отвечать за созда-

ние ненулевого 
2M . Заметим, что на самой стенке капли имеют 2M  одного 

знака, так что здесь 
2M  может быть порядка 

1/2
2

M . Согласно формуле (3), 

величина силы Магнуса пропорциональна 
3 2 3 2 3 2u M u M v L= + .  

Приведенные выше рассуждения показывают, что при учете вращения капель 

в виде (2)–(3) в области больших градиентов нужно учитывать величины 

2 1 2 3 2, ,M v L v L . В ядре потока (вдали от стенки сопла) должны рассчитываться 

величины 
1 1 2 2, , , , , ,f n mf u v T L L L L= =  , где n – число капель в единице 

объема, ρ – массовая плотность. 

Помимо прочего, около стенки должны быть учтены величины 
1 1 1 3,v v v v , 

определяющие вектор плотности потока диффузионного количества движения 

относительно вектора средней скорости. 

Для того чтобы более строго обосновать приведенные выше рассуждения, 

рассмотрим общую систему моментных уравнений до вторых моментов при сле-

дующих предположениях: 

1) так как векторы 1 2u u−  и гu u−  имеют компоненты в направлении вдоль 

оси сопла на порядок большие, чем радиальные, то из (1)–(3) будем считать, что 

векторы собственных моментов количества движения и векторы силы Магнуса 

лежат в радиальной плоскости сопла; 

2) диффузия вращающихся капель к стенке сопла под действием большого 

градиента концентрации капель в радиальном направлении приводит к тому, что 

нужно рассматривать и моментные уравнения второго порядка в области больших 

градиентов концентраций; 

3) в ядре потока отличны от нуля только следующие моменты второго поряд-

ка: 
1 1 2 2 1 1 3 3, , ,L L L L v v v v ; 

4) из соображений симметрии и из-за равновероятности столкновений отно-

сительно вектора 
0e  и малых градиентов концентраций капель в направлениях 2 

и 3 1 0M =  и  

1 1 2 2( ) ( )L L L L =  ; (31) 

5) в осесимметричном случае  

1 2 2 2 3 2 2 1 2 2 2 30, 0v v v v v v v L v L v L= = = = = = ; (32) 

6) так как из предположения 3 имеем 3 0M =  для всех капель, то 

3 3 1 3 2 3 3 3 1 3 2 3 30, 0, 0M L v L v L v L L L L L L= = = = = = = ; (33) 
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7) пренебрежем величинами 

1 2 3 1 2 30, 0v v v L L L =  =  =  =  =  = . (34) 

В системе уравнений моментов до второго порядка включительно в области 

больших градиентов пренебрежем градиентами всех моментов второго порядка 

по сравнению с градиентом концентрации в радиальном направлении. Тогда  

с учетом предположений 1–7 будем рассматривать следующие уравнения для мо-

ментов второго порядка: 

1 1 3 2 1 2 3 1 1 1

1 3 3 2 3 2 3 3 1 2 1 2 1 1

3 3 1 2 3 2 1 3 3 3

1 1 3 2 1 2 3 1

1 2 2 3 2 3 2 2

( 2 ) 2 2 0,

( 2 ) 0,

( 2 ) 2 2 0,

( ) 0,

( ) 0,

(

a v v b u L v M v v v v

a v v b u L v M v v u L v M v v

a v v b u L v M v v v v

a B v L b u L L M v L

a B v L bM v L b u L L

a

 − +   −  +  = 

 − +  − − +  = 

 − + −  +  +  = 

 − + +  −  = 

 − + − +  =

 − 3 2 2 1 2 1 2 2

3 1 1 2 1 2 1 1

1 2

) 0,

( ) 0,

( ) 0,

B v L bM v L b u L L

a B v L b u L L M v v

a B L L

+ + −  =

 − + + − +  = 

 − + =

 (35) 

где                                                 1 1u f

r f dr


 = − . (36) 

Из уравнения (35) 
1 2 0L L = . Уравнение для 

1 1v L  и 
3 1v L  однородны, и 

определитель 2 2 2

2( ) 0a B b M − + +  , тогда 
1 1 3 10, 0v L v L= = . 

Уравнения для 
1 2v L  и 

3 2v L  имеют решение 

 

 

2 2

1 2 3 2 1

2 2 2 2 2

3 2 1 2 3 2

( ) ,

( ) , ( ) .

b L L
v L a B u bM u

b L L
v L a B u bM u a B b M

=  − +  − 


= −  − +  +   =  − + +


 (37) 

Из уравнений для 
1 1v v , 

1 3v v  получим 





2 2 2 2

1 1 2 3 1 2 1 1 2

2 2

1 1 2 3 3 2 2 1 3 2 3 3

( ) 2 2 ( ) 2 ( 2 )

2 2 ( ) / 1,

v v a B b M b u v L v v b M a

u v L u v L b M u v L v v

 =  − + +   −   +  −   

 −   +   −      

, 

 



1 3 3 1 2 3 3 2 2 3 1 2 1 1

2 1 3 2 3 3

( 2 ) 2 ( )

2 ( ) ( 2 ) / 1,

v v a b u v L u v L bM b u v L v v

bM u v L v v a

=  −  −   −   −   +   

+   −    −  

2 2 2

21 ( 2 ) ( 2 ) 4a a b M  =  −  − +  , 

 



3 3 2 1 3 2 3 3

2

2 1 1 2 3 3 2

3 1 2 1 1

( 2 2 ) 2 ( )

2

( 2 ) 2 ( ) ( 2 ) / 1.

v v a bM b u v L v v

b M u v L u v L

a b u v L v v a

=  − −   −   − 

−  −   + 

+  −   −    −  

, 

(38) 
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Из решений (35)–(38) около стенки сопла видно, что влияние на диффузию 

членов 
1 1v L , 

3 1v L , 
1 2L L  мало по сравнению с величинами 

1 1v v , 
1 3v v , 

1 2v L , 
3 2v L . 

В уравнениях для моментов первого порядка только 
1 1v v , 

1 2v L , 
1 3v v  вхо-

дят с градиентом f в радиальном направлении. На этом основании уравнения для 

3 3v v , 
3 2v L  рассматривать не будем, и в остальных уравнениях будем считать 

3 3 0v v = , 
3 2 0v L = . 

Так как 
1 3v v  входит в уравнение для u3, то будем принимать и 

1 3 0v v = , так 

как влияние диффузии за счет силы Магнуса на компоненту u3 мало по сравне-

нию с влиянием на компоненту u1.  

Уравнения для моментов с учетом рассмотренных выше предположений (1–7) 

и 
3 3 1 3 0v v v v= = , 

3 2 0v L =  следующие: 

^ ^

(1), ( )n mD D=   =  , (39) 

 
^

1 1 1 1 1 2 3 1

1 1

1
( ( )

t
f u x v v a u bM u mv

x x
D


 + −  +  = 


, (40) 

^

3 3 2 1 1 2 3( )
t

f u a u bM u b v L mvD  −  −  +  =   , (41) 

^

2 1 1 2 2 2

1 1

1
( ) ( )

t
f M x v L f bM f L

x x
D


 + − = 


, (42) 

^

( )
t

v

sa
f T T m

mc
D  −   =   , (43) 

^
1

1 1 1 1 1 1 1 2 1 1

1

( ) 2 2 2 ( )
t

u
v v v v a v v b v L v v

x
D


 +  −− +  =  

, (44) 

^
1 2

1 2 1 2 1 1 1 2 3 2 2 1 2

1 1

( ) ( ) ( )
t

u M
v L n n v L v v n B a v L b u L L v L

x x
D

  
+ + −  − +   =      

, (45) 

^

1 1 1 1 1 1( ) 2 ( )
t

L L n B L L n L LD − =  , (46) 

 
^

2

2 2 1 2 2 2 2 2

1

( ) 2 2 ( )
t

M
L L n n v L B L L n L L

x
D


+ − = 


, (47) 

где применены обозначения: 
^

1 1 3

1 1 3

^

1 1 1 3

1 3

1
( ) ( ),

( ) .

x u u
x x x

u x u u
t x x

D

D

 
 =  + 

 

 
 =  +

 

 

Сделаем еще одно допущение. В уравнении (47) будем считать произведение 

2

1 2

1

M
v L

x




 величиной более высокого порядка малости, чем члены, порождаю-
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щие диффузионные поправки в рассматриваемых уравнениях. Другими словами, 

если 
1 2v L UM  и 2 2

1 1

M M

x L





, где ε – малая величина, равная нулю, если 

диффузии нет, а U, M2, L1 – масштабы скорости, момента количества движения и 

длины, то 
2

22

1 2

1 1

M UM
v L

x L





.  

Заметим также следующее. В уравнениях (46)–(47) 
1 2 21

L L L L= =  

( )2
2

2

1

2
M M= −  что следует из предположения 4. Тогда, вычитая уравнения, 

получим 𝐷̂[(〈𝐿1𝐿1〉 − 〈𝐿2𝐿2〉)𝑓] − 2𝐵(〈𝐿1𝐿1〉 − 〈𝐿2𝐿2〉)𝑓 = 0.  Решением этого 

уравнения при начальном условии на входе в сопло 
1 2 21

0L L L L− =  является 

1 2 21
0L L L L− = . Так как 

2
2

1 2 2 21
M L L L L M= + + , имеем 

( )2
2

1 2 2 21

1

2
L L L L M M= = − . (48) 

Поэтому вместо уравнений (46), (47) будем рассматривать только уравнение 

для 
2

M , которое будет иметь следующий вид:  

( )
^ 2 2 2

1 2 1 2

1 1

1
( ) 2 ( )

t
M n x M v L n B M n M

x x
D


+ − = 


. (49) 

Система моментных уравнений до второго порядка включительно с учетом 

сформулированных предположений окончательно в консервативной форме будет 

иметь следующий вид: 

1

3 1 1

1
( )

A
x B C

x x x

 
+ =

 
. (50) 

Здесь 

2

1 1

2 2

2 1 2

2 2 1 2

2
2 1 2 1 2 2 1 1 2

2 2
1 1 1 1

, ,

2

( 3 )

vn

v

uvu

v v vv

A u T B f vT

M v M M v L

M vM v L

vM v L v v L M v v v M

v v v v v v v





 +

=  = 

+

+

+ + +

 +   +

 (51) 
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 
 

г 2 1 2

г 2

г

2 2

2 2

2
2

2 2 1 2 2 г 2

2

1 1 2 1 2

(1)

( )

( ) ( ( ) )

( ) ( )

( ) ( ) ,

( ) 2

( )

( ) ( )( ) ( ) / 2

( ) 2 ( ) 2 ( )

f f f

f f

f

f

f

f f f f

f f

m

mv a u u b M v b v L

mv a v v b M u

С mT a T T

M B M n

M B M n

vM n a B M v v L a M v b u M M

mv a v v v v b u M v v L





 − − −  +

  − − +  

=  − − 

 −

 −

 − + + − + 

 − −  +  +

 (52) 

где 

u = u3, v = u1, af = a, Bf = –B, bf = –b. (53) 

 

Заключение 

 

В настоящей статье кинетический подход распространен на модель двухфаз-

ного течения в осесимметричном сопле Лаваля, которая учитывает радиальную 

диффузию капель под влиянием силы Магнуса, действующей на вращающуюся 

каплю, движущуюся со скоростью порядка 100 м/сек относительно газа в мини-

мальном сечении сопла. Система уравнений с диффузией получена методом мо-

ментов из кинетического уравнения с точностью до моментов второго порядка. 

Учтены только моменты второго порядка, которые влияют на диффузию к стенке. 

Диффузия приведет к более раннему выпадению капель на стенку и разрушению  

сопла, поэтому она должна учитываться при профилировании контура сопла таким 

образом, чтобы срез сопла был ближе места выпадения. 
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Abstract. This paper considers the combustion of high-density propellants with the use 

of a manometric bomb and a nozzle test facility. The propellant combustion within the 

manometric bomb is explored at ignition pressures of 18, 50, and 100 MPa. The study  

results for the propellant combustion in the laboratory nozzle test facility, including a set 

of nozzles with throat diameters varying from 8 to 20 mm, are presented. The nozzle 

cluster allows one to adjust the opening pressure up to about 200 MPa. A microwave  

radar is used to detect the moment of nozzle opening. Some features of the outflow of 

gunpowder and propellant combustion products are revealed at various geometric dimen-

sions of the nozzle cluster and its opening methods. The laws of propellant combustion 

along the end face in closed and semi-closed volumes with the gas outflow from a nozzle 

are obtained. Good agreement is observed in terms of the pressure curve shapes on the 

ascending and descending branches. The discrepancy in the maximum pressure is less 

than 5%. The parametric study results for the end combustion of high-density propellants 

at various nozzle diameters are presented. It is shown that the considered propellants can 

be used to maintain constant pressure in a semi-closed volume. 

Keywords: nozzle test facility, burning law, outflow, high-density propellant, paste-like 
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Введение 

 

В настоящее время одним из перспективных направлений исследований повы-

шения скорости артиллерийских снарядов является использование нетрадицион-
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ной схемы выстрела с присоединенным зарядом [1–3]. Для проведения натурных 

испытаний перспективных зарядов необходимы знания об особенностях горения 

новых высокоплотных топлив в условиях, приближенных к реальным. Условия, 

реализуемые в сопловой установке, являются близкими к реальному выстрелу из 

ствольной системы, в отличие от манометрической бомбы [4–8]. Сопловая уста-

новка позволяет воспроизвести газодинамические параметры, а также компонов-

ку заряда и среднюю плотность заряжания, как в условиях ствольной системы.  

В таких устройствах практически отсутствует теплообмен с окружающей средой, 

и можно считать процесс истечения адиабатным. Ранее было получено, что для 

пироксилиновых порохов происходит снижение скорости горения частицы при 

резком спаде давления, реализуемом, например, при выходе снаряда из ствола 

или открытии соплового канала [9].  

Цель данной работы – исследование горения модельных высокоэнергетиче-

ских высокоплотных топлив в условиях замкнутого и полузамкнутого объема и 

определение режимов работы сопловой установки. 

 

Экспериментальное исследование закона горения высокоплотного топлива 

в условиях манометрической бомбы 

 

В серии предварительных экспериментов исследована зависимость закона го-

рения высокоплотных топлив в условиях манометрической бомбы (марок Т1 и Т2) 

для различных уровней давления воспламенения. Исследуемые составы Т1 и Т2 

отличаются по своим физико-химическому составу и скорости горения. Началь-

ное давление воспламенения необходимо высокоплотному топливу для перехода от мед-

ленного горения, которое реализуется при низких давлениях (до 10 МПа), к уско-

ренному режиму, приближенному к номинальному (рабочему).  

Начальное давление воспламенения 18, 50 и 100 МПа создавалось массой по-

рохового воспламенителя 2.5, 7 и 14 г соответственно. Несмотря на то, что весь 

пороховой заряд успевает сгореть полностью до начала момента горения иссле-

дуемого топлива, для более точного определения закона горения высокоплотного 

топлива ранее в серии предварительных экспериментов уточнен закон горения 

пороха [10]. На рис. 1 показаны зависимости давления от времени для высоко-

плотных топлив Т1 и Т2 при различной массе порохового воспламенителя. 

Из рис. 1 видно, что при наименьшем давлении воспламенения (18 МПа) для 

топлива марки Т1 от начала воспламенения до момента полного сгорания заряда 

проходит около 500 мс, а для топлива марки Т2 – более чем в два раза дольше – 

1 100 мс. Для обоих составов наблюдается рост скорости горения с увеличением 

давления. Увеличение давления воспламенения до 100 МПа сокращает общее 

время горения топлив примерно до 100 мс.  

Полученные для исследуемых топлив зависимости давления от времени при 

различных начальных давлениях воспламенителя хорошо дополняют друг друга, 

образуя единую кривую горения заряда. Хорошее совпадение кривых на пересе-

кающихся участках свидетельствует о том, что скорость горения исследуемых 

топлив не зависит от уровня давления воспламенения. Для проверки данного 

предположения проведена обработка экспериментальных зависимостей. Зависи-

мость послойной скорости горения u(P), где безразмерное давление Р = р/р0,  

р0 = 0.1 Мпа, определяется аналогично [11].  



Механика / Mechanics 

112 

 

t, с 

 р, МПа 

0 

40 

80 

120 

160 

200 

240 

1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 2.2 
 

 

t, с 

 р, МПа 

0.2 0.5 0.8 1.1 1.4 1.7 2.0 
0 

40 

80 

120 

160 

200 

240 

 
а б 

Рис. 1. Экспериментальная зависимость давления от времени для высокоплотных топлив 

Т1 (а) и Т2 (б) при массе порохового воспламенителя: ––––  –  2.5 г;  – – – –  – 7.0 г;  

–  –  –  – 14.0 г 

Fig. 1. Experimental time dependence of pressure for (а) Т1 and (b) Т2 high-density propellants 

at powder igniter masses of: ––––  –  2.5 g;  – – – –  – 7.0 g; and –  –  –  – 14.0 g 
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Рис. 2. Полученные зависимости скорости горения (а, б) и скорости горения, деленной  

на давление (в, г), от давления для высокоплотных топлив Т1 (а, в) и Т2 (б, г) при массе 

порохового воспламенителя:  –––––– –  2.5 г;  – – – –   – 7.0 г; –  –  –  – 14.0 г  

(  – полученный закон горения) 

Fig. 2. The obtained pressure dependences of the (a, b) burning rate and (c, d) burning rate divided 

by pressure for (a, c) Т1 and (b, d) Т2 high-density propellants at powder igniter masses of: 

–––––– –  2.5 g;  – – – –   – 7.0 g; and –  –  –  – 14.0 g (the dotted line denotes the obtained 

burning law) 
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На рис. 2 показаны полученные зависимости скорости горения u (а, б) и от-

ношения скорости горения к давлению u/P (в, г) от давления для высокоплотных 

топлив Т1 и Т2 при различных начальных уровнях давления воспламенения заря-

да в условиях манометрической бомбы.  

На рис. 2, в, г можно увидеть некоторые закономерности при горении топлив 

в исследованном диапазоне давлений, показывающие, что на начальном этапе с ро-

стом давления идет «разгорание» топлив до определенного значения (600–750),  

а после можно считать, что величина u(P)/Р постоянна и не зависит от давления. 

Анализ полученных экспериментальных результатов показал, что закон горения 

для топлив марок Т1 и Т2 практически не зависит от начального давления, созда-

ваемого воспламенителем, а законы горения топлив удобно аппроксимировать 

двучленной зависимостью. Для топлива марки Т1 (см. рис. 2, а, в) зависимость 

u/Р(P) можно представить в виде:  

( )

( )
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2
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2.83 10 ( 600).

u Р Р Р Р

u Р Р P

−

−
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Тогда закон горения исследуемого топлива u(P) будет иметь вид (размерность 

см/с): 
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Аналогичные зависимости получены для топлива марки Т2 (см. рис. 2, б, г): 
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Представленные законы горения использовались для определения условий за-

ряжания сопловой баллистической установки. 
 

Экспериментальная сопловая установка для исследования  

горения высокоплотных топлив  
 

В исследовании использовалась лабораторная сопловая установка с возмож-

ностью замены сопла с диаметром критического сечения до 20 мм и свободным 

объемом камеры сгорания 118 cм3 (рис. 3). На рис. 3 показано расположение ос-

новных элементов установки: в корпусе установки (1) имеется камера сгорания,  

в которой располагаются исследуемое топливо (2) и пороховой воспламенитель (3). 

Для зажигания используется воспламенительное устройство (5), а для регистрации 

давления в камере сгорания применяется пьезоэлектрический датчик давления 

2Т6000 (4) совместно с комплексом аппаратуры регистрации давления «Нейва-

10000». В сопловом блоке (7) располагается сопло (6) с вышибным снарядом-

заглушкой, позволяющим удерживать давление в сопловой камере до определен-

ного значения, называемого «давлением форсирования». Для отслеживания момен-

та форсирования снаряда-заглушки и открытия сопла используется СВЧ-радар. 

Точность регулировки уровня давления, при котором вскрывается сопло, напря-
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мую зависит от точности выведения диаметра снаряда-заглушки для обеспечения 

посадки с натягом. В случае изготовления снаряда-заглушки из текстолита ее 

диаметр контролируется с точностью до 0.01 мм. 
 

  
а б 

Рис. 3. Схема сопловой установки (а) и ее внешний вид (б): 1 – корпус, 2 – место распо-

ложения исследуемого топлива в камере сгорания, 3 – место расположения порохового 

заряда, 4 – датчик давления, 5 – воспламенительное устройство, 6 – сопло со снарядом-

заглушкой, 7 – сопловой блок 

Fig. 3. (а) Layout and (b) design of a nozzle test facility: 1, casing; 2, location of the studied 

propellant in a combustion chamber; 3, location of a powder charge; 4, pressure sensor;  

5, igniter; 6, nozzle with a plug-like projectile; and 7, nozzle cluster 
 

В установке возможно реализовать несколько способов открытия сопла; 

наиболее частыми являются три способа с различными конструкциями снаряда-

заглушки: из полиэтиленовой пробки, полиэтиленовой пробки с «утяжелителем» 

и текстолитовой пробки. Полиэтиленовая пробка, запрессованная в сопло, обес-

печивает его открытие (форсирование снаряда-заглушки) при давлении в камере 

заряжания до 40 МПа. Полиэтилен является радиопрозрачным материалом для 

электромагнитного излучения, поэтому для регистрации движения такой пробки 

на торец крепилась алюминиевая фольга. Во втором случае использовался «утя-

желитель» для увеличения времени выхода полиэтиленового снаряда-заглушки 

из сопла. Для этого к торцу снаряда-заглушки крепился «утяжелитель» в виде 

стального стержня, располагаемый в сопловом блоке сразу за соплом. Увеличение 

массы утяжелителя приводит к более медленному движению снаряда-заглушки 

по соплу, тем самым увеличивая максимальное давление, развиваемое в камере 

сгорания при изменении внутреннего объема. Другим вариантом увеличения 

давления в камере сгорания может быть увеличение трения снаряда-заглушки 

при движении по соплу и величины давления форсирования. Замена материала 

снаряда-заглушки с полиэтилена на текстолит позволяет увеличить (регулиро-

вать) величину давления форсирования снаряда-заглушки вплоть до 200 МПа.  

В экспериментальных исследованиях в качестве материала снаряда-заглушки 

использовался текстолит. 

 

Экспериментальные исследования горения высокоплотного топлива  

в условиях сопловой установки 

 

В условиях сопловой установки исследовано горение топлива марки Т2. В ка-

честве воспламенительного заряда использовался порох массой 2.0 г, формиру-

ющий давление воспламенения в камере сопловой установки до 17 МПа. Внутри 
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установки высокоэнергетическое топливо располагалось в полиэтиленовых кон-

тейнерах с внутренним диаметром 20 мм. Внешний вид контейнера с топливом, 

подготовленным к эксперименту, представлен на рис. 4. 
 

         
а                б 

Рис. 4. Внешний вид топлива в полиэтиленовом контейнере, подготовленного  

к эксперименту: (а) вид сверху; (б) вид сбоку 

Fig. 4. Arrangement of the propellant in a polyethylene container prepared for the experiment: 

(а) top and (b) side views 
 

На рис. 5 представлены экспериментальные зависимости давления от времени 

для высокоплотного топлива Т2 для различных диаметров критического сечения 

сопла (8, 12, 17 и 20 мм). До момента открытия сопла сопловую установку можно 

рассматривать как манометрическую бомбу и аналогичным образом получить 

закон горения топлива. Картина горения топлива Т2 в условиях сопловой уста-

новки представлена на рис. 5, а. В начале кривой наблюдается быстрый рост дав-

ления до определенного значения, формируемого пороховым воспламенительным 

зарядом. Имеется небольшой разброс во времени воспламенения топлива, однако 

наблюдается хорошее совпадение кривых на участке горения топлива; основное 

различие наблюдается в максимальном давлении, соответствующем моменту 

открытия соплового блока.  
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Рис. 5. Экспериментальные зависимости давления от времени для высокоплотного  

топлива Т2 для различных диаметров критического сечения сопла: 

–––– – 20 мм;   - - - - -  – 17 мм;  -  -  - – 12 мм;  -  -  -  -  – 8 мм 

Fig. 5. Experimental time dependences of pressure for Т2 high-density propellant at various 

nozzle throat diameters: –––– – 20 mm;   - - - - -  – 17 mm;  -  -  - – 12 mm; and  -  -  -  -  – 8 mm 



Механика / Mechanics 

116 

Рассмотрим более детально кривые давления в момент открытия соплового 

блока. На рис. 5, б представлены экспериментальные зависимости давления от 

времени в момент открытия соплового блока для различных диаметров критиче-

ского сечения сопла. Из рис. 5, б видно, что уменьшение диаметра критического 

сечения сопла, как и ожидалось, приводит к более медленному падению давления 

внутри сопловой установки. В такой конфигурации газоприход, получаемый при 

сгорании топлива, позволит поддерживать давление до уровня 10 МПа после от-

крытия соплового блока всего 1.2 мс. Уменьшение площади сопла в 6.2 раза (до 

диаметра 8 мм) увеличило время истечения продуктов горения до аналогичного 

давления в камере до 9.0 мс. 

На рис. 6 показаны полученные зависимости скорости горения u(P) (см. рис. 6, а) 

и отношения скорости горения к давлению u/Р(P) (см. рис. 6, б) от давления для 

высокоплотного топлива марки Т2 для различных диаметров критического сече-

ния. Сравнивая полученные для Т2 зависимости u(P) и u/Р(P) с аппроксимацией, 

полученной ранее для экспериментов, проведенных в манометрической бомбе (пунк-

тирные линии), видим достаточно хорошее совпадение. Возможные особенности 

закона горения исследуемого топлива в условиях сопловой установки при откры-

тии сопла можно получить путем математической обработки кривых давления. 
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Рис. 6. Зависимости скорости горения (а) и отношения скорости горения к давлению (б)  

от давления для высокоплотного топлива Т2 для различных диаметров критического  

сечения сопла: ––––– – 20 мм;  – –  – – 17 мм;   ––– –  12 мм;   –––– –  8 мм  

( – полученный закон горения) 

Fig. 6. Pressure dependences of the (a) burning rate and (c) burning rate divided by pressure for 

Т2 high-density propellant at various nozzle throat diameters:  –––– – 20 mm;   - - - - -  – 17 mm;  

-  -  - – 12 mm; and  -  -  -  -  – 8 mm (the dotted  line denotes the obtained burning law) 
 

Из рис. 6, а видно, что для топлива марки Т2 в различных экспериментах 

наблюдается небольшое отличие в значениях скорости горения. Аналогично ре-

зультатам манометрических исследования для топлива Т2 (см. рис. 6, б) также 

наблюдается период разгорания с выходом на постоянную скорость горения, не 

зависящую от давления, а значит, торцевой закон горения топлива марки Т2 

можно оставить в виде (2). 

Эксперименты с топливом марки Т1 в условиях сопловой бомбы не проводи-

лись, так как анализ горения топлива Т2 в торцевом режиме показал, что при  

горении топлива марки Т1 в аналогичных условиях диаметр сопла будет отли-
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чаться незначительно и существенно не изменит картину газоприхода при спаде 

давления после открытия сопла. 

 

Параметрическое исследование горения высокоплотных топлив  

для различных сопел 

 

Проведя обработку экспериментальных данных с использованием полученных 

законов горения, решая прямую задачу внутренней баллистики с движением 

поршня и истечением газо-пороховой смеси, получаем хорошее согласование 

формы расчетных и экспериментальных зависимостей кривых давления от вре-

мени на всех участках (при росте и снижении давления). На рис. 7 представлен 

результат согласования расчетной и экспериментальной зависимостей давления 

от времени при сгорании топлива Т2 в условиях сопловой установки.   
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Рис. 7. Расчетные и экспериментальные зависимости давления от времени для различных 

диаметров критического сечения сопла: 20 мм ( –––– – эксперимент,      – расчет);  

8 мм (  -  -  -  – эксперимент, – – – – –  расчет) 

Fig. 7. Calculated and experimental time dependences of pressure at various nozzle throat  

diameters: 20 mm ( –––– – experiment,      – calculation) and 8 mm (  -  -  -  – experiment, 

– – – – –  calculation) 

  

Обработка экспериментальных результатов проводилась с применением ап-

парата математического моделирования [12]. Получено хорошее согласование  

по форме кривой давления на восходящей и нисходящей ветвях. Рассогласование 

по величине максимального давления не превысило 5%. Это свидетельствует  

о том, что закон скорости горения при падении давления не изменяется в данном 

диапазоне давлений. 

С применением данного закона горения топлива марки Т2 проведено пара-

метрическое исследование влияния диаметра критического сечения сопла на 

формирование картины газоприхода в камере сопловой установки. На рис. 8 

представлены результаты расчетного параметрического исследования в виде за-

висимостей давления от времени для различных диаметров критических сечений 

сопла. Из графиков видно, что для каждого типа топлива можно подобрать такой 

диаметр истечения, при котором давление в камере сопловой установки будет 

повышаться или оставаться постоянным в период горения заряда. 
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Рис. 8. Расчетные зависимости давления от времени для различных режимов истечения 

сопла; диаметры критических сечений: 8.0, 2,0, 1.5, 1.0, 0.9 мм при давлении 100 МПа 

Fig. 8. Calculated time dependences of pressure at various nozzle flow regimes with nozzle 

throat diameters of: 8.0; 2.0; 1.5; 1.0; and 0.9 mm at a pressure of 100 MPa 

 

На рис. 9 показаны расчетные зависимости давления в сопловой камере от 

времени для различных режимов истечения сопла. Рассмотрим диаметры крити-

ческого сечения сопла 0.9 и 1.0 мм при режимах форсирования снаряда-заглушки, 

соответствующих давлению 100, 150 и 200 МПа.  
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Рис. 9. Расчетные зависимости давления от времени для различных режимов истечения сопла: 

– – – –  – 0.9 мм при давлении 100 МПа, 150 МПа, 200 МПа 

–––––– – 1.0 мм при давлении 100 МПа, 150 МПа, 200 МПа 

Fig. 9. Calculated time dependences of pressure at various nozzle flow regimes: 

– – – –  – a nozzle diameter of 0.9 mm at pressures of 100, 150, and 200 MPa; 

–––––– – a nozzle diameter of 1.0 mm at pressures of 100, 150, and 200 MPa 

 

Из рис. 9 видно, что при истечении из сопла с диаметром 1.0 мм при любом 

давлении открытия сопла в интервале 100–200 МПа газоприход от горящего  

в торцевом режиме топлива не превышает расход газа через сопло, тем самым 

давление в сопловом блоке постоянно понижается. Уменьшение диаметра сопла 

до 0.9 мм при давлении открытия сопла 100 МПа позволяет получить газоприход 

от горящего в торцевом режиме топлива, превышающий расход газа через сопло, 

тем самым повышая давление в сопловом блоке. Однако при увеличении давле-
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ния открытия сопла до 150 и 200 МПа роста давления в сопловой камере уже не 

наблюдается, а присутствует его некоторое снижение, что говорит о необходимо-

сти регулировки уровня газоприхода от топлива или изменения критического 

диаметра сопла для поддержания равномерной тяги. 
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Рис. 10. Расчетные зависимости давления от времени для различных режимов истечения 

из сопла: 

–––––  – 0.95 мм (100 МПа); – – – – – 0.9 мм (150 МПа); ––––  – 0.87 мм (200 МПа) 

Fig. 10. Calculated time dependences of pressure at various nozzle flow regimes: 

––––– – 0.95 mm (at 100 MPa); – – – – – 0.9 mm (at 150 MPa); and ––––  – 0.87 mm (at 200 

MPa) 

 

На рис. 10 представлены расчетные зависимости давления от времени для не-

скольких вариантов диаметров критического сечения сопла (0.87, 0.9, 0.95 мм), 

позволяющие поддерживать одинаковый уровень давления в сопловой камере 

при различных давлениях в камере сопловой установки (100, 150 и 200 МПа) без 

изменения величины газоприхода от топлива. Другим вариантом поддержания 

равномерного давления в сопловой камере может быть управление поверхностью 

пастообразного топливного элемента. Тем самым показано, что используемые 

высокоплотные топлива могут быть использованы для поддержания давления  

в полузамкнутом объеме. 

 

Заключение 

 

Рассмотрены некоторые особенности истечения продуктов сгорания пороха и 

топлива через различные конфигурации соплового блока. Предложены различ-

ные способы открытия соплового блока. Получены законы горения исследуемых 

высокоплотных топлив в условиях замкнутого объема и при истечении газа через 

сопло. Определены диаметры сечения сопла, позволяющие поддерживать одина-

ковый уровень давления в сопловой камере при различных давлениях в камере 

сопловой установки. Показано, что используемые высокоплотные топлива могут 

быть использованы для поддержания давления в полузамкнутом объеме. В ре-

зультате расчетов получено, что при горении топлива Т2 в торцевом режиме для 

поддержания уровня давления в камере сопловой установки 100 МПа после от-

крытия сопла необходимо иметь диаметр критического истечения равным 0.95 мм. 
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Аннотация. В современной технике широко применяются композиционные мате-

риалы. Их особенностями являются вязкоупругие свойства связующего и компо-

нент, а также анизотропия и неоднородность механических свойств. Последнее 

многократно усложняет прочностные расчеты. Для решения задач линейно вязко-

упругого тела, обладающего свойствами анизотропии, сформулирован обобщенный 

принцип соответствия, согласно которому для вязкоупругого решения константы 

упругой анизотропии достаточно заменить некоторыми функциями времени. 
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Abstract. Nowadays, polymers are widely used in various fields. Such materials often 

exhibit viscoelastic properties. Engineering analysis considering viscoelasticity is laborious 
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and requires certain expertize. This paper proposes a method for solving linear viscoelastic 

problems in a simpler way and presents a variant of the solution extension to an aniso-

tropic case.  

The Volterra correspondence principle allows one to analyze viscoelastic bodies on the 

basis of the analytical solution like an elastic problem. The developed method is de-

scribed in a similar way. It allows determining of some functions of time and material 

constants whose values at a certain point in time can be used as elastic constants. The so-

lutions to these two problems are identical. To substantiate this statement, the authors 

consider the conditions for maximum equivalence of specific potential energy functionals 

of strain and stress (for the cases of kinematic and force boundary conditions, respectively) 

of viscoelastic and reference elastic media. The functions satisfying these conditions 

have been found, and a new method for solving the problems of linear viscoelasticity of 

an anisotropic body has been shown using several examples. 

Keywords: effective modules of Lagrange and Castilian types, variational problem,  

anisotropy, orthotropy, integral operators 
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Введение 
 

Начало математического анализа вязкоупругих сред было положено Максвел-

лом, который сформулировал закон деформирования, зависящего от времени, в диф-

ференциальном виде [1]. Далее Больцман и Вольтерра определили общий матема-

тический аппарат для описания линейной ползучести [2–4]. В течение XX столетия 

вопрос математического описания вязкоупругих свойств материалов был суще-

ственно развит [5, 6]. 

Практически единственным аналитическим способом точного решения при-

кладных задач остается принцип соответствия (Вольтерра). Главной проблемой для 

практического использования данного принципа, помимо вычислительной слож-

ности, является необходимость иметь соответствующее упругое решение. В свою 

очередь, число аналитически решенных упругих задач ограничено. В связи с этим 

разработано большое число приближенных, в первую очередь численных, методов. 

Ильюшин [7], Шепери [8], сформулировали способы решения задач линейной 

вязкоупругости, основанные на преобразовании Лапласа и получившие широкое 

распространение в том числе и для задач, учитывающих анизотропию свойств ана-

лизируемой среды. Например, Wu и соавт. [9] используют подобный подход для ана-

лиза динамического отклика сваи в трансверсально изотропном слоистом грунте. 

Калоеров и Кошкин в работе [10] развивают метод малого параметра для за-

дач изгиба анизотропных вязкоупругих пластин. 

Каминский и Селиванов в [11] рассматривают метод ветвящихся цепных дро-

бей применительно к линейно вязкоупругим анизотропным телам. 

Хольцапфель и Гассер [12] разработали способ моделирования вязкоупругих 

армированных волокнами композитов методом конечных элементов, опираясь  

в том числе на работу Симо [13], где, в свою очередь, была представлена трех-

мерная вязкоупругая модель с конечными деформациями, не ограниченная усло-

вием изотропии. 
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В задаче о деформации плоского ортотропного тела [14] использован метод 

представления ядер вязкоупругой ортотропии в виде, в котором временна́я со-

ставляющая каждого из ядер одинакова. Разница между ядрами определяется 

только наличием постоянных множителей. Аналогичный метод применили и 

М.Н.М. Аллам, Б.Е. Победря [15]. 

Цель настоящей работы – развитие и обобщение метода разделения перемен-

ных [16] на случай вязкоупругих материалов, обладающих свойствами анизотропии. 

 

1. Постановка задачи 

 

Рассмотрим определяющие уравнения нестареющего линейно вязкоупругого 

тела, обладающего свойствами анизотропии общего вида: 

 ( ) ( )* , , 1,2,3 , , 1,2,3 .ij ijkl klt i j k l =   = =   (1) 

Здесь по индексам, заключенным в круглые скобки, производится суммирование 

от 1 до 3. Если же индексы заключены в угловые скобки, то суммирование не 

производится. Оператор релаксации зададим следующим образом: 

( ) ( ) ( )*

0

, , 1,2,3 , , 1,2,3 .

t

ijkl kl ijkl klR t d k l i j  = −     = =  

Здесь Rijkl(t) – функции релаксации, обладающие следующими свойствами сим-

метрии: 

( ) ( ) ( ).ijkl jikl ijlkR t R t R t= =  

Кроме того, имеют место соотношения [17] 

( ) ( ) ,ijkl klijR t R t=  

( ) 00 .ijkl ijklR G=  

Здесь G0
ijkl – тензор упруго-мгновенных постоянных. Число независимых функ-

ций памяти (и, следовательно, упругих постоянных) равняется 21. 

Физические уравнения, разрешенные относительно напряжений, имеют сле-

дующий вид: 

( ) ( )* , , 1,2,3 , , 1,2,3 .ij ijkl klt C i j k l =  = =  

( ) ( )*

0

.

t

ijkl kl ijkl klC K t d  −      

Свойства симметрии тензора функций ползучести Kijkl(t) аналогичны свой-

ствам соответствующих функций релаксации Rijkl(t). 

Система уравнений равновесия в перемещениях имеет следующий вид: 

 ( )*

, ,
0, 1,2,3 , , , 1,2,3 .ijkl k l ij

C u X i j k l  + = = =    (2) 

Здесь запятая перед индексом соответствует дифференцированию по простран-

ственной координате. Например: 

, , , 1, 2,3 ,k

k l

l

u
u k l

x


= =


 

здесь   

( )1 2 3, , .u u u u=  
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Граничные условия в напряжениях имеют вид: 

 ( )
1

* 0

, , 1,2,3 , , , 1,2,3 .ijkl k l j iC u n S i j k l

= = =  (3)

 Здесь S0
i – граничные нагрузки, Σ1 – часть границы Σ, на которой заданы напря-

жения, nj – направляющие косинусы нормали к границе. 

Граничные условия в перемещениях: 

2

0 ,u u

=  

где 0u  – вектор граничных перемещений, Σ2 – часть границы тела Σ, на которой 

заданы перемещения. 

 

2. Вывод выражений эффективных модулей кастильянового типа 

 

Как и в случае изотропного вязкоупругого тела [16], задача определения эффек-

тивных модулей анизотропии разбивается на две. Первая задача заключается в на-

хождении модулей, дающих решение граничной задачи II рода, когда на границе 

заданы напряжения. Вторая задача состоит в определении эффективных по време-

ни модулей для граничных задач I рода, при заданных на границе перемещениях.  

Для первого случая эффективные модули носят название эффективных по вре-

мени модулей кастильянового типа, для второго – эффективных по времени моду-

лей лагранжевого типа. С целью простоты изложения в дальнейших рассуждениях 

будем опускать фразу «по времени» в ссылках на термин «эффективные модули». 

Рассмотрим сначала определение эффективных модулей кастильянового типа 

граничной задачи II рода для вязкоупругих тел, обладающих свойствами анизо-

тропии общего вида. Без ограничения общности будем полагать, что граничные 

напряжения можно представить в виде произведения заданной функции коорди-

нат на заданную функцию времени: 

( )0 , 1, 2,3 , 1,2,3 .ij j in S i j = = =  

Не ограничивая общности, будем полагать, что 

( ) ( ) ( )0 0 , 1, 2,3 , 1,2, ... , .i ik ikS S x H t i k n= = =  

где n – количество членов в разложении граничной нагрузки. 

Заданные функции времени Hik(t) будем считать положительными и отличны-

ми от 0 на интервале (0; Т], где T – граница временного интервала, на котором 

отыскивается решение граничной задачи.  

Для формулировки вариационной задачи нам понадобятся определяющие 

уравнения упругой среды сравнения с модулями, зависящими от времени. Зада-

дим их в следующем виде: 

 ( ) ( ) ( ) ( )0 , , 1, 2,3 , , 1,2,3 .ij ijkl klt P t t i j k l =  = =  (4) 

Здесь Pijkl (t) – искомые эффективные модули, вид которых пока неизвестен. 

Запишем выражения функционалов удельных потенциальных энергий напря-

жений для сред с определяющими уравнениями (1), (2): 

 ( ) ( ) *

0

,

T

ij ij ijkl klP t dt =     (5)

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0

0

, , , , 1,2,3 .

T

ij ij ijkl klP t P t t dt i j k l =   =  (6) 
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Функционалы (5), (6) могут быть приведены к положительно-определенному 

виду [18]. Существуют постоянные M > m > 0, для которых будут справедливы 

следующие неравенства: 

 ( ) ( ) ( )0 0 .ij ij ijmP P MP      (7)

 Константы M, m можно найти путем решения двух вариационных задач на 

условный экстремум: 

( ) ( )

( ) ( )0 0

min , max ,

1, 1.

ij ij

ij ij

m P M P

P P

=  = 

 =  =
 

Перейдем от решений задач на условный экстремум к решению задачи на 

безусловный экстремум для функционала 

 ( ) ( ) ( )1 0 ,ij ij ijP P P =  −   (8)

 введя множитель Лагранжа μ. 

Варьирование функционала (8) по 
ij  даст нам необходимые условия экстре-

мума 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

* * *

1111 11 1122 22 1133 33

1111 11 1122 22 1133 33 0,P t t P t t P t t

  +  +  −

−   +  +  =  

 (9) 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

* * *

2211 11 2222 22 2233 33

2211 11 2222 22 2233 33 0,P t t P t t P t t

  +  +  −

−   +  +  =  

 (10)

 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

* * *

3311 11 3322 22 3333 33

3311 11 3322 22 3333 33 0,P t t P t t P t t

  +  +  −

−   +  +  =  

 (11)

 

 ( ) ( )*

1212 12 1212 12 0,P t t  −  =  (12)

  ( ) ( )*

1313 13 1313 13 0,P t t  −  =  (13)

  ( ) ( )*

2323 23 2323 23 0.P t t  −  =  (14)

 Перепишем уравнения системы (9)–(14) для нормальных напряжений в сле-

дующем виде: 

 
( ) ( )

( )

* *

1111 1111 11 1122 1122 22

*

1133 1133 33 0,

P t P t

P t

    −  +  −  +   

 +  −  = 

 (15) 

 
( ) ( )

( )

* *

2211 2211 11 2222 2222 22

*

2233 2233 33 0,

P t P t

P t

    −  +  −  +   

 +  −  = 

 (16) 

 
( ) ( )

( )

* *

3311 3311 11 3322 3322 22

*

3333 3333 33 0.

P t P t

P t

    −  +  −  +   

 +  −  = 

 (17) 

Условия нормировки: 

 ( ) ( ) ( ) ( )
0

1, , , , 1,2,3 .

t

ij ijkl klt P t t dt i j k l  = =  (18) 
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Кроме того, в точке стационарности (8) мы можем записать еще одно уравнение: 

 ( ) ( ) ( )*

0

, , , , 1,2,3 .

t

ij ijkl klt t dt i j k l   =  =  (19)

 
Рассмотрим вначале левое неравенство (7). Из него видно, что μ1 = m = 1 есть 

наибольшее значение собственного числа μ, удовлетворяющее этому неравен-

ству. Аналогично μ2 = M = 1 есть наименьшее значение μ, удовлетворяющее пра-

вому неравенству (7). На этом основании положим в уравнениях (9)–(17) и (19)  

µ = 1 в качестве условия максимальной энергетической близости функционалов 

(5), (6), тогда разность (18) и (19) даст нам 

( ) ( ) ( )*

0

0, , , , 1,2,3 .

t

ij ijkl ijkl klt P t dt i j k l   −  = =   

Отсюда следует 

 ( )* 0, , , , 1,2,3 .ijkl ijkl klP t i j k l  −  = =   (20) 

Заметим, что система необходимых условий экстремума на (9)–(17) выполня-

ется при подстановке в нее соотношений (20). Из (20) имеем следующие выраже-

ния эффективных модулей: 

 ( )
( )

*

, , , , 1,2,3 .
ijkl kl

ijkl

kl

P t i j k l
t

 
= =


 (21) 

Полагая в (21) 

( ) ( ) ,kl kl x H t =   

где H(t) – заданная функция времени, получим 

 

( )
( )

*

, , , , 1,2,3 .
ijkl

ijkl

H
P t i j k l

H t


= =

 (22) 

Модули, определяемые соотношениями (22), будем называть эффективными 

модулями кастильянового типа. В последующем тексте будем отличать эффек-

тивные модули кастильянового типа с помощью верхнего индекса с. Таким обра-

зом, соотношения (22) можно записать следующим образом: 

( )
( )

*

, , , , 1,2,3 .
ijklc

ijkl

H
P t i j k l

H t


= =  

 
3. Эффективные модули лагранжевого типа 

 
Рассмотрим вывод выражений эффективных модулей лагранжевого типа. Про-

цедуру вывода проведем на основании преобразований определяющих уравнений. 

В качестве примера возьмем трансверсально изотропную вязкоупругую среду  

с определяющими уравнениями, разрешенными относительно напряжений. В ци-

линдрических координатах имеем 

 
* * *

11 12 13 ,r r zA A A =  +  +   (23) 

 
* * *

12 11 13 ,r zA A A  =  +  +   (24) 

 ( )* *

13 33 ,z r zA A =  +  +   (25) 
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 ( )* * * *

44 44 11 12

1
, , .

2
z z rz rz r rA A A A    =   =   = −   (26) 

В соответствии с граничными условиями в перемещениях I рода будем искать 

решение в виде: 

 ( ) ( ) ( ), .u x t u x F t=  (27) 

Покажем, что подстановка (27) в (23)–(26) преобразует определяющие урав-

нения трансверсально изотропного вязкоупругого тела в соответствующие урав-

нения упругого тела с модулями, являющимися некоторыми функциями времени. 

Рассмотрим преобразование на примере определяющего уравнения для радиаль-

ного напряжения σr, входящего в (23). Поскольку деформации, соответствую-

щие (27), можно представить как  

( ) ( ) ( ), ,r rx t x F t =   

( ) ( ) ( ), ,x t x F t  =    

( ) ( ) ( ), ,z zx t x F t =    

то, образуя свертки операторов A*
11, A*

12, A*
13 с функцией F(t), мы получим 

* * *

11 12 13 .r r zA F A F A F =  +  +   

Выделим в последнем соотношении 

 ( )
( )

( )
( ) ( )

** *

1311 12

11 12 13

*
, , .l l l A FA F A F

g t g t g
F t F t F t

= = =  (28) 

В результате получим 

 ( ) ( ) ( )11 12 13

l l l

r r zg t g t g t =  +  +    (29) 

Следует отметить, что деформации в правой части (29) представляют собой 

определяющие уравнения упругого тела. 

Модули gl
11(t), gl

12(t), gl
13(t), … назовем модулями лагранжевого типа, соответ-

ствующими определяющим уравнениям трансверсально-изотропного тела. 

Обобщение для вязкоупругого тела с анизотропией общего вида имеет вид: 

( )
( )

*

, , , , 1,2,3 .
ijkml

ijkm

C F
g t i j k m

F t
= =  

Здесь C*
ijkm – тензор операторов ползучести. 

 
4. Примеры задач 

 

4.1. Изгиб прямоугольной вязкоупругой пластинки 

 

Пусть мы имеем однородную прямоугольную вязкоупругую пластинку из ма-

териала, обладающего анизотропией общего вида. Решение соответствующей 

задачи для упругого тела приведено в [19]. На рис. 1 показана расчетная схема 

такой пластинки. 

Пусть пластинка изгибается и скручивается равномерно распределенными  

по границам пластины моментами, которые постоянны по величине вдоль каж-

дой из сторон пластины.  
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Рис. 1. Изгиб прямоугольной вязкоупругой пластинки 

Fig. 1. Bending of a rectangular viscoelastic plate 

 

Примем, что срединной плоскостью пластины будет плоскость xOy и что уси-

лия, приложенные к пластине, приводятся к постоянным по длине стороны кру-

тящим и изгибающим моментам. Считая, что изгибающие и крутящие моменты 

меняются по толщине пластины по линейному закону (будучи нулевыми на сре-

динной поверхности), получим, что напряжения распределяются по толщине так 

же, как и в случае изотропной пластины. 

Выражения упругих перемещений согласно [19] представимы как 

 
( ) ( )

( )

2 2

1 15 16 11 2 25 26 123

2

56 66 16

6
2 2

2 ,h

u M a z a yz a xz M a z a yz a xz
h

M a z a yz a xz

= + + + + + +


+ + +


 (30)

 

 

( ) ( )

( )

2 2

1 14 12 16 2 24 22 263

2

46 26 66

6
2 2 2

2 2 ,h

v M a z a yz a xz M a z a yz a xz
h

M a z a yz a xz

= + + + + + +


+ + +
  (31) 

 
( )

( ) ( )

2 2 2

1 11 12 13 163

2 2 2 2 2 2

2 12 22 23 26 16 26 36 66

6

.h

w M a x a y a z a xy
h

M a x a y a z a xy M a x a y a z a xy

= − − + − +


+ − − + − + − − + −


 (32)

 

Рассмотрим решение для случая ортотропного материала, т.е. когда тело имеет 

три плоскости упругой симметрии. Одна из плоскостей параллельна срединной 

поверхности пластины. Определяющие уравнения упругого ортотропного тела 

имеют вид: 

 

11 12 13 44

12 22 23 55

13 23 33 66

, ,

, ,

, .

x x y z yz yz

y x y z xz xz

z x y z xy xy

a a a a

a a a a

a a a a

 =  +  +   = 

 =  +  +   = 

 =  +  +   =   (33) 

Здесь 

 3121

11 12 13

1 2 3

1
, , ,a a a

E E E


= = − = −  (34) 
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 3212

21 22 23

1 2 3

1
, , ,a a a

E E E


= − = = −   (35) 

 44 55 66

1 2 3

1 1 1
, , .a a a

G G G
= = =  (36) 

Перейдем от aij к константам Gi, Ki где i = 1, 2, 3, полагая, что в каждой из 

трех плоскостей симметрии ортотропного тела выполняются соотношения между 

упругими константами, аналогичные изотропному телу. Будем иметь 

 
1 1 1 2 2 2 3 3 3

1 1 1 1 1 1 1 1 1
, , ,

3 9 3 9 3 9E G K E G K E G K
= + = + = +  (37) 

 3122 21

1 1 1 1 2 2 3 3 3

1 1 1 1 1 1
, , .

6 9 6 9 6 9E G K E G K E G K

 
= − = − = −  (38) 

Таким образом, модель ортотропного тела содержит 9 постоянных, определя-

емых (36)–(38). По сравнению со случаем общей анизотропии 12 постоянных 

будут нулевыми: 

 16 26 36 45 0,a a a a= = = =  (39) 

 

14 24 34 15 25 35 56 0.a a a a a a a= = = = = = =

 

 (40) 

С учетом (39), (40) соотношения (30)–(32) будут иметь вид: 

  11 1 2 12 663

6
2 2 ,hu a xzM M a xz M a yz

h
= + +  (41) 

  12 1 2 22 663

6
2 ,hv a yzM M a yz M a xz

h
= − + +

 

 (42) 

 ( ) ( )2 2 2 2 2 2

1 11 12 13 2 12 22 23 663

6
.hw M a x a y a z M a x a y a z M a xy

h
 = − − − + − + + −
 

 

 (43) 

При переходе к решению для вязкоупругой ортотропной пластинки необхо-

димо в (41)–(43) упругие константы заменить вязкоупругими операторами 
* * *

11 11 12 12 33 33, , ..., ,a a a a a a→ → →  

где, согласно (34)–(38), 
*

* * *12

11 12 33* * * * * * * * *

1 1 1 1 1 1 2 3 3

1 1 1 1 1 1 1 1
, , ..., .

3 9 6 9 3 9
a a a

E G K E G K E G K


= = + = − = − = = +  

Зададим внешние нагрузки следующим образом: 

( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2 3 3, , ,hM M H t M M H t M M H t= = =  

где 
1 2 3, ,M M M  – константы. Здесь мы имеем случай, когда внешние нагрузки 

могут меняться во времени по индивидуальным законам. Поэтому необходимо 

применять принцип суперпозиции решений. Согласно данному принципу, пере-

мещения тела от суммы усилий (или моментов) будут суммой перемещений от 

каждого усилия в отдельности.  

Следуя приведенным соображениям, введем обозначения для эффективных 

модулей кастильянового типа ортотропного вязкоупругого тела: 

 ( )
( )

( )
( )

* 1 * 1

, ,, , 1, 2,3 , 1,2,3 .l lm l m l

m c m c

l l

G H K H
g t K t m l

H t H t

− −

= = = =  (44) 
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Тогда получим следующие соотношения. Перемещения от нагрузки, пропор-

циональной H1(t), будут иметь вид: 

 *

1 1 11 13

6
2 ,u M a H

h
=  (45) 

 *

1 1 12 13

6
2 ,v M a H

h
=  (46) 

 ( )* 2 * 2 * 2

1 1 11 1 12 1 13 13

6
.w M a H x a H y a H z

h
= − − +  (47) 

Перемещения, обусловленные действием изгибающих моментов М2 

 *

2 2 12 23

6
2 ,u M a H

h
=  (48) 

 *

2 2 22 23

6
2 ,v M a H

h
=

 

 (49) 

 ( )* 2 * 2 * 2

2 2 12 2 22 2 23 23

6
.w M a H x a H y a H z

h
= − − +

 

 (50) 

Перемещения, обусловленные скручивающим моментом 

 *

3 3 66 33

6
2 ,u M a H yz

h
=  (51) 

 

*

3 3 66 33

6
2 ,v M a H xz

h
=  (52) 

 *

3 3 66 33

6
.w M a H xy

h
=  (53) 

Здесь 

*

66 *

3

1
.a

G
=  

Общее решение поставленной задачи: 
3 3 3

1 1 1

, , .i i i

i i i

u u v v w w
= = =

= = =    

Таким образом, получаем, что в случае, когда вязкоупругие операторы анизо-

тропии входят в решение задачи в виде линейной комбинации, решение, получен-

ное на основе метода разделения переменных, тождественно совпадает с решением, 

найденным с помощью классического метода Вольтерры. 

 

4.2. Изгиб вязкоупругой круглой плиты под действием  

равномерно распределенного давления 

 

Плита шарнирно оперта по краю и изгибается равномерно распределенной 

нагрузкой. Материал плиты трансверсально-изотропный, плоскости изотропии 

параллельны срединной. Задача решается в цилиндрических координатах r, z. На 

рис. 2 показана расчетная схема для этой задачи. 

Граничные условия в напряжениях: 

0, , , 0, .
2 2

z rz z rz

h h
z q z =  = =  = −  = = −  



Светашков А.А., Куприянов Н.А., Павлов М.С. Метод разделения переменных  

133 

 

Рис. 2. Изгиб вязкоупругой круглой плиты 

Fig. 2. Bending of a circular viscoelastic plate 
 

Граничные условия по боковой поверхности удовлетворяются приближен-

но [19]. Уравнения, выражающие равенства нулю радиальной составляющей силы 

и момента, возьмем в виде: 
/2 /2

/2 /2

0, 0.

h h

r z

h h

dz zdz
− −

 =  =   

Упругие напряжения, рассчитанные с помощью функции напряжений транс-

версально-изотропного тела, имеют вид: 

 ( )( )
3

2 2

3 3

3 3
3 ,

204
r

q z z
R r z qm

hh h

 
 = +  − + − 

 
 (54) 

 ( ) ( )
3

2 2

3 3

3 3
3 1 3 ,

204

q z z
R r z qm

hh h


 
  = +  − +  + −  

 
 (55) 

 
3

3

3
1 4 ,

2
z

q z z

h h

 
 = − + − 

 
 (56) 

 
2

2

3
1 4 .

4
rz

q z
r

h h

 
 = − − 

 
 (57) 

Здесь ( )1

1 1

1
3 .

1 1

E E
m

G E


= − + 

− −
 (58) 

Для перехода к вязкоупругому решению в (54)–(57) необходимо произвести 

замены 
* * * * *

1 1 1 1, , , ,E E E E m m→ →  → → →  

и далее рассчитать воздействие оператора m* на заданную функцию 

( ) , .q qH t q const= =  

Положим, что объемная релаксация в плоскости изотропии и в плоскости, ор-

тогональной ей, отсутствует.  
* *

1 1, .K K const K K const= = = =  

В этом случае вязкоупругое поведение материала определяется базовыми 

упруго-наследственными операторами G*, G*
1: 

 ( )* *Э ,G x G x t x+
 = −   (59) 

 ( )
1 1

* *

1 1 1 Э .G x G x t x +
 = −   (60) 
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Здесь Э*
α – дробно-экспоненциальные операторы Работнова [6]. В частном слу-

чае операторы Э*
α с экспоненциальным ядром имеют вид: 

 ( ) ( ) ( )* *

0

Э Э .

t
t

x x e x d
− −

 = =    (61) 

Для получения вязкоупругого решения необходимо свести операторы E*, V* и 

E1
*, V1

*, а также m* к операторам, содержащим пары операторов G*, K и G1
*, K1. 

Для этого можно использовать алгебру операторов Работнова [6]. 

Решение задачи на основе метода разделения переменных получается путем 

замен констант упругости на эффективные модули в выражении (58): 

( )
( )

( )
( )1

1* 1 * 1

1

, .c c

H t H t
G g t G g t

G H G H− −
→ = → =  

В качестве примера рассмотрим случай, когда параметры задачи заданы сле-

дующим образом.  

Параметры ядер релаксации: 
1

1 10.00253, 0.0005 , 0.0055 , 0.00071 min .− =  =  =  =  

Упруго-мгновенные значения модулей сдвига: 
9

9

1 1

0,8 10 Па, 0,17,

0,591 10 Па, 0,1.

G

G

=   =

=   =
 

Размеры пластины: 

12 м, 0,02 м.R h= =  

Нагрузка: 
31,5 10 МПа.q =   

Для выбранных параметров материала пластинки величина η, определяемая 

как отношение мгновенного модуля к длительному 

0G

G

 + 
 = =


, 

составила для соответствующих направлений η = 6,06 и η1 = 8,75. На рис. 3 пока-

зано сравнение радиальных напряжений, рассчитанных по методу разделения 

переменных, с расчетом по методу Вольтерры. Максимальное расхождение со-

ставляет величину, чуть большую 1%.  
 

 

Рис. 3. Отклонения радиальных напряжений 

Fig. 3. Deviations of radial stresses 
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Значительно меньшую погрешность имеют тангенциальные напряжения σθ, 

показанные на рис. 4. 
 

 

Рис. 4. Отклонения тангенциальных напряжений 

Fig. 4. Deviations of tangential stresses 

 

Таким образом, проведенные расчеты напряженного состояния круглой ани-

зотропной вязкоупругой плиты показывают достаточную точность в сравнении  

с аналитическим методом Вольтерры. 

 

Заключение 

 

Полученные в настоящей работе теоретические результаты сформулированы 

для двух типов задач линейно вязкоупругого анизотропного тела. Задачи II рода 

могут быть разрешены на основе применения эффективных модулей кастильяно-

вого типа; задачи I рода предлагается решать с помощью эффективных модулей 

лагранжевого типа.  

Результаты численной апробации предлагаемого алгоритма позволяют сделать 

следующие выводы: 

1. Для задач анизотропного вязкоупругого тела, в которых выражения упру-

гих напряжений и деформаций линейно зависят от упругих констант анизотропии, 

решения, полученные методом разделения переменных, тождественно совпадают 

с решением по методу Вольтерры. 

2. Для произвольной формы зависимости упругих напряжений от констант 

анизотропии получаем некоторые различия в расчетах по методу разделения пере-

менных от метода Вольтерры. Однако данные отличия мало влияют на итоговые 

значения вязкоупругих напряжений. 

Ограничения предлагаемого метода вытекают из процедур их вывода. Так, 

эффективные модули кастильянового типа обращают в тождества уравнения рав-

новесия в напряжениях и определяющие уравнения, разрешенные относительно 

деформаций. Однако данные модули не удовлетворяют системе уравнений рав-

новесия в перемещениях и определяющим уравнениям, разрешенным относи-

тельно напряжений. 

Как следствие, в решениях задач возникает некоторая погрешность по срав-

нению с аналитическим методом Вольтерры. Замечено, что сравнительно бо́ль-

ших значений такая погрешность может достигать на тех участках истории 

0 
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нагружения, где имеет место изменение скорости реологических процессов в мате-

риале.  

Неоспоримые достоинства предлагаемого подхода состоят в следующем: 

а) метод не опирается на факт наличия упругого решения соответствующей 

линейно-вязкоупругой задачи; 

б) применение метода разделения переменных позволяет автоматически удо-

влетворить граничным условиям в напряжениях или в перемещениях; 

в) метод может быть использован как при аналитическом, так и при числен-

ном решении задач; 

г) предлагаемый метод достаточно прост в применении – для получения вяз-

коупругого решения достаточно заменить константы упругости на соответству-

ющие эффективные модули. 
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Аннотация. Исследуется устойчивость движения тягача, едущего прямолинейно и 

с постоянной скоростью, за которым следуют два одноосных прицепа. При этом 

помимо шарнирного соединения элементов данной системы учитывается податли-

вость каждого сцепления. Строится математическая модель системы, в ходе иссле-

дования которой выявляются условия устойчивости ее движения. Полученные ре-

зультаты представлены в удобной графической форме, в виде областей устойчивости 

на плоскости безразмерных параметров задачи. 
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Abstract. This paper investigates the stability of uniform linear motion of a tractor fol-

lowed by two identical single-axle trailers. It is shown that in addition to the articulated 
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connection of the first trailer with the tractor and the second trailer with the first one, the 

mechanical compliance of each coupling should be taken into account when identifying 

the conditions of motion stability for the system. The Appel equations are used to develop  

a mathematical model of the motion of the system with two nonholonomic constraints in 

a linear formulation. Dimensionless problem parameters, dimensionless generalized co-

ordinates, and dimensionless time are introduced to represent the mathematical model  

in the most compact and convenient form. By analyzing the characteristic equation of  

the sixth order using the D-decomposition method and the Liénard-Chipard criterion, the 

stability motion regions are constructed on the plane of two dimensionless parameters  

for different values of the other two dimensionless parameters. The obtained data are 

compared with the solution of the motion stability problem for a tractor with one trailer. 

The results allow determining the qualitative and quantitative features of the derived so-

lution. The conclusions drawn in this paper are of interest not only from a theoretical 

point of view, but can also be useful for practical applications. 
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Введение 
 

Вопросам движения тягача с присоединенным к нему прицепом посвящен це-

лый ряд научных работ [1–12]. Это связано с тем, что такие системы часто встре-

чаются как в повседневной жизни, так и в промышленности, а также являются 

неотъемлемой частью одного из важнейших разделов аналитической динамики – 

неголономной механики. Естественно, что первоочередное значение здесь при-

обретают вопросы устойчивости движения таких систем. В самом деле, иногда 

происходят различные нештатные ситуации, когда прицеп, следующий за авто-

мобилем по горизонтальной дороге, начинает совершать опасные поперечные 

колебания, которые могут привести к неблагоприятным последствиям. Хорошо 

известна классическая задача такого рода, представленная в [3], а само описанное 

в ней явление потери устойчивости называют «шимми прицепа» по аналогии с эф-

фектом, возникающим на стойке шасси самолета при его движении по земле [13].  

Следует отметить, что особый интерес представляют задачи о движении тягача, 

за которым следует не один, а несколько прицепов [10]. Эти вопросы недостаточно 

подробно освещены в научной литературе, а вместе с тем они имеют серьезное 

практическое значение при эксплуатации подобных систем, поэтому заслужива-

ют отдельного внимания. Именно к этому направлению относится предлагаемая 

статья, в которой обсуждается динамика тягача с двумя прицепами и строится 

математическая модель такой системы, в результате аналитического исследования 

которой определяются условия устойчивости движения и дается их наглядная 

графическая интерпретация. 
 

Постановка задачи 
 

Рассмотрим тягач, движущийся в продольном направлении равномерно и пря-

молинейно со скоростью v, за которым следуют два одноосных прицепа, причем 
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первый прицеп шарнирно присоединен к тягачу, а второй – к первому прицепу 

(рис. 1, a). Для упрощения аналитического исследования задачи будем полагать, 

что оба прицепа представляют собой твердые тела и являются идентичными, т.е. 

обладают одинаковыми параметрами: m – масса, J – момент инерции относительно 

оси, проходящей через центр масс и перпендикулярной плоскости рисунка, l – 

длина, b – расстояние от оси колесной пары до точки крепления, a – расстояние 

от центра масс до той же точки. В качестве обобщенных координат примем углы 

отклонения 1  и 2  прицепов от продольного направления.  

 

 

Рис. 1. Расчетная схема тягача с двумя прицепами:  

(a) простейшая схема, (b) модифицированная схема 

Fig. 1. Computational scheme of a tractor with two trailers: (a) simple and (b) modified schemes 
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Полагая, что колеса обоих прицепов не имеют бокового проскальзывания, за-

пишем соответствующие условия 

 
1 21 20, 0,O O =  =σ v σ v  (1) 

которые показывают, что скорости 
1Ov  и 

2Ov  точек O1 и O1 O2, лежащих на осях 

колесных пар, перпендикулярны единичным векторам 1σ  и 2σ , направленным по 

этим осям. Легко понять, что при достаточно малых значениях углов 1  и 2  

можно записать следующие выражения для величин, входящих в формулу (1):  

 
1 21 1 2

1 1 2 2

, ( ) ,

, ,

O Ob v l b v=  + =  +  +

= + = +

v i j v i j

σ i j σ i j
 (2) 

где удержаны только слагаемые не выше первого порядка малости по обобщен-

ным координатам и скоростям, а i и j – единичные векторы декартовой системы 

координат. Поэтому условия (1) с учетом выражений (2) примут вид: 

 1 1 1 2 20, 0.b v l b v +  =  +  +  =  (3) 

Видно, что эти соотношения фактически играют роль уравнений движения 

системы. Это означает, что система имеет только две кинематические степени 

свободы и не обладает динамическими степенями свободы, так что писать урав-

нения динамики здесь не требуется. Решая уравнения (3), устанавливаем следу-

ющий закон изменения обобщенных координат 1  и 2  во времени t:  

 ( )1 10 2 20 10( ) , ( ) , , ,t t v l
t e t t e

b b

− − =   =  +   =  =  (4) 

где 10  и 20  – начальные значения величин 1  и 2  соответственно. Видно, что 

поведение угла 2  оказывается более сложным, чем характер изменения угла 1 , 

так как в структуре выражения для 2  содержится функция tte− , имеющая не-

монотонный характер. В результате можно сделать вывод, что в рамках данной 

модели гарантируется асимптотическая устойчивость движения, однако при этом 

второй прицеп будет испытывать более значительные отклонения от продольного 

направления, чем первый [10]. Тем не менее на практике иногда приходится 

наблюдать ярко выраженную неустойчивость движения, которая, как показывают 

приведенные рассуждения, не может быть выявлена посредством анализа пред-

ставленной простейшей модели тягача с двумя прицепами.  

Сказанное означает, что для выявления условий устойчивости движения, кото-

рые и представляют существенный интерес, следует модифицировать исходную 

расчетную схему так, чтобы она обладала динамическими степенями свободы, 

требующими привлечения уравнений динамики неголономных систем, при этом 

также приблизив ее к реальным условиям. С этой целью, следуя классической 

модели тягача с одним прицепом, на основе которой и было описано явление 

потери устойчивости прицепа в книге [3], откажемся от предположения абсолют-

но жесткого крепления шарниров в точках A1 и A2, поскольку при практической 

реализации указанные точки шарнирного соединения не являются неподвижны-

ми относительно тягача и первого прицепа соответственно. Поэтому мы будем 

дополнительно учитывать податливость сцепления первого прицепа с тягачом и 

второго прицепа с первым, что может быть осуществлено посредством внесения 
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в конструкцию системы упругих элементов. При этом примем для простоты 

жесткости обеих пружин одинаковыми и обозначим их за c. Ясно, что для описа-

ния движения системы в данной ситуации необходимо ввести еще две обобщен-

ные координаты x1 и x2, которые будут характеризировать смещения точек A1 и A2  

в направлениях, отвечающих единичным векторам i и 1 соответственно. В ре-

зультате вместо простейшей расчетной схемы будем иметь модифицированную 

расчетную схему, которая представлена на рис. 1, b. Как продемонстрирует после-

дующий анализ, математическая модель в этом случае окажется намного более 

сложной, чем та, которая была построена и проанализирована выше для упро-

щенного варианта.  

Таким образом, основной целью настоящей работы является определение и ана-

лиз условий устойчивости движения системы, приведенной на рис. 1, b, а также 

построение соответствующих им областей устойчивости в терминах безразмер-

ных параметров задачи.  

 
Построение математической модели 

 

Перейдем к построению математической модели, отвечающей модифициро-

ванной расчетной схеме с рис. 1, b, полагая, что все обобщенные координаты 

являются малыми. Сначала запишем выражения, аналогичные формулам (2): 

 
1 21 1 1 1 2 2

1 1 2 2

( ) , ( ) ,

, .

O Ox b v x l x b v= +  + = +  + +  +

= + = +

v i j v i j

σ i j σ i j
 (5) 

Тогда из условий (1) получим следующие два уравнения неголономных связей: 

 1 1 1 1 1 2 2 20, 0,x b v x l x b v+  +  = +  + +  +  =  (6) 

которые здесь уже не являются уравнениями движения. Для получения динами-

ческих уравнений проще всего воспользоваться известными уравнениями Аппеля 

для неголономных систем [14]. С этой целью составим энергию ускорений си-

стемы 

 ( ) ( )
1 1 2 2

2 2 2 2 2 4 2 4

1 1 2 2

1 1

2 2
С С С СS m x y x y J= + + + +  + + + . (7) 

Для ее вычисления выпишем декартовы координаты центров масс обоих прицепов 

с точностью до величин первого порядка малости по обобщенным координатам 

 
1 1 2 21 1 1 1 2 2, , ,C C C Cx x a y vt a x x l x a y vt l a= +  = − = +  + +  = − − , (8) 

гарантирующие квадратичную аппроксимацию энергии ускорений (7). Диффе-

ренцируя их дважды по времени и исключая ускорения 1x  и 2x  при помощи 

уравнений неголономных связей (6), получим 

 
1 1 2 21 1 2 2( ) , 0, ( ) , 0C C C Cx v a b y x v a b y= −  + −  = = −  + −  = . (9) 

Подставляя (9) в (7), получим после преобразований следующее выражение для 

энергии ускорений в квадратичной аппроксимации: 

 ( )( ) ( )2 2 2 2

1 2 1 1 2 2

1
( ) 2( )

2
S m r b a b a v = + −  + + −   + 

 
, (10) 

где принято, что 2J mr= , причем r – радиус инерции каждого прицепа относи-

тельно оси, проходящей через его центр масс и перпендикулярной плоскости 
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рисунка; а также в выражении (10) отброшены несущественные слагаемые, не 

зависящие от обобщенных ускорений. Записывая далее выражение для элемен-

тарной работы упругих сил, обусловленных податливыми сцеплениями 

 1 1 2 2'W cx x cx x = −  −  , (11) 

и исключая входящие в него вариации 1x  и 2x  посредством соотношений, вы-

текающих из уравнений неголономных связей (6) (с учетом того, что виртуаль-

ные перемещения вычисляются при «замороженном времени», т.е. 0t = ): 

 1 1 2 1 2, ( )x b x l b b = −   = − −  −  , (12) 

получим следующее выражение: 

 1 1 2 2 1 1 2 2 2' , ( ) , .W Q Q Q cbx c l b x Q cbx =  +  = + − =  (13) 

Записывая далее уравнения Аппеля в обобщенных координатах в виде 

 1 2

1 2

,
S S

Q Q
 

= =
 

 (14) 

и объединяя эти уравнения с уравнениями неголономных связей (6), получим 

следующую систему четырех уравнений для определения четырех неизвестных 

функций 1 , 2 , x1 и x2:  

 

( )

( )

2 2

1 1 1 2

2 2

2 2 2

1 1 1

1 1 2 2 2

( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

0,

0.

m r b a m b a v cbx c l b x

m r b a m b a v cbx

x b v

x l x b v

 + −  + −  = + −



+ −  + −  =

 +  +  =

 +  + +  +  =

 (15) 

Для того чтобы записать эту систему в более удобной форме, введем в рас-

смотрение следующие величины:  

 1 2

1 2, , , , , , , .
x xr a c v l

k kt
b b m bk b b b

 =  = =  =  =  =  =  =  (16) 

Поясним их физический и геометрический смысл: ρ – безразмерный радиус 

инерции каждого прицепа; δ – безразмерное расстояние от центра масс каждого 

прицепа до точки его шарнирного крепления; k – частота колебаний груза m на 

пружине жесткости c (эта величина необходима для дальнейшего обезразмерива-

ния); γ – безразмерная скорость движения тягача; β – безразмерная длина каждо-

го прицепа (причем, исходя из смысла задачи, l b , так что 1  ); 1  и 2  – 

безразмерные обобщенные координаты; τ – безразмерное время. Отметим, что 

безразмерные параметры ρ, δ и γ введены так же, как и в работах [11, 12], где рас-

сматривалась устойчивость движения тягача с одним прицепом. Условия устой-

чивости движения в этой задаче имели вид: 

 0, 1, (1 )       −  , (17) 

и они понадобятся нам при дальнейших сопоставлениях, которые в силу иден-

тичного введения параметров можно будет провести наиболее наглядным обра-

зом. Что же касается параметра β, то он уже ранее вводился нами при исследова-

нии простейшей модели тягача с двумя прицепами в выражении (4). В результате 

с учетом обозначений (16) систему (15) можно привести к следующему виду: 
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( )

( )

2 2

1 1 1 2

2 2

2 2 2

1 1 1

11 1 2 2 2

(1 ) (1 ) ( 1) 0,

(1 ) (1 ) 0,

0,

0,

   + −   +  −   − − −  =



  + −   +  −   − =

   +  +  =

     + +  +  +  =

 (18) 

где штрихом обозначается производная по безразмерному времени τ: ( ) /d d =  . 

Система уравнений (18) представляет собой математическую модель движения 

системы, изображенной на рис. 1, b. Ее несомненным достоинством является до-

статочная компактность, которая связана с изначально принятой идентичностью 

параметров обоих прицепов, и именно она позволяет далее проделать еще ряд 

аналитических построений в отношении исследования устойчивости движения 

рассматриваемой системы. 

 

Определение условий устойчивости движения 

 

Обращаясь теперь к установлению условий устойчивости движения тягача с дву-

мя прицепами, запишем определитель системы уравнений (18) и приравняем его 

нулю: 

 

( )

( )

2 2 2

2 2 2

(1 ) (1 ) 0 1 ( 1)

0 (1 ) (1 ) 0 1
0

0 0

 + −   +  −   − − −

 + −   +  −   −
=

 +  

  +   

. (19) 

Раскрывая этот определитель, например, по элементам третьей строки, прихо-

дим после серии преобразований к следующему характеристическому уравнению 

шестой степени в безразмерном виде:  

 
6 5 4 3 2

0 1 2 3 4 5 6 0,a a a a a a a +  +  +  +  +  + =  (20) 

причем его коэффициенты определяются выражениями:  

 

( )

( )

( )( )

( ) ( )

2
2 2

0

2 2

1

2 2 2 2 2

2

2 2 2

3

2

4

5

2

6

(1 ) ,

2 (1 ) (1 ),

(1 ) (1 ) 2 3 ,

(3 ) (1 ) (1 ) 2 3 ,

(1 )(3 ) 1,

2 ,

.

a

a

a

a

a

a

a

=  + − 

=  + −   − 

=  −  +  + −   − +

 =  −  + −  + −   − +
 

=  −  − +

= 

= 

 (21) 



Механика / Mechanics 

146 

Видно, что все семь коэффициентов зависят лишь от четырех безразмерных 

параметров задачи: ρ, δ, γ и β. Для определения условий устойчивости можно 

воспользоваться критерием Льенара–Шипара [15]. Согласно ему, во-первых, 

должны быть выполнены условия Стодолы, т.е. все коэффициенты (21) должны 

быть положительными. В частности, из положительности коэффициентов a1 и a5 

можно немедленно установить, что 0   и 1  , как это было и в задаче о тяга-

че с одним прицепом, где условия устойчивости имели вид (17).  

Во-вторых, для устойчивости следует также потребовать выполнения полови-

ны условий Гурвица, которые выражают положительность главных миноров 

определителя Гурвица нечетного порядка. Однако для характеристических урав-

нений высокого порядка вычисление подобных определителей с учетом перебора 

различных значений параметров задачи в большом количестве их комбинаций 

становится слишком трудоемким делом. Поэтому в данной ситуации целесооб-

разно использовать метод D-разбиений [15, 16], который позволяет построить 

границы искомой области устойчивости в пространстве безразмерных парамет-

ров задачи. Согласно ему, необходимо получить отображение мнимой оси плос-

кости корней характеристического уравнения в пространство безразмерных па-

раметров. Для этого следует подставить i =   в уравнение (20) и приравнять 

вещественную и мнимую части получившегося выражения нулю. В результате 

придем к следующей системе: 

 

2 4 6

6 4 2 0

3 5

5 3 1

( , , , , ) 0,

( , , , , ) 0.

u a a a a

v a a a

      = −  +  −  =

      = −  +  =

 (22) 

где необходимо учесть, что коэффициенты характеристического уравнения име-

ют вид (21). Таким образом, в уравнениях (22) помимо параметра ω, который 

следует изменять от –∞ до +∞, входят и четыре безразмерных параметра ρ, δ, γ и β. 

Система (22) описывает так называемую кривую D-разбиения, которая и пред-

ставляет указанное отображение мнимой оси и разделяет пространство безраз-

мерных параметров задачи на несколько областей с различным расположением 

корней характеристического уравнения относительно мнимой оси. Для того что-

бы выявить область устойчивости движения системы, проще всего взять любую 

точку в каждой из этих областей и применить к ней критерий Льенара–Шипара. 

Если в какой-либо области для принятой точки указанный критерий будет вы-

полняться, то это будет означать, что он будет выполнен и в каждой точке этой 

области, т.е. она и будет являться областью устойчивости. Ясно, что для ее де-

тального исследования и графического изображения целесообразно использовать 

уже компьютерные методы анализа, к чему мы далее и переходим.  

 

Обсуждение результатов 

 

Обращаясь к графической интерпретации полученных результатов на основе 

приведенных выше рассуждений, будем строить границы областей устойчивости 

на плоскости параметров δρ при различных значениях двух оставшихся парамет-

ров γ и β. При этом также построим и границу области устойчивости для тягача  

с одним прицепом согласно (17), которая не зависит от конкретных значений па-

раметров 0   и 1  .  
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Рис. 2. Области устойчивости движения тягача с одним и двумя прицепами  

на плоскости параметров δρ: (a) 2 = , γ варьирует; (b) 2 = , β варьирует 

Fig. 2. Stability regions of the tractor motion with one and two trailers on the plane  

of parameters δρ: (a) 2 =  at variable γ and (b) 2 =  at variable β 

 

На рис. 2, a приведены указанные границы для случая 2 = , когда параметр γ 

варьирует (приняты значения 0.1 = ; 1; 2), а на рис. 2, b представлены эти гра-

ницы для случая 2 = , когда варьирует уже параметр β (приняты значения 

1.5 = ; 2; 2.5). При этом области устойчивости расположены ниже построенных 



Механика / Mechanics 

148 

границ. Из приведенных иллюстраций видно, что при фиксированном значении β 

увеличение параметра γ приводит к уменьшению области устойчивости, и та же 

тенденция имеет место при увеличении параметра β для случая зафиксированно-

го параметра γ. Отметим, что при изменении параметров γ и β в достаточно ши-

роких диапазонах устойчивость движения системы обеспечивается выбором зна-

чения δ, несколько меньшего 1, и заданием весьма небольшого значения ρ. 

Необходимо подчеркнуть, что во всех случаях область устойчивости движения 

тягача с двумя прицепами оказывается существенно более узкой, чем для тягача  

с одним прицепом, как этого можно было ожидать. Это важное обстоятельство и 

предопределяет довольно редкое использование на практике тягачей, за которым 

следуют два прицепа, поскольку при этом крайне высок риск наступления небла-

гоприятных последствий, связанных с возникновением неустойчивости. Именно 

поэтому наибольшее распространение получили тягачи с одним прицепом, экс-

плуатация которых позволяет заметно уменьшить число подобных ситуаций. 

 
Заключение 

 

В настоящей работе была рассмотрена задача об устойчивости равномерного 

прямолинейного движения тягача, за которым следуют два идентичных одноос-

ных прицепа. Показано, что для выявления условий устойчивости движения 

необходимо учесть податливость сцепления первого прицепа с тягачом и второго 

прицепа с первым. При помощи уравнений Аппеля для неголономных систем 

построена математическая модель системы в линейной постановке, записанная  

в удобном виде с учетом введения безразмерных параметров задачи, безразмер-

ных обобщенных координат и безразмерного времени. Проведенный анализ ее 

характеристического уравнения, имеющего шестой порядок, позволил на основе 

метода D-разбиений с использованием критерия Льенара–Шипара построить об-

ласти устойчивости движения на плоскости двух безразмерных параметров при 

различных значениях двух других безразмерных параметров. Приведенные гра-

фические иллюстрации позволяют установить качественные и количественные 

особенности полученного решения и сопоставить его с известным ранее решением 

для случая тягача с одним прицепом. Сделанные в работе выводы не только имеют 

теоретическое значение, но представляют и большой практический интерес.  

В завершение следует отметить, что представленная в работе методика иссле-

дования остается пригодной и в том случае, когда геометрические, инерционные 

и упругие параметры обоих прицепов и их сцеплений оказываются различными. 

Разумеется, в этом случае задача будет обладать еще большим количеством па-

раметров, что сильно усложнит как саму математическую модель, так и после-

дующий анализ устойчивости движения на ее основе, который с самого начала, 

т.е. с момента получения характеристического уравнения, будет целесообразно 

проводить с использованием компьютерных процедур.  
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Аннотация. Разработана математическая модель нестационарных крутильных  

колебаний круглого упругого стержня с учетом нелинейного закона упругости  

Г. Каудерера. Нелинейное уравнение движения упругого тела для случая крутиль-

ных колебаний стержня приведено к двум линеаризованным уравнениям в преоб-

разованиях. Выведено физически нелинейное уравнение крутильных колебаний 

стержня, из которого в частном случае можно получить некоторые известные фи-

зически нелинейные уравнения колебания. Разработан алгоритм, позволяющий по 

полю искомых функций однозначно определить напряженно-деформированное со-

стояние точек произвольного сечения стержня по пространственным координатам 

и времени. 
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elastic rod is developed taking into account the Kauderer nonlinear law of elasticity. To 

solve this problem, the nonlinear equation of motion of an elastic body with torsional 
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inhomogeneous) in transformations. Considering general solutions of the obtained 

equations with zero initial and given boundary conditions on the surface of the rod,  
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a refined physically nonlinear equation of torsional vibrations of the rod made of 

homogeneous and isotropic material is derived. In particular, this equation may be used 

to obtain some well-known classical oscillation equations. An algorithm is proposed that 

allows one to determine the stress-strain state of the points along an arbitrary cross-

section of the rod in terms of space and time coordinates using the field of the desired 

functions. Some special cases resulting from the obtained results are analyzed. In particu-

lar, by reducing the expressions of Bessel functions in the form of power series to the 

first few terms, an approximate equation of the circular rod oscillations is derived. Com-

parative analysis of findings and available data of other authors shows that the obtained 

equation generalizes the well-known classical linear equation and nonlinear equations of 

G. Kauderer and Professor I.G. Filippov. Based on the proposed equation and formulas 

for stresses and displacement, the applied problem of physically nonlinear torsional  

vibrations of a circular elastic rod under end and surface loads is solved. 

Keywords: mathematical model, non-stationary, torsional vibrations, nonlinear equations, 

physical nonlinearity, stresses, displacement 
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Введение 

 

Цилиндрические оболочки и круглые стержни являются одними из основных 

элементов различных инженерных конструкций [1] , и исследования их нелиней-

ного динамического поведения имеют важное прикладное значение [2, 3]. Такие 

элементы в процессе эксплуатации часто находятся под воздействием динамиче-

ских нагрузок, которые приводят к их нестационарным колебаниям [4, 5]. Как 

отмечено М. Амабили [6], В.И. Цурпаль [7] и другими исследователями, линейные 

теории не всегда достаточно точно описывают такие колебательные процессы,  

и поэтому для их исследования применяются различного рода нелинейные (гео-

метрически и физически) теории [8, 9]. При этом во многих нелинейных задачах 

механики деформируемых твердых тел учитывается геометрическая нелиней-

ность [10]. При сравнительно больших напряжениях, когда деформации остаются 

малыми, имеют место нелинейные зависимости между компонентами тензоров 

напряжений и деформаций [11]. 

Вопросам нестационарных колебаний элементов инженерных конструкций  

с учетом физической нелинейности в целом посвящено небольшое количество 

работ [12]. При исследовании динамического поведения элементов инженерных 

конструкций имеет важное значение разработка математических основ изучения 

процесса [13, 14]. Сюда примыкают и исследования крутильных колебаний ци-

линдрических оболочек и стержней, которые наряду с их продольными и попе-

речными колебаниями имеют важные приложения в стержневых системах. Так,  

в работах В.И. Ерофеева и соавт. [15] предложены математические модели, 

обобщающие уравнения крутильных колебаний стержней Кулона и Власова  

с учетом геометрической нелинейности. В общем случае нелинейность учитыва-

ется как в системе перемещений, так и в соотношениях, связывающих перемеще-

ния и деформации.  
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Трехслойные конструкционные элементы широко применяются в авиа- и су-

достроении, строительстве зданий и сооружений, космической промышленности 

и других отраслях. Поэтому актуальной является проблема разработки эффек-

тивных методов расчета напряженно-деформированного состояния трехслойных 

элементов конструкций, а также обобщения классических теорий с применением 

уточненных моделей, включая нелинейные, отражающие динамическое поведение 

современных материалов. В этом плане в работе А.В. Кудина и соавт. [16] приве-

ден вариант уравнений изгиба трехслойных пластин симметричного строения  

с изотропными наружными слоями и физически нелинейно-упругим изотропным 

материалом заполнителя. Разработана трехмерная конечно-элементная модель 

трехслойной пластины, на основе которой получены численные оценки парамет-

ров состояния трехслойной конструкции. 

Одной из основных проблем в исследовании динамического поведения обо-

лочек и стержней является выбор уравнений колебания, который должен 

осуществлятся, исходя из конкретных физико-механических свойств их материа-

лов [17]. Поэтому во многих случаях исследователям приходится разрабатывать 

подходящие уравнения колебания [18]. Естественно, при этом используются раз-

личные методы вывода уравнений. К одному из таких методов относится метод 

использования общих решений в преобразованиях трехмерных задач теории 

упругости [19, 20]. Сущность метода сводится к изучению построенных решений 

при различных типах внешних воздействий [21, 22] и выяснению условий, при 

выполнении которых смещения или их «главные части» удовлетворяют неслож-

ным уравнениям колебания, а также к нахождению алгоритма, позволяющего по 

полю этих «главных частей» вычислять приближенные значения полей смещений 

и напряжений в любом сечении для произвольного момента времени.  

Таким образом, можно утверждать, что в настоящее время существует незначи-

тельное количество работ, посвященных практически важной задаче исследования 

физически нелинейных, нестационарных колебаний цилиндрических оболочек и 

стержней. Поэтому актуальной является проблема [13, 14] усовершенствования 

существующих и создания новых моделей динамического расчета таких систем, 

находящихся под действием динамических нагрузок с учетом свойств физиче-

ской нелинейности их материала. Цель данной работы – вывод физически нели-

нейных уравнений колебания кругового упругого стержня, разработка алгоритма 

определения напряженно-деформированного состояния (НДС) произвольной его 

точки, а также решение прикладной задачи о физически нелинейных нестацио-

нарных колебаниях такого стержня на основе полученных уравнений колебания 

и формул для определения НДС. 

  

Постановка задачи 

  

В цилиндрической системе координат (r, , z) рассматривается однородный  

и изотропный упругий стержень кругового поперечного сечения радиуса r0. Счи-

тается, что стержень имеет неограниченную длину. Для исследования крутиль-

ных колебаний такого стержня принимаются уравнения движения упругого тела. 

Известно [21], что при решении осесимметричных задач о нестационарных коле-

баниях круговых цилиндрических оболочек и круглых стержней задачу о их  
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крутильных колебаниях можно исследовать отдельно от задачи о их продольно-

радиальных колебаниях. Поэтому крутильные колебания круглого стержня опи-

сываются уравнением  

 

2

2

2
,r z r U

r z r t

      
+ + = 

  
     0(0 ).r r   (1) 

Далее будем считать, что крутильные колебания рассматриваемой оболочки 

возбуждаются внешним усилием, действующим на внешней поверхности (r = r0), 

т.е. граничное условие задачи при r = r0 имеет вид: 

 ( ) ( ) ( )0 z 0, , , ,    , , 0.r rr z t f z t r z t   =  =   (2) 

Начальные условия нулевые.  

В случае крутильных колебаний круглого упругого стержня нелинейный закон 

упругости между ненулевыми компонентами тензоров напряжений и деформа-

ций принимает вид:  
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здесь  – малый параметр, γ2 – параметр нелинейности [11], 
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 (4)  

Таким образом, задача о нелинейных крутильных колебаниях круглого упру-

гого стержня приводится к интегрированию уравнений движения (1) при нелиней-

ном законе упругости (4) с граничными (2) и нулевыми начальными условиями. 
 

Методика решения 
 

Выводим уравнения физически нелинейных крутильных колебаний круглого 

стержня. Подставляя выражения (3) в уравнения движения (1), получим нелиней-

ное дифференциальное уравнение в частных производных относительно дефор-

маций r  и z  
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   +     + +  =   

 (5) 

где  

0

2
( , ) r z r

r z
r z r

  

 

  
   = + +

 
. 

Разложим деформации и перемещение, входящие в уравнение (5), в степен-

ные ряды по степеням малого параметра α. Далее из-за малости перемещения и 

деформаций членами, содержащими квадрат малого параметра и выше, можно 

пренебречь, т.е. представим деформации и перемещения в виде: 

  ( ) ( )0 1
,i i i   =  +       ( ) ( )0 1

U U U  = + , (6) 

где индекс i принимает значения r или z. Подставив (6) в уравнения (5), получим 

следующее уравнение относительно деформации:  
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( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) 
( ) ( )

( )

0 0 1 1 1 2

0 0 2 1 2 3 4 0 0

0 12 2

2 2

, ,

 , , .

r z r z iF F F F

U U
i r z

G t t

    

 

    +    +  + +  + +    =
 

  
= + =    

 (7) 

Здесь  

( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )
0 0

2 2
0 0 0 0 0

1

2 2
,

3 3

r z

r z r r zF
r z

 

    

      = + +   +        
, 

( ) ( )( ) ( )( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )( )
( )0 0 0 0

2 2
0 0 0 0 0 0

2 , r r z z

r z r r z zF
r z r z

   

     

    
  =  +   + +       

, 

( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
0 0

0 0 0 0 1 0 1

3

4 2
,

3

r z

r z r r r z zF
r z r

 

      

  
  = + +    +      

, 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )0 1 0 0

0 0 0 1 0 1 0 0 1

4 , 2  r r r z

r z r r r r z r zF
r r z r

   

        

      
  =   +  +   +   + +            

 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

( )
( )1 1 0 1

0 0 0 1 0
2 .r z z z

z r z z z
z r z z

   

    

      
+  + +   +             

 

Пренебрегая опять членами, содержащими квадрат малого параметра, из (7) 

получим  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )0 12 2

0 0 1 1

0 0 2 1 2 2 2
, ,  r z r z

U U
F F

G t t

 

   

      +     +  + = +      

. 

Отсюда, приравняв коэффициенты при одинаковых степенях малого парамет-

ра α, будем иметь следующие уравнения:  

 ( )0
0,U =  (8) 

 
( ) ( ) ( )( )1 0 0

2 , 0,r zU F   +    =  (9) 

где  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )0 0 0 0 0 0

1 2, , , ,r z r z r zF F F       =   +     

2 2

2 2 2

1 1

r rr z r

  
 = + + −

 
. 

Таким образом, получено два линейные уравнения, одно из которых однород-

ное, а другое неоднородное. При этом правая часть неоднородного уравнения (9) 

определяется по результатам решения линейного уравнения (8). 

Для решения уравнений (8), (9) функции внешних воздействий в граничных 

условиях будем считать принадлежащими к классу функций, представимых  

в виде [22]: 

 ( ) ( )
( )0

sin
, , ,

cos

pt

r r

l

kz
f z t dk f k p e dp

kz



 


= 

− 
   (10) 
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где (l) – разомкнутый контур в плоскости р, прилегающий справа к участку  

(–i0, i0) мнимой оси. Кроме того, функции ( ),rf k p
, которые необходимы при 

выводе уравнений колебания, пренебрежимо малы вне области 
0 0, Im .k k p    

Представив перемещение ( )0
U

 также как (10), обозначив при этом его изоб-

ражение через ( )0
U

 и применив к уравнению (8), получим обыкновенное диффе-

ренциальное уравнение Бесселя, общее решение которого равно 

 
( ) ( ) ( )0

1 ,U r СI r =       
2

2 2

2
,

p
k

b
 = +      2b G=   (11) 

где С – постоянная интегрирования; ( )1I r  ‒ функция Бесселя; b ‒ скорость попе-

речных волн. Используя стандартные разложения функции Бесселя в степенной ряд 

по степеням радиальной координаты, вводя новую искомую функцию по формуле 

 ( )
1

,
2

U p k С=   (12) 

и ограничиваясь первым приближением в бесконечной сумме степенного ряда, 

для преобразованного по (10) перемещения ( )0
U

, получим  

 
( ) ( ) ( )

3
0

, , , ,
8

r
U r z t r U z t

 
= +  
 

 (13) 

где функция ( ),U z t  является оригиналом функций ( ),U p k , а оператор  опре-

деляется как [23]  

 ( ) ( )
( )

2

0

sin
, , .

cos

n n pt

l

kz
U z t dk U p k e dp

kz




  =      − 
   (14) 

При этом, исходя из вида (11) для , нетрудно заключить что оператор n  

в переменных (z, t) имеет вид: 

 ( )
( )22

2 2 2

1
.n

b t z

  
  = −

 
 (15) 

Аналогично для ( ) ( )1
, ,U r z t

 решается однородная часть уравнения (9). Далее для 

решения неоднородного уравнения применен метод вариации постоянных и найдено  

 
( ) ( ) ( )1 022

, , .
3

U r z t r F U 
 =
 

 (16) 

Формулы (13) и (16) позволяет находить перемещение ( ), ,U r z t
, а через него 

и деформации r  и z , подстановка которых в граничные условия (2) приводит 

к следующему уравнению:  

 
( )2 22 6

2 2 20 0

2 0 2

0

,52 4
1 .

6 3 196

rf z tr rU U
U U r U

z z Gr


        

 +  +  +  =                 

 (17) 

Уравнение (17), в соответствии с (15), представляет собой уравнение физически 

нелинейных крутильных колебаний круглого упругого стержня. Это уравнение 

зависит от оператора  и главной части ( , )U z t  крутильного перемещения ( ), ,U r z t
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точек оси стержня. При этом, в соответствии с выражением крутильного пере-

мещения (13), функция ( , )U z t  имеет размерность деформации и в случае первого 

приближения в (13) является углом поворота. Кроме того, уравнение (17) в своей 

структуре учитывает деформацию поперечного сдвига и инерцию вращения, а 

также правильно учитывает силы, действующие на внешнюю поверхности 

стержня.  

Для сравнительного анализа в уравнении (17) целесообразно пренебречь чле-

нами с производными четвертого и выше порядков, что дает 

 ( )
2 22

2

2 0 2 2

0

2 4
, .

3
r

U U U
U r U f z t

z zz Gr


      
 −  −  =    

      

 (18) 

Рассмотрим некоторые частные случаи, следующие из уравнения (18). 

1. Если в уравнении (18) пренебречь вторым слагаемым в квадратных скоб-

ках, то следует уравнение И.Г. Филиппова [24] 

 ( )
22 2

2

2 02 2 2 2

0

1 2 4
1 , .

3
r

U U U
r f z t

zb t z Gr


    
− +  =      

 (19) 

2. Если положить γ2 = 0 и учесть выражение (15), то из (18) следует известное 

классическое линейное уравнение крутильных колебаний кругового стержня.   

3. Если заменить числовой коэффициент 2/3 при нелинейном члене уравнения 

(19) на 4/3 и положить ( ), 0,rf z t   то следует уравнение Г. Каудерера [11] с от-

личной от (19) правой частью.   

Наряду с уравнением колебания выведены формулы для перемещения и нену-

левых компонент напряжения, которые имеют вид: 

( )
25 2

2 2
, , ,

12

r U U
U r z t rU

z z


  
= −  

  
 

( )
25 2

2 2
, , ,

36
z

U r U U
r z t G r

z z z z


       
 = −    

        

 

( )
2 242 2

0

2 2

1
, , .

4 3 2
r

rr U U U
r z t G U U

z zz


        
 =  − −      

        

 

Ниже решена задача о физически нелинейных колебаниях кругового стержня, 

находящегося под действием комбинированной нагрузки, на основе указанных 

четырех уравнений. 

 
Нелинейные колебания стержня под действием  

торцевой и поверхностной нагрузок 

 

Стержень с одним защемленным и другим свободным концами подвергается 

действиям кинематического возбуждения g(t) на свободном конце и динамиче-

ской нагрузки ( ),rf z t const =  на поверхности. Требуется определить перемещение 

и напряжения в точках стержня. Решим задачу на основе различных уравнений 

(линейного, Г. Каудерера, И.Г. Филиппова и предложенного (17)) с одинаковыми 
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правыми частями, равными ( ) ( )2

04 , .rGr f z t
 Предварительно все четыре уравне-

ния переводятся в безразмерные координаты по формулам ,U U =  ( ) * ,t l b t=  

*0 1,t   ,z z l=  0 1z   (l – длина стержня). В дальнейшем для удобства 

записи звездочки над буквами опускаются. Уравнения (18), (19) и их указанные 

частные случаи имеют второй порядок по производным. Поэтому граничные 

условия задачи для всех рассматриваемых уравнений имеют вид:  

 ( )
0

( , )  ,
z

U z t g t
=
=      

1
( , ) 0,

z
U z t

=
=  (20) 

Начальные условия считаются нулевыми, т.е. 

 
0

( , ) 0,
t

U z t
=
=      

0

( , )
0,

t

U z t

t =


=


     0 1.z   (21) 

Функция g(t) принимается в виде ( ) ( )sin  ,g t A t=   где .A const=  Интенсив-

ность поверхностной нагрузки определена как ( ), ,r бокf z t P S =  где ,P const=  

02 .бокS lr=   

Задача решена численно методом конечных разностей. Для расчетов приня-

ты следующие значения параметров алюминиевого сплава Д16Т [7, 16]:
6

2 0.3878 10 , = −   50.277 10 MПa,G =   32780 кг м , =  l = 1 м; r0 = 0.02 м,

30.4 10 .A −=   Полученные результаты приведены на рис. 3 в виде зависимостей 

крутильного перемещения U  и касательных напряжений ( ), , ,r r z t  ( ), ,z r z t  

от времени и продольной координаты. 
 

 

Рис. 1. Зависимости перемещения U от безразмерного времени в поверхностных  

точках стержня в сечении z = 0.6 согласно различным уравнениям  

Fig. 1. Dependences of displacement U on dimensionless time at the surface points  

of the rod along the cross-section z = 0.6 according to various equations 
 

На рис. 1 приведены зависимости от времени перемещения U точек на по-

верхности стержня в сечении z = 0.6 по уравнениям Г. Каудерера, И.Г. Филиппова, 
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по предлагаемому уравнению (17), а также по классическому линейному уравне-

нию. Из представленных графиков следует, что наибольшие значения перемеще-

ния дает линейное уравнение, а наименьшее – уравнение Г. Каудерера. Значения, 

полученные на основе уравнения (17), лежат в промежутке между значениями, 

полученными по результатам решения уравнения Г. Каудерера и линейного 

уравнения. Результаты, полученные по уравнению И.Г. Филиппова, очень близки 

к полученным на основе решения линейного уравнения. При этом, например,  

в момент времени t = 0.8, значения U по линейной теории отличаются от значе-

ний по Г. Каудереру на 47%, по уравнению (17) на 20.2%, по И.Г. Филиппову на 

2.5% (таблица). Следует отметить, что указанные разницы значений перемеще-

ния, вычисленных на основе различных теорий, зависят от времени и для различ-

ных моментов времени различны. 

Значения перемещения U в поверхностных точках стержня в сечении z = 0.6, 

вычисленные по различным уравнениям 

t 
Линейное 

(γ2 = 0) 

Г. Каудерер 

(γ2 ≠ 0) 

И.Г. Филиппов 

(γ2 ≠ 0) 

Уравнение (17) 

(γ2 ≠ 0) 

0 

0.1 

0.2 

0.3 

0.4 

0.5 

0.6 

0.7 

0.8 

0.9 

1 

0 

0.00011 

0.00036 

0.00075 

0.00129 

0.00194 

0.00258 

0.00938 

0.01542 

0.02017 

0.02319 

0 

0.00011 

0.00036 

0.00075 

0.00129 

0.00194 

0.00258 

0.00599 

0.01049 

0.01554 

0.02090 

0 

0.00011 

0.00036 

0.00075 

0.00129 

0.00194 

0.00258 

0.00917 

0.01504 

0.01965 

0.02261 

0 

0.00011 

0.00036 

0.00075 

0.00129 

0.00194 

0.00258 

0.00696 

0.01283 

0.01936 

0.02337 

 

 

Рис. 2. Зависимости напряжения z от безразмерного времени в точках  

сечения z = 0.2 по линейному и по предлагаемому (17) уравнениям 

Fig. 2. Dependences of stress z on dimensionless time at the points along  

the cross-section z = 0.2 according to linear and proposed (17) equations 
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На рис. 2. приведены зависимости от безразмерного времени напряжения z  

в точках сечения z = 0.2 на поверхности стержня по предлагаемому нелинейному (17) 

и по классическому линейному уравнениям. Из представленных графиков следу-

ет, что разница между максимальными амплитудами напряжения при t = 0.2 со-

ставляет 63%. Значения этого напряжения, вычисленные по линейной теории (по 

абсолютному значению) выше, чем вычисленные по нелинейной теории. Воз-

буждение напряжения z в сечении z = 0.2 начинается в момент времени t = 0.15 

и в дальнейшем носит синусоидальный характер. 
 

 

Рис. 3. Зависимости напряжения r от безразмерного времени в поверхностных точках 

сечения z = 0.6 по линейному и предлагаемому (17) уравнениям 

Fig. 3. Dependences of stress r on dimensionless time at the surface points along  

the cross-section z = 0.6 according to linear and proposed (17) equations 
 

На рис. 3. приведены зависимости напряжения r от безразмерного времени  

в поверхностных точках сечения z = 0.6 по линейному и предлагаемому нелиней-

ному (17) уравнениям. Из графиков видно, что в сечении стержня z = 0.6 возбуж-

дение напряжения r начинается примерно в момент времени t = 0.40, но в отли-

чие от напряжения z не носит синусоидального характера. При этом графики 

напряжения r по обоим теориям имеют локальные максимумы и минимумы.  

Из представленных графиков видно, что напряжение r возбуждается под дей-

ствием поверхностной силы и имеет постоянное значение, равное 5.748G∙106, 

которое остается почти неизменным, пока волна кручения, возбужденная торце-

вой нагрузкой, не доходит до сечения. С подходом волны к сечению в момент 

времени t = 0.4 значения r начинают увеличиваться и примерно в момент вре-

мени t = 0.8, как по линейной, так и по нелинейной теории, достигают своего 

максимума. Следует отметить, что различие максимальных значений по линей-

ной и нелинейной теориям невелико. 

На рис.4 приведены зависимости напряжения r от координаты в момент t = 0.4 

по линейному и по предлагаемому (17) нелинейному уравнениям. Представлен-

ные графики показывают, что напряжение затухает по координате относительно 

быстро согласно обеим теориям. 
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Рис. 4. Зависимости напряжения r от координаты в момент t = 0.4  

по линейному и предлагаемому (17) уравнениям 

Fig. 4. Dependences of stress r on the coordinate at a time instant of t = 0.4  

according to linear and proposed (17) equations 
 

Возбужденное в сечении z = 0 (свободный торец) напряжение полностью за-

тухает в сечении z = 0.4. При этом линейная теория дает завышенные результаты. 

В дальнейшем, при z > 0.4, обе теории дают одинаковый результат, и изменения-

ми напряжения можно пренебречь.   
 

Заключение 
 

В результате проведенного исследования получены следующие результаты: 

– выведены физически нелинейные уравнения крутильных колебаний кругло-

го упругого стержня относительно главной части крутильного перемещения оси 

стержня, из которых в частном линейном случае следуют результаты работы [21];  

– получены формулы для напряжений и перемещения, позволяющие в произ-

вольной точке стержня произвести нелинейный расчет напряженно-деформиро-

ванного состояния стержня с требуемой точностью по пространственным коорди-

натам и времени. В линейном случае данные формулы переходят в известные [24]; 

– на примере решения на основе полученных нелинейных уравнений при-

кладной задачи о физически нелинейных колебаниях круглого стержня под дей-

ствием торцевой и поверхностной нагрузок показано, что линейная теория дает 

завышенные значения крутильного перемещения и касательных напряжений по 

сравнению с нелинейной теорией, что согласуется с результатами работ [11, 16];  

– разницы значений перемещения, полученные на основе уравнений различ-

ных теорий, для различных моментов времени различны. Например, в момент 

времени t = 0,8, значение U, вычисленное по линейной теории, больше значения, 

вычисленного по предлагаемому уравнению, на 20,2%;  

– значения перемещения и напряжений, вычисленные по линейной теории, 

можно принять как верхние границы значений по сравнению со значениями, вы-

численными по нелинейной теории. Данное утверждение подтверждает вывод, 

сделанный в работе [7] для значений прогиба пластины, вычисленных по линей-

ной и нелинейной теориям.  
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Петр Андреевич Крылов.  

К 75-летию со дня рождения 
 

 
 
Петр Андреевич Крылов родился 12 марта 1948 г. в селе Глинка Березовского 

района Красноярского края в семье сельских учителей, участников Великой Оте-

чественной войны Андрея Степановича Крылова и Веры Петровны Крыловой  

(в девичестве – Никифоровой). Родители – выходцы из крестьянских семей, по-

томки переселенцев из европейской части России. 

В 1966 г. Петр Андреевич окончил Новоподзорновскую среднюю школу  

Тисульского района Кемеровской области. Школьником участвовал в областной 

математической олимпиаде в г. Кемерово. В 1971 г. окончил механико-мате-

матический факультет Томского государственного университета. Еще будучи 

студентом, получил замечательные научные результаты, его студенческая работа 

была награждена премией имени заслуженного деятеля науки РСФСР П.П. Куфа-
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рева и опубликована в журнале «Математические заметки». Дипломную работу 

Петр Андреевич писал у известного математика, основателя Томской алгебраи-

ческой школы по абелевым группам, завоевавшей высокий авторитет в стране и 

за рубежом, Исаака Хаимовича Беккера. Отметим, что некоторые факты биогра-

фии П.А. Крылова изложены в более ранней работе [1]. 

Обе диссертации (кандидатскую в 1975 г. и докторскую в 1991 г.) Петр Андре-

евич защитил в Институте математики СО РАН. Оппонентами докторской дис-

сертации выступили профессора А.В. Михалев, Ю.М. Рябухин и В.К. Харченко. 

Научные интересы Петра Андреевича относятся к теории колец эндоморфизмов 

абелевых групп, абелевым группам с большим числом эндоморфизмов (транзи-

тивные и вполне транзитивные группы и др.), группам расширений и гомомор-

физмов абелевых групп, теории колец формальных матриц и колец инцидентно-

сти. В теории абелевых групп и теории колец и модулей он является одним из 

ведущих мировых специалистов. 

Большой цикл работ П.А. Крылова посвящен исследованию абелевых групп 

как модулей над своими кольцами эндоморфизмов. В этих работах изучались 

группы, являющиеся плоскими, проективными, образующими и регулярными 

модулями над своими кольцами эндоморфизмов. Описаны нередуцированные 

эндорегулярные группы и эндорегулярные группы конечного ранга без кручения. 

Описаны абелевы группы А и В, такие что группа гомоморфизмов Hom(А, В) яв-

ляется инъективным левым модулем над кольцом эндоморфизмов Е(В) группы В 

или инъективным правым модулем над кольцом эндоморфизмов Е(А) группы А. 

Для произвольных абелевых групп A и B найдены условия артиновости группы 

гомоморфизмов Hom(А, В) как модуля над кольцом эндоморфизмов группы B 

или A. Выяснен вопрос, когда группа Hom(А, В) алгебраически компактна. 

Изучались также абелевы группы и модули с различными кольцевыми свой-

ствами (наследственность, полупервичность, нетеровость), налагаемыми на их 

кольца эндоморфизмов, хопфовы и кохопфовы абелевы группы и модули. На-

следственность кольца эндоморфизмов модуля А тесно связана с вопросом, когда 

подмодули А-свободных (А-проективных) модулей А-свободны (А-проективны). 

Получено обобщение теоремы Бэра–Колеттиса для модулей, включающее все 

известные ранее результаты. В классе групп без кручения с нетеровыми кольца-

ми эндоморфизмов выполнение для группы теоремы Бэра равносильно наслед-

ственности и полупервичности ее кольца эндоморфизмов. Описаны эндообразу-

ющие группы без кручения конечного ранга, такая группа изоморфна прямой 

сумме проективных идеалов из центра ее кольца эндоморфизмов. Исследовался 

вопрос, когда группа автоморфизмов абелевой группы аддитивно порождает ее 

кольцо эндоморфизмов. Доказан интересный факт, что каждый эндоморфизм 

прямой суммы попарно изоморфных групп может быть представлен в виде сум-

мы четырех ее автоморфизмов.  

Петр Андреевич ввел в рассмотрение sp-группы (смешанные группы, которые 

естественным образом вкладываются в качестве чистых подгрупп в прямые про-

изведения своих p-компонент). Им исследовались эндоплоская и эндопроектив-

ная размерности смешанных абелевых sp-групп. Получено полное описание эн-

допроективных и эндообразующих самомалых смешанных sp-групп конечного 

ранга без кручения, выяснены условия правой и левой наследственности кольца 

эндоморфизмов. Одновременно с профессором А.А. Фоминым П.А. Крыловым 



Туганбаев А.А., Тимошенко Е.А., Фомин А.А. и др. Петр Андреевич Крылов 

169 

было введено понятие кольца псевдорациональных чисел и показано, что всякая 

самомалая смешанная sp-группа конечного ранга без кручения является конечно-

порожденным модулем над кольцом псевдорациональных чисел. Все это привело 

к открытию нового направления – теории модулей над этим кольцом и над раз-

личными его обобщениями, которое и сейчас продолжает активно развиваться. 

Петром Андреевичем получены глубокие результаты по теории радикалов ко-

лец эндоморфизмов абелевых групп. Он перенес результаты Р.П. Пирса о ради-

кале Джекобсона кольца эндоморфизмов примарной группы на группы без кру-

чения и смешанные sp-группы. Им дана характеризация радикала Джекобсона 

кольца эндоморфизмов группы без кручения конечного ранга и вполне разложи-

мой группы без кручения. Полностью выяснено, когда радикал Джекобсона 

кольца эндоморфизмов группы без кручения конечного ранга нильпотентен или 

равен нулю. Исследовались полупримитивность колец эндоморфизмов и харак-

теризации факторколец колец эндоморфизмов по модулю радикала Джекобсона.  

Петр Андреевич распространил введенное И. Капланским понятие вполне 

транзитивной примарной абелевой группы на случай группы без кручения и по-

лучил ряд существенных и важных результатов по этим и близким к ним классам 

групп (транзитивные, сильно однородные, квазисервантно инъективные). Один 

из классов таких групп специалисты сейчас называют транзитивными по Крыло-

ву группами. Петр Андреевич получил описание счетных однородных вполне 

транзитивных групп без кручения и вполне транзитивных групп без кручения, 

совпадающих со своим псевдоцоколем. Он доказал, что любой топологический 

изоморфизм колец эндоморфизмов двух однородных вполне транзитивных групп 

без кручения индуцируется изоморфизмом этих групп. Доказал, что квазисер-

вантно инъективная группа без кручения с циклическими p-базисными подгруп-

пами является межпрямой суммой неразложимых квазисервантно инъективных 

групп, допускающих удовлетворительное описание. Показал, что сильно одно-

родная группа без кручения A обладает интересным свойством групп ранга 1,  

а именно всякий элемент прямой суммы произвольного числа экземпляров груп-

пы A можно вложить в прямое слагаемое, изоморфное A. Серьезное значение для 

теории имеют построенные Петром Андреевичем примеры исследуемых групп,  

к каковым относится пример счетной суперразложимой (т.е. не имеющей ненуле-

вых неразложимых прямых слагаемых) вполне транзитивной группы без круче-

ния с нулевым псевдоцоколем. Получены разнообразные результаты о E-кольцах 

и E-модулях; ассоциативное кольцо R называется E-кольцом, если имеет место 

канонический изоморфизм самого кольца R с кольцом эндоморфизмов его адди-

тивной группы R+. Эти и другие результаты об абелевых группах изложены  

в монографиях [2–4]. 

Петром Андреевичем изучался вопрос, когда тензорное произведение A ⊗ C 

абелевых групп A и C является нетеровым модулем над кольцом эндоморфизмов 

группы A. Напомним, что аффинной группой модуля называется полупрямое 

расширение аддитивной группы модуля с помощью группы его автоморфизмов. 

Изучение аффинных групп модулей связано с теориями абелевых и некоммута-

тивных групп, модулей и колец. В аффинной группе проявляется зависимость 

между структурой модуля и его аддитивной группы, группой модульных авто-

морфизмов и аддитивных. Петр Андреевич описал максимальные абелевы нор-

мальные подгруппы аффинной группы и доказал, что операторные изоморфизмы 
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аффинных групп индуцируются изоморфизмами модулей. Он изучал автомор-

физмы аффинной группы, не оставляющие модуль на месте, и нашел условия 

нехарактеристичности модуля в его аффинной группе. Им изучены условия, при 

которых группа расширений не имеет кручения. Для абелевых групп без круче-

ния конечного ранга он получил ответ на задачу 11.51, поставленную А. Маде-

ром в сборнике нерешенных проблем по теории групп, известном под названием 

Коуровской тетради, а также на проблему 43 из монографии [5]. В частности, 

доказано, что если А и В − группы без кручения конечного ранга, не имеющие 

циклических прямых слагаемых, то их группы расширений Ext(A, C) и Ext(В, C) 

изоморфны для любой группы С тогда и только тогда, когда группы А и В квази-

изоморфны. Доказано также, что для редуцированных групп А и В без кручения 

конечного ранга существуют группы C1, …, Cn без кручения конечного ранга 

такие, что из квазиизоморфизма групп Hom(A, Ci) и Ноm(В, Ci) при i = 1, …, n 

следует квазиизоморфизм А и В. 

Позже в совместном с профессором А.А. Туганбаевым цикле работ Петр Ан-

дреевич исследует модули над кольцами обобщенных (или формальных) матриц. 

Кольца формальных матриц привлекают большое внимание специалистов. Это 

естественно, поскольку такие кольца регулярно появляются в теории колец и мо-

дулей. В частности, они играют важную роль при изучении ряда классов артино-

вых колец и алгебр. Они также служат источником разнообразных примеров для 

общей теории колец и модулей. Так, класс колец формальных матриц порядка n 

совпадает с классом колец эндоморфизмов модулей, разложимых в прямую сум-

му n ненулевых слагаемых. Кольца формальных матриц порядка 2 часто называ-

ют кольцами контекста Мориты. В конкретных задачах могут появляться кольца 

формальных матриц любого порядка n. В общей теории обычно изучаются кольца 

матриц порядка 2, в основном по причине технического удобства. Случай n > 2 

иногда можно в определенном смысле свести к случаю матриц порядка 2: кольцо 

формальных матриц порядка n > 2 изоморфно некоторому кольцу формальных 

матриц порядка k для каждого k = 2, ..., n − 1. Существуют различные конструк-

ции, позволяющие, наоборот, исходя из данного кольца формальных матриц, 

строить кольца формальных матриц большего порядка. П.А. Крыловым охарак-

теризованы инъективные, плоские, проективные и наследственные модули над 

кольцами обобщенных матриц. В ряде случаев вычислены группа Гротендика K0 

и группа Уайтхеда K1 кольца обобщенных матриц, а также найдены связи этих 

групп с соответствующими группами исходных колец. Доказан следующий кра-

сивый результат: кольца формальных матриц Ks(R) и Kt(R) изоморфны в точности 

тогда, когда элементы s и t кольца R с точностью до автоморфизма отличаются на 

обратимый элемент. Введено понятие (коммутативного) определителя обобщен-

ной матрицы и гомоморфизма Фробениуса между кольцами обобщенных матриц. 

Для колец формальных матриц над данным кольцом рассматривались (совместно 

с профессором А.А. Туганбаевым) задачи реализации и изоморфизма, описания 

групп автоморфизмов колец формальных матриц. Введено и изучено понятие 

определителя формальной матрицы над данным кольцом. Найдено строение 

группы автоморфизмов алгебры формальных матриц над данным кольцом. Группа 

автоморфизмов такой алгебры является полупрямым произведением нескольких 

подгрупп, состоящих из автоморфизмов с известным строением. Это достигается 

за счет того, что алгебра формальных матриц представляется как расщепляющее-
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ся расширение некоторого нильпотентного идеала с помощью произведения 

обычных колец матриц. Данные подходы и результаты распространены на груп-

пы автоморфизмов произвольных колец формальных матриц. 

В последнее время П.А. Крылов заинтересовался смежными вопросами тео-

рии категорий и теории модулей, алгебрами и коалгебрами инцидентности, их 

автоморфизмами и дифференцированиями. Алгебры инцидентности были введе-

ны в середине 1960-х гг. как естественная среда для изучения некоторых комби-

наторных проблем, например для обобщений формулы обращения Мебиуса  

в теории чисел. Вскоре стало ясно, что этот объект интересен и сам по себе. В 

частности, он включает в себя произведение n копий кольца R и кольцо верх-

нетреугольных матриц над R. Существует тесная связь между алгебрами инци-

дентности и подалгебрами кольца матриц над полем. П.А. Крылов в соавторстве 

с А.А. Туганбаевым выполнил исследование автоморфизмов и дифференцирова-

ний алгебр и коалгебр инцидентности. В случае коалгебр важным оказалось то, 

что дуальная алгебра для коалгебры инцидентности изоморфна определенной 

алгебре инцидентности. П.А. Крыловым совместно с А.А. Туганбаевым получены 

различные результаты об идемпотентных функторах и локализациях в категориях 

модулей и абелевых групп. Установлено, что идемпотентные функторы и, в част-

ности, локализации сохраняют кольцевые и модульные структуры. Введены 

стандартные идемпотентные функторы и стандартные локализации. С их помо-

щью найдены локализации некоторых модулей и абелевых групп. Ими рассмот-

рены также стандартные колокализации модулей и двойственность в категории 

абелевых групп без кручения.  

Петр Андреевич является соавтором книг [2–4, 7–15]. После известной пере-

водной двухтомной монографии американского алгебраиста Л. Фукса [5] (в 2015 г. 

вышло новое издание [6]) книги [2, 3] являются наиболее полными и подробны-

ми энциклопедиями по теории колец эндоморфизмов абелевых групп и близких  

к ним классов модулей; эти книги, а также книга [11] стали настольными у боль-

шинства отечественных алгебраистов, занимающихся абелевыми группами. 

Кольца эндоморфизмов абелевых групп также рассматриваются в публикациях 

А.Г. Куроша [16], Д. Арнольда [17], К. Бенабдаллаха [18]. По своему содержанию 

работы А.Г. Куроша, Л. Фукса, К. Бенабдаллаха, Д. Арнольда и книги [2, 3] во 

многом дополняют друг друга; в [2, 3] представлены все основные направления 

теории колец эндоморфизмов, изложены как классические результаты, так и по-

следние достижения и открытые проблемы; читатель подводится к переднему 

краю исследований. Отметим, что в [11] впервые систематизирован накопленный 

богатый и содержательный материал о модулях над (не обязательно коммутатив-

ными) областями дискретного нормирования. Книги [3, 11, 13] вышли также за 

рубежом: в Нидерландах [4], Германии [12, 14]. Работа [11] также опубликована 

в КНР на китайском языке. 

П.А. Крылов является экспертом РНФ (и ранее РФФИ) по алгебре. 

Неоднократно был членом оргкомитетов ряда математических конференций, 

рецензент нескольких математических журналов, оппонирует кандидатские и 

докторские диссертации. Он является членом редакционных коллегий научных 

журналов «Вестник Томского государственного университета. Математика и 

механика» и «Прикладная дискретная математика», председателем диссертаци-

онного совета НИ ТГУ 01.01 при Томском университете. Четверть века (1998–
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2022) он заведовал кафедрой алгебры Томского государственного университета  

и руководил научным семинаром в ТГУ по алгебре.  

Сорок восемь лет Петр Андреевич преподает в Томском университете, на вы-

сочайшем уровне читал и продолжает читать основные курсы лекций – алгебру, 

дискретную математику – для всех студентов ММФ ТГУ, а также разработал не-

сколько специальных курсов для студентов-алгебраистов. Петр Андреевич – за-

ботливый, чуткий и вместе с тем требовательный научный руководитель, десять 

его учеников успешно защитили кандидатские диссертации и один – докторскую 

(Е.А. Тимошенко). На сегодняшний день половина сотрудников кафедры алгеб-

ры ТГУ – прямые «научные потомки» Петра Андреевича. 

За научно-педагогические и организаторские достижения Петр Андреевич 

награжден нагрудным знаком «Почетный работник высшего профессионального 

образования РФ», медалью «За заслуги перед Томским университетом», медалью 

«Д.И. Менделеев», юбилейной медалью «400 лет городу Томску», почетными 

грамотами с благодарностью администрации Томской области за большой вклад 

в развитие науки и высшего образования, дважды награждался премией Томско-

го университета за высокие достижения в науке; П.А. Крылов – лауреат премии 

Томской области в сфере образования, науки, здравоохранения и культуры.  

В высшей степени образованный и многосторонне одаренный человек, глубокий 

исследователь и знаток человеческой души, талантливейший педагог и добрый 

наставник, Петр Андреевич снискал глубокое уважение со стороны студентов и 

преподавателей механико-математического факультета Томского университета. 

Студенты мехмата отмечают, что Петр Андреевич, начиная с первых занятий, 

умеет расположить к себе, заронить искру интереса к алгебре, предлагая серьез-

ные лекции и практические задачи, которые соединяют в себе крайнюю степень 

абстракции, изящество и какое-то манящее желание постичь этот уровень виде-

ния красоты математики, каким мастерски владеет их лектор. По-видимому,  

в этом и заключается искусство настоящего педагога − все очень трудное, с чем 

знакомит студентов Петр Андреевич, становится в его умелых руках и увлека-

тельном изложении не столько легким, сколько интересным и впечатляющим.  

И трудности отступают. 

Сотни выпускников мехмата признательны Петру Андреевичу за приобщение 

к служению математике, за глубокие знания. Академический стиль чтения лек-

ций и математическая строгость изложения материала, присущие П.А. Крылову, 

формируют у студента совершенно правильное отношение к математике как 

науке, стремящейся к четко сформулированным принципам, индуктивной и де-

дуктивной доказательности, дисциплине, задающей образец научности. 

Петр Андреевич обладает незаурядными личностными качествами. Талант 

ученого и педагога, жизненная мудрость, строгость и требовательность, откры-

тость, доброта, необыкновенная работоспособность, широчайший кругозор, эру-

диция, доскональное знание своего предмета, энергия и оптимизм, педантич-

ность, умение работать с людьми, тактично и оперативно решать самые сложные 

проблемы, неизменно выбирая оптимальные стратегии для решения, готовность 

помочь, поддержать, способность увлечь студентов знаниями и научить их мыс-

лить самостоятельно, доброжелательное, объективное и уважительное отношение 

к студентам и коллегам − все эти замечательные качества притягивают к нему 

людей и являются основой его успехов. 
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П.А. Крылов − большой любитель природы, сельского труда и ценитель ду-

шеполезного общения; теплое время года он проводит на даче в приятных садо-

во-огородных хлопотах. И земля не томит ожиданием: по осени Петр Андреевич 

собирает богатый урожай ягод, плодов и овощей. 

Редакционная коллегия журнала «Вестник Томского государственного уни-

верситета. Математика и механика», коллектив и студенты механико-

математического факультета, авторы заметки от всей души поздравляют Петра 

Андреевича с юбилеем, желают ему крепкого сибирского здоровья, творческого 

долголетия, счастья, радости от занятия любимой наукой и общения с близкими, 

коллегами и учениками.  
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