
ВЕСТНИК ТОМСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА 

2023                                                 Математика и механика                                                 № 82 
Tomsk State University Journal of Mathematics and Mechanics 

© В.И. Паньженский, Ю.В. Дыранова, 2023 

 

 
Научная статья 

УДК 514.76 MSC: 53D10; 53C50 

doi: 10.17223/19988621/82/2 

 

Левоинвариантная парасасакиева структура на групповой 

модели вещественного расширения плоскости де-Ситтера 
 

Владимир Иванович Паньженский1, Юлия Вячеславовна Дыранова2 
 

1, 2 Пензенский государственный университет, Пенза, Россия 
1 kaf-geom@yandex.ru 

2 udom26@bk.ru 

 
Аннотация. Установлено, что на групповой модели вещественного расширения 

плоскости де-Ситтера существует левоинвариантная параконтактная метрическая 

структура, которая является нормальной и, следовательно, парасасакиевой. Данная 

структура допускает группу Ли автоморфизмов максимальной размерности. Найде-

ны базисные векторные поля ее алгебры Ли. Доказано, что связность Леви-Чивиты 

и контактная метрическая связность с кососимметрическим кручением согласова-

ны с контактным распределением. 
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Abstract. In this paper, a group model for a real extension of the de Sitter plane is pro-

posed. This group contains a group of special matrices, which is a subgroup of the general 

linear group. It is established that there exists a left-invariant contact metric structure on 

this group, which is normal and, therefore, para-Sasakian. The basis vector fields of the 

Lie algebra of infinitesimal automorphisms are found. The Lie group of automorphisms 
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has the maximum dimension and, in addition to the Levi-Civita connection, it also retains 

a contact metric connection with skew-symmetric torsion. In this connection, all structural 

tensors of the para-Sasakian structure, as well as the torsion and curvature tensors, are 

covariantly constant. Using a nonholonomic field of orthonormal frames adapted to the 

contact distribution, an orthogonal projection of the Levi-Civita connection onto the con-

tact distribution is found, which is a truncated connection. Passing to natural coordinates, 

differential equations of geodesics of the truncated connection and Levi-Civita connec-

tion are found. Thus, the Levi-Civita contact geodesic connections coincide with the 

truncated connection geodesics. This means that through each point in each contact  

direction there is a unique Levi-Civita geodesic connection tangent to the contact distri-

bution. The Levi-Civita connection, like the contact metric connection, is consistent with 

the contact distribution. 

Keywords: paracontact structure, automorphism, contact metric connection, contact  

geodesics, truncated connection 
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Введение 

 

В настоящее время не ослабевает интерес к исследованию контактных, почти 

контактных, параконтактных метрических структур, заданных на нечетномерных 

многообразиях [1–14]. Если многообразие является группой Ли, то естественно 

рассматривать левоинвариантные структуры. Имеется немного примеров групп 

Ли, допускающих параконтакные метрические структуры, для которых вычисле-

ны все определяющие их тензоры. 

В данной работе в качестве такого примера предлагается групповая модель G 

вещественного расширения плоскости де-Ситтера DS2 × R. Группа G является 

матричной группой Ли относительно операции умножения матриц и подгруппой 

полной линейной группы GL(3, R). Доказано, что на группе G не существует ле-

воинвариантных параконтактных метрических структур (η, ξ, φ, g) с метрикой 

прямого произведения, но существует левоинвариантная параконтактная метри-

ческая структура с псевдоримановой метрикой, отличной от метрики прямого 

произведения.  

Требования, которым должна удовлетворять такая структура, не определяют 

ее однозначно. Поэтому, чтобы выделить единственную «каноническую» струк-

туру, необходимо выбрать подходящее (чаще всего наиболее простое) решение 

уравнений, которые должны выполняться для контактной формы η и структурно-

го эндоморфизма φ. В этом случае псевдориманова метрика g определяется одно-

значно. В данной работе частное решение соответствующих уравнений выбрано 

так, что ограничение метрики g на контактное распределение kerH    является 

метрикой де-Ситтера, а сама структура нормальной и, следовательно, парасасакие-

вой. Установлено, что группа Ли автоморфизмов парасасакиевой структуры имеет 

максимальную размерность. Найдены базисные векторные поля ее алгебры Ли. 

Линейная связность ∇ называется согласованной с распределением H, если 

через каждую точку p в каждом касательном направлении vp ∈ Hp проходит един-
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ственная геодезическая, касающаяся распределения H (контактная геодезиче-

ская) [8, 9]. Если ∇ – связность Леви-Чивиты (псевдо)римановой метрики g, то 

ортогональная проекция   на распределении H является линейной связностью 

на H и называется усеченной связностью [15, 16]. Доказано, что контактные гео-

дезические связности Леви-Чивиты ∇ и контактной метрической связности 

совпадают с геодезическими усеченной связности   и, следовательно, эти связ-

ности согласованы с контактным распределением H.  

 

1. Параконтактная метрическая структура 

 

Параконтактной метрической структурой на (2n + 1)-мерном гладком много-

образии M называется четверка тензорных полей (η, ξ, φ, g), где η – линейная 

дифференциальная форма, ξ – векторное поле, φ – эндоморфизм модуля вектор-

ных полей на M, g – псевдориманова метрика, удовлетворяющая следующим 

условиям  

 2 ,id    (1) 

        , , ,g X Y g X Y X Y       (2) 

    , , .d X Y g X Y    (3) 

Из (3) следует, что  

   0
n

d   . (4) 

Условие (4) означает, что форма η является контактной, а ранг дифференци-

альной 2-формы dη равен 2n. В равенствах (1)–(4) используются следующие обо-

значения:   – тензорное произведение, ˄ – внешнее произведение, d – внешний 

дифференциал, X и Y – произвольные векторные поля на М. Для параконтактной 

метрической структуры имеют место равенства [17, 18] 

  1   ,     , 0d X   ,      0   ,    0   ,       ,g X X   , 

а из (2)–(3) следует, что  

 ( , ) η(φ , ) η( ) η( ).g X Y d X Y X Y     (5) 

Отметим также, что 2n-мерное контактное распределение kerH    называют 

горизонтальным, 1-мерное распределение ker ηV d  – вертикальным. 

 

2. Параконтактная метрическая структура на вещественном расширении 

плоскости де-Ситтера 

 

Рассмотрим множество G, элементами (точками) которого являются матрицы 

следующего вида:  

 ,G

 
 
 
 
 

1 0 z

= 0 y x

0 0 1

 (6) 

где x, y, z – действительные числа: x, y, z ∈ R, y > 0. 

Множество G является группой Ли относительно операции умножения матриц 

и подгруппой полной линейной группы GL(3, R). Умножая (6) на произвольную 
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матрицу из группы G, заключаем, что левые сдвиги на G определяются следую-

щими формулами:  

 ,    ,    .x bx a y by z z c      (7) 

Дифференцируя (7) по параметрам a, b, c, находим левоинвариантные вектор-

ные поля на G – базис алгебры Ли группы Ли G: 

 1 1 2 1 2 3 3,    ,    .X X x y X         (8) 

где 
1 2 3,    ,    

x y z

  
     

  
 – естественный базис гладких векторных полей 

на G. Структурные уравнения этой группы – скобки Ли (коммутаторы) базисных 

векторных полей – имеют вид: 

     1 2 1 1 3 2 3, ,    , 0,    , 0,X X X X X X X    

откуда следует, что G является разрешимой группой, но не является нильпотентной.  

Нетрудно установить, что псевдориманова метрика  

 
2 2

2 2

2

 
 

dx dy
ds dz

y


   (9) 

левоинвариантна и является метрикой прямого произведения на вещественном 

расширении DS2 × R плоскости де-Ситтера DS2. Действительно, в касательном 

пространстве единицы группы рассмотрим псевдоевклидову метрику 
2 2 2 2ds dx dy dz    

и сдвинем ее в произвольную точку  

.

 
 
 
 
 

1 0 z

0 y x

0 0 1

 

Из равенств (7) следует, что 

,    ,    ,
x a y

x y z z c
b b


     

2 2
2 2

2

 
,    ,    ,     .

dx dy dx dy
dx dy dz dz ds dz

b b b


      

Так как для единицы группы 0,    1,    0,x y z    то ,b y  что и доказывает 

наше утверждение.  

Таким образом, группа G с левоинвариантной метрикой (9) является группо-

вой моделью вещественного расширения плоскости де-Ситтера.   

Рассмотрим вопрос существования левоинвариантных параконтактных метри-

ческих структур на группе G. Все левоинвариантные дифференциальные 1-формы 

можно найти, интегрируя уравнения инвариантности  

α αη η 0p p

p i i pX X     

(производная Ли от формы η вдоль векторных полей Xα (8) должна обращаться  

в нуль LXαη = 0). В результате получаем следующее семейство левоинвариантных 

1-форм: 

 1 2

3
,

c c
dx dy c dz

y y
     (10) 
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где c1, c2, c3 – постоянные. Так как 1

2
η

c
d dx dy

y
   и 1 3

2
η η

c c
d dx dy dz

y
    , то 

при c1c3 ≠ 0 найденные формы являются контактными.  

Оказывается, что не существует левоинвариантных параконтактных метриче-

ских структур с псевдоримановой метрикой прямого произведения (9). Действи-

тельно, условие (3) в координатах имеет следующий вид: 

  ,p

ip jij
d g    

откуда следует, что  

  .i ip

j pj
g d    

Так как для метрики (9) 

,    ,ij

ij
g g

 
 
   

     
  
  

 
 

2
2

2

2

1
0 0

y
y 0 01

0 0 0 y 0
y 0 0 1

0 0 1

 

а 

  ,
ij

d

 
 
 
   
 
 
 
 

1

2

1

2

c
0 0

y
c

0 0
y
0 0 0

 

то 

.i

j

 
  
 
 

1

1

0 c 0
c 0 0
0 0 0

 

Теперь рассмотрим требование (2). Для метрики (9) это требование в коорди-

натах имеет следующий вид: 

1 1 2 2 3 3

2 2

1 1
.

i j i j i j ij i j
g

y y
            

Если теперь положить 1,  3i j  , то получим, что 
1 3

0,c c   т.е. 0,d   что  

и доказывает наше утверждение.  

Рассмотрим теперь группу G, оставив пока в стороне тот факт, что она явля-

ется моделью вещественного расширения плоскости де-Ситтера. Существуют  

ли на G левоинвариантные параконтактные метрические структуры? Для ответа 

на этот вопрос среди левоинвариантных форм (10) выделим форму  

 
1

η .dx dz
y

   (11) 

Эту форму можно получить, сдвинув форму Дарбу ydx + dz из единицы группы 

в произвольную точку. Заметим, что векторные поля 1 1 3e y    и 2 2e y   по-
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рождают контактное распределение H: η(e1) = η(e2) = 0, а  1 2 1,e e    и 1η( ) 0.   

Это означает, что векторные поля, принадлежащие H, не образуют подалгебру 

алгебры Ли векторных полей на G, т.е. распределение H является неголономным. 

Условия η(ξ) = 1 и dη(X, ξ) = 0 однозначно определяют характеристическое век-

торное поле  

 3ξ =  . (12) 

Все левоинвариантные эндоморфизмы можно найти, интегрируя уравнения  

α α αφ φ φ 0.p i p i i p

p j j p p jX X X      

Общее решение этой системы имеет вид:  

i

j

 
 
 
  
 
 
 
 

1 1 1

1 2 3

2 2 2

1 2 3

3 3 3

1 2 3

c c c

c c c

1 1
c c c

y y

, 

где i

jc  – произвольные постоянные. Из условия φ(ξ) = 0 следует, что 
1 2 3

3 3 3 0c c c   , 

а из η ∘ φ = 0 получаем, что 
3 1 3 1

1 1 2 2,    c c c c    . Требование (1) накладывает на 

постоянные i

jc  следующие условия:  

12 1 2 1 1 1 2 2 1 2 2 2 1 22

1 2 1 1 2 2 2 1 1 2 1 1 2 21,    0,    0,    1.c c c c c c c c c c c c c c         

Эти условия будут выполняться, если положить 1 2 1 2

1 2 2 10,    1.c c c c     

В этом случае эндоморфизм φ примет вид: 

 i

j

 
 
 
 
 
  
 

0 1 0

= 1 0 0

1
0 0

y

, (13) 

и вместе с контактной формой η (11), характеристическим векторным полем ξ (12) 

и, как следует из равенства (5), псевдоримановой метрикой  

 

2
2 2

2

2

1dx dy
ds dx dz

yy

 
   

 
 (14) 

определяет на G левоинвариатную параконтактную метрическую структуру.  

Заметим, что ограничение метрики (14) на контактное распределение  
2 2

2

2H

dx dy
ds

y


  

является метрикой де-Ситтера и вместе с вполне неголономным контактным рас-

пределением kerH    определяет на группе G псевдосубриманову структуру. 

Так как, очевидно, Lξg = 0, то параконтактная метрическая структура (η, ξ, φ, g) 

является k-контактной. Более того, данная структура является нормальной и, сле-

довательно, парасасакиевой, так как условие нормальности [5] 



Математика / Mathematics 

20 

    , , , 0X Y d X Y      , 

где          2, ( , ) , , , ,X Y X Y X Y X Y X Y            – кручение Нейенхей-

са, которое в координатах имеет вид:  

φ φ φ φ +φ φ φ φ η ξ 0p i p i i p i p i

j p k k p j p j k p k j jkd        , 

выполняется тождественно. Таким образом, справедлива следующая  

Теорема 1. На групповой модели вещественного расширения плоскости  

де-Ситтера существует левоинвариантная парасасакиева структура (η, ξ, φ, g), 

структурные тензоры которой определяются формулами (11)–(14).  

Векторное поле 
p

pX X   называется инфинитезимальным автоморфизмом 

параконтактной структуры, если однопараметрическая локальная группа диф-

феоморфизмов ft = exp tX, порожденная полем X, является группой автоморфиз-

мов. Это означает, что производная Ли вдоль X от η, ξ, φ, g обращается в нуль:  

Lxη = 0,    Lxξ = 0,    Lxφ = 0,    Lxg = 0. 

В координатах мы имеем следующую систему дифференциальных уравнений  

η η 0,          

ξ ξ 0,

φ φ φ 0,

g g g 0.

p p

p i i p

p i i p

p p

p i p i i p

p j j p p j

p p p

p ij i pj j ip

X X

X X

X X X

X X X

   

   

     

     

 

Интегрируя данную систему, находим ее общее решение 

1 2 2 2 3

4 2 1 4 2 4 3

1
( ) ,    ,    .

2
X b x y b x b X b xy b y X b y b          

Постоянным b1, b2, b3, b4 соответствуют следующие базисные векторные поля 

алгебры Ли инфинитезимальных автоморфизмов:  

  2 2

1 1 2 1 2 3 3 4 1 2 3

1
,    ,    ,    .

2
X X x y X X x y xy y                (15) 

Ненулевые скобки Ли указанных векторных полей имеют вид: 

     1 2 1 1 4 2 2 4 4, ,    , ,    , ,X X X X X X X X X    

откуда следует, что группа Ли автоморфизмов парасасакиевой структуры являет-

ся неразрешимой. Заметим, что первые три векторных поля являются левоинва-

риантными и, следовательно, определяют подгруппу параллельных переносов,  

а векторное поле X4 является оператором вращения, который порождает стацио-

нарную подгруппу группы автоморфизмов, и мы имеем следующее утверждение  

Теорема 2. Группа Ли инфинитезимальных автоморфизмов парасасакиевой 

структуры (11)–(14) имеет максимальную размерность. Базисные векторные поля 

ее алгебры имеют вид (15). 

 

3. Связности, согласованные с распределением  

 

Пусть M – гладкое многообразие, H – распределение на M. Линейную связ-

ность ∇ назовем согласованной с распределением H, если через каждую точку  

p ∈ M в каждом касательном направлении vp ∈ Hp проходит единственная геоде-

зическая, касающаяся распределения H (контактная геодезическая) [8, 9]. 
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Пусть g – (псевдо)риманова метрика на M, ∇ – связность Леви-Чивиты. Орто-

гональная проекция   связности ∇ на распределении H является линейной связ-

ностью на H и называется усеченной связностью. 

На вещественном расширении плоскости де-Ситтера H2 × R с парасасакиевой 

структурой (η, ξ, φ, g) имеем две естественные линейные связности: связность 

Леви-Чивиты ( )k

jiГ  – метрическая связность без кручения, и контактная метри-

ческая связность ( )k

jiГ  с кососимметрическим кручением. Эта связность опре-

деляется следующей формулой [7, 9]: 

1
( , ) ( , ) η( , ) η( ).

2
X Xg Y Z g Y Z d X Y Z      

Так же как и связность Леви-Чивиты ∇, контактная метрическая связность 

инвариантна относительно группы автоморфизмов парасасакиевой структуры. 

Для контактной формы (11) форма кручения S = dη ˄ η имеет вид:  

2

1
.S dx dy dz

y
    

Коэффициенты связности Леви-Чивиты псевдоримановой метрики (14) образуют 

следующие матрицы: 

1 2 3, , .ij ij ijГ Г Г

    
       

    
    

       
    
    

      
     

2

2

13 2 1
0 00 0 0

2y y 2 y

3 1 1 1 1
= 0       = 0 0       = 0

2y 2 y 2yy

1 1 1
0 0 0 0 0 0

2 2 2y

 

Тензор кручения ( )k pk

ij ijpS S S g  связности   имеет следующие компоненты: 

1 2 3, , .ij ij ijS S S

  
   

    
    
     
        
  

   

2

2

21
0 00 0

y y
0 0 1

1 2 1
= 0 1       = 0 0 0       = 0

y yy
1 0 0

0 1 0 1
0 0

y

 

Так как 
1

2

k k k

ij ij ijГ Г S  , то  

1 2 3, , .ij ij ijГ Г Г

   
      

    
    
     
    
       

     
   

2

2 2
20 0 0 0

0 0y y
y

1 1
= 0 0       = 0 0       = 0 0 0

y y
1

0 00 1 0 1 0 0
y
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Нетрудно убедиться, что в связности   все структурные тензоры парасасакиевой 

структуры, а также тензор кручения и тензор кривизны ковариантно постоянны.  

Теорема 3. Связность Леви-Чивиты и контактная метрическая связность со-

гласованы с контактным распределением.  

Доказательство. Для доказательства данного утверждения достаточно убе-

диться, что контактные геодезические связностей ∇ и   (они имеют одни и те же 

геодезические) совпадают с геодезическими усеченной связности  . 

Рассмотрим неголономное поле ортонормированных реперов {p, ei}, адапти-

рованных к структуре почти произведения H ⊕ V: 

 2 2 2

1 1 3 2 2 3 3 1 2 3,    ,    ,    0,    1,    1,    1,    .i je y e y e e e e e e i j              

Первые два поля e1 и e2 лежат в контактном распределении H: η(e1) = η(e2) = 0,  

а e3 = ξ ∈ V. Разложения коммутаторов векторных полей ei 

, k

i j ij ke e e     

являются структурными уравнениями поля реперов {p, ei}, а коэффициенты Ω k

ij  

определяют объект неголономности.  

Для рассматриваемого поля реперов имеем следующие структурные уравнения: 

[e1, e2] = – (e1 + e3),   [e1, e3] = 0,   [e2, e3] = 0, 

поэтому 1 1 3

12 21 21 1.        

Для связности Леви-Чивиты имеем следующую вычислительную формулу [19]: 

           

( , )

1
( , ) ( , ) , , , , , , , .

2

Xg Y Z

Xg Y Z Yg Z X Zg X Y g Z X Y g Y Z X g X Y Z

 

     
 

Пусть 
k

ij  – коэффициенты связности Леви-Чивиты в ортонормированном репере 

 , : .
i

k

i e j ij kp e e e    Полагая ,    ,    ,i j k

i j k
X X e Y Y e Z Z e    находим, что  

 
1

δ δ δ δ ,
2

k k ks e ks e

ij ij si je sj ie        

где 
11 33 22

11 33 22δ δ 0,    ;    δ δ δ δ 1,    δ δ 1,ij

ij i j           откуда  

1 2 3, , .ij ij ij

  
          

           
    
         

   

1
1 0 0

0 1 0 1 0 2
2

1 1
= 0 0       = 0 0 0       = 0 0

2 2
1

1 0 0 00 0
0 0 2

2

 

Для усеченной связности : ;    , , 1,2,
i

k

e j ij ke e i j k      где 
k k

ij ij   , имеем 

1 2, .ij ij

    
    

   

0 1 1 0
=       =

0 0 0 0
 

Горизонтальная (контактная) кривая γ ( γ H ) 

x = x(s),   y = y(s),   z = z(s), 
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(s – естественный параметр) называется геодезической усеченной связности  , 

если γ γ = 0,  где γ  – поле касательных векторов кривой γ.  

Найдем сначала уравнения параллельного векторного поля v вдоль кривой 

γγ:  = 0.v  Имеем следующие разложения векторных полей γ  и v по естествен-

ному базису  1 2 3, ,    и неголономному {e1, e2}: 

1 2 1 2 3 1 2

1 2 3 1 2 1 2 3 1 2γ ,    .x y z u e u e v v v v w e w e                 

Так как 1 1 3 2 2,    ,e y e y      то 1 2 1 1 2 21 1 1 1
,    ,    ,    .u x u y w v w v

y y y y
      

Условия горизонтальности векторных полей γ  и v имеют вид: 

3 11 1
,    .z x v v

y y
     

Теперь распишем уравнения параллельного переноса, заменяя неголономные 

координаты естественными, учитывая, что  

1 1 2 21 2 2 1 1 2,    ,    0,    0.e e e ee e e e e e           

Имеем  

       

       

 

1 1 1 2

γ 1 1 1 2

2 1 2 2 1 1 1 2

2 1 2 2 2 1

1 1 2 2

1 3 1 3 1 3 2

1

2

     

1 1 1 1 1 1

1 1

i
ij

j i j i j

j j j e ju e
v w e u e w e u w e u e w e u e w e

u e w e u e w e u w e u w e

x y v v y x y v v y
y y y y y y

y y v
y y

        

      

          
                      

             

  
   

 
   

   

   

   

2 1 2

1 3 2 2 2 2 3

1 1 1 1 2

1 2 3 1

2 2 2 1 2

1 2 3 2

1 1 1 1 2

1 2 3 32

1 1 1 1 1

1

1

1 1
0.

y y y v y xv x v y
y y y y y

x v y v z v yv xv
y

x v y v z v xv yv
y

x v y v z v yv xv
y y

   
                

       

 
          
 

 
          
 

 
           
 

 

Таким образом, получаем следующие уравнения параллельного переноса век-

тора v вдоль кривой γ:  

   
1 2

1 2 1 2 3 1

2

1 1 1
0,    0,    0.

dv dv
yv xv xv yv v v

ds y y yds
         

Полагая  = γv , находим дифференциальные уравнения геодезических усеченной 

связности  : 
2 22 2

2 2

2 1 1 1
0,    0,    0.

d x dx dy d y dx dy dz dx

y ds ds y ds y ds ds y dsds ds

   
         

   
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Дифференцируя последнее уравнение – условие горизонтальности векторного 

поля γ , находим  

2 2

2 2 2

1 1
0

d z dy dx d x

ds ds yds y ds
   , 

или, учитывая первое уравнение,  
2

2 2

1
0

d z dx dy

ds dsds y
   

Таким образом, функции x(s), y(s), z(s), определяющие геодезические связно-

сти ,  являются решением следующей системы: 

 

2 22 2

2 2

2

2 2

2 1 1
 0,     0,

1 1
 0,     0.

d x dx dy d y dx dy

y ds ds y ds y dsds ds

d z dx dy dz dx

ds ds ds y dsds y

   
       

   

   

 (16) 

Связности Леви-Чивиты ∇ и контактная метрическая связность имеют одни  

и те же геодезические, а их дифференциальные уравнения имеют вид:  

 

2 22 2

2 2

2

2 2 2

3 2 1
 0,     0,

2 1
 0.

d x dx dy dy dz d y dx dy dx dz

y ds ds ds ds y ds y ds ds dsds ds

d z dx dy dy dz

ds ds ds dsds y y

   
         

   

  

 (17) 

Так как для контактных геодезических должно выполнятся условие  

1
0,

dz dx

ds y ds
   

то, подставляя вместо 
dz

ds
 в уравнения (17) 

1 dx

y ds
 , получим уравнения (16). Это 

означает, что геодезические усеченной связности   совпадают с контактными 

геодезических связностей ∇ и  , т.е. связность Леви-Чивиты и контактная мет-

рическая связность согласованы с контактным распределением. ■ 
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