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Аннотация. Дано обоснование метода коллокации для интегрального уравнения 

внешней краевой задачи Дирихле для уравнения Гельмгольца в двумерном простран-

стве. Предложен новый метод построения квадратурной формулы для потенциалов 

простого и двойного слоев, дающий возможность определить скорость сходимости 

этих квадратурных формул, на основе которых рассматриваемое интегральное урав-

нение заменяется системой алгебраических уравнений, при этом устанавливаются 

существование и единственность решения данной системы. Доказывается сходи-

мость решения системы алгебраических уравнений к значению точного решения 

интегрального уравнения в опорных точках и указывается скорость сходимости 

метода. Кроме того, построена последовательность, сходящаяся к точному реше-

нию внешней краевой задачи Дирихле для уравнения Гельмгольца в двумерном 

пространстве. 
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Abstract. Since in many cases it is impossible to find an exact solution of the exterior 

Dirichlet boundary value problem for the Helmholtz equation in the two-dimensional 
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space, there is a growing interest in studying its approximate solution. One of the methods 

for solving the exterior Dirichlet boundary value problem for the Helmholtz equation  

in the two-dimensional space is its reduction to a curvilinear integral equation. Note that 

the main advantage of applying the method of integral equations to the study of exterior 

boundary value problems is that such an approach allows us to reduce the problem posed 

for an unbounded domain to a problem for a bounded domain of lower dimension. In this 

work, we substantiate the application of the collocation method for the integral equation  

2K i S f      

of the exterior Dirichlet boundary value problem for the Helmholtz equation in two-

dimensional space, here
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0  is an arbitrary real number, 2L R  is a closed and twice continuously differenti-

able curve, f is a given continuous function on L, φ is the desired continuous function on 

L,  y  is an outer unit normal at the point y L , and ( , )k x y  is a fundamental solu-

tion of the Helmholtz equation, i.e.,  
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 where 
 1

0H  is a zero-degree Hankel function of the first kind defined by the formula 
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is a Neumann function of zero degree, and 0.57721...C   is the Euler constant. We pro-

pose a new method for constructing a quadrature formula for the potentials of the simple 

and double layers   S x  and   K x , respectively, which makes it possible to de-

termine the rate of convergence of these quadrature formulas. Based on these quadrature 

formulas, we replace the integral equation under consideration by a system of algebraic 

equations, and establish the existence and uniqueness of a solution to the resulting sys-

tem. We prove as well the convergence of the solution of the system of algebraic equa-

tions to the value of the exact solution of the integral equation at the reference points, and 

indicate the rate of convergence of the method. In addition, a sequence is constructed that 

converges to an exact solution of the exterior Dirichlet boundary value problem for the 

Helmholtz equation in the two-dimensional space. 

Keywords: exterior Dirichlet boundary value problem, Helmholtz equation, potentials of 

simple and double layers, Hankel function, quadrature formulas, collocation method 
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Введение и постановка задачи 

 

Пусть 2D R  – ограниченная область с дважды непрерывно дифференциру-

емой границей L, а f – заданная непрерывная функция на L. Рассмотрим внеш-

нюю краевую задачу Дирихле для уравнения Гельмгольца: найти функцию 
     2 2 2\ \u C R D C R D  , удовлетворяющую уравнению Гельмгольца 2 0u k u    

в 2 \R D , условию излучения  Зоммерфельда  
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равномерно по всем направлениям xx /  и граничному условию  

   xfxu   на L, 

где   – оператор Лапласа, k – волновое число, причем Im 0k  . 

Известно, что в частных случаях (когда область является кругом, квадратом  

и др.) можно найти точное решение внешней краевой задачи Дирихле для урав-

нения Гельмгольца в двумерном пространстве. Однако во многих случаях невоз-

можно найти точное решение внешней краевой задачи Дирихле для уравнения 

Гельмгольца. В связи с этим возникает интерес к исследованию приближенного 

решения данной краевой задачи. Одним из методов решения внешней краевой 

задачи Дирихле для уравнения Гельмгольца является ее приведение к интеграль-

ному уравнению (см.: [1]). Отметим, что основное преимущество применения 

метода интегральных уравнений к исследованию внешних краевых задач заклю-

чается в том, что подобный подход позволяет свести задачу, поставленную для 

неограниченной области, к задаче для ограниченной области меньшей размерно-

сти. О. Панич [2], Х. Бракхаге и П. Вернер [3], а также Р. Лейс [4] независимо 

друг от друга показали, что комбинация потенциалов простого и двойного слоев 
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с непрерывной плотностью φ представляет собой решение внешней краевой  

задачи Дирихле для уравнения Гельмгольца, если φ является решением инте-

грального уравнения 

2K i S f     , 

которое запишем в виде: 

 
2A f   , (1) 

здесь 0  – произвольное вещественное число,  x  – единичная внешняя 

нормаль в точке ,Lx
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( , )k x y  – фундаментальное решение уравнения Гельмгольца, т.е.  
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где  1

0H  – функция Ханкеля первого рода нулевого порядка, определяемая фор-

мулой       zNizJzH
00

1

0
 ,  

 
 















0

2

20
2!

1

m

mm
z

m
zJ  – функция Бесселя нулевого 

порядка,    
 
  




































1

2

2

1

1

00
2!

11

2
ln

2

m

mmm

l

z

ml
zJC

z
zN


 – функция Неймана 

нулевого порядка, а 0.57721...C   – постоянная Эйлера.  

Так как интегральные уравнения в замкнутом виде решаются лишь в очень 

редких случаях, первостепенное значение приобретает разработка приближенных 

методов решения интегральных уравнений с соответствующим теоретическим 

обоснованием. Отметим, что в работах [5–8] дано обоснование метода коллокации 

для интегральных уравнений различных краевых задач для уравнения Гельмгольца 

в трехмерном пространстве. Однако известно, что в трехмерном пространстве 

фундаментальное решение уравнения Гельмгольца имеет вид: 
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и поэтому интегральные операторы, участвующие в уравнении (1), строго отли-

чаются от интегральных операторов, участвующих в интегральных уравнениях 

внешней краевой задачи Дирихле для уравнения Гельмгольца в трехмерном про-

странстве. Кроме того, в работах [9, 10], построив квадратурные формулы для 

логарифмических потенциалов простого и двойного слоев, дано обоснование 

метода коллокации для интегральных уравнений некоторых краевых задач для 

уравнения Лапласа в двумерном пространстве. В работах же [11, 12] исследованы 

приближенные методы решения гиперсингулярных интегральных уравнений 

внешней краевой задачи с импедансным условием для уравнения Гельмгольца  

в двумерном пространстве, а в работе [13] построена квадратурная формула для 

потенциалов простого и двойного слоев и исследовано приближенное решение 

уравнения (1). Однако в этой работе для построения квадратурных формул ис-

пользована асимптотическая формула для функций Ханкеля первого рода нуле-

вого порядка, которая не дает возможности определить скорость сходимости 

этих квадратурных формул, а значит, и невозможно определить скорость сходи-

мости метода.  

Следует отметить, что до сих пор не построены квадратурные формулы для 

потенциалов простого и двойного слоев без использования асимптотической 

формулы для функций Ханкеля первого рода нулевого порядка. Учитывая это,  

в данной работе предложен новый метод построения квадратурных формул для 



Халилов Э.Г. Исследование приближенного решения интегрального уравнения  

43 

потенциалов простого и двойного слоев, который дает возможность определить 

скорость сходимости построенных квадратурных формул. Кроме того, в работе 

дано обоснование метода коллокации для интегрального уравнения (1) и постро-

ена последовательность, сходящаяся к точному решению внешней краевой зада-

чи Дирихле для уравнения Гельмгольца в двумерном пространстве. 

 

1. Построение квадратурной формулы 
 

Предположим, что замкнутая и дважды непрерывно дифференцируемая кривая 
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В дальнейшем такое разбиение будем называть разбиением кривой L на «ре-

гулярные» элементарные части. 

Поступая точно так же, как и в доказательстве леммы 2.1 работы [7], можно 

показать справедливость следующей леммы.   
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Несложно заметить, что 
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, 

где   
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и 
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     

     
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2 1
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,
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mm mn m
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k x y
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l m m




 

  
    

 
  . 

Теорема 1. Пусть L – замкнутая и дважды непрерывно дифференцируемая 

кривая в 2R ,  C L  и 

        
  

    

     
2 2

1 2
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,

.

n

k p j n

p j k p j

j

j j

x xb a p j
a i x x

n x

x x

    
      
  
 

    

 

Тогда выражение 

       
1

n

n p p j j

j

A x a x


      

в опорных точках  , 1,px p n  , является квадратурной формулой для инте-

грала   A x , Lx , причем справедлива следующая оценка: 
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           
1,

ln
max ,1/p n p
p n

n
A x A x M n

n

 
          

 
. 

Здесь и далее через М будем обозначать положительные постоянные, разные  
в различных неравенствах.    

Доказательство. Сначало покажем, что выражение 

    
 
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
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в опорных точках  , 1,px p n  , является квадратурной формулой для интегра-

ла   S x , Lx . Очевидно, что 

              2 ,

p

p n p k p y

L

S x S x x y y dl         
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j
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x x y x dl


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


       
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                   
1

2 22 2

1 2 1 2

1

2 ,

j

j

t
n

n

k p j j j j

j t
j p

x x x t x t x x x dt





 
              

 
  . 

Слагаемые в последнем равенстве обозначим через   1

n

ph x  ,   2

n

ph x  , 

  3

n

ph x   и   4

n

ph x   соответственно. 

Очевидно, что 

  
 

 

2

0 2
0

diam

4 !

m

m
m

k L
J k x y M

m





   ,  ,, Lyx   (2) 

и 

 
 

 

 

 

221

2 2
1 1 1 1

diam11 1

2! 4 !

mmm
m m

m
m l m l

k Lk x y
M

l lm m


 

   

     
     

    
    ,  ,, Lyx   (3) 

следовательно, 

 ,ln),( yxMyx
k

   ,, Lyx   .yx   (4) 

Тогда, применяя формулу вычисления криволинейного интеграла, находим   

     
 

   1

0

2 , ln ln

p

R n

n

p k p y

L

h x x y dl M d M R n R n
  

            . 

Пусть 
j

Ly  и pj  . Учитывая лемму 1, имеем 

 
         
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1
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M q R n L




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

 (5)  
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и 

       
     

 
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, (6) 

где q . Тогда, принимая во внимание неравенства (2), (3), (5) и (6), получаем 
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  . 

Кроме того, учитывая неравенства 

    
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имеем: 
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В результате находим, что 
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Следовательно, 
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Из неравенства (4), получаем, что  
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Тогда из неравенств (7) и (8) получим 
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    Lx ,  n . 

В итоге, принимая во внимание лемму 1, находим 
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Очевидно, что 
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Пусть 
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Ly  и pj  . С учетом леммы 1 и неравенств (2) и (3) имеем 
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 Суммируя полученные оценки для выражений   1
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Теперь докажем, что выражение 
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Слагаемые в последнем равенстве обозначим через   1

n

px  ,   2

n

px  , 

  3

n

px   и   4

n

px   соответственно. 

Так как (см.: [15. С. 403]) 

   
2

,y x y M x y    , (10) 

то  

 
 
 

20J k x y
M x y

y

 
 


 (11) 

и  

 
 
 

 2 20
ln 1

N k x y
M x y x y x y

y

 
     


, (12) 

а значит,  

 
 

 

,k x y
M

y





, yxLyx  ,, . (13) 

Тогда, учитывая формулу вычисления криволинейного интеграла, получим    

  
 

 1

0

R n

n

px M d M R n
 

       . 

Пусть 
j

Ly  и pj  . Из леммы 1 и неравенства (10) очевидно, что 

                 , , ,p j p j jy x y x x x y x y               
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              ,j p j px x y x M y x R n          . (14) 

Тогда, учитывая неравенства (5), получаем, что 

  
 

    
  

0 0p p j

j

J k x y J k x x

y x

      
 

  
 

            
 
 

       

2 22

2 1
1

, ,
2 1 ! !

,

mm

p

p j p j m
m

j p j

k x y
y x y x x x

m m

x x x








 
          



      


 

 
     

 
   

2 2 2 22

2 1
1 2 1 ! !

m mm

p j p

pm
m

k x x x y

M y x R n
m m

 






     

   


 . (15) 

Кроме того, из леммы 1 и неравенств (10) и (14) имеем 

    

 

       
   

 

 
2 2

,, j p jp

pp p j

x x xy x y M R n

x yx y x x

      
 

     
.

 
Тогда, принимая во внимание неравенства (2), (6), (11), (12), (14) и (15), не-

трудно показать, что 

  
 

    
  

 

 

0 0p p j

pj

N k x y N k x x M R n

y x yx

      
 

   
. 

В результате находим   

  
 

    
  

 

 

, ,k p k p j

pj

x y x x M R n

y x yx

    
 

   
. 

Также, учитывая неравенство 

 
    
  

    
  

 ln, ,

!

n
pk p j k p j

j j

M x yx x x x

nx x

      
 

   
, (16) 

получаем, что 

  
 

    
  

 

 

 ln, ,

!

n
pk p k p j

pj

x yx y x x R n
M

y nx yx

      
   
      
 

. 

В итоге 

    
   

   

diam diam

2

1
ln

!

1
ln .

!

L L

n

p

r n r n

d
x M R n d

n

M R n R n
n





 
        
 
 

 
   

 

 
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Пусть 
j

Ly  и pj  . Так как из леммы 1 и неравенств (13) и (16) очевидно, что 

 

    
  

    
  

    
  

    
  

 

, ,

ln, ,
, ,

!

n

k p j k p j

j j

n
pk p j k p j

j j

x x x x

x x

M x yx x x x
n

nx x

     
 

   

      
    

   

 (17) 

то  

     
    
 

  3

,
2 , ,

n

k p jn

p y

L

x x
x R n dl M R n

y

  
       

 .

 
Кроме того, учитывая лемму 1 и неравенства (9) и (17), получим 

    
    
  

 
    
  

 

1

4

1

,

,
.

j

j

nt
n

k p jn

p

j t j
j p

n

k p j

y

L j

x x
x M R n dt

x

x x
M R n dl M R n

x







 

  
    

 

  
   

 

 

  

В результате, суммируя полученные оценки для выражений   1

n

px  , 

  2

n

px  ,   3

n

px   и   4

n

px   и учитывая соотношение  
n

nR
1

~ , имеем 

           
1,

ln
max ,1/p n p
p n

n
K x K x M n

n

 
          

 
.

 
Этим и завершается доказательство теоремы 1. 

 
2. Обоснование метода коллокации 

 

Пусть nC  – пространство n-мерных векторов   n

n

nnn zzzz ,...,,
21

, ,Cz n

l


 

,,1 nl   с нормой n

l
nl

n zz
,1

max


 , где запись a  означает транспонирование век-

тора a. Используя построенную квадратурную формулу для интеграла   A x , 

x L , уравнение (1) заменяем системой алгебраических уравнений относительно 
n

lz  – приближенных значений   ,lx   nl ,1 , которую  запишем в виде: 

   nnnn fzAI 2 , (18) 

где nI  – единичный оператор в пространстве nC ,  n
jljl

n aA
1, 

 , fpf nn  ,  

а   nn CLCp :  – линейный ограниченный оператор, определяемый формулой  

         1 2, ,...,n

np f f x f x f x


    . 
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Теорема 2. Уравнения (1) и (18) имеют единственные решения  * C L   и 

nn Cz 
*

 соответственно, причем 
* * 0n nz p    при n  с оценкой   

 * *

ln
,1/n n n

z p M f n f
n

 
     

 
. 

Доказательство. Для обоснования метода коллокации будем пользоваться 

теоремой Г.М. Вайникко о сходимости для линейных операторных уравнений 

(см.: [16]). Проверим выполнение условий теоремы 4.2 из работы [16], при этом 

обозначения и необходимые определения и предложения возьмем из [16]. В ра-

ботах [2–4] доказано, что    0Ker I A  . Кроме того, операторы nn AI   

фредгольмовы с нулевым индексом и операторы   nn CLCp :  линейны и огра-

ничены. Принимая во внимание способ разбиения кривой L на «регулярные» 

элементарные части, получаем, что 

    
1,

lim lim max maxn

l
n n x Ll n

p g g x g x g
  

    ,   LCg . 

Следовательно, система операторов  npP   является связывающей для про-

странств  LC  и nC . Тогда ff
P

n  , и, принимая во внимание теорему 1, получа-

ем, что по определению 2.1 из работы [16] AIAI
PP

nn  . Так как по определе-

нию 3.2 из работы [16] II n   устойчиво, то по предложению 3.5 и по определе-

нию 3.3 из работы [16] осталось проверить условие компактности, которое ввиду 

предложения 1.1 из [16] равносильно условию   MzCzz nnnn  ,, ; суще-

ствует относительно компактная последовательность    LCzA n

n
  такая, что  

  0 n

n

nnn zApzA  при n . 

В качестве  n

n
zA  выберем последовательность   

        n n n

n n nA z x K z x i S z x   , 

где 

  
 

 1

,
2 , ,

j

n
kn n

n j y

j L

x y
K z x z dl x L

y


 


    

    
1

2 , ,

j

n
n n

n j k y

j L

S z x z x y dl x L


    . 

Очевидно, что    LCzA n

n
  и  

   nn

n
zMxzA 2 , Lx . 

Тогда, принимая во внимание условие Mzn  , получаем равномерную ограни-

ченность последовательности  n

n
zA . 

Теперь возьмем любые точки Lxx ,  такие, что 2/dxx  . Тогда, по-

ступая точно так же, как и в работе [9], можно показать, что  
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      xxxxzMxzAxzA nn

n

n

n
 ln ,  Lxx  , . 

Отсюда непосредственно вытекает равностепенная непрерывность последова-

тельности  n

n
zA . Тогда из теоремы Арцеля следует относительная компактность 

последовательности  n

n
zA . Кроме того, поступая точно так же, как и в доказа-

тельстве теоремы 1, получим  

  0 n

n

nnn zApzA  при n . 

В результате, применяя теорему 4.2 из работы [16], находим, что уравнения 

(1) и (18) имеют единственные решения  * C L   и 
nn Cz 

*
 соответственно, 

причем  

1 * * 2

n n

n nc z p c      , 

где 

0sup/1
1

 nn

n

AIc ,   
1

2
sup nn

n

AIc ,   * 2n n n n

n I A p f     . 

Принимая во внимание оценки погрешности квадратурной формулы для ин-

теграла   A x , Lx , получаем   

      * * * * *2n n n n n n n n

n I A p p f p A p p A               

           

 

* * * *
1,

1

* *

max

ln
,1/

n
n n n

l j j l
l n

j

A p p A a x A x

n
M n

n






          

 
     

 


. 

Кроме того, принимая во внимание неравенства  

 * *, lnS h M h h    ,   * *, lnK h M h h    , 

имеем 

       

 

* * *

*

, 1/ 2 ,1/ 2 ,1/ ,1/

ln
,1/ .

n f A n f n A n

n
M f n

n
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 
    

 
 

В результате, учитывая, что  

   
1 1

* 2 2I A f I A f
 

 


     , 

получаем доказательство теоремы. 

Следствие 1. Пусть DRx \2

0
 , и   **

2

*

1*
,...,,

n

n zzzz  является решением си-

стемы алгебраических уравнений (18). Тогда последовательность 

  
  

        
2 20 *

0 0 1 2

1

,
( ) ,

n
n

k j n

n k j j j j

j j

x xb a
u x i x x x x z

n x

            
  
 


 

сходится к значению  
0

xu  решения  xu  внешней краевой задачи Дирихле для 

уравнения Гельмгольца в точке 
0

x , причем 

     0 0

ln
,1/n

n
u x u x M f n f

n

 
    

 
. 
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