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Аннотация. В терминах ядра интегрального оператора свертки получен конструк-

тивный критерий его ограниченности в паре классических лебеговых пространств 

Lp и Lr. Показано, что для того, чтобы интегральный оператор свертки ограниченно 

действовал из Lp в Lr,p, необходимо и достаточно, чтобы ядро K(t) оператора при-

надлежало пространству Марцинкевича 1 1/qt
M − . 
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Abstract. In this paper, in terms of the kernel K(t) of the integral convolution operator,  

a constructive criterion for its boundedness in a pair of classical Lebesgue spaces Lp and 

Lr is obtained. It is shown that the integral convolution operator acts boundedly from Lp 

into Lr,p if and only if the kernel K(t) belongs to the Marcinkiewicz space 1 1/qt
M − . 
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Введение 

 
Первые интегральные выражения, представляющие в современном понимании 

свертку двух функций, встречаются уже в трудах С. Пуассона, в частности в урав-

нении теплопроводности. Аналогичные интегральные выражения содержатся  

в работах П. Дюбуа-Реймонда. 

Исследователями, начавшими изучение интегральных операторов свертки, 

были У. Юнг, Д. Гильберт, А.Н. Колмогоров, Г. Харди, Дж. Литтльвуд и ряд  

других математиков. В дальнейшем свойства непрерывности, регулярности  

и компактности операторов свертки и операторов типа свертки изучались в рабо-

тах Л. Хермандера, А. Бенедика, Р. Пансона, С. Беннета, Р. Ханта, С.Г. Крейна,  

Ю.И. Петунина, Е.М. Семенова, О’ Нейла, А. Блозинского, В.Б. Короткова и др. 

В монографии [1] П. Халмошем была поставлена проблема отыскания кон-

структивного критерия ограниченности интегрального оператора в паре лебего-

вых пространств Lp и Lr, хотя и выражалось сомнение, что такой критерий вооб-

ще существует. До последнего времени подобный критерий для произвольного 

интегрального оператора не получен. 

Обширный материал, посвященный интегральным операторам в парах лебе-

говых пространств Lp и Lr, содержится в монографиях [2–4]. Приведено множе-

ство достаточных условий для непрерывности, регулярности и компактности 

интегральных операторов. Следует отметить монографию [2], в которой содер-

жится глава, посвященная интегральным операторам. Первый, по-видимому, 

конструктивный критерий регулярности интегрального оператора свертки в ле-

беговом пространстве Lp(Rn) был приведен в монографии [3] (см.: [3. С. 78, тео-

рема 2.2]). Этот результат был обобщен одним из авторов данной работы на сим-

метричные пространства в [5]. 

Известно классическое неравенство, принадлежащее У. Юнгу (см.: [6. С. 176]): 

Пусть 1 , ,p q r  и выполняется равенство 

 1 1/ 1/ 1/ .r p q+ = +  (1) 

Тогда справедливо неравенство 

 || || || || || ||
q

r p
LL L

K x K x   . (2) 

Неравенство (2) было доказано для функций, определенных, в частности, на 

( , )− +  . Оно остается справедливым и для функций, определенных на (0, ).+   

Это неравенство обобщалось, уточнялось и усиливалось в работах многих ав-

торов (см.: [7–10] и др.). Если зафиксировать множитель K(t), то с точки зрения 

функционального анализа оно означает, что интегральный оператор свертки  

с ядром K(t), принадлежащем пространству Lq, ограниченно действует из Lp в Lr. 
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С.Г. Крейном, Ю.И. Петуниным и Е.М. Семеновым (см.: [7. С. 202, теорема 6.17]) 

была доказана  

Теорема 1. Пусть 1 , ,p q  1 1 1 0
p q

+ −  , число r определяется из равенства 

 1/ 1/ 1/ 1.r p q= + −  (3) 

Тогда справедливо неравенство 

 
1 1/,

|| || || || || ||
qr p pt

L M L
x y C y x

−

   . (4) 

Учитывая вложения , 1 1/,r p r q q
t

L L L M −  , неравенство (4) С.Г. Крейна, 

Ю.И. Петунина и Е.М. Семенова (см.: [7]) с точки зрения функционального ана-

лиза является усилением неравенства У. Юнга. 

Теорема 2. Пусть 1 , ,p q  1 1 1 0
p q

+ −  . Число r определяется из равенства 

1/ 1/ 1/ 1r p q= + − . 

Тогда если ядро 1 1/q
t

K M − , то интегральный оператор свертки с ядром K 

ограниченно действует из Lp в Lr, p. 

В данной статье получено обращение теоремы 2. Получен конструктивный 

критерий ограниченности интегрального оператора свертки из Lp в Lr в терминах 

ядра K(t). 
 

1. Предварительные сведения 
 

Определение 1. Пусть S (0, )+   – пространство всех измеримых по Лебегу 

функций, определенных на полуоси (0, )+   и почти всюду конечных. Функцией 

распределения для неотрицательной функции x(t) называется функция, опреде-

ленная равенством  

 ( ) mes : (t)x t x  =   , 

где 0  . 

Определение 2. Две неотрицательные функции x(t) и y(t) называются равно-

измеримыми, если 

( ) ( ), 0x y  =     . 

Рассматриваются только такие функции x(t) и y(t), для которых  

( ) , (0, )x      , 

( ) , (0, )y     +  . 

Определение 3. Перестановкой для неотрицательной функции x(t) называется 

функция, определенная равенством 

 ( ) inf : ( )x t tx
 =     . 

Определение 4. Функциональное банаховое пространство на (0, )+   с мерой 

Лебега называется симметричным, или перестановочно-инвариантным (см.: [7]), 

если: 

1. Из того что ( )y t E  и | | | | x y , почти всюду следует, что ( )x t E  и 

|| || || ||E Ex y . 
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2. Из того, что ( )y t E  и ( )x t  равноизмерима с ( )y t , следует, что ( )x t E  

и || || || ||E Ex y= . 

Определение 5. Фундаментальной функцией симметричного пространства E 

(см.: [11, 12]) называется функция, определенная равенством  

( ) || ||
eE Et =  , где mes e t= . 

Определение 6. Пространством Лоренца   на (0, )+   называется множе-

ство функций, определенных на (0, )+  , измеримых по Лебегу, для которых 

конечна норма (см.: [10, 11, 13]) 

 || || ( ) ( ),

0

x x t d t



=   (5) 

где ( )t  – вогнутая (квазивогнутая) неотрицательная функция на (0, )+  . 

Определение 7. Пространством Марцинкевича M  на (0, )+   называется 

множество функций, определенных на (0, )+  , измеримых по Лебегу, для кото-

рых конечна норма (см.: [10, 11, 14]) 

 
0 0

1|| || ( )sup
(h)

h

M
h

x x s ds


=

 


  , (6) 

где   вогнута (квазивогнута) на (0, )+  . 

Справедливо вложение (см.: [7]) 

 
E

E

tE M




   , (7) 

где [0, t]( ) || ||E Et =  . 

 

2. Основные результаты 
 

Теорема 3. Пусть ядро K(t) неотрицательно на (0, )+  . Если интегральный 

оператор свертки ограниченно действует из из Lp в Lr, где r > p, тогда ядро K(t) 

принадлежит пространству Марцинкевича 1 1/qt
M − , где 

1/ 1/ 1/ 1.r p q= + −  

Доказательство. Получаем  

 

0 0

( ) ( ) ( ) ( )

t

t K t s x s ds x t K t s ds −   −  . (8) 

Делая замену переменной t s− =  , получим неравенство   

 

0 0

( ) ( ) ( ) ( )

t t

K t s x s ds K d x t −     . (9) 

Учитывая неравенство  

 

0

|| ( ) ( ) || || ||
r p

t

L L
K t s x s ds C x−   (10) 

и неравенство (9), получим  
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0

0

[ , 2 ]

0

[ , 2 ]

0

|| || || ( ) ( ) ||

|| ( ) ( ) ||

|| ( ) (t) ( ) ||

( ) || ( ) (t) ||

p r

r

r

r

t

L L

t

L

t

L

L

C x K t s x s ds

x t K d

x t K d

K d x t

 



 

 − 

    

    

   









 (11) 

 

Итак, получено неравенство 

 [ , 2 ]

0

|| || ( ) || ( ) (t) ||
p r

L L
C x K d x t



 
    . (12) 

Полагая [0, 2 ]( ) (t)x t =  , получим неравенство 

 

1 1

0

(2 ) ( )p rc K d



       . (13) 

Неравенство (13) можно записать в виде: 

 

1 1 1( )

0

( ) 2r p pK d C

−

      , (14) 

или в виде: 

 

1 1( )

1

0

( ) ( )p r K d C

− −

     . (15) 

Обозначая 1/ 1/ 1 1/p r q− = − , получаем   

 

1(1 )
*

1

0

( )q K d С

− −

     , где 

1

1 2 pC C=  . (16) 

Определяя точную верхнюю грань по всем (0, ) +  , получаем включение 

1 1/( ) q
t

K t M −  

Теорема доказана. 

Теорема 4. Пусть ядро K(t) неотрицательно на полуоси (0, )+  , , 1p q  ,  

а число r определяется из равенства 1/ 1/ 1/ 1r p q= + − . Для того чтобы инте-

гральный оператор свертки ограниченно действовал из Lp в Lr, где r > p, необхо-

димо и достаточно, чтобы ядро K(t) принадлежало пространству Марцинкевича 

1 1/qt
M − , где 1 1/ 1/ 1/r p q+ = + , 1 , ,r p q . 

Доказательство вытекает из теоремы 1 (см.: [7]) и теоремы 3. 

Замечание. Учитывая, что 
,

1

( ) ( )
r r p

r

L L
t t t =  =  и 

1 1/

1

( ) ( )
qq t

q

L M
t t t

−

   = , 

аналогично несложно доказать следующее утверждение: 
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Теорема 5. Пусть , 1p q  , 1/ 1/ 1 0p q+ −  . Обозначим через r число, кото-

рое определяется из равенства 

1 1/ 1/ 1/r p q+ = + . 

Тогда для того, чтобы интегральный оператор свертки с неотрицательным ядром 

K(t) ограниченно действовал Lp в Lr,p, необходимо и достаточно, чтобы ядро K(t) 

принадлежало  пространству Марцинкевича 1 1/qt
M − . 
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