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Аннотация. Рассмотрена задача нахождения предела упругого деформирования 

предельно тонкого адгезионного слоя при нормальном разрыве. Наряду с напряже-

нием отрыва учитывается наличие отличной от нуля компоненты тензора напря-

жений вдоль оси слоя. Показано, что напряженное состояние в слое не зависит от 

его толщины и определяется типом плоской задачи. При плоской деформации 

напряжение отрыва значительно превышает аналогичное напряжение плоского 

напряженного состояния. 
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Abstract. In this paper, the problem of determining the limit of elastic strain of an  

extremely thin adhesive layer in the opening mode of loading (mode I) is considered. The 

presence of a nonzero component of the stress tensor along the layer axis is taken into 

account. The Tresca – Saint-Venant criterion is used as a condition for the transition to  

a plastic strain state. On the basis of the general variational problem formulation with  

account for restrictions on the displacement field, the problem is formulated in a differen-

tial form. A simplified problem formulation is solved analytically. According to the solu-

tion, the stress state in the layer does not depend on its thickness and is specified by the 

plane problem type. In the plane strain state, the cleavage stress significantly exceeds that 

in the plane stress state. In this case, Poisson's ratio of the adhesive significantly affects 

the ratio of cleavage stresses. For a certain value of Poisson's ratio, the Irwin empirical 

correction is obtained. It is shown that for the transition to a plastic state in the case of 

plane strain, larger external load is required in contrast to the plane stress state. Due to 

the finiteness of the stress state in the adhesive layer, as the relative thickness of the layer 

tends to zero, the plasticity occurs in the layer at an arbitrary small external load. 

Keywords: elasticity, Tresca–Saint-Venant criterion, extremely thin layer, opening mode 

of loading 
 

Acknowledgments: This study was supported by the Russian Science Foundation  

(project No. 22-71-00003), https://rscf.ru/project/22-71-00003/ at Tula State University. 
 

For citation: Bogacheva, V.E., Glagolev, V.V., Glagolev, L.V., Markin, A.A. (2023)  

On determining the elastic limit of an adhesive layer in the opening mode of loading. 

Vestnik Tomskogo gosudarstvennogo universiteta. Matematika i mekhanika – Tomsk 

State University Journal of Mathematics and Mechanics. 83. pp. 59–73. doi: 

10.17223/19988621/83/6 

 
Введение 

 

Исследование критических состояний адгезионных слоев композита, как пра-

вило, использует модель квазихрупкого разрушения [1–3]. Адгезив, сопрягающий 

несущие слои композита, рассматривается в виде слоя нулевой толщины, вдоль 

которого предполагается развитие процесса разрушения. В этом случае для опре-

деления состояния предразрушения используют либо когезионные модели [4–6], 

либо модели с сингулярным распределением напряжений [7–10]. В случае сингу-

лярных решений механические свойства адгезивов не рассматриваются, а для 
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когезионных моделей постулируются законы взаимодействия когезионных сил 

[5, 11, 12]. В случае нормального разрыва наиболее известной является модель 

Леонова–Панасюка–Дагдейла [13, 14], в рамках которой на напряжения отрыва 

накладывается ограничение в виде предела текучести. С формальной точки зре-

ния для плоского деформированного и плоского напряженного состояний данное 

ограничение приводит практически к одному результату. Однако эксперименталь-

ное сравнение длин зон пластичности показывает их существенное различие [15]. 

Для объяснения данного факта Ирвином [16] была введена формальная поправка 

на величину предела текучести. При плоской деформации предел текучести уве-

личивается в 3  раз по сравнению с плоским напряженным состоянием. Однако 

причина этого не указывается.  

В данной работе возможный переход в состояние пластичности при нормаль-

ном разрыве предлагается рассматривать в рамках критерия Треска–Сен-Венана, 

при этом учитывать все диагональные компоненты тензора напряжений адгези-

онного слоя. Для предельно тонких, но конечных адгезионных слоев определены 

компоненты напряжений. С учетом реальных механических свойств [17] найдены 

отношения напряжений отрыва при достижении предела упругости в различных 

адгезионных слоях.  
 

Постановка задачи 
 

Рассматривается двухконсольная балка (ДКБ-образец) длиной a+ , состоя-

щая из трех тел. На рис. 1 консоли 1 и 2 с одинаковыми геометрическими и меха-

ническими свойствами сопряжены адгезионным слоем 3 толщиной 
0

  по длине .  

ДКБ-образец жестко закреплен от перемещений по правому торцу, а по левому 

торцу действует симметричная распределенная нагрузка P.  
 

 

Рис. 1. Схема нагружения слоистого композита 

Fig. 1. Schematic diagram of the layered composite loading 
 

Предполагаем материал консолей упругим, а материал слоя упругопластиче-

ским. Для напряженно-деформированного состояния композита необходимо 

определить внешнюю нагрузку, соответствующую переходу материала адгезива 

в состояние пластичности. 

1 

2 

3 
0 
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Равновесие тел 1 и 2 согласно работам [18–20] запишем в вариационной форме: 
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 (2) 

где 1 2,S S  – площади тел 1 и 2; ,σ ε  – тензоры напряжений и деформаций; σ  – 

тензор средних напряжений слоя; ε – тензор средних деформаций слоя с соот-

ветствующими компонентами:  

 ( )
( ) ( )2 1 2 1

22 1

0

u x u x
x

+ − −
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, ( )
( ) ( )1 1 1 1

11 1

1 1

0.5
u x u x

x
x x

+ −  
 = +    

, (3) 

 ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 2 1 2 1

1221 1 1

0 1 1

0.5 0.5
u x u x u x u x

x x
x x

+ − + −  −  
 =  = + +        

, (4) 

где 
i

u+ , 
i

u−  компоненты векторов перемещений границ слоя; знаки ,+ −  опреде-

ляют верхнюю и нижнюю границы слоя; 1,2i = ; iL  – граница приложения внеш-

ней нагрузки.   

Проекции поля перемещений в задаче удовлетворяют условиям симметрии: 

( ) ( )1 2

1 1 2 1 1 2
, ,u x x u x x= , ( ) ( )1 2

2 1 2 2 1 2
, ,u x x u x x= − , где верхний индекс определяет 

номер консоли; ( ) ( )
2 0

1

1 2 12
,

i ix
u x x u x+

=
= ; ( ) ( )

2 0

2

1 2 12
,

i ix
u x x u x−

=−
= . В адгезион-

ном слое для рассматриваемого нагружения имеет место равенство нулю средних 

касательных напряжений: 
12

0 = . С учетом условий симметрии связанная по 

полю граничных перемещений слоя система уравнений (1) и (2) сводится к одно-

му уравнению для консоли 1: 

 

1

1

22 2 1 0 11 1

1

0.5

1S L

u
ds u dx dx dl

x

+

+ 
 +   +   = 

   σ ε P u . (5) 

Определяющие соотношения консолей и слоя принимаем в форме закона Гука: 

 1 1

1 1
1 1 2

jk jk jk

E  
 =  +  

+  −  
, (6) 

 3 3

3 3
1 1 2

jk jk jk

E  
 =  +  

+  −  
, (7) 

где 
1

E , 
3

E , 
1

 , 
3

  – соответственно модули упругости и коэффициенты Пуассо-

на консоли и слоя; 
11 22 33

 =  +  +   – объемная деформация; 
11 22 33

 =  +  +   – 

объемная деформация слоя; 
jk

  – символ Кронекера; , 1,2,3j k = . 
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Переход в состояние пластического деформирования адгезионного слоя опре-

деляем в рамках критерия Треска–Сен-Венана [21, 22]. В силу антисимметрии 

касательных компонент тензора напряжений для данного вида нагружения тен-

зор средних напряжений слоя будет иметь диагональный вид. Исходя из решения 

упругой задачи, для состояния плоской деформации находим минимальное глав-

ное напряжение m . Если 33 11    то 11m =  . В случае 11 33    имеем 

33m =  . В силу того, что максимальным главным является напряжение 22 , 

условие текучести в состоянии плоской деформации запишем в виде: 

 22 02m −  =  , (8) 

где 0  – предел текучести. Для плоского напряженного состояния в силу 

22 11 33 0     =  имеем 

 22 02 =  . (9) 

Поле перемещений в теле 1 определяем согласно кинематике Миндлина [23]: 

 ( ) ( ) ( )( )1

1 1 2 1 1 1 2 0
, 2u x x u x x x+= −  −  , (10) 

 ( ) ( )1

2 1 2 2 1
,u x x u x+= . (11) 

По распределению (10), (11) находим деформации 
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1

, 2
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 ( )22 1 2
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Из (5), (12), (13) получаем две системы дифференциальных уравнений. Для 

участка  )1
;0x a −  система имеет вид: 
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1
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1

0
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а на участке ( 1
0;x   система преобразуется к форме 
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с условиями сопряжения 
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граничными условиями на левом торце пластины 
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и граничными условиями на правом торце пластины 
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С учетом (12)–(14) соотношения (6) запишем в виде: 
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1
1
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 для плоского напряженного состояния. 

Связь напряженного состояния в адгезионном слое с его граничным переме-
щением на участке сопряжения с пластиной получим из (7) и (3): 
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С учетом (21), (22) выражения обобщенных сил и моментов принимают вид: 
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Задача (15)–(27) с учетом (8) или (9) становится замкнутой относительно че-

тырех неизвестных функций: ( )1 1
u x+ , ( )2 1

u x+
, ( )1

x , 2Q .  

 

Решение задачи 
 

Согласно данным работы [17] рассмотрим образец со следующими геометри-

ческими и механическими характеристиками консолей: 0.055a =  м, 0.0127h =  м, 

0.025b =  м, 11

1
2.04 10E =   Па, 

1
0.33 = , где b – толщина образца в направлении 
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нормали к рассматриваемому сечению. Механические свойства адгезивов пред-

ставим в таблице. 

Механические свойства адгезивов 

Механические свойства Araldite AV138 Araldite 2015 Sikaforce 7752 

E3 (ГПа)  4.9 1.85 0.49 

τ0 (МПа)  25.1 14.6 5.2 

ν3 0.35 0.33 0.3 

 

Проинтегрируем систему (15) с учетом граничных условий (19). Из условий 

сопряжения решений (18) в точке 1 0x =  получим граничные условия для систе-

мы (16): 

 
1

12 20x
Q Q

=+
= − , 

1
11 20x

M Q a
=+

= − , ( )
1

11 0 11 0
0.5 0

x
Q

=+
+   = . (28) 

На участке ( 0; , согласно работе [20], общее решение (16) запишем в виде: 

( ) ( )

( )

( )

1 1 1 1

3 1

3 1

2 2

1 2 2 21 1 1 1

1 2 3

2 2 1 1 1 2 2 2 1 2 1 2

2

3 23 1

4

2 2 1 3 3 2

2

4 23 1 1 1 1

5

2 2 1 4 3 2 2 1

x x

x

x

m mLh C Lh CLh Lh
u C e C e

C C m C C C m C

mLh CLh
C e

C C m C

mLh C C C xLh
C e

C C m C C C S

 −+



−

    −  − 
   = − − − + − +
      
   

  −
 + − − −
  
 

  −
 − + − +
  
 

( ) ( ) ( ) ( )

3 1 3 11 1 1 1

3 1 3 11 1 1 1

6

2 0 2

1

2 2 3 4 5

1 2 0 2

2 2 2 2

1 2 2 2 3 2 4 2

2 3 4 5

1 1 1 2 1 3 1 4

;
0.5

;
0.5

.

x xx x

x xx x

C
D

C
u C e C e C e C e

C S D

m m m m
C e C e C e C e

m m m m

 − −+

 − −












+
− 




= + + + −
 − 

  −  −  −  −
 = + + +

   


 (29) 

где 
2

1

2

2

Dh
LS

m
LS

 
+ 

 
= ; 

( )1 2 0 2

2

2

0.5C S D
m

LhS

− 
= ; 

( )
0 2 2 2

3 2

2 2

3 12

4 3

D Dh LC S
m

Dh hC S Dh

 +
= −

−
; 

( )
2 2

4 2

2 2

12

4 3

LC S
m

Dh hC S Dh
=

−
; 0 1

2

2

0.5Dh D
S

C

+ 
= ; ( )

22

2 1 3 4 2 44d m m m m m m= + + − ; 

2 1 3 4

1
2

m m m m d+ + +
 = ; 2 1 3 4

2
2

m m m m d+ + +
 = − ; 2 1 3 4

3
2

m m m m d+ + −
 = ; 

2 1 3 4

4
2

m m m m d+ + −
 = − . 

В решении (29) имеем 6 постоянных интегрирования 1,...,6C . Условия (28), (20) 

определяют 6 уравнений для их нахождения. 
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Из граничных условий (20) в решении (29) для 0 →   положим

1 2 4 6 0C C C C= = = = .  

При этом третье условие сопряжения (28) выполняется практически тожде-

ственно и не влияет на решение упругой задачи [24]. В этом случае две постоян-

ные интегрирования 
3 5,C C  в (29) определяют поле перемещений консоли (10), 

(11) и, согласно (23), (24), напряженное состояние адгезионного слоя.  

Таким образом, для нахождения постоянных интегрирования 
3 5,C C  и силы 

2
Q , 

обеспечивающей переход адгезива в состояние пластического деформирования, 

принимаем два первых условия (28) и условие (8) для состояния плоской дефор-

мации: 

1

1

1

12 20

11 20

22 00

0;

0;

2 .

x

x

m x

Q Q

M Q a

=+

=+

=+

 + =



+ =


 −  = 

 

Для плоского напряженного состояния к двум первым условиям (28) добавля-

ется условие (9): 

1

1

1

12 20

11 20

22 00

0;

0;

2 .

x

x

x

Q Q

M Q a

=+

=+

=+

 + =



+ =


 = 

 

На рис. 2–4 показаны значения напряжений ii  в торцевом сечении слоя в за-

висимости от его относительной толщины 0 h  при переходе в состояние пла-

стичности адгезивов из таблицы для рассматриваемого ДКБ-образца. В состоянии 

плоской деформации имеет место 11 33   . 

Анализируя зависимости на рис. 2–4 видим, что напряженное состояние при 

достижении предела упругости в торцевой области не зависит от малых относи-

тельных толщин слоя. При этом напряжения отрыва при плоской деформации и 

плоском напряженном состоянии имеют существенные различия. Так, отношение 

напряжений отрыва для адгезива Sikaforce 7752 составляет 1.75, для адгезива 

Araldite 2015 – 1.97, для адгезива Araldite AV138 – 2.16.  

Отметим, что в модели Леонова–Панасюка–Дагдейла рассматривается меха-

низм пластического течения, при котором по берегам границы зоны пластиче-

ских деформаций действуют напряжения, равные пределу текучести. Ирвин ввел 

поправку, согласно которой предел текучести для плоской деформации формально 

увеличивается в 3  (1.73) раз. При этом размер зоны пластичности для плоской 

деформации становится в 3 раза меньше, чем при плоском напряженном состоя-

нии. Данная закономерность была установлена экспериментально для стали [16]. 

В предлагаемой модели данное отношение напряжений отрыва в момент дости-

жения предела упругости получается из решения задачи. Причем разница опреде-

ляется значением коэффициентом Пуассона адгезива. Так, при значении 3 0.3 =  

во всех рассматриваемых адгезивах с соответствующими модулями упругости из 

таблицы данное отношение принимает значение 1.75.  
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Рис. 2. Торцевые напряжения в адгезиве Sikaforce 7752. Графики 1 и 2 задают напряжения 

22
  и 

33
  для состояния плоской деформации. Графики 3 и 4 определяют напряжения  

22
  и 

11
  в плоском напряженном состоянии 

Fig. 2. Edge stresses in Sikaforce 7752 adhesive. Plots 1 and 2 define stresses 
22

  and 
33

   

in a plane strain state. Plots 3 and 4 define stresses 
22

  and 
11

  in a plane stress state 

 

 

Рис. 3. Торцевые напряжения в адгезиве Araldite 2015.  

Нумерация графиков аналогична рис. 2 

Fig. 3. Edge stresses in Araldite 2015 adhesive. The numbering of the plots is similar to fig. 2  
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Рис. 4. Торцевые напряжения в адгезиве Araldite AV138.  

Нумерация графиков аналогична рис. 2 

Fig. 4. Edge stresses in Araldite AV138 adhesive. The numbering of the plots is similar to fig. 2 

 

 

Рис. 5. Напряженное состояние адгезионного слоя Sikaforce 7752.  

Нумерация графиков аналогична рис. 2 

Fig. 5. Stress state of Sikaforce 7752 adhesive layer. The numbering of the plots is similar to fig. 2 
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Распределение напряжений в слое для адгезива Sikaforce 7752 для 5

0 10− =  м 

приведено на рис. 5.  

При стремлении коэффициента Пуассона адгезива к нулю напряжение отрыва 

в адгезиве в плоском деформированном состоянии становится равным соответ-

ствующему напряжению плоского напряженного состояния при практически ну-

левых осевых напряжениях. Таким образом, учет коэффициента Пуассона адге-

зива в предельно тонких слоях имеет существенное значение в формировании 

напряжений отрыва для рассматриваемых плоских задач. 

На рис. 6 показана зависимость значения расклинивающей силы 
2

Q , соответ-

ствующей переходу в состояние пластичности адгезива, от его относительной 

толщины для материала Sikaforce 7752. График 1 построен для случая плоской 

деформации, а график 2 соответствует плоскому напряженному состоянию. 

 

 

Рис. 6. Значения расклинивающей силы от толщины адгезионного слоя 

Fig. 6. Wedging force as a function of adhesive layer thickness 
 

Из представленных на рис. 6 зависимостей видно, что для перехода в состоя-

ние пластичности в случае плоской деформации требуется большее значение 

внешней нагрузки в отличие от плоского напряженного состояния. В силу конеч-

ности напряженного состояния в адгезионном слое как при условии (10), так и (9) 

при стремлении относительной толщины слоя к нулю пластичность в слое реали-

зуется при сколь угодно малой внешней нагрузке. Для адгезивов Araldite AV138 

и Araldite 2015 тенденция поведения расклинивающей силы аналогичная. 

 

Заключение 
 

Для адгезивов с упругопластическими свойствами, связывающих консоли 

ДКБ-образца, рассмотрена модель их деформирования нормальным разрывом. 
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Напряженное состояние рассматривалось на основе средних по толщине адгези-

онного слоя напряжений. Наряду с напряжениями, действующими в направлении 

отрыва, в слое с конечной, но малой толщиной учитываются и ортогональные им 

напряжения. Напряжения отрыва в момент достижения предела упругости полу-

чаются из решения задачи и существенно зависят от коэффициента Пуассона 

адгезива, принимая различные значения при плоском деформированном и плос-

ком напряжtнном состояниях.  
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