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Аннотация. Предлагается основанный на методе «от противного» итерационный 

алгоритм построения представительного объема композита периодической струк-

туры и его эффективных материальных термоупругих характеристик. Сформули-

рованы сущностные признаки представительного объема. Для конкретной перио-

дической структуры определены представительный объем и его эффективные  

параметры. Показано, что фрагмент композита в объеме периодической ячейки  

не обладает необходимыми характерными признаками представительного объема. 
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Abstract. In this paper, an iterative algorithm for designing representative volume  

element (RVE) of a composite with periodic structure and its effective material thermo-

elastic characteristics is proposed. The features of the RVE are described. A periodic cell 

of the composite, which is widely and validly used to determine its effective parameters 

under specific boundary conditions on its surfaces, does not have all the necessary fea-

tures of the RVE. Therefore, a separated from the composite sequence of cubic samples 

with increasing characteristic size and consisting of periodic cells is considered. According 

to the method of contradiction, each sample of the sequence is assumed to be an RVE.  

A solution to the problem of micromechanics is obtained for them. Based on this solu-

tion, the macroscopic properties of the sample are determined. The calculated macro-

scopic material parameters and the fulfillment of the symmetry conditions of the stiffness 

matrix for the next cubic sample are compared with the corresponding data for the previous 

sample, and the essential features of the RVE are verified. Finally, a conclusion is made 

about the possibility (or impossibility) of recognizing the considered sample as an RVE. 

The sequences of the values of calculated characteristics and the percentage deviation of 

the stiffness matrix from symmetry are convergent. The obtained characteristics are taken 

as the limiting values for the cube representing RVE. They are referred to as effective 

material characteristics of the composition. It is revealed that the existence of the RVE 

for a composite is a basis for applying effective modulus theory to the description of its 

stress-strain state. 

Keywords: composite, representative volume element, effective material characteristics, 

periodicity cell 
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Введение 

 

Композиционные материалы периодической структуры широко применяются 

в качестве конструкционных в современной технике. К ним, в частности, отно-

сятся материалы на основе тканевых препрегов. Определению эффективных ма-

териальных характеристик композиций с периодической структурой посвящено 

большое число публикаций. В работе [1] с использованием метода осреднения 

регулярных структур [2] предложен и далее развит в публикациях (см.: [3] и др.) 

метод асимптотического осреднения задачи механики деформируемого твердого 

тела. Метод асимптотического осреднения оказывается многоуровневым: на каж-

дом из них появляются соответствующие уровню эффективные материальные 

параметры [1]. Для вычисления эффективных характеристик нулевого уровня 

достаточно принять во внимание два слагаемых асимптотического разложения 

решения. Эффективные параметры нулевого уровня метода асимптотического 
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разложения связывают макроскопические параметры состояния, усредненные по 

объему периодической ячейки. Рассматриваемым методом определяются эффек-

тивные параметры упругих [3–5], термоупругих [6–8], вязкоупругих [9–11], 

упругопластических [12, 13], нелинейно упругих [14] композитов с периодиче-

ской структурой.   

Еще одним подходом к определению эффективных материальных характе-

ристик композитов с периодической структурой является метод прямого осред-

нения решения задачи микромеханики по объему периодической ячейки  

со специально подобранными краевыми условиями. Эффективные параметры, 

получаемые этим методом, также связывают осредненные по ячейке периодич-

ности компоненты тензоров напряжений и деформаций. Подход реализуется 

для построения эффективных параметров волоконных, тканевых и других ком-

позитов [15–21]. 

Методы, разработанные для вычисления эффективных материальных харак-

теристик композитов с периодической структурой, используются для решения 

аналогичных задач и для других (непериодических) композиций. С этой целью 

структура композита моделируется периодической средой (производится перио-

дизация). Подход используется для композитов, армированных непрерывными 

волокнами [18, 22], короткими волокнами [23], для дисперсных композиций [24], 

тканевых композитов [25], метаматериалов [24], гибридных композитов [26, 27], 

для стохастически армированной среды [28, 29] и в других случаях. Построение 

эффективных материальных характеристик композита посредством осреднения 

по объему периодической ячейки предполагает, что такая ячейка является частью 

достаточно большого объема, находящегося в однородном напряженно деформи-

рованном состоянии.  

Некоторые авторы для решения задачи об эффективных материальных харак-

теристиках материала используют понятие представительного объема композита 

(representative volume element – RVE). Выбор представительного объема при ис-

следовании эффективных материальных характеристик композита (не обязательно 

периодической структуры) проводится авторами достаточно произвольно, потому 

что отсутствуют общепринятые способы построения такого объема. Одни авторы 

отождествляют RVE с элементарной ячейкой периодичности, например [16], дру-

гие принимают его линейные размеры бесконечными [29].  

Впервые понятие представительного объема было сформулировано в [30],  

в настоящее время исследователи [23, 31] придерживаются определения RVE, 

предложенного W.J. Drugan, J.R Willis: «Это наименьший элемент объема мате-

риала композита, для которого обычные макроскопически однородные опреде-

ляющие модели “эффективного модуля” могут быть применены» [32]. Приведен-

ное определение наделяет представительный объем следующими признаками: 

– макроскопические материальные характеристики представительного объема 

не зависят от заданных на его поверхностях граничных условий; 

– при любом нагружении RVE его макроскопическое напряженно деформи-

рованное состояние однородно; 

– RVE – минимально возможный образец для численных испытаний по опре-

делению эффективных материальных параметров композита; 

– любой объем, больший RVE, имеет такие же эффективные параметры. 
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Изучая представительные объемы для стохастически армированных компози-

тов, авторы [31, 32] отмечают зависимость характерных размеров RVE от свойств 

компонентов, их объемной доли, параметра макроскопических соотношений и др. 

При осреднении микроструктурных характеристик состояния на объемах, мень-

ших RVE, макроскопические материальные параметры (по предложению Т. Kanit) 

называются «кажущимися». Они могут существенно отличаться от эффективных.  

Задача определения RVE конкретных композиций наряду с их эффективны-

ми материальными характеристиками представляется важной по следующим 

причинам:  

– достоверные эффективные материальные характеристики определяются  

на образце, не меньшем, чем RVE; 

– характерный размер RVE ограничивает размер сетки дискретизации при 

численном исследовании; 

– дегомогенизация состояния композитного материала является решением за-

дачи микромеханики о напряженно деформированном состоянии RVE; 

– существование RVE для композита является критерием для применения 

теории эффективного модуля к анализу его напряженно деформированного со-

стояния. 

В настоящей работе на примере композита конкретной периодической струк-

туры изучается зависимость параметров макроскопических уравнений термо-

упругости как от выбора периодической ячейки, так и от объема осреднения. 

Предлагается алгоритм итерационного процесса построения представительного 

объема и эффективных материальных свойств композита, а также критерии его 

окончания.  

 

Постановка задачи 

 

Рассматривается периодический композитный материал, представляющий со-

бой эпоксидную матрицу, армированную прямыми непрерывными волокнами, 

параллельными оси x3 ортонормированной декартовой системы координат. Попе-

речное сечение композита, перпендикулярное волокнам, представлено на рис. 1, а.  

 

 
а 

Вариант 1 Вариант 3Вариант 2

 

б 

Рис. 1. Поперечное сечение композиции периодической структуры (а) 

и варианты ячейки периодичности (б) 

Fig. 1. (a) Cross section of the periodic structure composition 

and (b) versions of a periodicity cell 

Вариант 1                 Вариант 2                 Вариант 3 
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Заметим, что для композита с периодической структурой ячейка периодично-

сти определяется неоднозначно. Любой объем материала с линейными размерами 

периодической ячейки может быть принят за такую ячейку. С целью оценить 

влияние такого выбора на приведенные свойства рассматриваемого материала 

выберем три кубические периодические ячейки. Их сечения, перпендикулярные 

волокнам, представлены на рис. 1, б. Объемное содержание волокон принимается 

равным 0.25. Волокна имеют квадратное сечение со стороной 0.28 мм. Элементы 

структуры композиции считаются изотропными, их термомеханические матери-

альные характеристики приведены в табл. 1. 
Т а б л и ц а  1  

Термомеханические свойства элементов структуры 

Элемент структуры Е, МПа ν α, 1/град 

Волокно 95 000 0.24 3.5е-6 

Связующее 8 000 0.33 5.5е-5 

 

Рассматриваемый материал имеет оси симметрии второго порядка (оси x1, x2) 

и ось симметрии четвертого порядка (ось x3). Поэтому макроскопические физи-

ческие уравнения с использованием технических постоянных представляются  

в виде: 

31

11 12 22 33 1 11

1 3

1
( ) ,T

E E


 −   −  = −  +               

12 12

12

1
,

G
 =   
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11 22 33 3 33

1 3

1
( ) ,T
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−
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,
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где E1 = E2 – модуль Юнга в направлениях осей x1, x2, E3 – модуль Юнга  

в направлении оси x3, ν12 = ν21 – коэффициент Пуассона, характеризующий де-

формацию в направлении оси x2 при растяжении образца в направлении x1 и 

наоборот, ν31 = ν32 – коэффициент Пуассона, характеризующий деформацию  

в направлении оси x1 или x2 при растяжении образца в направлении x3; ν13= ν23 – 

коэффициент Пуассона, характеризующий деформацию в направлении оси x3 при 

растяжении образца в направлении x1 или x2; α1 = α2, α3 – коэффициенты линей-

ной температурной деформации. Количество независимых упругих констант  

в равенствах (1) равно шести, так как они подчиняются условию  

 13 31

1 3
E E

 
= . (2) 

Задача состоит в определении представительного объема и макроскопических 

термоупругих свойств композиционного материала. При этом под приведенными 
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(эффективными) свойствами композита понимаются константы, связывающие  

в форме физических уравнений термоупругости (1) средние по представительно-

му объему значения деформаций, напряжений и приращения температуры. 

 

Численный метод построения макроскопических характеристик 

 

Итерационная процедура построения представительного объема композиции 

однонаправленных статистически однородных волокон и матрицы и ее эффек-

тивных материальных характеристик предложена в статье [23]. Для случая ком-

позита периодической структуры представительный объем композиции предла-

гается строить следующим образом. Задается последовательность кубических 

образцов, выделенных из композита, состоящих из ячеек периодичности. Коли-

чество периодических ячеек в таких кубах возрастает по кубическому закону:  

1, 8, 27, 64... Размер ребра такого куба равен ma, где a – длина ребра ячейки пе-

риодичности. Начиная с первого образца данной последовательности предпола-

гается (метод от противного), что он является представительным объемом. Стро-

ятся «кажущиеся» материальные характеристики в соответствии с ниже описан-

ной методикой и проверяются условия симметричности матрицы жесткости (2). 

Результаты вычислений макроскопических материальных параметров и выпол-

нение условий (2) для очередного кубического образца сравниваются с соответ-

ствующими данными для предыдущего образца. На основании этого сравнения 

делается вывод о возможности (или невозможности) признания рассматриваемо-

го образца в качестве представительного объема. Последовательности значений 

вычисленных характеристик и значения процента отклонения матрицы жестко-

сти от симметричности оказываются сходящимися. Представительным объемом 

становится куб, для которого полученные значения можно принять за предель-

ные. Они и принимаются за эффективные материальные характеристики компо-

зиции. 

Численные эксперименты по определению макроскопических материальных 

констант реализуются посредством осреднения решений задач микромеханики 

по объему образца в следующих нагружениях: 

1. Растяжение вдоль волокон. Задается перемещение образца вдоль оси x3. 

Определяются параметры E3, ν31 = ν32.  

2. Растяжение поперек волокон. Задается перемещение поперек волокон x1. 

Определяются параметры E1, ν12, ν13. 

3. Задается сдвиг в плоскости x1x2. Определяется параметр G12 = G21. 

4. Задается сдвиг в плоскости x1x3. Определяется параметр G13 = G23. 

5. Нагрев образца. Задается изменение температуры T. Определяются пара-

метры 1 = 2, 3.  

Вычисления по определению эффективных свойств образца осуществлялись  

с использованием комплекса ANSYS. Тестирование описанной методики проведе-

но на примерах построения материальных характеристик однородных анизотроп-

ных материалов с известными материальными характеристиками. Достоверность 

вычислений контролировалась пересчетом на измельченной конечно-элементной 

сетке. 
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Обсуждения результатов вычисления 

 

Макроскопические материальные характеристики,  

отвечающие ячейке периодичности 

 

Вычисленные макроскопические характеристики для образца, представляю-

щего собой ячейку периодичности в предположении, что она является представи-

тельным объемом, для указанных выше трех вариантов ячейки отражены  

в табл. 2. В последней строке таблицы приводится значение параметра 

13 3 31 1

13 3

100%
E E

E

 − 
 =


, характеризующего невыполнение равенства (2). 

Т а б л и ц а  2  

Зависимость макроскопических параметров, определенных  

на кубе с ребром a, от выбора варианта ячейки 

Параметры Вариант 1 Вариант 2 Вариант 3 Среднее Отклонение, % 

Е3, МПа 29 768 29 757 29 758 29 760.84 0.018 

Е1, МПа 12 289 12 340 11 498 12 042.27 3.2 

ν12 0.354 0.350 0.337 0.347 2.13 

ν31 0.302 0.305 0.306 0.305 0.51 

ν13 0.233 0.235 0.290 0.253 10.49 

G1, МПа 4 081 4 318 4 362 4 253.67 2.91 

G3, МПа 4 676 4 459 4 314 4 383.0 3.32 

1 4,21e-5 4,45e-5 4,26e-5 4,305e-5 2,46 

3 3,15e-5 3,05e-5 3,69e-5 3,297e-5 8,48 

η, % 46,4 46,1 59,2 50,5 – 

 

Результаты, представленные в табл. 2, позволяют сделать следующие выводы: 

1. Макроскопические материальные параметры зависят от выбора периодиче-

ской ячейки. При этом E1, E3, ν12, ν31, G1, G3 для различных ячеек периодичности 

отличаются меньше чем на 5%. 

2. Отличие параметров ν13, 3 для различных периодических ячеек превыша-

ет 5%. 

3. Матрица упругих констант для всех трех видов периодической ячейки по-

лучается несимметричной. Невыполнение равенства (2) достигает 59%.  

Отмеченные факты означают, что образец композита размером в одну ячейку 

периодичности не может рассматриваться как его представительный объем. 

 

Представительный объем и эффективные  

материальные характеристики композита 

 

В соответствии с процедурой, приведенной выше, построена последователь-

ность кубических образцов композита с длиной ребер от 1a до 20a (m = 1 ÷ 20)  

и выполнены вычисления их макроскопических материальных термоупругих 

характеристик. Все соответствующие последовательности макроскопических 
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параметров композита являются сходящимися, закономерности их поведения 

вполне проявляются на промежутке m = 1 ÷ 10. Результаты вычислений показаны 

в табл. 3 и на рис. 2–6. 
Т а б л и ц а  3  

Зависимость макроскопических параметров, определенных на кубическом образце 

с длиной ребра 10a, от выбора ячейки 

Параметры Вариант 1 Вариант 2 Вариант 3 Среднее Отклонение, % 

Е3, МПа 29 768 29 769 29 769 29 768.7 0.002 

Е1, МПа 13 792 13 800 13 845 13 812.33 0.17 

ν12 0.344 0.345 0.342 0.344 0.36 

ν31 0.302 0.302 0.302 0.302 0.0 

ν13 0.151 0.149 0.155 0.152 1.77 

G1, МПа 4 097 4 217 4 242 4 218.6 0.44 

G3, МПа 4 874 4 832 4 828 4 844.7 0.43 

1 4.68e-5 4.71e-5 4.69e-5 4.69e-5 0.28 

3 1.59e-5 1.60e-5 1.63e-5 1.59e-5 1.87 

η, % 7.3 7.1 9.4 7.9 – 

 

Как видно из табл. 3, для образца с ребром 10а значения макроскопических 

констант практически не зависят от выбора ячейки периодичности. Этот резуль-

тат был предсказуем: макроскопические характеристики композита периодиче-

ской структуры не должны зависеть от выбора периодической ячейки.  

Графики на рис. 2–6 иллюстрируют изменение макроскопических материаль-

ных параметров композита в зависимости от длины ребра образца. Значение мо-

дуля упругости E3 практически не изменяется, поэтому его график не приводит-

ся. На всех рисунках номер кривой на графике соответствует номеру варианта 

выбора периодической ячейки. 
 

 

Рис. 2. Зависимость модуля Е1 от длины ребра образца 

Fig. 2. Dependence of the module Е1 on the length of the sample rib 
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Рис. 3. Зависимость коэффициентов Пуассона от длины ребра образца 

Fig. 3. Dependence of Poisson's ratios on the length of the sample rib 

 

  

Рис. 4. Зависимость модулей сдвига  

от длины ребра образца 

Fig. 4. Dependence of shear moduli  

on the length of the sample rib 

Рис. 5. Зависимость коэффициентов темпера-

турного расширения от длины ребра образца 

Fig. 5. Dependence of thermal expansion 

coefficients on the length of the sample rib 

 

Анализ данных, представленных на рис. 2–6 и в табл. 3, приводит к следую-

щим выводам. 

– Значения макроскопических термомеханических параметров кубического 

образца, состоящего из ячеек периодичности, устанавливаются независимо  

от выбора периодической ячейки и при дальнейшем увеличении образца прак-

тически не изменяются. Отсюда можно заключить, что рассматриваемый пре-

дельный кубический образец следует принять за представительный объем 

композитного материала, а его макроскопические свойства – за эффективные 

характеристики. В нашем случае таким объемом практически является куб  

с размером ребра 10a.   
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– Скорости стремления макроскопических констант к своим предельным зна-

чениям существенно различны. Эффективные константы E3, ν31 устанавливаются 

при размере ребра куба в три длины ребра ячейки периодичности, а E1, ν13 , α1, α3 – 

в десять длин.  
 

 

Рис. 6. Зависимость погрешности η от длины ребра образца 

Fig. 6. Dependence of the error η on the length of the sample rib 
 

Сравнение макроскопических постоянных, полученных на образцах с длина-

ми ребер 1a и 10a приводится в табл. 4. 
 

Т а б л и ц а  4  

Сравнение макроскопических термоупругих констант, определенных  

на образцах с длинами ребер 1a и 10a 

Параметры m = 1 m = 10 Отличие, % 

Е3, МПа 29 761 29 769 0.03 

Е1, МПа 12 042 13 812 12.8 

ν12 0.347 0.344 1.01 

ν 31 0.305 0.302 0.85 

ν 13 0.253 0.152 66.7 

G1, МПа 4 253.7 4 218.6 0.83 

G3, МПа 4 383.0 4 844.7 7.47 

1 4.305e-5 4.691e-5 8.22 

3 3.297e-5 1.589e-5 107.5 

η, % 50.5 7.9 – 
 

Как видно из табл. 4, периодическая ячейка композиции с периодической 

структурой не является представительным объемом, потому что, во-первых, вы-

численные на ней материальные параметры значительно отличаются от эффек-

тивных (E1 (12.8%), ν13 (66.7%) , α3 (107.5%)), а во-вторых, не выполняется усло-

вие симметричности матрицы упругих констант (2), различие составляет в сред-

нем по трем видам ячеек 50.5%.  
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Заключение 

 

Предложен итерационный алгоритм построения представительного объема и 

его эффективных материальных характеристик для композита периодической 

структуры, использующий метод «от противного». Сформулированы присущие 

представительному объему признаки. Периодическая ячейка композита, широко 

и правомерно используемая для определения его эффективных параметров при 

специально сформулированных на ее поверхностях граничных условиях, не об-

ладает такими признаками и поэтому не может служить представительным объе-

мом композита периодической структуры. Выявлено, что существование RVE 

для композита является основанием для применения теории эффективного моду-

ля к описанию его напряженно деформированного состояния. 

Установлено, что за представительный объем материала рассматриваемой  

в примере периодической структуры можно принять куб с ребром, равным десяти 

характерным размерам периодической ячейки. Макроскопические свойства такого 

объема практически не зависят от выбора ячейки периодичности и не изменяются 

при дальнейшем увеличении длины ребра образца. На практике за представитель-

ный объем можно принять и меньший куб – с ребром 5–7 характерных размеров 

ребра периодической ячейки. Макроскопические свойства, отвечающие такому 

представительному объему, отличаются от эффективных менее чем на 10%.  

Приведенные в работе результаты найдут применение при расчетах конструк-

ций из композитов периодической структуры.  
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