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Аннотация. Рассматриваются неустановившиеся движения сферических тел, по-

груженных в вязкоупругую среду, под действием нестационарных волн. Используя 

теорему о вычетах, определены выражения перемещений и напряжений как функ-

ции времени. Найдено, что при кратковременном воздействии волн максимальные 

величины напряжений и деформаций существенно выше средних, причем наиболь-

шего значения напряжение достигает в лобовой точке. 
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Abstract. This paper considers the unsteady motions of the spherical bodies immersed in 

a viscoelastic medium under the action of unsteady waves. The relation between stresses 

and strains complies with the hereditary Boltzmann–Voltaire integral. Using the integral 

Laplace transform, an exact solution of the equations of motion is obtained in the images. 

The integrand function in the images satisfies Jordan's lemma. Using the residue theo-

rem, displacements and stresses are determined as the functions of time. An algorithm is 

developed, and a program is compiled in C++. The numerical results are obtained and 

analyzed. It is revealed that the kinematic factors, i.e. acceleration and velocity, of the 

spherical shell differ significantly from those of the viscoelastic medium. Under short-

term exposure to waves (loads), the diagram of the stress-strain state changes: at all 

points of the shell, the maximum stresses and strains are significantly higher than average 

values, and the stress attains the maximum at the frontal point. Some differences are also 
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found in the variation of time-displacement dependence for the spherical shell and sur-

rounding viscoelastic medium. 
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Введение 

 

Исследования нестационарного взаимодействия волн с деформируемыми кон-

струкциями являются актуальной задачей механики и физики. Практика современ-

ных строительства и машиностроения требует расчета элементов конструкций и 

сооружений на действие нестационарных волн, распространяющихся в окружа-

ющей среде.  

Задача о движении и прочности сферической оболочки, погруженной в дефор-

мируемую среду, под действием волн была исследовании в работах [1–4], однако 

исследователями рассматривались в основном гармонические нагрузки, такие как 

серия гармонических волн и стоячие волны. Дифракция сферической нестацио-

нарной акустической волны на сплошной упругой сфере исследована в [5]. По-

ставленная задача решена методом интегрального преобразования Фурье. В ра-

боте [6] исследована задача о взаимодействии нестационарных акустических волн 

с тонкой сферической оболочкой. Отмечено, что наличие тонкой оболочки на гра-

нице раздела не создает принципиальных трудностей. В работах [7–9] область 

приложения результатов, полученных в нестационарной постановке задачи гидро-

упругости тонкостенных конструкций, расширяется; в них указано, что необхо-

димо учитывать возможности возникновения явления кавитации в жидкости.   

Определение движения деформируемых сферических включений, находя-

щихся в упругой среде при воздействии нестационарной нагрузки, является 

сложной задачей механики [9]. Поэтому для упрощения поставленной задачи для 

определения нестационарного движения твердосферического включения сфери-

ческие тела рассматриваются как абсолютно жесткие [10, 11]. В этих работах 

нагрузка, или падающая волна, принимается в виде экспоненциально затухающей 

функции и задача решается методом интегрального преобразования Фурье.  

В последнее время указывается на необходимость учета влияния реологиче-

ских свойств материала и окружающей среды на нестационарное динамическое 

напряженно-деформированное состояние сферических оболочек при воздействии 

нестационарных нагрузок, чему пока уделяется мало внимания. Цель настоящей 

работы – разработка методики и алгоритма для определения динамического 

напряжено-деформированного состояния сферических оболочек при воздействии 

нестационарных волн. Для решения задачи применяются преобразования Лапла-

са, теорема сложения сферических функций. 

В работе рассматриваются линейные колебания сферических оболочек при 

воздействии вязкоупругих продольных (или поперечных) нестационарных волн. 

Для описания вязкоупругих свойств материала среды и сферической оболочки 

использована связь между напряжениями и деформациями, удовлетворяющая 

наследственному интегралу Больцмана–Вольтерры. С помощью интегрального 
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преобразования Лапласа получено точное решение уравнений движения в изоб-

ражениях. Подынтегральная функция в изображениях удовлетворяет лемме Жор-

дана. Используя теорему о вычетах, определены выражения для перемещений и 

напряжений как функции времени.  
 

Постановка задачи и методика решения 
 

Пусть замкнутая деформируемая сферическая оболочка окружена безгранич-

ной вязкоупругой средой (рис. 1).  
  

 

Рис. 1. Расчетная схема 

Fig. 1. Computational scheme 
 

Введем сферическую систему координат и на оси z поместим источник неста-

ционарных волн. В этом случае процесс деформации оболочки будет осесиммет-

ричным. Задача решается в безмоментной постановке (изгибные жесткости не учи-

тываются). Тогда уравнения движения сферической оболочки представляются  

в виде: 
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1/2
2

0 10 0 0 0, / (1 )m h с E =  =  −   , 

0 0 0, ,E    – соответственно мгновений модуль упругости, коэффициент Пуассона 

и плотность сферической оболочки; ( )uR t −  , ( )wR t −   – ядра релаксации ци-

линдрической оболочки; u, w – перемещения срединной поверхности по каса-

тельной к меридиану и по нормали;  – угол, отсчитываемый от оси z.   

Если вязкоупругая среда, окружающая сферическую оболочку, находится в усло-

виях осесимметричной деформации, то перемещения и напряжения в потенциалах 

перемещений принимают следующий вид [12]: 
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где ( , ,0)ru u u  – вектор перемещений среды, ( )f t  – произвольная функция 
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Напряжения в срединной поверхности сферической оболочки имеют следую-

щий вид [13]: 
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Зависимости (1) – (6) записаны в безразмерном виде.  

Решение системы интегро-дифференциальных уравнений (1) и (2) ищем в ви-

де рядов по функциям Лежандра: 
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где 0 (cos ),nP   (cos )nP   – присоединенные функции Лежандра нулевого и перво-

го порядков.    

Внешние силы также представим в форме рядов: 
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Подставляя (7) в систему (1) и (2), получим следующую систему обыкновен-

ных интегро-дифференциальных уравнений  
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Для решения задачи применяем преобразования Лапласа для функции ( )f t , 

интегрируемой в смысле Лебега на любом открытом интервале 0 t T  , которая 

выражается формулой (8) [14]: 
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Функция ( )Lf s  называется изображением, ( )f t  – оригиналом. Обратное пре-

образование Лапласа определяется формулой   

 11
( ) ( ) ( )

2

i

st L L

i

f t e f s ds L f s
i

+ 

−

− 

 = =    , (11) 

где интеграл берется вдоль пути, лежащего справа от особенностей подынте-

гральной функции.  
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щую систему алгебраических и обыкновенных уравнений: 
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Решение системы алгебраических и дифференциальных уравнений (12) при-

нимает следующий вид: 
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s s

c s c s


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 
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− −

 =  + 

 =  + 

 =  =
−  − 





.
)

 (13) 

Здесь ( ), ( )n nK X N X  – модифицирование функции Бесселя и Неймана, 

, , ,n n n nA B C M  – произвольные постоянные, которые определяются из граничных 

условий. 

Обратное преобразование Лапласа осуществляется с помощью (11). Подынте-

гральная функция в изображениях удовлетворяет лемме Жордана. Используя 

теорему о вычетах, определяем выражения перемещений и напряжений как 

функции времени. 
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Потенциал падающей единичной ступенчатой волны напряжений представля-

ется в виде: 

 0.5( 1) ( 1), 0.p pt z H t z = + − + −  =  (14) 

Время 0t =  соответствует моменту соприкосновения волны с оболочкой. Под-

вергая потенциал (14) интегральному преобразованию Лапласа и используя тео-

рему сложения сферических функций, представляем его в координатах оболочки  

 
1/22

0

(2 1) ( ) (cos )
2

s
L

p n n

n

e
n I sr P

srs

− 

+

=


 = +  . (15) 

Постановка задачи позволяет определить напряженно-деформированное со-

стояние окружающей среды, когда сферическая оболочка представляется как 

твердое включение. Тогда сферические включения будут свободно перемещаться 

вместе с окружающей средой. Пусть U обозначает вектор перемещений сфериче-

ских тел. Легко доказать, что вследствие симметрии  

U = kU, 

где k – единичный вектор, направленный вдоль движения.  

Из этого следует, что при r = а 

 1

1

(cos )
( ) (cos ), ( )r

dP
u U t P u U t

d



=  =


. (16) 

Перемещение U удовлетворяет уравнению движения 

   

3
2

1

0

2

4
( cos sin ) sin ( ) ( ( ), ( )) ,

3

( ( ), ( )) ( ( ) cos ( )sin ) sin ,

g

g

t

rr r t rr r

rr r rr r

a
U a d d R t d

a d d

 



 




 =   −      − −       

     =    −      

 


, (17) 

где 
1  – плотность сферического включения, а интеграл, взятый по поверхности 

сферы, представляет собой проекцию на ось z результирующей, с которой окру-

жающая среда действует на сферу.   

Выражения для ,rr r   получаются, если подставить (9) в уравнения (3). 

Можно показать, что (опуская детали преобразований [14]) 

 ( )0 1 1 1 1 1(1 ( )) 3 ( ) ( ) 2 ( )
s

Г

Ie
U s i j a A h a B h a

a

− 

= −     +  −  . (18) 

Подставляя (18) в уравнения (9) и используя граничные условия, получим два 

уравнения, которые могут быть использованы для определения А1 и В1. Из этих 

уравнений получаем 

 ( )20

1 2 1 1 2

1

3
( ) ( ) (1 ) ( ) ( )

i
A a j a h a aj a h a

− 
=    − −    


. (19) 

Тогда U принимает вид: 

0

2

1

3
( ) sk

U h a e
a

− 
= 


, 

2 2

2 0 0

0 2 2

0 0

2(1 )

1 2

c

c

C
k

C





 − 
= = =

− 
. 

Здесь c  – коэффициент Пуассона.   

При исследовании колебательных процессов сферического выключения ис-

пользованы следующие выражения функции Бесселя:  
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1 1 2
( ) ( ) ( ) ( ) .n n n n

i
j h h j− −

−
  −   =


 

Определив функцию проводимости, перейдем к определению нестационарно-

го движения сферического включения под действием апериодического возмуще-

ния в соответствии с уравнениями (14) и (17). Прежде чем перейти к описанию 

апериодического движения, целесообразно упростить уравнение (18). Предста-

вим ( )nh   в виде комбинации элементарных функций с помощью соотношения

( ) ( 1)

n i
n n

n

d e
h i

d

 
 = − −   

   
. Отсюда следует, что 

( )2

1( ) 1 ,ih i i e−  = −   −  ( )3 2

2 ( ) 3 3 ih i i e−  = −  − −  + . 

Здесь также полезно сначала нормализовать некоторые величины. Это можно 

сделать, нормализуя смещения, скорости и ускорения сферы по отношению к со-

ответствующим величинам падающей волны. Амплитуды смещения и скорости 

падающей волны равны соответственно 

* *

0 0

, .
s

U U
U U

i a a
= =

  
 

 

Результаты и анализ 
 

Поскольку подынтегральное выражение в уравнении (11) регулярно, за ис-

ключением конечного числа полюсов внутри С, то в соответствии с теоремой 

Жордана и теоремой Коши о вычетах интеграл (11) можно вычислить по формуле 

 
1

( ) 2 ,
m

n

nС

f d i R
=

  =    (20) 

где nR  – вычет функции ( )f   (интегрирование проводится против часовой стрел-

ки). Тогда безразмерная величина скорости U  сферы будет  

1

( ) 3 .
m

n

n

U R
=

 =   

Возвращаясь к уравнению (11), имеем 

 
 



2 2 (1 ) 2 4 3

0

2 2 2

( ) ( 3 3) / ( ) (2 1) ( 2)

(2 1) ( 9 2) 9 ( 1) ,

if k ik e i k ik k k

k k k i k

− +  = −  −  +  +   + + +  +  −

 − + +  + +  −  +  

 (21) 

и ( )f   имеет, за исключением особых случаев, простые полюсы ,ki = −   

1, 2,3, 4...k = , где 1 2 3 4, , и     – корни полинома четвертого порядка, стояще-

го в знаменателе (функции ( )f   в выражении (21)).  

Дальнейшее определение корней k  показывает, что они комплексные либо 

чисто мнимые. В обоих случях все полюсы находятся в нижней полуплоскости. 

Если корни комплексные, то появляются и их сопряженные, т.е. если 1  – ком-

плексный корень, то появляется также корень 2 1 =  ,  где 
1  – сопряженное 1  

комплексное число. Если корни чисто мнимые, то они различны, за исключением 
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случая 
0i−  , который совпадает с одним из корней, и тогда ( )f   будет иметь 

три простых полюса и один полюс второго порядка. Однако и в этом случае вы-

чет можно вычислить прямыми методами теории функций комплексного пере-

менного. Возможны также случаи, когда все корни k  комплексные или чисто 

мнимые (рис. 2).  
 

 

Рис. 2. Распределение вычетов 

Fig. 2. Distribution of residues 
 

Если корни k  (k = 1, …, 4) комплексные, тогда 

2 2 (1 )

0 1 1 3 3

( 3 3)
( ) .

( )( )( )( )( )

ik i k e
f

i

− +−  −  +
 =

 +   −   +   +   + 
 

Если два корня комплексные и два – чисто мнимые, тогда 
2 2 (1 )

0 1 1 3 1

( 3 3)
( ) .

( )( )( )( )( )

ik i k e
f

i

− + −  −  +
 =

 +   −   +   +   + 
 

Для получения численных результатов, относящихся к нестационарному дви-

жению сферы под действием падающих волн с различными скоростями затуха-

ния, использовались величины  , равные 0.4, 1.0 и 1.6, и коэффициент Пуассона 

0.25с = . Рассмотрим сначала случай 1 = . Тогда ( )f   принимает вид:  

(1 )

1/2 1/2

0

( ) .
3 3 3 3

( )( )( )
2 2 2 2

ie
f

i i i

− + 

 =

 +   + −  + +

 

При исследовании подынтегрального выражения в уравнении (17) нетрудно 

увидеть, что величина (1 )ie− +   стремится к нулю при  →   на верхней полу-

окружности, когда (1 ) 0+   , и на нижней полуокружности, когда (1 ) 0+   . 

Таким образом, имеет смысл использовать верхнюю полуокружность в случае 

(1 ) 0+    и нижнюю полуокружность в случае (1 ) 0+    и интегрировать по 

контуру. Следует отметить, что, хотя мы имеем дело с чисто упругой средой, 

экспоненциальное затухание свободных колебаний связано с тем, что при коле-

iη 

ζ 

–λ2 

–λ1 λ1 

λ2 

–iλ0 

B 
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бании сферы образуются волны и энергия колебаний рассеивается в направлении 

от сферы. 

На рис. 3 представлены соответственно действительные и мнимые части 

функции U в зависимости от времени. 
 

 

Рис. 3. Изменение перемещений жесткого выключения в зависимости от времени при 

различных отношениях плотностей: 1 – вязкоупругая окружающая среда ( 0.4 = ),  

2 – упругая среда ( 0.4 = ), 3 – вязкоупругая среда ( 1.4 = ), 4 – упругая среда ( 1.4 = ) 

Fig. 3. Time variation of hard-shutdown displacements at different density ratios: 1, viscoelastic 

medium ( 0.4 = ); 2, elastic medium ( 0.4 = ); 3, viscoelastic medium ( 1.4 = ); and 4, elastic 

medium ( 1.4 = ) 

 

Отмечено, что в случае 0.4 =  скорость движения сферы растет медленнее, 

чем при 1 =  и 2 = . Однако наблюдается существенное различие через интер-

вал, который приблизительно в 1,5 раза больше времени перехода. 

Случай 2 = , когда мы имеем два затухающих члена, может быть аналоги-

чен случаю сильно демпфированной системы. 

Рассмотрим далее экспоненциально затухающую волну напряжения. Эта 

форма возмущения выбрана потому, что она описывает типичный источник 

взрыва [4]. В соответствии с уравнением (6) перемещение сферического жесткого 

тела имеет вид: 

  



* 2 2 2 ( )

2 4 4 3 3

2 2 2 2

3
( ) ( 3 3) / ( )

2

(2 1)

(2 1) ( 9 2) 9 ( 1) 9 .

i a ti
U t k a ik a e d k i

k a ik k a

k k k a i k a

−  +
= −  −  +  +  



  + +  −

 − + +  + +  −  +  +  

 (22) 

Следует отметить, что при отсутствии внешних нагрузок (14) рассматрива-

ются «связные собственные колебания». Тогда решение (13) будет описывать 

затухающие колебания, в то время как решение (18) имеет только один член  

с затухающими колебаниями. Также необходимо отметить, что собственные 

комплексные частоты колебаний сферических тел тесно связаны с отраженны-

ми волнами.  
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Пример. Рассмотрим воздействие нестационарных волн (14) на сферическую 

оболочку.  

Когда n = 1, формой для нормального прогиба является функция 0

1 cosP =  ,  

а для тангенциального – 1

1 sinP =  . При n = 1 формулы (12) и (13) примут вид: 

 

2 22
10 010 0

1 12 2

3 (1 )3 (1 )
(1 ( )), (1 ( )),

( ) ( )

L L
s cc

u s w s
ms D s ms D s

 

 + + +   
= −  = −   (23) 

где 
2 3 2 2

10 0

2

10 0

( ) s (1/ 2.0)s 2 1/ 3 (1 ) ( )

(1 ) ( )(6 1/ )( 1).

D s m m c s s

c s m s

 = + + + + + +   + 

+ +   + +
 

Обозначим корни уравнения ( ) 0D s =  (ядра релаксации оболочки и среды 

равны нулю) через ( 1 4)j j =  . Тогда оригиналы функции (23) принимают вид: 

4 4

1 1

1 1

3 3
( ) ( 1) , ( ) ( 1) ,

6 1 6 1

j jt t

j j

j j

m m
u t t A e w t t B e

m m m m

 

= =

   
= + + = + +   

+ +   
   

где 
2 22

10 010 0

2 2

, 1 , 1

(1 )(1 )
, .

( ) ( )

j

j j

j j k j j k

k j к k j к

cc
A B

 =  =

 + + + 
= =

  −    −  
 

Если учитываются вязкие свойства материалов (оболочки и окружающей ее 

среды), то решение трансцендентного уравнения ( ) 0D s =  с комплексными вхо-

дящими параметрами аналитически решить не удается. Поэтому оно решается 

численно – методом Мюллера. Результаты расчетов приведены в таблице.  

Зависимость комплексных частот неосесимметричных колебаний  

цилиндрических оболочек от модуля упругости Е при скользящем контакте 

ωj E = 0,2 E = 0,4 E = 0,6 E = 0,8 E = 1,0 

ω1 5.9531D–02 6.1341D–02 6.1901D–02 6.2193D–02 6.1787D–02 

 –i7.5656D–2 –i7.3121D–02 –i7.2823D–02 –i7.1202D–02 –i6.8760D–02 

ω2 1.1582D–01 1.1585D–01 2.4513D–01 4.4340D–01 1.1588D–01 

 –i6.9000D–1 –i6.9004D–01 –i4.4318D–01 –i6.8910D–01 –i6.8987D–01 

ω3 5.7958D+00 5.6652D+00 5.7376D+00 5.7505D+00 5.7971D+00 

 –3.7114D+0 –i3.6201D+00 –i3.5791D+00 –i3.6992D+0 –i3.7144D+00 

ω4 5.4433D+00 5.5961D+00 5.4244D+00 5.0541D+00 5.4428D+00 

 –3.8908D+0 –i3.9481D+0 –i3.8281D+00 –i3.9896D+0 –i3.8914D+00 

ω5 6.8053D+00 4.8054D+00 6.8055D+00 6.8064D+00 6.8053D+00 

 –i2.8277D+0 –i2.8277D+00 –i2.8279D+00 –i2.8181D+0 –i2.8227D+00 
 

По данным таблицы построены контурные напряжения оболочки (рис. 4). Из 

графиков видно, что при движении оболочки по первой форме в ней создаются 

довольно значительные напряжения, амплитуда которых составляет до 35% 

напряжений при нулевой форме движения.  
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Рис. 4. Изменение контурного напряжения в зависимости от времени 

Fig. 4. Time variation of contour stresses  
 

При учете вязкоупругих свойств окружающей деформируемой среды в про-

цессе взаимодействия нестационарных волн с оболочкой происходит диссипация 

энергии [14]. Это явление приводит к снижению падающих нагрузок. На основе 

анализа многочисленных результатов выявлено, что при учете вязкоупругих свойств 

материалов оболочки и окружающей среды напряжения снижаются до 15%.   
 

Заключение 
 

1. Предложены математическая постановка и методы решения задачи воздей-

ствия нестационарных нагрузок на сферическую оболочку, находящуюся в вязко-

упругой (упругой) среде. 

2. Установлено, что при падении нестационарных волн в начальный момент 

сферическая оболочка становится почти равномерно всесторонне сжатой, затем 

наступает качественно новая фаза движения, на которой контурные напряжения 

затухают и появляются заметные изгибные напряжения. 

3. Из численных результатов следует, что в нестационарном волновом поле 

компоненты напряжения при контакте оболочки со средой становятся быстро 

изменяющимися функциями координат и существенно зависят от интенсивности 

и характера изменения нагрузок во времени. При действии нестационарных нор-

мальных волн на сферическом теле в теневой зоне возникает зона растягиваю-

щих напряжений. 
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