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Èçó÷àþòñÿ àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû äëÿ óðàâíåíèé â ñâîáîäíûõ ìîíîèäàõ è
ïîëóãðóïïàõ (óðàâíåíèÿ â ñëîâàõ è äëèíàõ) ñ äîïîëíèòåëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè
íà ðåøåíèÿ. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåâîçìîæíî ïîñòðîèòü àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé
ïî ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé â ñëîâàõ è äëèíàõ â ñâîáîäíîì ìîíîèäå (ñâî-
áîäíîé ïîëóãðóïïå) ðàíãà 2 ñ îäíèì äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíèåì íà ðåøåíèå
â ôîðìå ïðèíàäëåæíîñòè îäíîé åãî êîìïîíåíòû ÿçûêó ñáàëàíñèðîâàííûõ ñëîâ
èëè ðàâåíñòâà ïðîåêöèé äâóõ êîìïîíåíò ðåøåíèÿ íà îäíó âûäåëåííóþ ñâîáîäíóþ
îáðàçóþùóþ îïðåäåëèòü, èìååò ëè îíà ðåøåíèå. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò óñòàíîâ-
ëåí äëÿ ñèñòåì íåðàâåíñòâ â ñëîâàõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìû óðàâíåíèé â ñâîáîäíûõ ìîíîèäàõ è ñâîáîäíûõ ïîëó-

ãðóïïàõ, óðàâíåíèÿ â ñëîâàõ è äëèíàõ, óðàâíåíèÿ ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà ðåøåíèÿ.

ON EQUATIONS IN FREE MONOIDS AND SEMIGROUPS
WITH RESTRICTIONS ON SOLUTIONS

V.G. Durnev, A. I. Zetkina

P.G. Demidov Yaroslavl State University, Yaroslavl, Russia

We study algorithmic problems for equations in free monoids and semigroups (equa-
tions in words and lengths) with additional restrictions on the solutions. It is proved
that it is impossible to construct an algorithm that solves an arbitrary system of
equations in words and lengths in a free monoid (free semigroup) of rank 2 with an
additional constraint on the solution in the form that one of its components belongs to
the language of balanced words or the equality of the projections of two components of
the solution into a distinguished free generator to determine whether it has a solution.
A similar result is obtained for systems of inequalities in words.

Keywords: systems of equations in free monoids and free semigroups, equations in
words and lengths, equations with restrictions on solutions.
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Ââåäåíèå
Ñîäåðæàùèåñÿ â ðàáîòå ðåçóëüòàòû àíîíñèðîâàíû áåç äîêàçàòåëüñòâ â òåçèñàõ

[1, 2]. Ïðèâîäèòñÿ èõ ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî. Êðîìå òîãî, òåîðåìà 3 ñóùåñòâåí-
íî óñèëèâàåò àíîíñèðîâàííûé â òåçèñàõ ðåçóëüòàò. Ïî íàøåìó ìíåíèþ, ýòîò ðåçóëüòàò
ìàêñèìàëüíî áëèçîê ê îêîí÷àòåëüíîìó.

×åðåçMm áóäåì îáîçíà÷àòü ñâîáîäíûé ìîíîèä, ò. å. ñâîáîäíóþ ïîëóãðóïïó ðàíãàm
ñ ïóñòûì ñëîâîì â êà÷åñòâå íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà è ñî ñâîáîäíûìè îáðàçóþùèìè
a1, . . . , am, à ÷åðåç Fm � ñâîáîäíóþ ãðóïïó ñ òåìè æå ñâîáîäíûìè îáðàçóþùèìè. ×å-
ðåç Sm áóäåì îáîçíà÷àòü ñâîáîäíóþ ïîëóãðóïïó áåç ïóñòîãî ñëîâà ñ òåìè æå ñàìûìè
ñâîáîäíûìè îáðàçóþùèìè a1, . . . , am. Äîêàçàííûå â ðàáîòå òåîðåìû ñïðàâåäëèâû îä-
íîâðåìåííî äëÿ ñâîáîäíîãî ìîíîèäà Mm è äëÿ ñâîáîäíîé ïîëóãðóïïû Sm ïðè m ⩾ 2.
Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ, êàê ïðàâèëî, äëÿ ñâîáîäíîãî ìîíîèäà M2. Åãî ëåãêî ïå-
ðåíåñòè íà ñâîáîäíûé ìîíîèä Mm è ñâîáîäíóþ ïîëóãðóïïó Sm äëÿ ëþáîãî m ⩾ 2.
Çàìåòèì, ÷òî ïî÷òè äî êîíöà XX â. â íàøåé ñòðàíå èñïîëüçîâàëèñü ïîíÿòèÿ ¾ñâîáîä-
íàÿ ïîëóãðóïïà ñ ïóñòûì ñëîâîì â êà÷åñòâå íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà¿, ¾ñâîáîäíàÿ
ïîëóãðóïïà ñ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì¿ è ¾ñâîáîäíàÿ ïîëóãðóïïà ñ åäèíèöåé¿. Áîëü-
øèíñòâî ðåçóëüòàòîâ â ýòîé îáëàñòè íå çàâèñåëî îò òîãî, ðàññìàòðèâàåòñÿ ëè ñâîáîäíàÿ
ïîëóãðóïïà ñ åäèíèöåé èëè áåç íå¼. È òîëüêî â ðàáîòå Í.À. Ïåðÿçåâà [3] áûë ïîëó÷åí
âàæíûé ðåçóëüòàò, ñïðàâåäëèâûé äëÿ M2, íî íå äëÿ S2.

Ê êîíöó XX â. ïîä âëèÿíèåì ðàáîò ãðóïïû Í. Áóðáàêè ïîíÿòèå ¾ñâîáîäíàÿ ïîëó-

ãðóïïà ñ åäèíèöåé¿ ñòàëî çàìåíÿòüñÿ áîëåå êðàòêèì ïîíÿòèåì ¾ñâîáîäíûé ìîíîèä¿.
Îäíèì èç ïåðâûõ åãî ñòàë óïîòðåáëÿòü Í.À. Ïåðÿçåâ [3].

Ñâîáîäíûå îáðàçóþùèå a1 è a2 ñâîáîäíîãî ìîíîèäà M2 áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç a
è b ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå 1. Ñèñòåìîé óðàâíåíèé ñ íåèçâåñòíûìè x1,. . . , xn â ñâîáîäíîì ìî-
íîèäå Mm (ñâîáîäíîé ïîëóãðóïïå Sm) íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå âèäà

k

&
i=1

(
wi(x1, . . . , xn, a1, . . . , am) = ui(x1, . . . , xn, a1, . . . , am)

)
, (1)

ãäå wi(x1, . . . , xn, a1, . . . , am) è ui(x1, . . . , xn, a1, . . . , am)� ñëîâà â àëôàâèòå

{x1, x2, . . . , xn, a1, a2, . . . , am }.

Îïðåäåëåíèå 2. Íàáîð ⟨g1, . . . , gn⟩ ýëåìåíòîâ ñâîáîäíîãî ìîíîèäà Mm (ñâîáîä-
íîé ïîëóãðóïïû Sm) íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (1), åñëè ïðè ëþáîì i (i = 1, . . . , k)
â ñâîáîäíîì ìîíîèäå Mm (ñâîáîäíîé ïîëóãðóïïå Sm) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

wi(g1, . . . , gn, a1, . . . , am) = ui(g1, . . . , gn, a1, . . . , am).

Îïðåäåëåíèå 3. Äâå ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ îäíèìè è òåìè æå íåèçâåñòíûìè íà-
çûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ìíîæåñòâà èõ ðåøåíèé ñîâïàäàþò.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè m ⩾ 2 ñèñòåìà óðàâíåíèé
k

&
i=1

(
wi = ui

)
ðàâíîñèëüíà îäíîìó

óðàâíåíèþ

w1a1w2a1 . . . a1wk w1a2w2a2 . . . a2wk = u1a1u2a1 . . . a1uk u1a2u2a2 . . . a2uk.

Ýòà ðàâíîñèëüíîñòü ïîçâîëÿåò óäàëÿòü èç ôîðìóë çíàê êîíúþíêöèè &.



Îá óðàâíåíèÿõ â ñâîáîäíûõ ìîíîèäàõ è ïîëóãðóïïàõ ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà ðåøåíèÿ 7

Äëÿ óäàëåíèÿ èç ôîðìóë çíàêà äèçúþíêöèè ∨ ìîæíî ïðèìåíèòü óñòàíîâëåííóþ
Í.Ê. Êîñîâñêèì â ðàáîòå [4] ýêâèâàëåíòíîñòü (m ⩾ 2)

Mm ⊢ (∀x1)(∀x2)(∀x3)(∀x4)((x1 = x2 ∨ x3 = x4) ⇐⇒
⇐⇒ (∃y1)(∃y2)(∃y3)(∃y4)w(x1, x2, x3, x4, y1, y2, y3, y4, a1, a2) =

= u(x1, x2, x3, x4, y1, y2, y3, y4, a1, a2)),

ãäå w(x1, x2, x3, x4, y1, y2, y3, y4, a1, a2) è u(x1, x2, x3, x4, y1, y2, y3, y4, a1, a2)�íåêîòîðûå
ñëîâà â àëôàâèòå {x1, x2, x3, x4, y1, y2, y3, y4, a1, a2}.

Â ðàáîòå [5] ïîêàçàíî, ÷òî ÷èñëî íîâûõ ïåðåìåííûõ y1, y2, y3 è y4 ìîæíî óìåíüøèòü
äî äâóõ � ïîñòðîåíû ñëîâà w(x1, x2, x3, x4, y1, y2, a1, a2) è u(x1, x2, x3, x4, y1, y2, a1, a2)
â àëôàâèòå {x1, x2, x3, x4, y1, y2, a1, a2}, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâà ýêâèâàëåíòíîñòü

Mm ⊢ (∀x1)(∀x2)(∀x3)(∀x4)((x1 = x2 ∨ x3 = x4) ⇐⇒
⇐⇒ (∃y1)(∃y2)w(x1, x2, x3, x4, y1, y2, a1, a2) = u(x1, x2, x3, x4, y1, y2, a1, a2)).

1. Àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû äëÿ óðàâíåíèé â ñâîáîäíûõ ìîíîèäàõ
è ïîëóãðóïïàõ (îáçîð ðåçóëüòàòîâ)

Â 60-å ãîäû XX â. À.À. Ìàðêîâ ïðåäëîæèë èñïîëüçîâàòü ñèñòåìû óðàâíåíèé â ñâî-
áîäíîé ïîëóãðóïïå Sm (â ñâîáîäíîì ìîíîèäå Mm) â êà÷åñòâå îäíîãî èç ïîäõîäîâ ê îò-
ðèöàòåëüíîìó ðåøåíèþ 10-é ïðîáëåìû Ä. Ãèëüáåðòà.

Ñèñòåìû óðàâíåíèé â ñâîáîäíûõ ïîëóãðóïïàõ (â ñâîáîäíûõ ìîíîèäàõ) òàêæå
íàçûâàþòñÿ ñèñòåìàìè óðàâíåíèé â ñëîâàõ. Ïåðâûå ðåçóëüòàòû â èññëåäîâàíèè
ñèñòåì óðàâíåíèé â ñëîâàõ áûëè ïîëó÷åíû À.À. Ìàðêîâûì (íå îïóáëèêîâàíî) è
Þ.È. Õìåëåâñêèì [6] â êîíöå 60-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà.

Â ýòè æå ãîäû áûëî íà÷àòî èçó÷åíèå ñèñòåì óðàâíåíèé â ñëîâàõ è äëèíàõ, ò. å.
ñèñòåì âèäà

m

&
i=1

(
wi = ui

)
& &

{i,j}∈A

(
|xi| = |xj|

)
,

ãäå ÷åðåç |x| = |y| îáîçíà÷åí ïðåäèêàò ¾äëèíû ñëîâ x è y ðàâíû¿. Ïåðâûå ðåçóëüòàòû
â èññëåäîâàíèè ñèñòåì óðàâíåíèé â ñëîâàõ è äëèíàõ ïîëó÷åíû â íà÷àëå 70-õ ãîäîâ
â ðàáîòàõ Þ.Â. Ìàòèÿñåâè÷à [7] è Í.Ê. Êîñîâñêîãî [8, 9].

Äëÿ ñëîâà w â àëôàâèòå Σ è áóêâû a ýòîãî àëôàâèòà ÷åðåç |w|a áóäåì îáîçíà÷àòü
÷èñëî âõîæäåíèé áóêâû a â ñëîâî w.

Â 1972�1973 ãã. ïåðâûé àâòîð íà÷àë ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìû óðàâíåíèé â ñëîâàõ
è äëèíàõ ñ äîïîëíèòåëüíûì ïðåäèêàòîì |x|a = |y|a �¾ïðîåêöèè ñëîâ x è y íà âû-

äåëåííóþ áóêâó a ðàâíû¿. Â ðàáîòå [10], â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî, ÷òî ìîæíî óêàçàòü
òàêîå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñèñòåì óðàâíåíèé â ñâîáîäíîé íåöèêëè÷åñêîé
ïîëóãðóïïå ñ åäèíèöåé èëè áåç íå¼(

w(x, x1, . . . , xn, a, b) = v(x, x1, . . . , xn, a, b)
)
& &

{i,j}∈A
(|xi| = |xj|& |xi|a = |xj|a)

ñ íåèçâåñòíûìè x1, . . . , xn, êîíñòàíòàìè a è b è ïàðàìåòðîì x, ãäå A�íåêîòîðîå ïîä-
ìíîæåñòâî ìíîæåñòâà {{t, s} : 1 ⩽ t, s ⩽ n}, ÷òî íåâîçìîæåí àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî m îïðåäåëèòü, èìååò ëè ðåøåíèå ñèñòåìà óðàâíåíèé

w(am, x1, . . . , xn, a, b) = v(am, x1, . . . , xn, a, b) & &
{i,j}∈A

(|xi| = |xj| & |xi|a = |xj|a).
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Â ýòîé æå ðàáîòå îòìå÷åíî, ÷òî ðåçóëüòàò îñòà¼òñÿ âåðíûì, åñëè ïðåäèêàò |x| = |y| &
& |x|a = |y|a çàìåíèòü ïðåäèêàòîì |x|b = |y|b & |x|a = |y|a.

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ñîäåðæèòñÿ â ðàáîòå [11], îïóáëèêîâàííîé â 1988 ã.
Â 1976 ã. Ã.Ñ. Ìàêàíèí ïîëó÷èë â òåîðèè óðàâíåíèé â ñëîâàõ ôóíäàìåíòàëüíûé ðå-

çóëüòàò [12, 13] � îí ïîñòðîèë àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ïî ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå óðàâ-
íåíèé â ñâîáîäíîé ïîëóãðóïïå S(m) (ñâîáîäíîì ìîíîèäå Mm) îïðåäåëèòü, èìååò ëè
îíà ðåøåíèå. Íåñêîëüêî ïîçæå â ðàáîòå [14] Ã.Ñ. Ìàêàíèí ïîñòðîèë àëãîðèòì, ïîçâî-
ëÿþùèé ïî ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé â ñâîáîäíîé ãðóïïå Fm îïðåäåëèòü, èìååò
ëè îíà ðåøåíèå.

Ïîñëå ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ Ã.Ñ. Ìàêàíèíà îñîáûé èíòåðåñ ñòàë ïðåä-
ñòàâëÿòü âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè àíàëîãè÷íûõ àëãîðèòìîâ äëÿ óðàâíåíèé â ñâîáîäíûõ
ìîíîèäàõ, ïîëóãðóïïàõ è ãðóïïàõ ñ ðàçëè÷íûìè ¾íå ñëèøêîì ñëîæíûìè¿ è ¾äîñòà-
òî÷íî åñòåñòâåííûìè¿ îãðàíè÷åíèÿìè íà ðåøåíèÿ.

Â ðàáîòàõ [15, 16] äîêàçàíà àëãîðèòìè÷åñêàÿ íåðàçðåøèìîñòü ïîçèòèâíîé ∃∀∃3-
òåîðèè ëþáîé êîíå÷íî ïîðîæä¼ííîé íåöèêëè÷åñêîé ñâîáîäíîé ïîëóãðóïïû (ñ ïóñòûì
ñëîâîì èëè áåç íåãî).

Âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè ïîçèòèâíîé òåîðèè ñâîáîäíîé ïîëóãðóïïû ñ÷¼òíîãî ðàíãà
â êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè ïåðâîãî àâòîðà áûë ëåãêî ñâåä¼í ê ñëåäóþùåé ïðîáëåìå:

Ñóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé äëÿ ïðîèçâîëüíîãî óðàâíåíèÿ

w(x1, . . . , xn, a1, . . . , am) = u(x1, . . . , xn, a1, . . . , am)

â ñâîáîäíîé ïîëóãðóïïå ñ÷¼òíîãî ðàíãà (ñ ïóñòûì ñëîâîì èëè áåç íåãî) îïðåäåëèòü,
èìååò ëè îíî òàêîå ðåøåíèå g1, . . ., gn, ÷òî

g1 ∈Mm1 , g2 ∈Mm2 , . . . , gn ∈Mmn ,

ãäå m1 ⩽ m2 ⩽ . . . ⩽ mn; Mmi
� ñâîáîäíàÿ ïîëóãðóïïà c îáðàçóþùèìè a1, . . . , ami

?
Þ.Ì. Âàæåíèí è Á.Â. Ðîçåíáëàò â ðàáîòå [17], èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò Ã.Ñ. Ìàêàíèíà,

äîêàçàëè, ÷òî ñóùåñòâóåò àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ ïîñëåäíåé çàäà÷è, ýòî ïîçâîëèëî èì
óñòàíîâèòü ðàçðåøèìîñòü ïîçèòèâíîé òåîðèè ñâîáîäíîé ïîëóãðóïïû ñ÷¼òíîãî ðàíãà.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé â ñâîáîäíîé ãðóïïå è
å¼ ðåøåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 4. Ñèñòåìîé óðàâíåíèé ñ íåèçâåñòíûìè x1,. . . , xn â ñâîáîäíîé
ãðóïïå Fm íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå âèäà

k

&
i=1

wi(x1, . . . , xn, a1, . . . , am) = ui(x1, . . . , xn, a1, . . . , am), (2)

ãäå wi(x1, . . . , xn, a1, . . . , am) è ui(x1, . . . , xn, a1, . . . , am)� ñëîâà â àëôàâèòå

{x1, x−1
1 , x2, x

−1
2 , . . . , xn, x

−1
n , a1, a

−1
1 , a2, a

−1
2 , . . . , am, a

−1
m , }.

Îïðåäåëåíèå 5. Íàáîð ⟨g1, . . . , gn⟩ ýëåìåíòîâ ñâîáîäíîé ãðóïïû Fm íàçûâàåòñÿ
ðåøåíèåì ñèñòåìû (2), åñëè ïðè ëþáîì i (i = 1, . . . , k) â ñâîáîäíîé ãðóïïå Fm âûïîë-
íÿåòñÿ ðàâåíñòâî

wi(g1, . . . , gn, a1, . . . , am) = ui(g1, . . . , gn, a1, . . . , am).

Îïðåäåëåíèå 6. Äâå ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ îäíèìè è òåìè æå íåèçâåñòíûìè íà-
çûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ìíîæåñòâà èõ ðåøåíèé ñîâïàäàþò.
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Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå À.È. Ìàëüöåâà (ïðèâîäèòñÿ â [18]) [x, a1] = ([x, a2] y
2)2, èìå-

þùåå â ñâîáîäíîé ãðóïïå Fm ïðè m ⩾ 2 ëèøü òðèâèàëüíîå ðåøåíèå x = 1 è y = 1,

ìîæíî ëþáóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé
k

&
i=1

wi = ui â ñâîáîäíîé ãðóïïå Fm çàìåíèòü îäíèì

ðàâíîñèëüíûì åé óðàâíåíèåì w(x1, . . . , xn, a1, . . . , am) = 1 (áåç ââåäåíèÿ íîâûõ ïåðå-
ìåííûõ). Ýòî ïîçâîëÿåò óäàëÿòü èç ôîðìóë, îòíîñÿùèõñÿ ê ñâîáîäíîé ãðóïïå, çíàê
êîíúþíêöèè & áåç ââåäåíèÿ íîâûõ ïåðåìåííûõ.

Ã.À. Ãóðåâè÷ (äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî Ã.Ñ. Ìàêàíèíûì â ðàáîòå [18]) óñòàíîâèë,
÷òî è äèçúþíêöèþ óðàâíåíèé

k∨
i=1

wi(x1, . . . , xn, a1, . . . , am) = ui(x1, . . . , xn, a1, . . . , am)

â ñâîáîäíîé ãðóïïå Fm ìîæíî çàìåíèòü îäíèì ðàâíîñèëüíûì åé óðàâíåíèåì
u(x1, . . . , xn, a1, . . . , am) = 1 (áåç ââåäåíèÿ íîâûõ ïåðåìåííûõ). Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ñâî-
áîäíîé ãðóïïû Fm ñïðàâåäëèâà ýêâèâàëåíòíîñòü

Fm ⊢ (∀x1)(∀x2)
(

&
ε,δ=±1

(x1a
ε
1x1a

−ε
1 )(x2a

δ
2x2a

−δ
2 ) = (x2a

δ
2x2a

−δ
2 )(x1a

ε
1x1a

−ε
1 ) ⇐⇒

⇐⇒ (x1 = 1 ∨ x2 = 1)
)
.

Ýòî ïîçâîëÿåò óäàëÿòü èç ôîðìóë, îòíîñÿùèõñÿ ê ñâîáîäíîé ãðóïïå Fm ïðè m ⩾ 2,
çíàê äèçúþíêöèè ∨ áåç ââåäåíèÿ íîâûõ ïåðåìåííûõ.

Âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè ïîçèòèâíîé òåîðèè ñâîáîäíîé ãðóïïû áûë ñâåäåí
Þ.È. Ìåðçëÿêîâûì [19] ê ñëåäóþùåé ïðîáëåìå:

Ñóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé äëÿ ïðîèçâîëüíîãî óðàâíåíèÿ

w(x1, . . . , xn, a1, . . . , am) = 1

â ñâîáîäíîé ãðóïïå ñ÷¼òíîãî ðàíãà îïðåäåëèòü, èìååò ëè îíî òàêîå ðåøåíèå g1, . . . , gn,
÷òî

g1 ∈ Fm1 , g2 ∈ Fm2 , . . . , gn ∈ Fmn ,

ãäå m1 ⩽ m2 ⩽ . . . ⩽ mn; Fmi
� ñâîáîäíàÿ ãðóïïà c îáðàçóþùèìè a1, . . . , ami

?
Ã.Ñ. Ìàêàíèí [18] ïîñòðîèë èñêîìûé àëãîðèòì è òåì ñàìûì äîêàçàë ðàçðåøèìîñòü

ïîçèòèâíîé òåîðèè ñâîáîäíîé ãðóïïû. Ýòî áûë ïåðâûé øàã íà ïóòè ðåøåíèÿ èçâåñò-
íîé ïðîáëåìû À. Òàðñêîãî î ðàçðåøèìîñòè ýëåìåíòàðíîé òåîðèè ñâîáîäíîé íåöèêëè-
÷åñêîé ãðóïïû.

Îáîáùàÿ ýòè ñèòóàöèè, Ã.Ñ. Ìàêàíèí ïîñòàâèë â ¾Êîóðîâñêîé òåòðàäè¿ [20] ñëå-
äóþùóþ ïðîáëåìó äëÿ óðàâíåíèé â ñâîáîäíûõ ãðóïïàõ:

9.25. Óêàçàòü àëãîðèòì, êîòîðûé ïî óðàâíåíèþ

w(x1, . . . , xn, a1, . . . , am) = 1

â ñâîáîäíîé ãðóïïå Fm è ñïèñêó êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ ïîäãðóïïH1, . . . , Hn ãðóïïû Fm

ïîçâîëÿë áû óçíàòü, ñóùåñòâóåò ëè ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ óñëîâèåì

x1 ∈ H1, . . . , xn ∈ Hn.

Ïåðâûå ïîëîæèòåëüíûå ðåçóëüòàòû â íàïðàâëåíèè ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû ïîëó÷èë
À.Ø. Ìàëõàñÿí â ðàáîòå [21].
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Ê. Øóëüö [22] ðàññìîòðåë àíàëîãè÷íóþ ïðîáëåìó äëÿ óðàâíåíèé â ñâîáîäíûõ ìîíî-
èäàõ (ñâîáîäíûõ ïîëóãðóïïàõ) ñ ðåãóëÿðíûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà ðåøåíèÿ è äîêàçàë,
÷òî ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé ïî óðàâíåíèþ

w(x1, . . . , xn, a1, . . . , am) = u(x1, . . . , xn, a1, . . . , am)

â ñâîáîäíîì ìîíîèäå Mm è ñïèñêó ðåãóëÿðíûõ ïîäìíîæåñòâ (ÿçûêîâ) H1, . . . , Hn ìî-
íîèäà Mm ïîçâîëÿåò óçíàòü, ñóùåñòâóåò ëè ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ óñëîâèåì

x1 ∈ H1, . . . , xn ∈ Hn.

Òàê êàê êàæäàÿ êîíå÷íî ïîðîæä¼ííàÿ ïîäïîëóãðóïïà (ñ åäèíèöåé) ñâîáîäíîãî ìî-
íîèäà Mm ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ïîäìíîæåñòâîì (ÿçûêîì), òî ðåø¼ííàÿ Ê. Øóëüöåì
ïðîáëåìà äëÿ óðàâíåíèé ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà ðåøåíèÿ â ñâîáîäíûõ ïîëóãðóïïàõ ÿâ-
ëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì àíàëîãîì ïðîáëåìû Ã.Ñ. Ìàêàíèíà.

V. Diekert â ðàáîòàõ [23, 24] ïîñòðîèë àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ïî ïðîèçâîëüíîìó
óðàâíåíèþ

w(x1, . . . , xn, a1, . . . , am) = 1

â ñâîáîäíîé ãðóïïå Fm è ñïèñêó ðåãóëÿðíûõ ïîäìíîæåñòâ (ÿçûêîâ) H1, . . . , Hn ãðóï-
ïû Fm îïðåäåëèòü, ñóùåñòâóåò ëè ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ óñëîâèåì

x1 ∈ H1, . . . , xn ∈ Hn.

Òåì ñàìûì ðåøåíà è ïðîáëåìà Ã.Ñ. Ìàêàíèíà.
Ñêàçàííîå ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü, ÷òî äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå ðàçëè÷íûõ îáîáùåíèé

ïðîáëåìû Ã.Ñ. Ìàêàíèíà äëÿ ñâîáîäíûõ ãðóïï, ìîíîèäîâ è ïîëóãðóïï, ïîëó÷àþùèõñÿ
ïóò¼ì îñëàáëåíèÿ îãðàíè÷åíèé, íàëàãàåìûõ íà ïîäãðóïïû (ïîäïîëóãðóïïû, ïîäìîíî-
èäû, ÿçûêè) H1, . . . , Hn, ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ.

Â ñèëó òåîðåìû Ê. Øóëüöà äëÿ ïîëó÷åíèÿ àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìûõ ïðîáëåì
äëÿ óðàâíåíèé â ñâîáîäíûõ ìîíîèäàõ (ïîëóãðóïïàõ) ñ ïîäïîëóãðóïïîâûìè îãðàíè÷å-
íèÿìè íà ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü, â ïåðâóþ î÷åðåäü, áåñêîíå÷íî ïîðîæ-
ä¼ííûå ñâîáîäíûå ïîäïîëóãðóïïû, ñðåäè êîòîðûõ èìåþòñÿ êàê íåðåãóëÿðíûå, òàê è
ðåãóëÿðíûå ÿçûêè, íàïðèìåð ïîäïîëóãðóïïà, ïîðîæä¼ííàÿ âñåâîçìîæíûìè ñëîâàìè
âèäà abna (n = 1, 2, . . .), ñâîáîäíî èìè ïîðîæäàåòñÿ è ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ÿçûêîì.

2. Àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû äëÿ óðàâíåíèé â ñâîáîäíûõ ìîíîèäàõ
è ïîëóãðóïïàõ (íîâûå ðåçóëüòàòû)

Â ëèòåðàòóðå ïî ôîðìàëüíûì ÿçûêàì è ãðàììàòèêàì äîñòàòî÷íî ÷àñòî âñòðå÷à-
åòñÿ ðåêóðñèâíûé ÿçûê L1 â àëôàâèòå {a, b}, êîòîðûé ñîñòîèò èç âñåõ ñëîâ w, äëÿ
êîòîðûõ |w|a = |w|b, � ÿçûê ñáàëàíñèðîâàííûõ, èëè óðàâíîâåøåííûõ, ñëîâ â àëôàâè-
òå {a, b}. Ïîëüçóÿñü èçâåñòíûì êðèòåðèåì ñâîáîäíîñòè äëÿ ïîäïîëóãðóïï ñâîáîäíîé
ïîëóãðóïïû, ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî L1 � ñâîáîäíàÿ ïîäïîëóãðóïïà ñ÷¼òíîãî ðàíãà. Êîíå÷-
íî, ðåêóðñèâíûé ÿçûê L1 íå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì, îäíàêî ñ òî÷êè çðåíèÿ ñëîæíîñòè
ðàçðåøèìîñòè äëÿ íåãî àëãîðèòìè÷åñêèõ ïðîáëåì îí ñêîðåå ¾áëèæå¿ ê ðåãóëÿðíûì
ÿçûêàì, ÷åì ê ïðîèçâîëüíûì ðåêóðñèâíûì.

Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ, íà íàø âçãëÿä, ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû.

Òåîðåìà 1. Ìîæíî óêàçàòü òàêîå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî óðàâíåíèé
ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà ðåøåíèÿ â ñâîáîäíîì ìîíîèäå M2 (â ñâîáîäíîé ïîëóãðóïïå S2)

w(x, x1, . . . , xn, a, b) = v(x, x1, . . . , xn, a, b) & &
{i,j}∈A

|xi| = |xj| & |x1|b = |x2|b
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ñ íåèçâåñòíûìè x1, . . . , xn, êîíñòàíòàìè a è b è ïàðàìåòðîì x, ãäå A�íåêîòîðîå ïîä-
ìíîæåñòâî ìíîæåñòâà {{t, s} : 1 ⩽ t, s ⩽ n}, ÷òî íåâîçìîæåí àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m îïðåäåëèòü, èìååò ëè ðåøåíèå óðàâíåíèå
ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà ðåøåíèÿ

w(am, x1, . . . , xn, a, b) = v(am, x1, . . . , xn, a, b) & &
{i,j}∈A

|xi| = |xj| & |x1|b = |x2|b.

Òåîðåìà 2. Ìîæíî óêàçàòü òàêîå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî óðàâíåíèé
ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà ðåøåíèÿ â ñâîáîäíîì ìîíîèäå M2 (â ñâîáîäíîé ïîëóãðóïïå S2)

w(x, x1, . . . , xn, a, b) = v(x, x1, . . . , xn, a, b) & &
{i,j}∈A

|xi| = |xj| & x1 ∈ L1

ñ íåèçâåñòíûìè x1, . . . , xn, êîíñòàíòàìè a è b è ïàðàìåòðîì x, ãäå A�íåêîòîðîå ïîä-
ìíîæåñòâî ìíîæåñòâà {{t, s} : 1 ⩽ t, s ⩽ n}, ÷òî íåâîçìîæåí àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m îïðåäåëèòü, èìååò ëè ðåøåíèå óðàâíåíèå
ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà ðåøåíèÿ

w(am, x1, . . . , xn, a, b) = v(am, x1, . . . , xn, a, b) & &
{i,j}∈A

|xi| = |xj| & x1 ∈ L1.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 1 è 2 ïðîâåä¼ì ïî åäèíîé ñõåìå ñ íåêîòîðûìè îòëè÷è-
ÿìè. Ïðåæäå âñåãî â ïîçèòèâíîé ∃-òåîðèè ìîíîèäà M2 (ïîëóãðóïïû S2) ñ èñïîëüçîâà-
íèåì ïðåäèêàòà |x| = |y| ðàâåíñòâà äëèí âûðàçèì ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ ïðåäèêàòîâ.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàáîòàòü ñ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè, à íå ñ öåëûìè íåîòðèöà-
òåëüíûìè, ÷òîáû äàòü åäèíûå äîêàçàòåëüñòâà è äëÿ ñâîáîäíîãî ìîíîèäàM2 (ñâîáîäíîé
ïîëóãðóïïû ñ ïóñòûì ñëîâîì), è äëÿ ñâîáîäíîé ïîëóãðóïïû áåç ïóñòîãî ñëîâà S2.

Ïóñòü α� ýòî áóêâà a èëè b,

Nα(x) ⇌ (xα = αx & (∃y)x = ay).

Åñëè X � ýëåìåíò ìîíîèäà M2, òî ôîðìóëà Nα(X) èñòèííà íà ìîíîèäå M2 òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà X �íàòóðàëüíàÿ ñòåïåíü áóêâû α.

Äëÿ ñâîáîäíîé ïîëóãðóïïû S2 ýòà ôîðìóëà ïðèìåò áîëåå ïðîñòîé âèä:

Nα(x) ⇌ (xα = αx).

Ðàññìîòðèì ïðåäèêàò R(x, y), èñòèííûé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàéä¼òñÿ òàêîå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî t, ÷òî x = at, à y = bt. Ñïðàâåäëèâà ýêâèâàëåíòíîñòü

R(x, y) ⇐⇒ Na(x) & Nb(y) & |x| = |y|.

Ââåä¼ì íåîáõîäèìûé äëÿ äàëüíåéøåãî ïðåäèêàò äåëèìîñòè D(x, y), èñòèííûé òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàéäóòñÿ òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà s è t, ÷òî x = as, y = at

è s äåëèò t. Ñïðàâåäëèâà ýêâèâàëåíòíîñòü

D(x, y) ⇐⇒
(
Na(x) & Na(y) & (∃v)(∃u)

(
x = av & u(vb) = (vb)u & |u| = |y|

))
.

Äëÿ ñâîáîäíîé ïîëóãðóïïû S2 íàäî íåñêîëüêî èçìåíèòü ýòó ýêâèâàëåíòíîñòü � îíà
ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

D(x, y) ⇐⇒
(
Na(x) & Na(y) & (x = a ∨ (∃v)(∃u)

(
x = av & u(vb) = (vb)u & |u| = |y|

))
.
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Ââåä¼ì îñíîâíîé äëÿ äàëüíåéøåãî ïðåäèêàò M(x, y, z), èñòèííûé òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà íàéäóòñÿ òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà s, t è r, ÷òî x = as, y = at, z = ar è
st = r. Èìåþò ìåñòî òàêèå ýêâèâàëåíòíîñòè:

M(x, y, z) ⇐⇒
(
Na(x) & Na(y) & Na(z) &

& (∃v)(∃u)(∃w)
(
u(bx) = (bx)u & R(y, v) & w = vz & |u| = |w| & |u|b = |w|b

))
,

M(x, y, z) ⇐⇒
(
Na(x) & Na(y) & Na(z) & (∃v)(∃u)(∃w)(∃p)(∃q)

(
u(bx) = (bx)u &

& R(y, v) & p = vz & |u| = |p| & R(z, w) & q = uyw & q ∈ L1

))
.

Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì âàðèàíòîì íåïîñðåäñòâåííîãî ñëåäñòâèÿ ôóíäàìåí-
òàëüíîé òåîðåìû Þ.Â. Ìàòèÿñåâè÷à [25] î äèîôàíòîâîñòè ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûõ
ìíîæåñòâ:

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìîãî ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
ìîæíî ïîñòðîèòü òàêóþ ôîðìóëó ΦA(x1) âèäà

(∃x2) . . . (∃xm) Ψ,

ãäå Ψ =
s

&
i=1

φi è êàæäàÿ ôîðìóëà φi èìååò îäèí èç ñëåäóþùèõ âèäîâ:

xl + xj = xk, xj = xl, xlxj = xk, xj = c

(çäåñü c�íàòóðàëüíîå ÷èñëî), ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n èìååì
n ∈ A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôîðìóëà ΦA(n) èñòèííà íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ
÷èñåë.

Âîñïîëüçîâàâøèñü õîðîøî èçâåñòíîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ

xy = z ⇐⇒ (x+ y)2 = x2 + 2z + y2,

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â ôîðìóëó ΦA (x1) ïîäôîðìóëû âèäà xl xj = xt âõîäÿò ëèøü ïðè
l = j, ò. å. îíè èìåþò âèä x2l = xt.

Èñïîëüçóåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, ïðèíàäëåæàùåå Äæ. Ðîáèíñîí [26], íà êîòî-
ðîå ëþáåçíî îáðàòèë íàøå âíèìàíèå àíîíèìíûé ðåöåíçåíò îäíîé íàøåé ñòàòüè:

Åñëè m, n è L�íàòóðàëüíûå ÷èñëà, m ⩽ n è L > n2, òî (L+m) | (L2 − n) òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà n = m2.

Óñëîâèå L > n2 ìîæíî çàìåíèòü óñëîâèåì

(n+ 1) |L & (n+ 2) |L.

Ýòî ïîçâîëÿåò â ôîðìóëå ΦA(x1) çàìåíèòü ïîäôîðìóëó
p

&
i=1

x2li = xti íà ïîäôîðìóëó

U = Y 2 & Z =
p∑

i=1

xti & (Z + 1) |Y & (Z + 2) |Y &

&
p

&
i=1
xti = xli + ui &

p

&
i=1

(Y + xli) | (U − xti),

ãäå U , Y è Z �íîâûå ïåðåìåííûå. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â ôîðìóëå ΦA(x1)
ëèøü îäíà ïîäôîðìóëà φi èìååò âèä x2l = xk, à âñå îñòàëüíûå ïîäôîðìóëû φi èìåþò
îäèí èç ñëåäóþùèõ âèäîâ (c�íàòóðàëüíîå ÷èñëî):

xl + xj = xk, xj = xk, xl |xj, xj = c.
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Ïî ôîðìóëå ΦA(x1) ïîñòðîèì ôîðìóëó Φ
(1)
A (x1):

Φ
(1)
A (x1) ⇌ (∃x2) . . . (∃xm)

(
Ψ1 &

(
m

&
i=2

Na(xi)

))
.

Çäåñü Ψ1 ïîëó÷àåòñÿ èç Ψ çàìåíîé êàæäîé ïîäôîðìóëû φi âèäà xl + xj = xk íà
xlxj = xk, âèäà xl |xj �íà D(xl, xj), âèäà xj = xk �íà xj = xk, âèäà xj = c�íà
xj = ac è âèäà x2l = xk �íà M(xl, xl, xk). Íàïîìíèì, ÷òî ïîäôîðìóëà ïîñëåäíåãî âèäà
ëèøü îäíà è òîëüêî â íå¼, ïðè÷¼ì ëèøü îäèí ðàç, âõîäèò ïðåäèêàò |x|b = |y|b èëè
ïðåäèêàò x ∈ L1.

Ïîäõîäÿùèì îáðàçîì ïåðåèìåíîâàâ ïåðåìåííûå â ôîðìóëå Φ
(1)
A (x1), ìîæåì ñ÷è-

òàòü, ÷òî â ôîðìóëó Φ
(1)
A (x) âõîäÿò ëèøü ïåðåìåííûå x, x1, . . . , xn.

Óäàëèì èç ôîðìóëû Φ
(1)
A (x) êîíúþíêöèþ & (à â ñëó÷àå ñâîáîäíîé ïîëóãðóïïû S2 è

äèçúþíêöèþ ∨, ïðè ýòîì íå áóäåì âûäåëÿòü íîâûå ïåðåìåííûå) è ïðèâåä¼ì å¼ ê âèäó

w(x, x1, . . . , xn, a, b) = v(x, x1, . . . , xn, a, b) & &
{i,j}∈A

|xi| = |xj| & |x1|b = |x2|b

èëè âèäó

w(x, x1, . . . , xn, a, b) = v(x, x1, . . . , xn, a, b) & &
{i,j}∈A

|xi| = |xj| & x1 ∈ L1.

Ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó îáîçíà÷èì ÷åðåç Φ
(2)
A (x). Òîãäà k ∈ A, åñëè è òîëüêî åñëè ôîð-

ìóëà Φ
(2)
A (ak) èñòèííà íà ñâîáîäíîì ìîíîèäå M2 (íà ñâîáîäíîé ïîëóãðóïïå S2).

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì äîñòàòî÷íî âçÿòü â êà÷åñòâå A ðåêóðñèâíî
ïåðå÷èñëèìîå, íî íåðåêóðñèâíîå ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

3. Àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû äëÿ ñèñòåì íåðàâåíñòâ
â ñâîáîäíûõ ìîíîèäàõ è ïîëóãðóïïàõ

V. Diekert ïðåäëîæèë (óñòíîå ñîîáùåíèå Þ.Â. Ìàòèÿñåâè÷à) èçó÷àòü â ñâîáîäíûõ
ìîíîèäàõ è ñâîáîäíûõ ïîëóãðóïïàõ ñèñòåìû íåðàâåíñòâ âèäà

k

&
i=1
wi(x1, . . . , xn, a1, . . . , am) ⩽ ui(x1, . . . , xn, a1, . . . , am), (3)

ãäå äëÿ ñëîâ w è u â àëôàâèòå îáðàçóþùèõ ñâîáîäíîãî ìîíîèäà çàïèñü w ⩽ u îçíà-
÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóêâ w ÿâëÿåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ áóêâ u, ò. å.
ñóùåñòâóþò òàêîå ÷èñëî k ⩽ |w| è òàêèå ñëîâà w1, . . . , wk, u1, . . . , uk, uk+1, ÷òî

w = w1 . . . wk, u = u1w1u2 . . . ukwkuk+1.

Ñèñòåìû (3) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáùåíèå ñèñòåì óðàâíåíèé (1), òàê êàê w = u
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà w ⩽ u & u ⩽ w.

Îòíîøåíèå w ⩽ u ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà íà ñâîáîäíîì ìîíî-
èäå Mm (ñâîáîäíîé ïîëóãðóïïå Sm), ò. å. îíî ðåôëåêñèâíî, òðàíçèòèâíî è àíòèñèì-
ìåòðè÷íî. Ýòî åù¼ îäèí äîâîä äëÿ îáîñíîâàíèÿ åñòåñòâåííîñòè ðàññìîòðåíèÿ ñèñòåì
íåðàâåíñòâ âèäà (1).

Âîïðîñ îá àëãîðèòìè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè ïðîáëåìû ñîâìåñòíîñòè äëÿ ñèñòåì
íåðàâåíñòâ (3) â íàñòîÿùåå âðåìÿ îòêðûò. Íî åñëè ê îòíîøåíèþ w ⩽ u äîáàâèòü
ïðåäèêàò ðàâåíñòâà äëèí, òî ïîëó÷èì àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìóþ çàäà÷ó.

Â äàëüíåéøåì ðàâåíñòâî w = u áóäåì èñïîëüçîâàòü êàê ñîêðàù¼ííóþ çàïèñü êîíú-
þíêöèè íåðàâåíñòâ w ⩽ u & u ⩽ w.
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Òåîðåìà 3. Íåâîçìîæåí àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû
íåðàâåíñòâ ñ îäíèì îãðàíè÷åíèåì âèäà

k

&
i=1
wi(x1, . . . , xn, a, b) ⩽ ui(x1, . . . , xn, a, b) & |x1| = |x2|

îïðåäåëèòü, èìååò ëè îíà ðåøåíèå â ñâîáîäíîì ìîíîèäå M2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì òåîðåìó ïî òîé æå ñõåìå, ÷òî è òåîðåìû 1 è 2, íî
ñ íåêîòîðûìè èçìåíåíèÿìè.

Ïðåäèêàòû R(x, y) è M(x, y, z) çàäàäèì ýêâèâàëåíòíîñòÿìè

R(x, y) ⇐⇒ Na(x) & Nb(y) & (∃h)((ab)h = h(ab) & x ⩽ h & y ⩽ h & |xy| = |h|,

M(x, y, z) ⇐⇒
(
Na(x) & Na(y) & Na(z) &

& (∃v)(∃u)(∃w)
(
u(bx) = (bx)u & R(y, v) & w = vz & z ⩽ u & v ⩽ u & |w| = |u|

))
.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðåäèêàò M(x, y, z) èñòèíåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàéäóòñÿ òàêèå
íàòóðàëüíûå ÷èñëà s, t è r, ÷òî x = as, y = at, z = ar è st = r.

Åñëè ïðåäèêàò M(x, y, z) èñòèíåí, òî ñóùåñòâóþò òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà s, t
è r, ÷òî x = as, y = at, z = ar. Îñòà¼òñÿ ïîêàçàòü, ÷òî st = r. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
u = (bas)l äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà l, v = bt è w = btar. Òîãäà íåðàâåíñòâà
z ⩽ u & v ⩽ u âëåêóò íåðàâåíñòâà r ⩽ sl & t ⩽ l, à ðàâåíñòâî |w| = |u| äà¼ò ðàâåíñòâî
r + t = sl + l. Ïîýòîìó r = sl & t = l, çíà÷èò, r = st. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.

Çàìåòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü, êîòîðàÿ äàëåå áóäåò çíà-
÷èòåëüíî óñèëåíà:

M(x, y, z) ⇐⇒
(
Na(x) & Na(y) & Na(z) &

& (∃v)(∃u)(∃w)(∃h)
(
Nb(v) & (ab)h = h(ab) & y ⩽ h & v ⩽ h & u(bx) = (bx)u &

& w = vz & z ⩽ u & v ⩽ u & |wyv| = |uh|
))
.

Â ïðàâîé ÷àñòè ýêâèâàëåíòíîñòè òîëüêî îäíî âõîæäåíèå ïðåäèêàòà ðàâåíñòâà äëèí.
Êàê è ðàíåå, âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì âàðèàíòîì íåïîñðåäñòâåííîãî ñëåäñòâèÿ

ôóíäàìåíòàëüíîé òåîðåìû Þ.Â. Ìàòèÿñåâè÷à [25] î äèîôàíòîâîñòè ðåêóðñèâíî ïåðå-
÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ:

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìîãî ìíîæåñòâà A íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
ìîæíî ïîñòðîèòü òàêóþ ôîðìóëó ΦA(x1) âèäà

(∃x2) . . . (∃xm) Ψ,

ãäå Ψ =
s

&
i=1
φi è êàæäàÿ ôîðìóëà φi èìååò îäèí èç ñëåäóþùèõ âèäîâ:

xl + xj = xk, xj = xk, xlxj = xk, xj = c

(çäåñü c�íàòóðàëüíîå ÷èñëî), ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n èìååì
n ∈ A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôîðìóëà ΦA(n) èñòèííà íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ
÷èñåë.

Ïî ôîðìóëå ΦA(x1) ïîñòðîèì ôîðìóëó Φ
(1)
A (x1) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Φ
(1)
A (x1) ⇌ (∃x2) . . . (∃xm)

(
Ψ1 &

(
m

&
i=2

Na(xi)

))
,
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ãäå Ψ1 ïîëó÷àåòñÿ èç Ψ çàìåíîé êàæäîé ïîäôîðìóëû φi âèäà xl+xj = xk íà xlxj = xk,
âèäà xj = xk �íà xj = xk, âèäà xj = c�íà xj = ac è âèäà xlxj = xk �íà M(xl, xj, xk).

Ïîäõîäÿùèì îáðàçîì ïåðåèìåíîâàâ ïåðåìåííûå â ôîðìóëå Φ
(1)
A (x1), ìîæåì ñ÷è-

òàòü, ÷òî â ôîðìóëó Φ
(1)
A (x) âõîäÿò ëèøü ïåðåìåííûå x, x1, . . . , xn.

Ïðè ïîñòðîåíèè ôîðìóëû Φ
(1)
A (x1) ïî ôîðìóëå ΦA(x1) ìû çàìåíÿëè êàæäóþ ïîä-

ôîðìóëó xlxj = xk íà M(xl, xj, xk). Â èòîãå êîíúþíêöèÿ
m

&
p=1
xlpxjp = xkp çàìåíèëàñü íà

m

&
p=1
M(xlp , xjp , xkp) è ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü:

M2 |=
m

&
p=1
M(xlp , xjp , xkp) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàéäóòñÿ òàêèå íàòóðàëüíûå

÷èñëà sp, tp è rp (p = 1, . . . ,m), ÷òî xlp = asp , yjp = atp , zkp = arp è sptp = rp.

Âûïèøåì â ÿâíîì âèäå êîíúþíêöèþ
m

&
p=1
M(xlp , xjp , xkp) è ïðèâåä¼ì å¼ ê âèäó

m

&
p=1

(∃y)(∃z)
(
Na(xlp) & Na(xjp) & Na(xkp) &

& (∃vp)(∃up)(∃hp)
(
up(bxlp) = (bxlp)up & vpb = bvp &

& abhp = hpab & xjp ⩽ hp & vp ⩽ hp & xkp ⩽ up & vp ⩽ up
)
&

&
(
y = xj1v1 . . . xjmvmxk1v1 . . . xkmvm & z = h1 . . . hmu1 . . . um & |y| = |z|

))
.

Ïîñëåäíþþ ôîðìóëó òàêæå áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
m

&
p=1
M(xlp , xjp , xkp).

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ñëîâ Ap, Bp è Cp (p = 1, . . . ,m) íà ñâîáîäíîì
ìîíîèäå M2 ôîðìóëà

m

&
p=1
M(Ap, Bp, Cp) (4)

èñòèííà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà sp, tp è rp
(p = 1, . . . ,m), ÷òî Ap = asp , Bp = atp , C = arp è rp = sptp.

Åñëè íà ñâîáîäíîì ìîíîèäå M2 èñòèííà ôîðìóëà (4), òî ñóùåñòâóþò òàêèå íàòó-
ðàëüíûå ÷èñëà sp, tp è rp (p = 1, . . . ,m), ÷òî Ap = asp , Bp = atp , C = arp . Îñòà¼òñÿ
ïîêàçàòü, ÷òî rp = sptp.

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà αp è γp (p = 1, . . . ,m), ÷òî hp = (ab)αp

è vp = bγp . Òîãäà íåðàâåíñòâà xjp ⩽ hp & vp ⩽ hp âëåêóò íåðàâåíñòâà tp ⩽ αp & γp ⩽ αp.
Àíàëîãè÷íî ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà βp (p = 1, . . . ,m), ÷òî up = (basp)βp . Òîãäà

íåðàâåíñòâà xkp ⩽ up & vp ⩽ up âëåêóò íåðàâåíñòâà rp ⩽ spβp & γp ⩽ βp.
Ðàâåíñòâî |y| = |z| âëå÷åò ðàâåíñòâî

t1 + γ1 + . . .+ tm + γm + r1 + γ1 + . . .+ rm + γm =

= α1 + α1 + . . .+ αm + αm + s1β1 + β1 + . . .+ smβm + βm,

÷òî âìåñòå ñ ïðåäûäóùèìè íåðàâåíñòâàìè

m

&
p=1

(tp ⩽ αp & γp ⩽ αp) &
m

&
p=1

(rp ⩽ spβp & γp ⩽ βp)

äà¼ò ñèñòåìó ðàâåíñòâ
m

&
p=1

(tp = αp & γp = αp & rp = spβp & βp = γp), èç êîòîðûõ ñëåäóåò

òðåáóåìîå:
m

&
p=1
rp = sptp.
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Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ ïî òîé æå ñõåìå.
Ïðèâåä¼ì ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó Φ

(1)
A (x) ê âèäó

k

&
i=1
wi(x1, . . . , xn, a, b) ⩽ ui(x1, . . . , xn, a, b) & |x1| = |x2|.

Ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó îáîçíà÷èì ÷åðåç Φ(2)
A (x). Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî

÷èñëà m ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü: m ∈ A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ôîðìóëà Φ

(2)
A (am) èñòèííà íà ìîíîèäå M2.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî âçÿòü â êà÷åñòâåA ðåêóðñèâíî
ïåðå÷èñëèìîå, íî íåðåêóðñèâíîå ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Çàêëþ÷åíèå
Â ðàáîòå ïîñòðîåíî òàêîå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî óðàâíåíèé ñ îãðàíè÷å-

íèÿìè íà ðåøåíèÿ â ñâîáîäíîì ìîíîèäå M2 (ñâîáîäíîé ïîëóãðóïïå S2)

w(x, x1, . . . , xn, a, b) = v(x, x1, . . . , xn, a, b) & &
{i,j}∈A

|xi| = |xj| & |x1|b = |x2|b

ñ íåèçâåñòíûìè x1, . . . , xn, êîíñòàíòàìè a è b è ïàðàìåòðîì x, ãäå A�íåêîòîðîå ïîä-
ìíîæåñòâî ìíîæåñòâà {{t, s} : 1 ⩽ t, s ⩽ n}, ÷òî íåâîçìîæåí àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m îïðåäåëèòü, èìååò ëè ðåøåíèå ñëåäóþùåå
óðàâíåíèå ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà ðåøåíèÿ:

w(am, x1, . . . , xn, a, b) = v(am, x1, . . . , xn, a, b) & &
{i,j}∈A

|xi| = |xj| & |x1|b = |x2|b.

Ïîñòðîåíî òàêîå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî óðàâíåíèé ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà
ðåøåíèÿ â ñâîáîäíîì ìîíîèäå M2

w(x, x1, . . . , xn, a, b) = v(x, x1, . . . , xn, a, b) & &
{i,j}∈A

|xi| = |xj| & x1 ∈ L1

ñ íåèçâåñòíûìè x1, . . . , xn, êîíñòàíòàìè a è b è ïàðàìåòðîì x, ãäå A�íåêîòîðîå ïîä-
ìíîæåñòâî ìíîæåñòâà {{t, s} : 1 ⩽ t, s ⩽ n}, ÷òî íåâîçìîæåí àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m îïðåäåëèòü, èìååò ëè ðåøåíèå ñëåäóþùåå
óðàâíåíèå ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà ðåøåíèÿ:

w(am, x1, . . . , xn, a, b) = v(am, x1, . . . , xn, a, b) & &
{i,j}∈A

|xi| = |xj| & x1 ∈ L1.

Äëÿ ââåä¼ííîãî V. Diekert îòíîøåíèÿ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà äîêàçàíî, ÷òî íåâîçìîæ-
íî ïîñòðîèòü àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ ñ îäíèì
îãðàíè÷åíèåì âèäà

k

&
i=1
wi(x1, . . . , xn, a, b) ⩽ ui(x1, . . . , xn, a, b) & |x1| = |x2|

îïðåäåëèòü, èìååò ëè îíà ðåøåíèå â ñâîáîäíîì ìîíîèäåM2 (ñâîáîäíîé ïîëóãðóïïå S2).
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