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Ïîíÿòèÿ ñòðóêòóðû ÷àñòè÷íîãî ñòèðàíèÿ è êàíàëà ÷àñòè÷íîãî ñòèðàíèÿ áûëè ââå-
äåíû â ïðåäøåñòâóþùèõ ðàáîòàõ àâòîðà. Òàêæå â äàííûõ ðàáîòàõ ïðåäñòàâëåíà
ôîðìàëüíàÿ ìîäåëü âçàèìîäåéñòâèÿ ïðèåìíèêà è ïåðåäàò÷èêà. Ââåäåíî ïîíÿòèå
êîððåêòíîãî ïðîòîêîëà, ò. å. ïîíÿòèå ñîãëàñîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ïðèåìíèêà ñ ïîâå-
äåíèåì ïåðåäàò÷èêà. Íàéäåíî íàêëàäûâàåìîå íà ïîâåäåíèå ïåðåäàò÷èêà íåîáõî-
äèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå òîãî, ÷òî ñóùåñòâóåò ñîãëàñîâàííîå ñ íèì ïîâåäåíèå
ïðèåìíèêà. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì ïðîâåðêè óêàçàííîãî óñëî-
âèÿ è îöåíêà åãî ñëîæíîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñêðûòûå êàíàëû, ñòðóêòóðà ÷àñòè÷íîãî ñòèðàíèÿ, êàíàë

÷àñòè÷íîãî ñòèðàíèÿ, ïðîòîêîë ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè, àëãîðèòì ïðîâåðêè.

A VALIDATION ALGORITHM OF THE TRANSMITTER`S BOUNDEDLY
DETERMINISTIC BEHAVIOUR IN A PARTIAL ERASURE CHANNEL

I. B. Kazakov

Moscow Institute of Physics and Technology, Dolgoprudny, Russia

In the previous papers, the notions of a partial erasure structure and a partial erasure
channel have been introduced. A partial erasure structure is a triplet consisting of
an alphabet A, a family of partitions of the alphabet and a set of probabilities as-
signed to the partitions. A partial erasure channel functions as follows. Alice sends
Bob a symbol a ∈ A, but Bob receives only partial information about the symbol.
Bob only knows which partition has been choosen and which class of the partition
the symbol belongs to. The set of pairs consisting of a partition and a class of the
partition, i.e., the signals Bob can receive, is denoted as Bob’s alphabet B. There is
a natural correspondence between the characters sent by Alice and received by Bob.
For symbols a ∈ A and b ∈ B, a 7→ b is assumed to hold if there exists a partition T
in the partial erasure structure such that b = (πT (a), T ). The correspondence is also
generalized to the words. We assume that a1 . . . an 7→ b1 . . . bn holds, if ai 7→ bi holds
for all i = 1 . . . n. Suppose that Alice has an input tape from which she reads symbols
of some finite alphabet S. Bob has an output tape, on which he can print symbols of
alphabet S and also specially reserved (not in S) erasure symbol “*”. Thus, a problem
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of transmitting information via the descibed channel (i.e., a problem of construction
of Alice’s and Bob’s behaviour) arises. In the previous papers of the author, a for-
mal model of interaction between a transmitter (Alice) and a receiver (Bob), called a
protocol, is presented. A protocol is a pair of functions (F,G), where F : S∗ → A∗ is
the Alice behaviour function and G : B∗ → S ∪ {∗,Λ} is the Bob behaviour function.
Suppose that Alice has just read another symbol s ∈ S from the input tape, having
previously read the word ŝ = s1, . . . , sm. Then we assume that during the following
|F (ŝs)| steps Alice sends the word F (ŝs) symbol by symbol via the channel of partial
erasure. Bob receives the symbol b ∈ B on each step. After receiving the symbol,
he has to decide what to print on the output tape. He can print a symbol of the
alphabet S, or the erasure symbol “*”, or nothing. Bob’s decision is determined by
the function G. The protocol (F,G) is said to be valid, if Bob prints on the output
tape the same content what originally is on the input tape, while, perhaps, with the
replacement of the significant symbols (i.e., the symbols of the alphabet S) to the era-
sure symbol “*”. Among all Alice’s behavior functions, a class of correct functions is
defined. A function F is said to be correct, if F (Λ)F (s11)F (s11s

1
2) . . . F (s11 . . . s

1
n) 7→ β1,

F (Λ)F (s21)F (s21s
2
2) . . . F (s21 . . . s

2
m) 7→ β2 and β1 is a prefix to β2, where β1, β2 ∈ B∗.

The question is investigated, for which functions of Alice’s behavior F there exists a
function of Bob’s behavior G such that the pair (F,G) is a correct protocol. The the-
orem is proved that for this it is necessary and sufficient that F belongs to the class of
correct functions. This paper presents an algorithm for verifying that Alice’s behavior
function F belongs to the class of correct functions. The complexity of the algorithm
is O(L|Q|3|S|4), where |Q| is the number of states of the automaton representing the
function F , L is the maximum length of the word Alice throws out, |S| is the number
of symbols of the alphabet S.

Keywords: covert channels, partial erasure structure, partial erasure channel, infor-
mation transmission protocol, check algorithm.

Ââåäåíèå
Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì, êîòîðûé ïî ôîðìàëüíîìó îïèñàíèþ ïîâåäåíèÿ

ïåðåäàò÷èêà (òðàäèöèîííî íàçûâàåìîãî Àëèñîé) â êàíàëå ÷àñòè÷íîãî ñòèðàíèÿ ïðî-
âåðÿåò âûïîëíåíèå êðèòåðèàëüíîãî óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñîãëàñîâàííîãî ñ íèì ïî-
âåäåíèÿ ïðèåìíèêà (òðàäèöèîííî íàçûâàåìîãî Áîáîì). Ïîíÿòèå êàíàëà ÷àñòè÷íîãî
ñòèðàíèÿ, ôîðìàëüíîå îïèñàíèå ïîâåäåíèé Àëèñû è Áîáà, à òàêæå ïîñòàíîâêà çàäà÷è
ïðîâåðêè óêàçàííîãî óñëîâèÿ ïðåäñòàâëåíû â ïðåäøåñòâóþùèõ ðàáîòàõ àâòîðà [1�3].

Èçëîæèì ñâåäåíèÿ, îáîñíîâûâàþùèå àêòóàëüíîñòü ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.
Ïðåäìåò, èññëåäóåìûé â ðàáîòå, èìååò îòíîøåíèå ê ñêðûòûì êàíàëàì. Ñêðûòûé êà-
íàë � ýòî ëþáîé êîììóíèêàöèîííûé êàíàë, ïåðåäàþùèé èíôîðìàöèþ íå ïðåäíàçíà-
÷åííûì äëÿ ýòîãî ñïîñîáîì. Ïîíÿòèå ñêðûòîãî êàíàëà âïåðâûå â îòêðûòîé ëèòåðàòó-
ðå ââåäåíî â ðàáîòå [4]. Ñîâðåìåííûé êðàòêèé îáçîð, ïîñâÿùåííûé ñêðûòûì êàíàëàì,
ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [5]. Îñîáóþ âàæíîñòü èìåþò ñåòåâûå ñêðûòûå êàíàëû, îáçîð
è êëàññèôèêàöèÿ òåõíèê ïîñòðîåíèÿ êîòîðûõ èìååòñÿ â [6].

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ñâÿçàíà ñî ñêðûòûì êàíàëîì áëóæäàíèé ïî ïëîñêîñòè. Ôóíê-
öèîíèðîâàíèå ýòîãî êàíàëà ìîæåò áûòü îïèñàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïåðåäàþùèé
ó÷àñòíèê (Àëèñà) îïðåäåë¼ííûì îáðàçîì äâèæåòñÿ ïî ïëîñêîñòè, à ïðèíèìàþùèé
(Áîá) ñ÷èòûâàåò èç íàáëþäàåìûõ ïåðåìåùåíèé ïåðåäàþùåãî ó÷àñòíèêà çàêîäèðîâàí-
íóþ èì èíôîðìàöèþ. Ñêðûòûé êàíàë áëóæäàíèé ïî ïëîñêîñòè ìîæåò áûòü ðåàëèçî-
âàí â online-øóòåðàõ, òî åñòü â ìíîãîïîëüçîâàòåëüñêèõ èãðàõ, ãäå åñòü òàê íàçûâàåìîå
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¾èãðîâîå ïîëå¿, ïî êîòîðîìó âîçìîæíû ïåðåìåùåíèÿ. Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ñêðûòûõ êà-
íàëîâ ÷åðåç online-øóòåðû ðàíåå èññëåäîâàëàñü, íàïðèìåð, â [7].

Â ðàáîòå [2] ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî Áîá ïîëó÷àåò ëèøü ÷àñòü
èíôîðìàöèè î äâèæåíèè Àëèñû. Èìååòñÿ â âèäó, ÷òî îí ¾âèäèò¿ Àëèñó, ò. å. îïðåäå-
ëÿåò å¼ ìåñòîïîëîæåíèå íå âî âñå ìîìåíòû èãðîâîãî âðåìåíè, à òîëüêî â íåêîòîðûå èç
íèõ. Òàêèì îáðàçîì, åñëè äâå òðàåêòîðèè Àëèñû ñîâïàäàþò â îáîçíà÷åííûå ¾ìîìåí-
òû âèäèìîñòè¿, òî ñ òî÷êè çðåíèÿ Áîáà äàííûå òðàåêòîðèè ÿâëÿþòñÿ íåðàçëè÷èìû-
ìè. Ñëåäîâàòåëüíî, íà ìíîæåñòâå òðàåêòîðèé Àëèñû, íà÷èíàþùèõñÿ â ôèêñèðîâàííîé
òî÷êå è èìåþùèõ ôèêñèðîâàííóþ äëèíó N , îïðåäåëåíî 2N îòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíî-
ñòè, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåë¼ííîìó âûáîðó ìíîæåñòâà ¾ìîìåíòîâ
âèäèìîñòè¿. Êàæäîìó èç 2N âîçìîæíûõ âûáîðîâ ¾ìîìåíòîâ âèäèìîñòè¿ òàêæå ïðè-
ïèñàíà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî Áîá ¾óâèäèò¿ Àëèñó èìåííî â âûáðàííûå ìîìåíòû.

Äàëåå ïðîèçâåäåíî àáñòðàãèðîâàíèå îò òðàåêòîðèé è îò ìíîæåñòâ ìîìåíòîâ âè-
äèìîñòè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíû ïîíÿòèÿ ñòðóêòóðû ÷àñòè÷íîãî ñòèðàíèÿ è êàíàëà
÷àñòè÷íîãî ñòèðàíèÿ.

Ñòðóêòóðà ÷àñòè÷íîãî ñòèðàíèÿ� ýòî òðîéêà, ñîñòîÿùàÿ èç àëôàâèòà A, ñåìåéñòâà
îïðåäåë¼ííûõ íà äàííîì àëôàâèòå ðàçáèåíèé è íàáîðà âåðîÿòíîñòåé, ïðèïèñàííûõ
ðàçáèåíèÿì. Êàíàë ÷àñòè÷íîãî ñòèðàíèÿ ôóíêöèîíèðóåò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Àëèñà
îòïðàâëÿåò Áîáó ñèìâîë a ∈ A, à Áîá ïîëó÷àåò òîëüêî ÷àñòü èíôîðìàöèè: êàêîå áûëî
âûáðàíî ðàçáèåíèå è êàêîìó êëàññó âûáðàííîãî ðàçáèåíèÿ ïðèíàäëåæàë îòïðàâëåí-
íûé ñèìâîë. Ìíîæåñòâî ïàð, ñîñòîÿùèõ èç ðàçáèåíèÿ è êëàññà ïî äàííîìó ðàçáèåíèþ,
ò. å. ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ îòâåòîâ, êîòîðûå ìîæåò ïîëó÷èòü Áîá, îáîçíà÷àåòñÿ êàê
àëôàâèò Áîáà B.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðàíåå óïîìÿíóòîå ìíîæåñòâî òðàåêòîðèé Àëèñû âìåñòå ñ ñîîò-
âåòñòâóþùèìè îòíîøåíèÿìè ýêâèâàëåíòíîñòè ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñòðóêòóðû
÷àñòè÷íîãî ñòèðàíèÿ. Àëôàâèòîì A ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî òðàåêòîðèé. Êàæäîå èç 2N îò-
íîøåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè, çàäàííûõ íà òðàåêòîðèÿõ, îïðåäåëÿåò ðàçáèåíèå àëôàâè-
òà, ò. å. èìååòñÿ ìíîæåñòâî ðàçáèåíèé, ñîäåðæàùåå 2N ýëåìåíòîâ. Êàæäîìó ðàçáèåíèþ
ïðèïèñàíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåðîÿòíîñòü.

Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò çàäà÷à ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè ïî îïèñàííîìó êàíàëó, ò. å.
çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ïàðû ïîâåäåíèé Àëèñû è Áîáà. Ïîëàãàåì, ÷òî ó
Àëèñû èìååòñÿ âõîäíàÿ ëåíòà, ñ êîòîðîé îíà ÷èòàåò ñèìâîëû íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî
àëôàâèòà S. Ó Áîáà, â ñâîþ î÷åðåäü, èìååòñÿ âûõîäíàÿ ëåíòà, íà êîòîðóþ îí ìîæåò
ïå÷àòàòü ñèìâîëû àëôàâèòà S, à òàêæå ñïåöèàëüíî çàðåçåðâèðîâàííûé (íå âõîäÿùèé
â S) ñèìâîë ñòèðàíèÿ ¾*¿. Îáùåé öåëüþ êàê Àëèñû, òàê è Áîáà ÿâëÿåòñÿ îòïå÷àòûâà-
íèå íà âûõîäíîé ëåíòå òîãî æå ñîäåðæàíèÿ, êîòîðîå èçíà÷àëüíî èìååòñÿ íà âõîäíîé,
ïðè ýòîì, ìîæåò áûòü, ñ çàìåíîé çíà÷àùèõ ñèìâîëîâ (ò. å. ñèìâîëîâ àëôàâèòà S) íà
ñèìâîë ñòèðàíèÿ ¾*¿. Íà ìíîæåñòâå S îïðåäåë¼í ïîðÿäîê ñèìâîëîâ: S = {s1, . . . , sd}.
Òàêæå ïîðÿäîê îïðåäåë¼í è íà ìíîæåñòâå ïàð ñèìâîëîâ àëôàâèòà S, ò. å. íà ìíîæå-
ñòâå S2. Äàííûé ïîðÿäîê ÿâëÿåòñÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêèì, ò. e. (s1, s2) < (s′1, s

′
2), åñëè

s1 < s′1 èëè s1 = s′1 è s2 < s′2.
Â ðàáîòàõ [2, 3] ðàññìîòðåíû ôîðìàëèçîâàííûå ñõåìû îðãàíèçàöèè ïåðåäà÷è èí-

ôîðìàöèè îò Àëèñû ê Áîáó, íàçâàííûå ïðîòîêîëàìè ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè â êàíàëå
÷àñòè÷íîãî ñòèðàíèÿ. Â [2] îïèñàí ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðîòîêîëà, íàçûâàåìûé ¾ñõåìîé
ðàâíîìåðíîãî êîäèðîâàíèÿ¿. Ïðîòîêîëó â îáùåì ñëó÷àå ïîñâÿùåíà ðàáîòà [3]. Â ñîîò-
âåòñòâèè ñ ïðîèçâåä¼ííîé â [3] ôîðìàëèçàöèåé ïîâåäåíèå Àëèñû ìîæåò áûòü îïèñàíî
êàê ôóíêöèÿ F : S∗ → A∗, à ïîâåäåíèå Áîáà � êàê ôóíêöèÿ G : B∗ → S ∪ {∗},
ãäå A∗, B∗, S∗ �ìíîæåñòâà ñëîâ, ò. å. êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñèìâîëîâ àë-
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ôàâèòîâ A, B, S ñîîòâåòñòâåííî. Ïðîòîêîë� ýòî ïàðà ôóíêöèé (F,G). Ôóíêöèÿ F
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò äåòåðìèíèðîâàííóþ ôóíêöèþ F̂ ñëåäóþùèì îáðàçîì: F̂ (ŝ) =
= F̂ (s1 . . . sm) = F (Λ)F (s1)F (s1s2) . . . F (s1 . . . sm), ãäå Λ�ïóñòîå ñëîâî.

Ïðåäñòàâèì ñîäåðæàòåëüíóþ èíòåðïðåòàöèþ, îòíîñÿùóþñÿ ê ôóíêöèÿì ïîâåäå-
íèÿ F,G. Ïóñòü Àëèñà òîëüêî ÷òî ïðî÷èòàëà ñ âõîäíîé ëåíòû î÷åðåäíîé ñèìâîë s ∈ S,
ïðåäâàðèòåëüíî óæå ñ÷èòàâ ñëîâî ŝ = s1 . . . sm. Òîãäà ñ÷èòàåì, ÷òî íà ïðîòÿæåíèè
ïîñëåäóþùèõ |F (ŝs)| òàêòîâ Àëèñà ïîñèìâîëüíî îòïðàâëÿåò ïî êàíàëó ÷àñòè÷íîãî
ñòèðàíèÿ ñëîâî F (ŝs). ×òî êàñàåòñÿ Áîáà, òî íà êàæäîì òàêòå îí ïîëó÷àåò íåêèé
ñèìâîë b ∈ B. Ïîëó÷èâ óêàçàííûé ñèìâîë, îí äîëæåí ïðèíÿòü ðåøåíèå î òîì, ÷òî
ïå÷àòàòü íà âûõîäíîé ëåíòå: èëè êàêîé-íèáóäü ñèìâîë èç S ∪ {∗}, èëè íè÷åãî íå ïå-
÷àòàòü. Ïîëàãàåì, ÷òî åñëè G(β) ∈ S ∪ {∗}, òî Áîá ïå÷àòàåò ñèìâîë G(β). Èíà÷å, ò. å.
åñëè G(β) = Λ, Áîá íè÷åãî íå ïå÷àòàåò.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåé öåëüþ Àëèñû è Áîáà â ðàáîòå [3] ââåäåíî ïîíÿòèå êîð-
ðåêòíîãî ïðîòîêîëà. Îñíîâíûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î òîì, äëÿ êàêèõ èìåííî ôóíêöèé
ïîâåäåíèÿ Àëèñû F ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ïîâåäåíèÿ Áîáà G, òàêàÿ, ÷òî ïàðà (F,G)
ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíûì ïðîòîêîëîì. Îòâåòîì ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà, ÷òî äëÿ ýòîãî íåîáõî-
äèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû F ïðèíàäëåæàëà ê êëàññó ïðàâèëüíûõ ôóíêöèé. Ïîíÿòèå
ïðàâèëüíîé ôóíêöèè è äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðåäñòàâëåíû â [3]. Î÷åâèäíî, ïðåä-
ñòàâëÿåò èíòåðåñ ðåøåíèå çàäà÷è ïðîâåðêè ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè F : S∗ → A∗ íà
ïðèíàäëåæíîñòü ê êëàññó ïðàâèëüíûõ. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ýòîìó àëãîðèò-
ìó è îöåíêå åãî ñëîæíîñòè.

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ F̂ ïðåäñòàâèìà â âèäå (íå îáÿçàòåëüíî êîíå÷íîãî) àâòîìàòà,
ó êîòîðîãî S ÿâëÿåòñÿ âõîäíûì àëôàâèòîì, à ìíîæåñòâî ñëîâ A∗ � âûõîäíûì: àâòî-
ìàò íà êàæäîì øàãå ïðèíèìàåò ñèìâîë s ∈ S è âûäà¼ò ñëîâî α ∈ A∗. Äåéñòâèòåëüíî,
ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íûé àâòîìàò, ñîñòîÿíèÿ êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî-îäíîçíà÷-
íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà S∗. Íàõîäÿñü â ñîñòîÿíèè ŝ ∈ S∗ è ïðèíÿâ
ñèìâîë s ∈ S, àâòîìàò ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå ŝs è âûäà¼ò ñëîâî F (ŝs). Ïîäâåðãàÿ óêà-
çàííûé àâòîìàò ïðåîáðàçîâàíèþ, îòîæäåñòâëÿþùåìó åãî íåðàçëè÷èìûå ñîñòîÿíèÿ,
ïîëó÷àåì ïðèâåä¼ííûé àâòîìàò, ïðåäñòàâëÿþùèé ôóíêöèþ F̂ .

Âõîäíûìè äàííûìè àëãîðèòìà ñ÷èòàþòñÿ ôóíêöèè ïåðåõîäîâ è âûõîäîâ îïèñàííî-
ãî àâòîìàòà. Àëãîðèòì ïðèíèìàåò âõîäíûå äàííûå è çà êîíå÷íîå âðåìÿ âûäà¼ò îòâåò
âèäà ¾äà/íåò¿ î ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèè ïîâåäåíèÿ Àëèñû F ê êëàññó ïðàâèëüíûõ.

Ïîñêîëüêó çà êîíå÷íîå âðåìÿ àëãîðèòì íå ìîæåò îáðàáîòàòü áåñêîíå÷íûé îáú¼ì
âõîäíûõ äàííûõ, òî èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü òîëüêî îãðàíè÷åííî-äåòåðìèíèðîâàí-
íûå ôóíêöèè, ò. å. òàêèå, àâòîìàò êîòîðûõ èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî ñîñòîÿíèé.

Çàôèêñèðóåì ôóíêöèþ F , òàêóþ, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ôóíêöèÿ F̂ ÿâëÿåò-
ñÿ îãðàíè÷åííî-äåòåðìèíèðîâàííîé. Ñîîòâåòñòâåííî ôèêñèðîâàííûì îêàæåòñÿ êîíå÷-
íûé àâòîìàò, ïðåäñòàâëÿþùèé ôóíêöèþ F̂ . Ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé àâòîìàòà îáîçíà-
÷èì ÷åðåç Q. Àâòîìàò èìååò ôóíêöèþ ïåðåõîäîâ φ : Q × S → Q è âûõîäíóþ ôóíê-
öèþ ψ : Q×S → A∗. Íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå îáîçíà÷èì qΛ. Â êà÷åñòâå qŝ áóäåì îáîçíà÷àòü
ñîñòîÿíèå, â êîòîðîå àâòîìàò ïðèõîäèò, ïðèíÿâ íà âõîä ñëîâî ŝ = s1 . . . sm, ò. å. ïîñëå-
äîâàòåëüíî ïðèíÿâ ñèìâîëû s1, . . . , sm. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî ñëîâà ŝ ∈ S∗ è
ëþáîãî ñèìâîëà s ∈ S âûïîëíÿåòñÿ ψ(qŝ, s) = F (ŝs). Çíà÷åíèå F (Λ), îòñóòñòâóþùåå
â îïèñàíèè àâòîìàòà, òàêæå ôèêñèðîâàíî è õðàíèòñÿ â ïàìÿòè îòäåëüíî.

Ïðåäñòàâèì ñòðóêòóðó äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ. Â ðàçä. 1 èçëîæåíî ïðîâåðÿåìîå
óñëîâèå ïðàâèëüíîñòè, â ðàçä. 2 ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì âàëèäàöèè è îöåíêà åãî ñëîæ-
íîñòè. Äîêàçàòåëüñòâàì ïîñâÿù¼í ðàçä. 3. Â çàêëþ÷åíèè ïîäâåäåíû èòîãè è íàìå÷åíû
íàïðàâëåíèÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.
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1. Óñëîâèå ïðàâèëüíîñòè
Ïðèâåä¼ì ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå ïðîâåðÿåìîãî óñëîâèÿ. Íåîáõîäèìûå âñïîìî-

ãàòåëüíûå ïîíÿòèÿ, à òàêæå îïðåäåëåíèå ïðàâèëüíîé ôóíêöèè ïðåäñòàâëåíû â ï. 1.1.
Â ï. 1.2 äàííîå îïðåäåëåíèå ïðåîáðàçîâàíî â ðàâíîñèëüíóþ ôîðìó, íåïîñðåäñòâåííî
ïðîâåðÿåìóþ àëãîðèòìîì.

1.1. Î ï ð å ä å ë å í è ÿ

Ïîâòîðèì ïðåäñòàâëåííûå â ðàáîòàõ [2, 3] è óïîìÿíóòûå âî ââåäåíèè ïîíÿòèÿ, îò-
íîñÿùèåñÿ ê ôóíêöèîíèðîâàíèþ êàíàëà ÷àñòè÷íîãî ñòèðàíèÿ. Äëÿ äàëüíåéøåãî èçëî-
æåíèÿ òàêæå èìåþò çíà÷åíèå ïàðû ñëîâ èç A∗, òàêèå, ÷òî Áîá âñåãäà ñìîæåò îòëè÷èòü
ôàêò îòïðàâêè Àëèñîé îäíîãî ñëîâà èç ïàðû îò ôàêòà îòïðàâêè Àëèñîé äðóãîãî ñëîâà
èç ýòîé ïàðû.

Îïðåäåëåíèå 1. Ñòðóêòóðà ÷àñòè÷íîãî ñòèðàíèÿ� òðîéêà (A,T,P), ñîñòîÿùàÿ
èç àëôàâèòà A, íåïóñòîãî ìíîæåñòâà îïðåäåë¼ííûõ íà íåì ðàçáèåíèé (îòíîøåíèé ýê-
âèâàëåíòíîñòè) T, à òàêæå ïðèïèñàííûõ äàííûì ðàçáèåíèÿì âåñîâ pT , ñóììà êîòîðûõ
ðàâíà 1.

Îïðåäåëåíèå 2. Äâà ñèìâîëà a1, a2 ∈ A àáñîëþòíî ðàçëè÷èìû â ñòðóêòóðå ÷à-
ñòè÷íîãî ñòèðàíèÿ (A,T,P), åñëè â íåé íå íàéä¼òñÿ ðàçáèåíèÿ, òàêîãî, ÷òî a1, a2 ïðè-
íàäëåæàò îäíîìó êëàññó ýòîãî ðàçáèåíèÿ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñëîâà α1, α2 èìåþò
îáùóþ àáñîëþòíî ðàçëè÷èìóþ ïîçèöèþ â ñòðóêòóðå ÷àñòè÷íîãî ñòèðàíèÿ (A,T,P),
åñëè íàéä¼òñÿ òàêîå i, ÷òî ñèìâîëû α1[i], α2[i] àáñîëþòíî ðàçëè÷èìû â ñòðóêòóðå ÷à-
ñòè÷íîãî ñòèðàíèÿ (A,T,P).

Àëèñà îòïðàâëÿåò Áîáó ñèìâîë a ∈ A. Áîá ïîëó÷àåò ëèøü ÷àñòü èíôîðìàöèè îá
îòïðàâëåííîì ñèìâîëå: âûáðàííîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè T , à òàêæå êëàññ πT (a)
ïî äàííîìó îòíîøåíèþ. Ìíîæåñòâî âñåõ ïàð (πT (a), T ) îáîçíà÷àåòñÿ êàê àëôàâèò B
Áîáà. Òàêèì îáðàçîì, ìåæäó îòïðàâëÿåìûìè Àëèñîé è ïîëó÷àåìûìè Áîáîì ñèìâîëà-
ìè åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëåíî âåðîÿòíîñòíîå ñîîòâåòñòâèå a 7→

pT
b. Ïîñêîëüêó

â íàñòîÿùåé ðàáîòå íå ðàññìàòðèâàþòñÿ âåðîÿòíîñòíûå àñïåêòû èññëåäóåìîé ìîäåëè,
áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå a 7→ b. Äàííîå ñîîòâåòñòâèå îáîáùàåòñÿ òàêæå íà
ñëîâà.

Îïðåäåëåíèå 3. Äëÿ ñèìâîëîâ a ∈ A, b ∈ B ïîëàãàåì a 7→ b, åñëè â ñòðóêòóðå
÷àñòè÷íîãî ñòèðàíèÿ èìååòñÿ ðàçáèåíèå T , òàêîå, ÷òî b = (πT (a), T ). Äëÿ ñëîâ α ∈ A∗,
β ∈ B∗ ïîëàãàåì α 7→ β, åñëè |α| = |β| = l è äëÿ âñåõ i = 1, . . . , l âûïîëíåíî α(i) 7→ β(i).

Îïðåäåëåíèå 4. Äëÿ ôóíêöèè F îïðåäåëèì ôóíêöèþ F̂ : S∗ → A∗ ïî ñëåäóþ-
ùåìó ïðàâèëó: F̂ (ŝ) = F (Λ)F (s1)F (s1s2) . . . F (s1 . . . sm), ãäå ŝ = s1 . . . sm.

Îïðåäåëåíèå 5. Ñëîâî β1 �ïðåôèêñ ñëîâà β2, åñëè β2 èìååò âèä β2 = β1β
′
1. Àíà-

ëîãè÷íî, β1 � ñóôôèêñ ñëîâà β2, åñëè β2 èìååò âèä β2 = β′
1β1.

Îïðåäåëåíèå 6. Ôóíêöèÿ F íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé, åñëè èç âûïîëíåíèÿ óñëî-
âèé F̂ (ŝ1) 7→ β1, F̂ (ŝ2) 7→ β2 è β1 �ïðåôèêñ β2 ñëåäóåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ |ŝ1| ⩽ |ŝ2|.

1.2. Ð à â í î ñ è ë ü í û é â è ä

Ïðåîáðàçóåì óñëîâèå ïðàâèëüíîñòè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âõîäÿùèå â åãî ôîðìó-
ëèðîâêó ïîíÿòèÿ îòíîñèëèñü òîëüêî ê ñòðóêòóðå ÷àñòè÷íîãî ñòèðàíèÿ è ê ôóíêöèè
ïîâåäåíèÿ Àëèñû F . Äëÿ ýòîãî ââåä¼ì âñïîìîãàòåëüíûå ïîíÿòèÿ àíîìàëüíûõ ïàð ñëîâ
èç S∗ 1-ãî è 2-ãî ðîäà.

Îïðåäåëåíèå 7. Ïàðà ñëîâ (ŝ1, ŝ2) ∈ (S∗)2 íàçûâàåòñÿ îäíîõîäîâîé, åñëè âûïîë-
íåíî |ŝ1| = |ŝ2|+ 1.
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Îïðåäåëåíèå 8. Ïàðà ñëîâ (ŝ1, ŝ2) ∈ (S∗)2 íàçûâàåòñÿ àíîìàëèåé 1-ãî ðîäà äëÿ
ôóíêöèè F , åñëè ñëîâà F̂ (ŝ1) è F̂ (ŝ2) èìåþò îáùóþ àáñîëþòíî ðàçëè÷èìóþ ïîçèöèþ.

Îïðåäåëåíèå 9. Ïàðà ñëîâ (ŝ1, ŝ2) ∈ (S∗)2 íàçûâàåòñÿ àíîìàëèåé 2-ãî ðîäà äëÿ
ôóíêöèè F , åñëè (|F̂ (ŝ1)| ⩽ |F̂ (ŝ2)| è |ŝ2| > |ŝ1|) èëè (|F̂ (ŝ2)| ⩽ |F̂ (ŝ1)| è |ŝ1| < |ŝ2|).

Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ F áûëà ïðàâèëüíîé, íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî íåñóùåñòâîâàíèÿ îäíîõîäîâîé ïàðû, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ àíîìàëèåé 2-ãî ðîäà, íî
íå ÿâëÿåòñÿ àíîìàëèåé 1-ãî ðîäà äëÿ ôóíêöèè F .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå: (ŝ1, ŝ2)� àíîìàëèÿ 2-ãî ðîäà äëÿ
ôóíêöèè F , íå ÿâëÿþùàÿñÿ àíîìàëèåé 1-ãî ðîäà äëÿ ôóíêöèè F , ò. å. |ŝ1| = |ŝ2| + 1,
|F̂ (ŝ1)| ⩽ |F̂ (ŝ2)|, à ñëîâà F̂ (ŝ1), F̂ (ŝ2) íå èìåþò îáùåé àáñîëþòíî ðàçëè÷èìîé ïîçèöèè.

Îáîçíà÷èì: α1 = F̂ (ŝ1), α2 = F̂ (ŝ2), k1 = |α1|, k2 = |α2|. Ñëîâà α1, α2 íå èìåþò
îáùåé àáñîëþòíî ðàçëè÷èìîé ïîçèöèè è k1 ⩽ k2.

Òàê êàê ñëîâà α1, α2 íå èìåþò îáùåé àáñîëþòíî ðàçëè÷èìîé ïîçèöèè, ìîæíî âû-
áðàòü k1 ðàçáèåíèé T1, . . . , Tk1 èç ñòðóêòóðû ÷àñòè÷íîãî ñòèðàíèÿ, òàêèõ, ÷òî ïðè âñåõ
i = 1, . . . , k1 ñèìâîëû α1(i), α2(i) ïðèíàäëåæàò îäíîìó êëàññó ðàçáèåíèÿ Ti, ò. å. âû-
ïîëíÿåòñÿ πTi

(α1(i)) = πTi
(α2(i)). Îïðåäåëèì bi = (Ti, πTi

(α1(i))); òàêèì îáðàçîì, ïðè
âñåõ i = 1, . . . , k1 âûïîëíåíî α1(i), α2(i) 7→ bi.

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì îñòàâøèåñÿ k2−k1 ðàçáèåíèé Tk1+1, . . . , Tk2 . Îïðå-
äåëèì bi = (Ti, πTi

(α2(i))) ïðè i = k1 + 1, . . . , k2. Òàêèì îáðàçîì, ïðè i = k1 + 1, . . . , k2
âûïîëíÿåòñÿ α2(i) 7→ bi.

Ïîëîæèì β1 = b1 . . . bk1 , β2 = b1 . . . bk1bk1+1 . . . bk2 . Òîãäà F̂ (ŝ1) = α1 7→ β1,
F̂ (ŝ2) = α2 7→ β2, β1 �ïðåôèêñ β2. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïðàâèëüíîé ôóíêöèè, îòñþ-
äà ñëåäóåò, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ |ŝ2|+ 1 = |ŝ1| ⩽ |ŝ2|. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü.
1. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå: F íå ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé ôóíêöèåé. Ýòî îçíà÷àåò ñó-

ùåñòâîâàíèå ñëîâ ŝ1, ŝ2 ∈ S∗ è β1, β2 ∈ B∗, òàêèõ, ÷òî β1 �ïðåôèêñ β2, F̂ (ŝ1) 7→ β1,
F̂ (ŝ2) 7→ β2, |ŝ1| > |ŝ2|.

2. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñëîâà F̂ (ŝ1) è F̂ (ŝ2) íå èìåþò îáùåé àáñîëþòíî ðàçëè÷èìîé
ïîçèöèè, ò. å. ïàðà (ŝ1, ŝ2) íå ÿâëÿåòñÿ àíîìàëèåé 1-ãî ðîäà äëÿ ôóíêöèè F .

3. Ïîñêîëüêó |ŝ1| > |ŝ2|, òî ìîæíî çàïèñàòü ŝ1 = ŝ′1ŝ
′′
1, ãäå |ŝ′1| = |ŝ2| + 1. Îòìåòèì,

÷òî òàê êàê F̂ (ŝ′1)�ïðåôèêñ F̂ (ŝ1), òî îäíîõîäîâàÿ ïàðà (ŝ′1, ŝ2) òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ
àíîìàëèåé 1-ãî ðîäà äëÿ ôóíêöèè F .

4. Òàê êàê ŝ′1 �ïðåôèêñ ŝ1, òî F̂ (ŝ′1)�ïðåôèêñ F̂ (ŝ1).
5. Îïðåäåëèì ñëîâî β′

1 êàê ïðåôèêñ ñëîâà β1, òàêîé, ÷òî |β′
1| = |F̂ (ŝ′1)|. Î÷åâèäíî,

÷òî F̂ (ŝ′1) 7→ β′
1.

6. Èòàê, β′
1 �ïðåôèêñ β1 (ï. 1), β1 �ïðåôèêñ β2 (ï. 5), ñëåäîâàòåëüíî, β′

1 �ïðå-
ôèêñ β2.

7. Òàêèì îáðàçîì, |F̂ (ŝ′1)| = |β′
1| ⩽ |β2| = |F̂ (ŝ2)|. Ñëåäîâàòåëüíî, îäíîõîäîâàÿ ïàðà

(ŝ′1, ŝ2) ÿâëÿåòñÿ àíîìàëèåé 2-ãî ðîäà äëÿ ôóíêöèè F .
8. Ñîïîñòàâëÿÿ âûâîäû ï. 3 è 7, ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.
Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

Óêàçàííîå â òåîðåìå 1 ðàâíîñèëüíîå óñëîâèå íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ àëãî-
ðèòìîì.
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2. Àëãîðèòì âàëèäàöèè
Âõîäíûìè äàííûìè àëãîðèòìà ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿ ïåðåõîäà φ è âûõîäíàÿ ôóíê-

öèÿ ψ êîíå÷íîãî àâòîìàòà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ôóíêöèþ F̂ . Ôóíêöèè çàäàíû â âèäå
òàáëèö. Îòäåëüíî â ïàìÿòè õðàíèòñÿ ñëîâî F (Λ), õîòÿ ôàêòè÷åñêè îíî íå èñïîëüçóåò-
ñÿ àëãîðèòìîì.

Àëãîðèòì ñîñòîèò èç ïîäãîòîâèòåëüíîé è îñíîâíîé ÷àñòè. Îïèñàíèå ïîäãîòîâè-
òåëüíîé ÷àñòè àëãîðèòìà, íàçûâàåìîãî ïðîöåäóðîé ïðåäûíèöèàëèçàöèè, ïðåäñòàâëåíî
â ï. 2.1, îñíîâíîé ÷àñòè� â ï. 2.3. Îñíîâíàÿ ÷àñòü àëãîðèòìà ðàáîòàåò ñ òàê íàçûâàå-
ìûìè ïåðåáèðàåìûìè ñóùíîñòÿìè, êîòîðûå ïðåäâàðèòåëüíî ââîäÿòñÿ â ï. 2.2.

2.1. Ï ð î ö å ä ó ð à ï ð å ä û í è ö è à ë è ç à ö è è

Äî îñíîâíîé ðàáîòû àëãîðèòìà âûïîëíÿåòñÿ ïðîöåäóðà, ìîäèôèöèðóþùàÿ âõîä-
íûå äàííûå, ò. å. èçìåíÿþùàÿ ôóíêöèþ F òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âî âðåìÿ îñíîâíîé
ðàáîòû îêàçàëèñü âûïîëíåíû îãðàíè÷åíèÿ F (Λ) = Λ è F (ŝ) ̸= Λ ïðè âñåõ ŝ ̸= Λ.

Â ïåðâóþ î÷åðåäü õðàíÿùååñÿ â ïàìÿòè çíà÷åíèå F (Λ) çàìåíÿåòñÿ íà ïóñòîå ñëî-
âî Λ, òî åñòü ôóíêöèÿ F çàìåíÿåòñÿ íà ôóíêöèþ F0, îïðåäåëÿåìóþ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: F0(Λ) = Λ; F0(ŝ) = F (ŝ), åñëè ŝ ̸= Λ. Ýòà çàìåíà êîððåêòíà, òàê êàê F0 ïðàâèëüíà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðàâèëüíà F . Äàííàÿ îïåðàöèÿ òðåáóåò âðåìåíè O(1).

Âî âòîðóþ î÷åðåäü ïðîâåðÿåì, âûïîëíåíî ëè äëÿ âñåõ ñëîâ ŝ ̸= Λ óñëîâèå F (ŝ) ̸= Λ,
ò. å. ψ(q, s) ̸= Λ äëÿ âñåõ ñîñòîÿíèé q ∈ Q ïðåäñòàâëÿþùåãî àâòîìàòà è âñåõ ñèìâî-
ëîâ s ∈ S. Óêàçàííàÿ ïðîâåðêà âûïîëíÿåòñÿ çà âðåìÿ, ïðîïîðöèîíàëüíîå âðåìåíè
ïåðå÷èñëåíèÿ âñåõ âîçìîæíûõ ïåðåõîäîâ ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè, ò. å. çà âðåìÿ O(|Q||S|).
Åñëè óñëîâèå íå âûïîëíåíî, òî ôóíêöèÿ F íå ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé è àëãîðèòì âîç-
âðàùàåò îòâåò ¾íåò¿ è çàâåðøàåòñÿ. Åñëè óñëîâèå âûïîëíåíî, òî àëãîðèòì ïåðåõîäèò
ê âûïîëíåíèþ îñíîâíîé ðàáîòû.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ F0 îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: F0(Λ) = Λ;
F0(ŝ) = F (ŝ), åñëè ŝ ̸= Λ. Òîãäà ôóíêöèÿ F0 ïðàâèëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ïðàâèëüíà ôóíêöèÿ F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ïàðó ñëîâ (ŝ1, ŝ2) ∈ (S∗)2. Cëîâà F̂0(ŝ1) è F̂0(ŝ2)
èìåþò îáùóþ àáñîëþòíî ðàçëè÷èìóþ ïîçèöèþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà å¼ èìå-
þò ñëîâà F̂ (ŝ1) = F (Λ)F̂0(ŝ1), F̂ (ŝ2) = F (Λ)F̂0(ŝ2). Ðàâíîñèëüíû ñëåäóþùèå óñëî-
âèÿ: |F̂ (ŝ1)| ⩽ |F̂ (ŝ2)| è |F̂0(ŝ1)| ⩽ |F̂0(ŝ2)|, ïîñêîëüêó |F̂ (ŝ1)| = |F̂0(ŝ1)| + |F (Λ)| è
|F̂ (ŝ1)| = |F̂0(ŝ1)|+ |F (Λ)|

Òàêèì îáðàçîì, ïàðà ñëîâ (ŝ1, ŝ2) ÿâëÿåòñÿ àíîìàëèåé 2-ãî ðîäà, íî íå ÿâëÿåòñÿ
àíîìàëèåé 1-ãî ðîäà äëÿ ôóíêöèè F0 â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ
òàêîâîé äëÿ ôóíêöèè F . Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 1, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî ñëîâà ŝ ∈ S∗ âûïîëíåíî ŝ ̸= Λ è F̂ (ŝ) = Λ.
Òîãäà ôóíêöèÿ F íå ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå: ïóñòü F �ïðàâèëüíàÿ ôóíêöèÿ.
Òàê êàê ŝ ̸= Λ, òî ñóùåñòâóþò ñëîâî ŝ′ ∈ S∗ è ñèìâîë s ∈ S, òàêèå, ÷òî ŝ = ŝ′s.
Óñëîâèå òåîðåìû îçíà÷àåò, ÷òî α = F̂ (ŝ) = F̂ (ŝ′s) = F̂ (ŝ′)F (ŝ′s) = F̂ (ŝ′)F (ŝ) =

= F̂ (ŝ′)Λ = F̂ (ŝ′).
Îáîçíà÷èì k = |α|. Âûáåðåì èç ñòðóêòóðû ÷àñòè÷íîãî ñòèðàíèÿ k ïðîèçâîëüíûõ

ðàçáèåíèé T1, . . . , Tk è ïîëîæèì bi = (Ti, πTi
(α(i))), β = b1 . . . bk. Òîãäà α(i) 7→ bi è,

ñëåäîâàòåëüíî, F̂ (ŝ′s) = F̂ (ŝ′) = α 7→ β.
Òàêèì îáðàçîì, F̂ (ŝ′s), F̂ (ŝ′) 7→ β. Òàê êàê β �ïðåôèêñ ñàìîãî ñåáÿ, òî, ïðèìåíÿÿ

îïðåäåëåíèå ïðàâèëüíîé ôóíêöèè, ïîëó÷àåì |ŝ′|+ 1 = |ŝ′s| ⩽ |ŝ′|. Ïðîòèâîðå÷èå.
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2.2. Ï å ð å á è ð à å ì û å ñ ó ù í î ñ ò è

Àëãîðèòì îïåðèðóåò ñ ïÿò¼ðêàìè âèäà (q1, q2, α, ŝ1, ŝ2), ñîñòîÿùèìè èç äâóõ ñîñòî-
ÿíèé q1, q2 ∈ Q ïðåäñòàâëÿþùåãî ôóíêöèþ F̂ àâòîìàòà, ñëîâà α èç ìíîæåñòâà A∗,
à òàêæå äâóõ ñëîâ ŝ1, ŝ2 èç ìíîæåñòâà S∗. Òàêàÿ ïÿò¼ðêà íàçûâàåòñÿ ïåðåáèðàåìîé
ñóùíîñòüþ.

Îïðåäåëåíèå 10. Ïåðåáèðàåìàÿ ñóùíîñòü � ýòî ïÿò¼ðêà (q1, q2, α, ŝ1, ŝ2), ãäå
q1, q2 ∈ Q; α ∈ A∗; ŝ1, ŝ2 ∈ S∗.

Îïðåäåëåíèå 11. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïåðåáèðàåìàÿ ñóùíîñòü (q1, q2, α, ŝ1, ŝ2)
èìååò ðàçìåð k, åñëè |ŝ2| = k. Ðàçìåð ïåðåáèðàåìîé ñóùíîñòè e áóäåì îáîçíà÷àòü êàê
size(e).

Íà ìíîæåñòâå ïåðåáèðàåìûõ ñóùíîñòåé îïðåäåëåíî äåéñòâèå ïàð ñèìâîëîâ (s1, s2)
èç S. Ïîä äåéñòâèåì óêàçàííîé ïàðû ïåðåáèðàåìàÿ ñóùíîñòü ìîæåò ïåðåõîäèòü â àíî-
ìàëèþ 1-ãî ðîäà, èëè â àíîìàëèþ 2-ãî ðîäà, èëè â äðóãóþ ïåðåáèðàåìóþ ñóùíîñòü.

Îïðåäåëåíèå 12. Ïåðåáèðàåìàÿ ñóùíîñòü (q1, q2, α, ŝ1, ŝ2) ïîä äåéñòâèåì ïàðû
ñèìâîëîâ (s1, s2) ïåðåõîäèò â àíîìàëèþ 1-ãî ðîäà, åñëè ñëîâà αψ(q1, s1) è ψ(q2, s2)
èìåþò îáùóþ àáñîëþòíî ðàçëè÷èìóþ ïîçèöèþ.

Îïðåäåëåíèå 13. Ïåðåáèðàåìàÿ ñóùíîñòü (q1, q2, α, ŝ1, ŝ2) ïîä äåéñòâèåì ïàðû
ñèìâîëîâ (s1, s2) ïåðåõîäèò â àíîìàëèþ 2-ãî ðîäà, åñëè |αψ(q1, s1)| ⩽ |ψ(q2, s2)|.

Îïðåäåëåíèå 14. Ïåðåáèðàåìàÿ ñóùíîñòü (q1, q2, α, ŝ1, ŝ2) ïîä äåéñòâèåì ïàðû
ñèìâîëîâ (s1, s2) ïåðåõîäèò â ïåðåáèðàåìóþ ñóùíîñòü (q′1, q

′
2, α

′, ŝ′1, ŝ
′
2), åñëè îíà ïîä

äåéñòâèåì ýòîé ïàðû íå ïåðåõîäèò íè â àíîìàëèþ 1-ãî ðîäà, íè â àíîìàëèþ 2-ãî ðîäà, à
òàêæå âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: q′1 = φ(q1, s1), q′2 = φ(q2, s2), ŝ′1 = ŝ1s1, ŝ′2 = ŝ2s2,
α′ � ñóôôèêñ αψ(q1, s1), |α′| = |αψ(q1, s1)| − |ψ(q2, s2)|.

Îïðåäåëåíèå 15. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïåðåáèðàåìûå ñóùíîñòè (q1, q2, α, ŝ1, ŝ2) è
(q′1, q

′
2, α

′, ŝ′1, ŝ
′
2) ïîäîáíû, åñëè q1 = q′1, q2 = q′2 è α = α′.

Óñòàíîâèì ñâîéñòâà ïîäîáíûõ ñóùíîñòåé:

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü ïîä äåéñòâèåì ïàðû ñèìâîëîâ (s1, s2) ïåðåáèðàåìûå ñóù-
íîñòè e1, e2 ïåðåõîäÿò â ïåðåáèðàåìûå ñóùíîñòè e′1, e

′
2 ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè ñóùíîñòè

e1, e2 ïîäîáíû, òî ïîäîáíû è ñóùíîñòè e′1, e
′
2

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùíîñòè e1, e2 ïîäîáíû, òî åñòü e1 = (q1, q2, α, ŝ11, ŝ12), e2 =
= (q1, q2, α, ŝ21, ŝ22). Ïîä äåéñòâèåì ïàðû ñèìâîëîâ (s1, s2) ñóùíîñòè e1, e2 ïåðåõîäÿò
â ñóùíîñòè e′1 = (φ(q1, s1), φ(q2, s2), α

′, ŝ11s1, ŝ12s2), e′2 = (φ(q1, s1), φ(q2, s2), α
′, ŝ11s1, ŝ12s2)

ñîîòâåòñòâåííî, ãäå α′ � ñóôôèêñ αψ(q1, s1), è âûïîëíåíî |α′| = |αψ(q1, s1)|−|ψ(q2, s2)|.
Ó ñóùíîñòåé e′1, e

′
2 ñîâïàäàþò ïåðâûå òðè êîìïîíåíòû, ò. å. îíè ïîäîáíû.

Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü e1, e2 �ïîäîáíûå ïåðåáèðàåìûå ñóùíîñòè, (s1, s2)�ïàðà
ñèìâîëîâ àëôàâèòà S. Òîãäà

1) Åñëè ïîä äåéñòâèåì (s1, s2) ñóùíîñòü e1 ïåðåõîäèò â àíîìàëèþ 1-ãî ðîäà, òî e2
òàêæå ïåðåõîäèò â àíîìàëèþ 1-ãî ðîäà.

2) Åñëè ïîä äåéñòâèåì (s1, s2) ñóùíîñòü e1 ïåðåõîäèò â àíîìàëèþ 2-ãî ðîäà, òî e2
òàêæå ïåðåõîäèò à àíîìàëèþ 2-ãî ðîäà.

3) Åñëè ïîä äåéñòâèåì (s1, s2) ñóùíîñòü e1 ïåðåõîäèò â íåêóþ ñóùíîñòü e′1, òî
íàéäåòñÿ ñóùíîñòü e′2, òàêàÿ, ÷òî e2 ïåðåõîäèò â e

′
2 ïîä äåéñòâèåì (s1, s2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùíîñòè e1, e2 ïîäîáíû, òî åñòü e1 = (q1, q2, α, ŝ11, ŝ12), e2 =
= (q1, q2, α, ŝ21, ŝ22).
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1) Åñëè ïîä äåéñòâèåì (s1, s2) ñóùíîñòü e1 ïåðåõîäèò â àíîìàëèþ 1-ãî ðîäà, òî ñëîâà
αψ(q1, s1) è ψ(q2, s2) èìåþò îáùóþ àáñîëþòíî ðàçëè÷èìóþ ïîçèöèþ. Òîãäà ñóùíîñòü e2
òàêæå ïåðåõîäèò â àíîìàëèþ 1-ãî ðîäà ïîä äåéñòâèåì (s1, s2).

2) Åñëè ïîä äåéñòâèåì (s1, s2) ñóùíîñòü e1 ïåðåõîäèò â àíîìàëèþ 2-ãî ðîäà, òî
|αψ(q1, s1)| ⩽ |ψ(q2, s2)|. Òîãäà ñóùíîñòü e2 òàêæå ïåðåõîäèò â àíîìàëèþ 2-ãî ðîäà ïîä
äåéñòâèåì (s1, s2).

3) Åñëè ïîä äåéñòâèåì (s1, s2) ñóùíîñòü e1 ïåðåõîäèò â íåêóþ ñóùíîñòü e′1, òî e1 íå
ïåðåõîäèò íè â àíîìàëèþ 1-ãî ðîäà, íè â àíîìàëèþ 2-ãî ðîäà ïîä äåéñòâèåì (s1, s2).
Òîãäà ñëîâà αψ(q1, s1) è ψ(q2, s2) íå èìåþò îáùåé àáñîëþòíî ðàçëè÷èìîé ïîçèöèè è
|αψ(q1, s1)| > |ψ(q2, s2)|. Ñëåäîâàòåëüíî, e2 òàêæå íå ïåðåõîäèò íè â àíîìàëèþ 1-ãî
ðîäà, íè â àíîìàëèþ 2-ãî ðîäà. Òàêèì îáðàçîì, íàéä¼òñÿ ñóùíîñòü e′2, òàêàÿ, ÷òî e2
ïåðåõîäèò â e′2 ïîä äåéñòâèåì (s1, s2).

Óòâåðæäåíèå 2 äîêàçàíî.

2.3. Î ï è ñ à í è å î ñ í î â í î é ð à á î ò û à ë ã î ð è ò ì à

Êðîìå âõîäíûõ äàííûõ, àëãîðèòì õðàíèò â ïàìÿòè, âî-ïåðâûõ, î÷åðåäü ïåðåáè-
ðàåìûõ ñóùíîñòåé, êîòîðûå ïðåäñòîèò îáðàáîòàòü àëãîðèòìó. Âî-âòîðûõ, â ïàìÿòè
õðàíèòñÿ òàêæå ìíîæåñòâî ïåðåáèðàåìûõ ñóùíîñòåé, êîòîðîå äàëåå íàçûâàåòñÿ ìíî-
æåñòâîì ïðèíÿòûõ ê îáðàáîòêå. Òîò ôàêò, ÷òî êîíêðåòíàÿ ïåðåáèðàåìàÿ ñóùíîñòü
â íåêîòîðûé ìîìåíò íàõîäèòñÿ â ýòîì ìíîæåñòâå, îçíà÷àåò, ÷òî ê äàííîìó ìîìåíòó
àëãîðèòì óæå äîáàâëÿë â î÷åðåäü ïîäîáíóþ åé ïåðåáèðàåìóþ ñóùíîñòü.

Âûçûâàåìûå àëãîðèòìîì 1 ïðîöåäóðû ðàçìåùàþò â î÷åðåäè ïåðåáèðàåìûå ñóùíî-
ñòè. Ðàçìåñòèòü â î÷åðåäè ïåðåáèðàåìóþ ñóùíîñòü (q1, q2, α, ŝ1, ŝ2) îçíà÷àåò ïðåäâàðè-
òåëüíî ïðîâåðèòü, íå íàõîäèòñÿ ëè ïîäîáíàÿ åé ïåðåáèðàåìàÿ ñóùíîñòü â ìíîæåñòâå
ïðèíÿòûõ ê îáðàáîòêå. Åñëè íå íàõîäèòñÿ, òî ñóùíîñòü (q1, q2, α, ŝ1, ŝ2) ñëåäóåò äîáà-
âèòü â õâîñò î÷åðåäè è â ìíîæåñòâî ïðèíÿòûõ ê îáðàáîòêå. Â èíîì ñëó÷àå íè÷åãî íå
ñëåäóåò äåëàòü.

Àëãîðèòì 1. Îñíîâíàÿ ÷àñòü àëãîðèòìà âàëèäàöèè
1: Âûïîëíèòü ïðîöåäóðó èíèöèàëèçàöèè:
2: Äëÿ âñåõ ñèìâîëîâ s ∈ S, âçÿòûõ â ñîîòâåòñòâóþùåì ïîðÿäêå,

ðàçìåñòèòü â î÷åðåäè èíèöèàëüíóþ ïåðåáèðàåìóþ ñóùíîñòü (qs, qΛ, F̂ (s), s,Λ).
3: Ïîêà î÷åðåäü íå ïóñòà è íå âûäàíî èñêëþ÷åíèå:

áðàòü ñ ãîëîâû î÷åðåäè ïåðåáèðàåìóþ ñóùíîñòü (q1, q2, α, ŝ1, ŝ2) è ïîäàâàòü å¼
êàê àðãóìåíò íà âõîä ïðîöåäóðû îáðàáîòêè:

4: Äëÿ âñåõ ïàð ñèìâîëîâ (s1, s2) ∈ S2, âçÿòûõ â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå:
5: Åñëè ïåðåáèðàåìàÿ ñóùíîñòü (q1, q2, α, ŝ1, ŝ2) ïîä äåéñòâèåì ïàðû (s1, s2) ïå-

ðåõîäèò â àíîìàëèþ 1-ãî ðîäà, òî
6: ïðîïóñòèòü âûïîëíåíèå ïîñëåäóþùèõ øàãîâ öèêëà.
7: Åñëè ïåðåáèðàåìàÿ ñóùíîñòü (q1, q2, α, ŝ1, ŝ2) ïîä äåéñòâèåì ïàðû (s1, s2) ïå-

ðåõîäèò â àíîìàëèþ 2-ãî ðîäà, òî
8: âûäàòü èñêëþ÷åíèå, ò. å. çàâåðøèòü ðàáîòó àëãîðèòìà è âåðíóòü îòâåò ¾íåò¿.
9: Äëÿ ïåðåáèðàåìîé ñóùíîñòè (q1, q2, α, ŝ1, ŝ2) íàéòè, â êàêóþ äðóãóþ ïåðåáè-

ðàåìóþ ñóùíîñòü (q′1, q
′
2, α

′, ŝ′1, ŝ
′
2) îíà ïåðåõîäèò ïîä äåéñòâèåì ïàðû ñèìâî-

ëîâ (s1, s2). Òàêàÿ ñóùíîñòü íàéä¼òñÿ, òàê êàê íå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîäà íè
â àíîìàëèþ 1-ãî, íè â àíîìàëèþ 2-ãî ðîäà.

10: Ðàçìåñòèòü â î÷åðåäè ïåðåáèðàåìóþ ñóùíîñòü (q′1, q
′
2, α

′, ŝ′1, ŝ
′
2).
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Îïðåäåëåíèå 16. Ïåðåáèðàåìàÿ ñóùíîñòü íàçûâàåòñÿ èíèöèàëüíîé, åñëè îíà
èìååò âèä (qs, qΛ, F̂ (s), s,Λ), ãäå ñèìâîë s ∈ S ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ñëîâî äëèíû 1.

Ôîðìàëüíî äëÿ àëãîðèòìà èìåþòñÿ òðè âîçìîæíîñòè: èëè îí îñòàíîâèòñÿ â ñîñòî-
ÿíèè ïóñòîé î÷åðåäè, èëè âûäàñò èñêëþ÷åíèå, èëè áóäåò ðàáîòàòü áåñêîíå÷íî äîëãî.
Ïðåäñòàâëÿþùèé ôóíêöèþ F àâòîìàò èìååò |S| âõîäíûõ ñèìâîëîâ è |Q| âíóòðåííèõ
ñîñòîÿíèé. Çíà÷åíèÿìè âûõîäíîé ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ñëîâà èç A∗. Îáîçíà÷èì ìàêñè-
ìàëüíóþ äëèíó ñëîâà èç ìíîæåñòâà çíà÷åíèé âûõîäíîé ôóíêöèè ÷åðåç L.

Òåîðåìà 4. Âîçìîæíîñòü áåñêîíå÷íî äîëãîé ðàáîòû àëãîðèòìà èñêëþ÷åíà. Åñëè
F �ïðàâèëüíàÿ ôóíêöèÿ, òî àëãîðèòì îñòàíîâèòñÿ â ñîñòîÿíèè ïóñòîé î÷åðåäè, èíà÷å
îí âûäàñò èñêëþ÷åíèå. Ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ñîñòàâëÿåò O(L|Q|3|S|4).

3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4
Â ï. 3.1 îïðåäåëèì âèä ïîëíûõ ïåðåáèðàåìûõ ñóùíîñòåé, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïî-

äàíû êàê àðãóìåíò â ïðîöåäóðó îáðàáîòêè. Äàëåå â ï. 3.2 óñòàíîâèì òàêèå ñâîéñòâà
àëãîðèòìà, êàê ¾åäèíñòâåííîñòü îáðàáîòêè êðàòêîé ñóùíîñòè¿ è ¾óïîðÿäî÷åííîñòü
ïî ðàçìåðó¿. Óñëîâèÿ âûäà÷è àëãîðèòìîì èñêëþ÷åíèÿ èçó÷åíû â ï. 3.3 è ïðèìåíå-
íû â ï. 3.4 ê àíîìàëèÿì, â ðåçóëüòàòå ÷åãî óñòàíîâëåíî, ÷òî èñêëþ÷åíèå âûäà¼òñÿ
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðîâåðÿåìàÿ ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé. Â ï. 3.5
ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåêîòîðûå ñóùíîñòè íå ìîãóò îáðàáàòûâàòüñÿ àëãîðèòìîì, òåì ñà-
ìûì îáîñíîâûâàåòñÿ êîíå÷íîñòü âðåìåíè åãî ðàáîòû. Îöåíêà ñëîæíîñòè ïðåäñòàâëåíà
â ï. 3.6.

Îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó àëãîðèòì âûçûâàåò ïðîöåäóðó ïðåäûíèöèàëèçàöèè, òî
ñ÷èòàåì, ÷òî íà ôóíêöèþ F íàëîæåíû ñîîòâåòñòâóþùèå îãðàíè÷åíèÿ: F (Λ) = Λ,
F (ŝ) ̸= Λ äëÿ âñåõ ŝ ̸= Λ.

3.1. Ð å ã ó ë ÿ ð í û å ñ ó ù í î ñ ò è

Îïðåäåëèì âèä ïåðåáèðàåìûõ ñóùíîñòåé, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîäàíû êàê àðãó-
ìåíò â ôóíêöèþ îáðàáîòêè. Òàêèå ñóùíîñòè íàçîâ¼ì ðåãóëÿðíûìè.

Îïðåäåëåíèå 17. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îäíîõîäîâàÿ ïàðà ñëîâ (ŝ1, ŝ2) èç S∗ íå
ñîäåðæèò ïðåôèêñíûì îáðàçîì àíîìàëèþ 2-ãî ðîäà äëÿ F , åñëè íèêàêàÿ îäíîõîäîâàÿ
ïàðà (ŝ′1, ŝ

′
2), òàêàÿ, ÷òî ŝ

′
i �ïðåôèêñ ŝi, íå ÿâëÿåòñÿ àíîìàëèåé 2-ãî ðîäà äëÿ F .

Îïðåäåëåíèå 18. Ïåðåáèðàåìàÿ ñóùíîñòü (q1, q2, α, ŝ1, ŝ2) íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿð-
íîé, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: q1 = qŝ1 ; q2 = qŝ2 ; (ŝ1, ŝ2)� îäíîõîäîâàÿ
ïàðà, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ àíîìàëèåé 1-ãî ðîäà äëÿ ôóíêöèè F è íå ñîäåðæèò ïðå-
ôèêñíûì îáðàçîì àíîìàëèþ 2-ãî ðîäà äëÿ ôóíêöèè F ; ñëîâî α� ñóôôèêñ ñëîâà F̂ (ŝ1);
|α| = |F̂ (ŝ1)| − |F̂ (ŝ2)|.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîíÿòèÿ ¾èíèöèàëüíàÿ ñóùíîñòü¿ è ¾ðåãóëÿðíàÿ ñóùíîñòü ðàç-
ìåðà 0¿ òîæäåñòâåííû.

Óñòàíîâèì ñâîéñòâà ðåãóëÿðíûõ ñóùíîñòåé, ãàðàíòèðóþùèå, ÷òî àëãîðèòìîì áóäóò
îáðàáàòûâàòüñÿ òîëüêî ðåãóëÿðíûå ñóùíîñòè. Âî-ïåðâûõ, èíèöèàëüíûå ñóùíîñòè ðå-
ãóëÿðíû. Âî-âòîðûõ, ðåãóëÿðíàÿ ñóùíîñòü, åñëè íå ïåðåõîäèò â àíîìàëèþ 1-ãî èëè 2-ãî
ðîäà, ïîä äåéñòâèåì ëþáîé ïàðû ñèìâîëîâ (s1, s2) ïåðåõîäèò â ðåãóëÿðíóþ ñóùíîñòü.
Â-òðåòüèõ, âñÿêàÿ íåèíèöèàëüíàÿ ðåãóëÿðíàÿ ñóùíîñòü èìååò ïðåäøåñòâóþùóþ ðåãó-
ëÿðíóþ ñóùíîñòü, ò. å. òó, êîòîðàÿ ïîä äåéñòâèåì íåêîòîðîé ïàðû (s1, s2) ïåðåõîäèò
â äàííóþ íåèíèöèàëüíóþ ðåãóëÿðíóþ ñóùíîñòü.

Óòâåðæäåíèå 3. Ïóñòü ñëîâà ŝ′1, ŝ
′
2 �ïðåôèêñû ñëîâ ŝ1, ŝ2 ñîîòâåòñòâåííî è ïà-

ðà (ŝ′1, ŝ
′
2) ÿâëÿåòñÿ àíîìàëèåé 1-ãî ðîäà äëÿ ôóíêöèè F . Òîãäà ïàðà (ŝ1, ŝ2) òàêæå

ÿâëÿåòñÿ àíîìàëèåé 1-ãî ðîäà äëÿ ôóíêöèè F .



98 È.Á. Êàçàêîâ

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ŝ′1 �ïðåôèêñ ŝ1, òî F̂ (ŝ′1)�ïðåôèêñ F̂ (ŝ1). Àíàëî-
ãè÷íî, èç òîãî, ÷òî ŝ′2 �ïðåôèêñ ŝ2, ñëåäóåò, ÷òî F̂ (ŝ′2)�ïðåôèêñ F̂ (ŝ2).

Ïóñòü ñëîâà F̂ (ŝ′1) è F̂ (ŝ
′
2) èìåþò îáùóþ àáñîëþòíî ðàçëè÷èìóþ ïîçèöèþ. Òîãäà

äàííàÿ ïîçèöèÿ ÿâëÿåòñÿ òàêæå àáñîëþòíî ðàçëè÷èìîé ïîçèöèåé ñëîâ F̂ (ŝ′1) è F̂ (ŝ
′
2).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïàðà (ŝ1, ŝ2)� àíîìàëèÿ 1-ãî ðîäà äëÿ ôóíêöèè F .

Óòâåðæäåíèå 4. Ïóñòü ñëîâà ŝ′1, ŝ
′
2 �ïðåôèêñû ñëîâ ŝ1, ŝ2 ñîîòâåòñòâåííî, ïàðû

ñëîâ (ŝ′1, ŝ
′
2) è (ŝ1, ŝ2) ÿâëÿþòñÿ îäíîõîäîâûìè è ïàðà (ŝ1, ŝ2) íå ñîäåðæèò ïðåôèêñíûì

îáðàçîì àíîìàëèþ 2-ãî ðîäà äëÿ ôóíêöèè F . Òîãäà ïàðà (ŝ′1, ŝ
′
2) òàêæå íå ñîäåðæèò

ïðåôèêñíûì îáðàçîì àíîìàëèþ 2-ãî ðîäà äëÿ ôóíêöèè F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, ò. å. ÷òî (ŝ′1, ŝ
′
2) ñîäåðæèò ïðåôèêñ-

íûì îáðàçîì àíîìàëèþ 2-ãî ðîäà äëÿ ôóíêöèè F . Òîãäà íàéä¼òñÿ îäíîõîäîâàÿ ïàðà
ñëîâ (ŝ′′1, ŝ

′′
2), ÿâëÿþùàÿñÿ àíîìàëèåé 2-ãî ðîäà äëÿ ôóíêöèè F , òàêàÿ, ÷òî ŝ′′1 �ïðå-

ôèêñ ŝ′1, ŝ
′′
2 �ïðåôèêñ ŝ′2. Òàê êàê, â ñâîþ î÷åðåäü, ŝ′1 �ïðåôèêñ ŝ1, òî ŝ′′1 �ïðåôèêñ ŝ1;

àíàëîãè÷íî, ŝ′′2 �ïðåôèêñ ŝ2.
Èç ñâîéñòâ ïàðû (ŝ′′1, ŝ

′′
2) ñëåäóåò, ÷òî ïàðà (ŝ1, ŝ2) ñîäåðæèò ïðåôèêñíûì îáðàçîì

àíîìàëèþ 2-ãî ðîäà äëÿ ôóíêöèè F , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Óòâåðæäåíèå 5. Ïóñòü (ŝ1, ŝ2)� îäíîõîäîâàÿ ïàðà ñëîâ àëôàâèòà S, s1, s2 �
ñèìâîëû àëôàâèòà S. Åñëè ïàðà (ŝ1s1, ŝ2s2) íå ÿâëÿåòñÿ àíîìàëèåé 2-ãî ðîäà äëÿ ôóíê-
öèè F , à ïàðà (ŝ1, ŝ2) íå ñîäåðæèò ïðåôèêñíûì îáðàçîì àíîìàëèþ 2-ãî ðîäà äëÿ ôóíê-
öèè F , òî ïàðà (ŝ1s1, ŝ2s2) òàêæå íå ñîäåðæèò ïðåôèêñíûì îáðàçîì àíîìàëèþ 2-ãî ðîäà
äëÿ ôóíêöèè F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, ò. å. ÷òî ïàðà (ŝ1s1, ŝ2s2) ñîäåðæèò
ïðåôèêñíûì îáðàçîì àíîìàëèþ 2-ãî ðîäà äëÿ ôóíêöèè F . Òîãäà íàéä¼òñÿ îäíîõîäîâàÿ
ïàðà ñëîâ (ŝ′1, ŝ

′
2), ÿâëÿþùàÿñÿ àíîìàëèåé 2-ãî ðîäà äëÿ ôóíêöèè F , òàêàÿ, ÷òî ŝ′1 �

ïðåôèêñ ŝ1s1, à ŝ′2 �ïðåôèêñ ŝ2s2.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ŝ′2 = ŝ2s2. Òîãäà |ŝ′1| = |ŝ′2|+ 1 = |ŝ2s2|+ 1 = |ŝ2|+ 2 = |ŝ1|+ 1 =

= |ŝ1s1|. Òàê êàê ŝ′1 �ïðåôèêñ ŝ1s1, òî îòñþäà ñëåäóåò ŝ′1 = ŝ1s1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïàðà
(ŝ1s1, ŝ2s2) ÿâëÿåòñÿ àíîìàëèåé 2-ãî ðîäà äëÿ ôóíêöèè F , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.
Òàêèì îáðàçîì, ŝ′2 ̸= ŝ2s2.

Òàê êàê ŝ′2 �ïðåôèêñ ŝ2s2 è ŝ′2 ̸= ŝ2s2, òî |ŝ′2| < |ŝ2s2|. Îòñþäà ñëåäóåò |ŝ′1| =
= |ŝ′2|+ 1 < |ŝ2s2|+ 1 = |ŝ2|+ 2 = |ŝ1|+ 1 = |ŝ1s1|. Òàêèì îáðàçîì, ŝ′1 ̸= ŝ1s1.

Òàê êàê ŝ′1 �ïðåôèêñ ŝ1s1 è ŝ′1 ̸= ŝ1s1, òî ŝ′1 �ïðåôèêñ ŝ1.
Òàê êàê ŝ′2 �ïðåôèêñ ŝ2s2 è ŝ′2 ̸= ŝ2s2, òî ŝ′2 �ïðåôèêñ ŝ2.
Èç ñâîéñòâ ïàðû (ŝ′1, ŝ

′
2) ñëåäóåò, ÷òî ïàðà (ŝ1, ŝ2) ñîäåðæèò ïðåôèêñíûì îáðàçîì

àíîìàëèþ 2-ãî ðîäà äëÿ ôóíêöèè F , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Óòâåðæäåíèå 6. Èíèöèàëüíûå ïåðåáèðàåìûå ñóùíîñòè, ò. å. ñóùíîñòè âèäà
(qs, qΛ, F (s), s,Λ), s ∈ S, ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Ïàðà âèäà (s,Λ) íå ìîæåò áûòü àíîìàëèåé 1-ãî ðîäà äëÿ ôóíêöèè F , òàê êàê
F̂ (Λ) = F (Λ) = Λ. Îáùèõ ïîçèöèé ó ïóñòîãî ñëîâà Λ ñî ñëîâîì F̂ (s) íåò, ñëåäîâàòåëüíî,
íå èìååòñÿ è îáùèõ àáñîëþòíî ðàçëè÷èìûõ ïîçèöèé.

2. Äàëåå, |F̂ (s)| = |F (Λ)F (s)| = |ΛF (s)| = |F (s)| > |F̂ (Λ)| = |F (Λ)| = 0. Òàêèì îáðà-
çîì, ïàðà (s,Λ) íå ÿâëÿåòñÿ àíîìàëèåé 2-ãî ðîäà äëÿ ôóíêöèè F . Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî
äàííàÿ ïàðà íå ñîäåðæèò ïðåôèêñíûì îáðàçîì àíîìàëèþ 2-ãî ðîäà äëÿ ôóíêöèè F ,
ïîñêîëüêó äëÿ ïóñòîãî ñëîâà Λ íå ñóùåñòâóåò ïðåôèêñîâ, îòëè÷íûõ îò ñàìîãî ïóñòîãî
ñëîâà.
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3. Ñëîâî F (s) ÿâëÿåòñÿ ñóôôèêñîì ñëîâà F̂ (s) = F (Λ)F (s) = F (s). Çàïèøåì äëèíó:
|F (s)| = |F̂ (s)| = |F̂ (s)| − 0 = |F̂ (s)| − |F̂ (Λ)|.

Ñîïîñòàâëÿÿ âûâîäû ï. 1�3, ïîëó÷àåì, ÷òî ïåðåáèðàåìàÿ ñóùíîñòü (qs, qΛ, F (s), s,Λ)
ðåãóëÿðíà.

Óòâåðæäåíèå 7. Ïóñòü ïåðåáèðàåìàÿ ñóùíîñòü e1 = (qŝ1 , qŝ2 , α, ŝ1, ŝ2) ðåãóëÿðíà
è ïîä äåéñòâèåì ïàðû ñèìâîëîâ (s1, s2) ïåðåõîäèò â äðóãóþ ïåðåáèðàåìóþ ñóùíîñòü
e2 = (qŝ1s1 , qŝ2s2 , α

′, ŝ1s1, ŝ2s2). Òîãäà e2 �ðåãóëÿðíàÿ ñóùíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïèøåì íåêîòîðûå óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè ñóùíîñòè e1. Âî-
ïåðâûõ, òàê êàê (ŝ1, ŝ2) íå ÿâëÿåòñÿ àíîìàëèåé 1-ãî ðîäà äëÿ ôóíêöèè F , ñëîâà F̂ (ŝ1)
è F̂ (ŝ2) íå èìåþò îáùåé àáñîëþòíî ðàçëè÷èìîé ïîçèöèè. Âî-âòîðûõ, α� ñóôôèêñ
F̂ (ŝ1) è |α| = |F̂ (ŝ1)| − |F̂ (ŝ2)| > 0, ïîñêîëüêó (ŝ1, ŝ2) íå ÿâëÿåòñÿ àíîìàëèåé 2-ãî
ðîäà äëÿ ôóíêöèè F . Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ñëîâî α1, òàêîå, ÷òî |α1| = |F̂ (ŝ2)| è
F̂ (ŝ1) = α1α.

Ïàðà (ŝ1, ŝ2) ÿâëÿåòñÿ îäíîõîäîâîé. Ñëåäîâàòåëüíî, îäíîõîäîâîé ÿâëÿåòñÿ òàêæå
ïàðà (ŝ1s1, ŝ2s2).

Ïðîâåðèì äàëåå óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè äëÿ ñóùíîñòè e2.
1. (ŝ1s1, ŝ2s2) íå ñîäåðæèò ïðåôèêñíûì îáðàçîì àíîìàëèþ äëÿ ôóíêöèè F :

� Ïîä äåéñòâèåì (s1, s2) ñóùíîñòü e1 íå ïåðåõîäèò â àíîìàëèþ 2-ãî ðîäà äëÿ ôóíê-
öèè F , ò. å. |αF (ŝ1s1)| = |αψ(qŝ1 , s1)| > |ψ(qŝ2 , s2)| = |F (ŝ2s2)|. Ñëåäîâàòåëüíî,
|F̂ (ŝ1)| − |F̂ (ŝ2)| = |α| > |F (ŝ2s2)| − |F (ŝ1s1)|.

� Ïåðåíîñÿ ñëàãàåìûå â íåðàâåíñòâå, ïîëó÷àåì |F̂ (ŝ1s1)| = |F̂ (ŝ1)| + |F (ŝ1s1)| >
> |F̂ (ŝ2)| + |F (ŝ2s2)| = |F̂ (ŝ2s2)|. Òàêèì îáðàçîì, ïàðà (ŝ1s1, ŝ2s2) íå ÿâëÿåòñÿ àíî-
ìàëèåé 2-ãî ðîäà äëÿ ôóíêöèè F .

� Òàê êàê ñóùíîñòü e ðåãóëÿðíà, ïàðà (ŝ1, ŝ2) íå ñîäåðæèò ïðåôèêñíûì îáðàçîì àíî-
ìàëèþ 2-ãî ðîäà äëÿ ôóíêöèè F . Êðîìå òîãî, ïàðà (ŝ1s1, ŝ2s2) íå ÿâëÿåòñÿ àíîìà-
ëèåé 2-ãî ðîäà äëÿ ôóíêöèè F . Â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 5 ïàðà (ŝ1s1, ŝ2s2)
íå ñîäåðæèò ïðåôèêñíûì îáðàçîì àíîìàëèþ 2-ãî ðîäà äëÿ ôóíêöèè F .

2. (ŝ1s1, ŝ2s2) íå ÿâëÿåòñÿ àíîìàëèåé 1-ãî ðîäà äëÿ ôóíêöèè F :

� Ïîä äåéñòâèåì ïàðû ñèìâîëîâ (s1, s2) ïåðâàÿ ñóùíîñòü íå ïåðåõîäèò â àíîìàëèþ
1-ãî ðîäà äëÿ ôóíêöèè F . Ñëåäîâàòåëüíî, ñëîâà αF (ŝ1s1) = αψ(qŝ1 , s1) è F (ŝ2s2) =
= ψ(qŝ2 , s2) íå èìåþò îáùåé àáñîëþòíî ðàçëè÷èìîé ïîçèöèè.

� Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (ŝ1s1, ŝ2s2) ÿâëÿåòñÿ àíîìàëèåé 1-ãî ðîäà äëÿ ôóíêöèè F , ò. å.
ñëîâà F̂ (ŝ1s1) = α1αF (ŝ1s1) è F̂ (ŝ2s2) = F̂ (ŝ2)F (ŝ2s2) èìåþò îáùóþ àáñîëþòíî
ðàçëè÷èìóþ ïîçèöèþ.

� Òàê êàê |α1| = |F̂ (ŝ2)|, à ñëîâà αF (ŝ1) è F (ŝ2s2) íå èìåþò îáùåé àáñîëþòíî ðàçëè÷è-
ìîé ïîçèöèè, òî îáùàÿ àáñîëþòíî ðàçëè÷èìàÿ ïîçèöèÿ ÿâëÿåòñÿ îáùåé àáñîëþòíî
ðàçëè÷èìîé ïîçèöèåé ñëîâ α1, F̂ (ŝ2).

� Ñëåäîâàòåëüíî, îíà æå ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî ðàçëè÷èìîé ïîçèöèåé ñëîâ F̂ (ŝ1) = α1α,
F̂ (ŝ2), ÷òî çàâåäîìî èñêëþ÷åíî.

3. Ñëîâî α′ � ñóôôèêñ F̂ (ŝ1s1) è |α′| = |F̂ (ŝ1s1)| − |F̂ (ŝ2s2)|:
� Ïî óñëîâèþ, ñóùíîñòü e1 ïîä äåéñòâèåì (s1, s2) ïåðåõîäèò â e2. Ñëåäîâàòåëüíî, α′ �

ñóôôèêñ αF (ŝ1s1) = αψ(qŝ1 , s1), |α′| = |αF (ŝ1s1)| − |F (ŝ2s2)|.
� α� ñóôôèêñ F̂ (ŝ1). Ñëåäîâàòåëüíî, αF (ŝ1s1)� ñóôôèêñ F (ŝ1)F (ŝ1s1) = F̂ (ŝ1s1).
� α′ � ñóôôèêñ αF (ŝ1s1), αF (ŝ1s1)� ñóôôèêñ F̂ (ŝ1s1). Ñëåäîâàòåëüíî, α′ � ñóôôèêñ

F̂ (ŝ1s1).
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� Ïîäñ÷èòàåì äëèíó: |α′| = |αF (ŝ1s1)| − |F (ŝ2s2)| = |α| + |F (ŝ1s1)| − |F (ŝ2s2)| =
= |F̂ (ŝ1)| − |F̂ (ŝ2)|+ |F (ŝ1s1)| − |F (ŝ2s2)| = |F̂ (ŝ1s1)| − |F̂ (ŝ2s2)|.

Óòâåðæäåíèå 7 äîêàçàíî.

Óòâåðæäåíèå 8. Ïóñòü e1 �ðåãóëÿðíàÿ ïåðåáèðàåìàÿ ñóùíîñòü. Òîãäà íàéäóòñÿ
ðåãóëÿðíàÿ ñóùíîñòü e2 è ïàðà ñèìâîëîâ (s1, s2) àëôàâèòà S, òàêèå, ÷òî e2 ïåðåõîäèò
â e1 ïîä äåéñòâèåì (s1, s2).

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Ñóùíîñòü e1 èìååò âèä (qŝ1s1 , qŝ2s2 , α
′, ŝ1s1, ŝ2s2), ãäå s1, s2 � ñèìâîëû àëôàâèòà S.

2. Âûïèøåì íåêîòîðûå óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè ñóùíîñòè e1. Âî-ïåðâûõ, ñëîâî α′ ÿâ-
ëÿåòñÿ ñóôôèêñîì ñëîâà F̂ (ŝ1s1) è |α′| = |F̂ (ŝ1s1)|−|F̂ (ŝ2s2)|. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéä¼òñÿ
ñëîâî α′

1, òàêîå, ÷òî |α′
1| = |F̂ (ŝ2s2)| è F̂ (ŝ1s1) = α′

1α
′.

3. Âî-âòîðûõ, ïàðà ñëîâ (ŝ1s1, ŝ2s2) íå ÿâëÿåòñÿ àíîìàëèåé 1-ãî ðîäà äëÿ ôóíê-
öèè F , ò. å. ñëîâà F̂ (ŝ1s1) è F̂ (ŝ2s2) íå èìåþò îáùåé àáñîëþòíî ðàçëè÷èìîé ïîçèöèè.

4. Ïàðà ñëîâ (ŝ1s1, ŝ2s2) ÿâëÿåòñÿ îäíîõîäîâîé, ò. å. |ŝ1s1| = |ŝ2s2|+1. Ñëåäîâàòåëüíî,
|ŝ1| = |ŝ2|+ 1, ò. å. (ŝ1, ŝ2) òàêæå ÿâëÿåòñÿ îäíîõîäîâîé ïàðîé.

5. Òàê êàê ŝ1 �ïðåôèêñ ŝ1s1 è ŝ2 �ïðåôèêñ ŝ2s2, òî â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíè-
åì 3 (ŝ1, ŝ2) òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ àíîìàëèåé 1-ãî ðîäà äëÿ ôóíêöèè F .

6. Òàê êàê (ŝ1s1, ŝ2s2) íå ÿâëÿåòñÿ àíîìàëèåé 2-ãî ðîäà äëÿ ôóíêöèè F , òî
|F̂ (ŝ1s1)| > |F̂ (ŝ2s2)|. Ñëåäîâàòåëüíî, |α′| > 0.

7. Òàê êàê ïàðà (ŝ1s1, ŝ2s2) íå ñîäåðæèò ïðåôèêñíûì îáðàçîì àíîìàëèþ 2-ãî ðîäà
äëÿ ôóíêöèè F , ŝ1 �ïðåôèêñ ŝ1s1, à ŝ2 �ïðåôèêñ ŝ2s2, òî â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäå-
íèåì 4 ïàðà (ŝ1, ŝ2) òàêæå íå ñîäåðæèò ïðåôèêñíûì îáðàçîì àíîìàëèþ 2-ãî ðîäà äëÿ
ôóíêöèè F .

8. Òî, ÷òî (ŝ1, ŝ2)�íå àíîìàëèÿ 2-ãî ðîäà äëÿ ôóíêöèè F , îçíà÷àåò âûïîëíåíèå
íåðàâåíñòâà |F̂ (ŝ1)| > |F̂ (ŝ2)|. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéä¼òñÿ ñëîâî α ∈ A∗, òàêîå, ÷òî α�
ñóôôèêñ F̂ (ŝ1) è |α| = |F̂ (ŝ1)|−|F̂ (ŝ2)|. Îòñþäà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ñëîâà α1, òàêîãî,
÷òî |α1| = |F̂ (ŝ2)| è F̂ (ŝ1) = α1α.

9. Ðàññìîòðèì ñóùíîñòü e2 = (qŝ1 , qŝ2 , α, ŝ1, ŝ2). Âûâîäû ï. 3, 4, 6 è 7 îçíà÷àþò,
÷òî îíà ðåãóëÿðíà. Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïîä äåéñòâèåì ïàðû ñèìâîëîâ (s1, s2) îíà
ïåðåõîäèò â ñóùíîñòü e1.

10. Ïåðåïèøåì òîæäåñòâà èç ï. 1 è 7: α′
1α

′ = F̂ (ŝ1s1) = F̂ (ŝ1)F (ŝ1s1) = α1αF (ŝ1s1).
Òàêèì îáðàçîì, |α′| = |αF (ŝ1s1)| + |α1| − |α′

1| = |αF (ŝ1s1)| + |F̂ (ŝ2)| − |F̂ (ŝ2s2)| =
= |αF (ŝ1s1)| − |F (ŝ2s2)| < |αF (ŝ1s1)|. Ñëåäîâàòåëüíî, α′ � ñóôôèêñ αF (ŝ1s1).

11. Ñîîòíîñÿ ïîëó÷åííîå â ï. 9 âûðàæåíèå äëÿ |α′| ñ âûâîäîì ï. 5, ïîëó÷àåì
|αψ(qŝ1 , s1)| = |αF (ŝ1s1)| > |F (ŝ2s2)| = |ψ(qŝ2 , s2)|. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùíîñòü e2 ïîä
äåéñòâèåì (s1, s2) íå ïåðåõîäèò â àíîìàëèþ 2-ãî ðîäà.

12. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî e2 ïîä äåéñòâèåì (s1, s2) ïåðåõîäèò â àíîìàëèþ 1-ãî ðîäà,
ò. å. ÷òî ñëîâà αψ(ŝ1, s1) = αF (ŝ1s1) è ψ(qŝ2 , s2) = F (ŝ2s2) èìåþò îáùóþ àáñîëþòíî
ðàçëè÷èìóþ ïîçèöèþ.

13. Òàê êàê F̂ (ŝ1s1) = F̂ (ŝ1)F (ŝ1s1) = α1αF (ŝ1s1), F̂ (ŝ2s2) = F̂ (ŝ2)F (ŝ2s2) è |α1| =
= |F̂ (ŝ2)|, òî äàííàÿ àáñîëþòíî ðàçëè÷èìàÿ ïîçèöèÿ ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî ðàçëè÷èìîé
ïîçèöèåé ñëîâ F̂ (ŝ1s1) è F̂ (ŝ2s2), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûâîäó ï. 2. Òàêèì îáðàçîì, e2 íå
ïåðåõîäèò â àíîìàëèþ 1-ãî ðîäà.

14. Ñîáåð¼ì âìåñòå âûâîäû ï. 9, 10 è 12: ñóùíîñòü e2 ïîä äåéñòâèåì (s1, s2) íå ïå-
ðåõîäèò íè â àíîìàëèþ 1-ãî ðîäà, íè â àíîìàëèþ 2-ãî ðîäà, α′ ÿâëÿåòñÿ ñóôôèêñîì
αF (ŝ1s1) = αψ(qŝ1 , s1), |α′| = |αF (ŝ1s1)| − |F (ŝ2s2)| = |αψ(qŝ1 , s1)| − |ψ(qŝ2 , s2)|. Òà-
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êèì îáðàçîì, ñóùíîñòü e2 ïîä äåéñòâèåì (s1, s2) ïåðåõîäèò â ñóùíîñòü e1, ÷òî è áûëî
çàÿâëåíî â ï. 8.

Óòâåðæäåíèå 8 äîêàçàíî.

3.2. Ñ â î é ñ ò â à î á ð à á î ò ê è

Àëãîðèòìîì ìîãóò îáðàáàòûâàòüñÿ òîëüêî ðåãóëÿðíûå ñóùíîñòè. Äîêàæåì, ÷òî
êàæäàÿ ðåãóëÿðíàÿ ñóùíîñòü ìîæåò îáðàáàòûâàòüñÿ íå áîëåå îäíîãî ðàçà è ÷òî ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü äîáàâëÿåìûõ â î÷åðåäü ñóùíîñòåé óïîðÿäî÷åíà ïî ðàçìåðó. Áîëåå
òîãî, ïî ðàçìåðó óïîðÿäî÷åíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñóùíîñòåé, ïîäàâàåìûõ êàê àðãó-
ìåíò â ïðîöåäóðó ðàçìåùåíèÿ â î÷åðåäè.

Óòâåðæäåíèå 9. Äâå ïîäîáíûå ñóùíîñòè íå ìîãóò áûòü äîáàâëåíû â î÷åðåäü
â ðàçíîå âðåìÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ìîãóò â ðàçíîå âðåìÿ ïîäàâàòüñÿ êàê àðãóìåíò
â ïðîöåäóðó îáðàáîòêè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå: ïóñòü ïî õîäó ðàáîòû àëãîðèòìà äâå
ïîäîáíûå ñóùíîñòè e1 è e2 äîáàâëÿëèñü â î÷åðåäü â ðàçíîå âðåìÿ.

Â î÷åðåäü ñóùíîñòè ïîïàäàþò ëèøü â ðåçóëüòàòå âûçîâà ïðîöåäóðû ðàçìåùåíèÿ.
Òàêèì îáðàçîì, ñóùíîñòè e1 è e2 ïîäàâàëèñü êàê àðãóìåíò íà âõîä ïðîöåäóðû ðàçìå-
ùåíèÿ â î÷åðåäè è â ðåçóëüòàòå å¼ âûïîëíåíèé áûëè äîáàâëåíû â î÷åðåäü. Äëÿ îïðå-
äåë¼ííîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùíîñòü e1 ðàçìåùàëàñü ðàíåå ñóùíîñòè e2.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïèñàíèåì ïðîöåäóðû ðàçìåùåíèÿ ïîñëå çàâåðøåíèÿ å¼ ðàáîòû
íà àðãóìåíòå e1 ñóùíîñòü e1 íàõîäèòñÿ â ìíîæåñòâå ïðèíÿòûõ ê îáðàáîòêå. Òàêèì
îáðàçîì, îíà íàõîäèòñÿ â ìíîæåñòâå ïðèíÿòûõ ê îáðàáîòêå âî âðåìÿ ðàáîòû ïðîöå-
äóðû ðàçìåùåíèÿ íà àðãóìåíòå e2. Òàê êàê ñóùíîñòè e1 è e2 ïîäîáíû, òî e2 íå áóäåò
äîáàâëåíà â î÷åðåäü � ïðîòèâîðå÷èå.

Óòâåðæäåíèå 10. Â î÷åðåäü àëãîðèòìà è â ìíîæåñòâî ïðèíÿòûõ ê îáðàáîòêå
ìîãóò ïîïàñòü òîëüêî ðåãóëÿðíûå ñóùíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ñóùíîñòè, ïîñòóïàþ-
ùèå íà âõîä ïðîöåäóðû îáðàáîòêè, ðåãóëÿðíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñëå âûïîëíåíèÿ ïðîöåäóðû èíèöèàëèçàöèè â î÷åðåäè íà-
õîäÿòñÿ èíèöèàëüíûå ñóùíîñòè, êîòîðûå ðåãóëÿðíû ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 6.

Âñÿêàÿ ñóùíîñòü, ïîïàäàþùàÿ â î÷åðåäü, ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì äåéñòâèÿ ïàðû
(s1, s2) íà ñóùíîñòü, êîòîðàÿ áûëà ïåðåäàíà êàê àðãóìåíò â ôóíêöèþ îáðàáîòêè è,
ñëåäîâàòåëüíî, ñàìà ïîïàäàëà â î÷åðåäü. Ýòî äåéñòâèå, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 7, ïåðå-
âîäèò ðåãóëÿðíûå ñóùíîñòè â ðåãóëÿðíûå. Ïî èíäóêöèè çàêëþ÷àåì, ÷òî âñå ïîïàâøèå
â î÷åðåäü ñóùíîñòè ðåãóëÿðíû.

Â ìíîæåñòâî ïðèíÿòûõ ê îáðàáîòêå ïîïàäàþò òå æå ñóùíîñòè, ÷òî è â î÷åðåäü.
Ñëåäîâàòåëüíî, âñå îíè ðåãóëÿðíû.

Óòâåðæäåíèå 11. Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè â î÷åðåäè íàõîäÿòñÿ èëè ñóùíî-
ñòè îäíîãî è òîãî æå ðàçìåðà k, èëè ñóùíîñòè äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ðàçìåðîâ k è
k+1, ïðè÷¼ì î÷åðåäü óïîðÿäî÷åíà ïî ðàçìåðó, ò. å. ñóùíîñòè ðàçìåðà k+1 íàõîäÿòñÿ
â î÷åðåäè ïîñëå ñóùíîñòåé ðàçìåðà k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ïðîöåäóðû èíèöèàëèçàöèè è ïîñëå å¼
çàâåðøåíèÿ íàõîäÿùèåñÿ â î÷åðåäè ñóùíîñòè èìåþò ðàçìåð 0.

Ïóñòü óêàçàííîå â óñëîâèè ñâîéñòâî âûïîëíåíî ïåðåä îáðàáîòêîé î÷åðåäíîé ïîëíîé
ñóùíîñòè ñ ãîëîâû î÷åðåäè. Äîêàæåì, ÷òî îíî âûïîëíåíî è ïîñëå îáðàáîòêè äàííîé
ñóùíîñòè. Ïî èíäóêöèè çàêëþ÷àåì, ÷òî ýòî ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ âñåãäà.
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Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü â î÷åðåäè âñå ñóùíîñòè èìåþò ðàçìåð k. Òîãäà, îáðàáàòûâàÿ
ñóùíîñòü ñ ãîëîâû, ïðîöåäóðà ëèáî íè÷åãî íå äîáàâëÿåò â î÷åðåäü, ëèáî äîáàâëÿåò
â õâîñò î÷åðåäè ñóùíîñòè ðàçìåðà k + 1, ÷òî ñîõðàíÿåò âûïîëíåíèå ñâîéñòâà.

Åñëè â î÷åðåäè íàõîäÿòñÿ ñóùíîñòè äâóõ ðàçìåðîâ k è k + 1, òî ïåðâîé â î÷åðåäè
íàõîäèòñÿ ñóùíîñòü ðàçìåðà k. Îáðàáàòûâàÿ å¼, ïðîöåäóðà, ìîæåò áûòü, äîáàâëÿåò
â õâîñò î÷åðåäè ñóùíîñòè ðàçìåðà k+1, ÷òî òàêæå ñîõðàíÿåò âûïîëíåíèå ñâîéñòâà.

Óòâåðæäåíèå 12. Ïóñòü ñóùíîñòü e1 ðàçìåðà k1 è ñóùíîñòü e2 ðàçìåðà k2 ïî-
ïàäàþò â î÷åðåäü. Òîãäà åñëè k1 < k2, òî e1 ïîïàäàåò â î÷åðåäü ðàíåå ñóùíîñòè e2. È,
ñëåäîâàòåëüíî, åñëè îáå ñóùíîñòè e1 è e2 ïîäàþòñÿ êàê àðãóìåíò â ïðîöåäóðó îáðà-
áîòêè, òî ñóùíîñòü e1 ïîäà¼òñÿ ðàíåå ñóùíîñòè e2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âñåõ ñóùíîñòåé, êîòîðûå ïî-
ïàäàþò â î÷åðåäü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåé íàðóøåí ïîðÿäîê ïî ðàçìåðó. Íå óìåíüøàÿ
îáùíîñòè, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïîðÿäîê íàðóøåí äëÿ äâóõ ñîñåäíèõ ñóùíîñòåé,
ò. å. èìåþòñÿ äâå ñóùíîñòè e1 è e2, òàêèå, ÷òî size(e1) > size(e2) è ñóùíîñòü e2 áûëà
äîáàâëåíà â î÷åðåäü ñðàçó âñëåä çà ñóùíîñòüþ e1. Îòìåòèì, ÷òî ñóùíîñòè e1 è e2 íå
ìîãóò îäíîâðåìåííî ïðèñóòñòâîâàòü â î÷åðåäè, ïîñêîëüêó ïî óòâåðæäåíèþ 11 î÷åðåäü
óïîðÿäî÷åíà ïî ðàçìåðó â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùíîñòü e2 äîáàâëÿåòñÿ â î÷åðåäü âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ïðî-
öåäóðû èíèöèàëèçàöèè. Òîãäà e2 ÿâëÿåòñÿ èíèöèàëüíîé ñóùíîñòüþ è size(e2) = 0. Òàê
êàê ñóùíîñòü e1 äîáàâëåíà â î÷åðåäü ðàíåå ñóùíîñòè e2, òî ñóùíîñòü e1 òàêæå äîáàâëå-
íà âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ïðîöåäóðû èíèöèàëèçàöèè. Ñëåäîâàòåëüíî, size(e1) = 0, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ size(e1) > size(e2). Òàêèì îáðàçîì, e2 äîáàâëÿåòñÿ â î÷åðåäü íå
âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ïðîöåäóðû èíèöèàëèçàöèè, à âî âðåìÿ îáðàáîòêè íåêîé ñóùíî-
ñòè e. Â ìîìåíò çàâåðøåíèÿ îáðàáîòêè ñóùíîñòè e ñóùíîñòü e2 ïðèñóòñòâóåò â î÷åðåäè,
è, ñëåäîâàòåëüíî, â äàííûé ìîìåíò ñóùíîñòü e1 â î÷åðåäè óæå íå ïðèñóòñòâóåò.

Òàê êàê ñóùíîñòü e2 áûëà äîáàâëåíà â î÷åðåäü ñðàçó âñëåä çà ñóùíîñòüþ e1, òî
â äàííûé ìîìåíò ñóùíîñòü e2 íàõîäèòñÿ â ãîëîâå î÷åðåäè è â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ñóùíîñòåé, êîòîðûå ïîïàäàþò â î÷åðåäü, ñóùíîñòü e íåïîñðåäñòâåííî ïðåäøåñòâóåò
ñóùíîñòè e2. Òàêèì îáðàçîì, e = e1.

Òàê êàê e2 äîáàâëÿåòñÿ â î÷åðåäü âî âðåìÿ îáðàáîòêè ñóùíîñòè e1, òî size(e2) =
= size(e1) + 1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ size(e1) > size(e2).

Óòâåðæäåíèå 13. Ïóñòü ñóùíîñòü e1 ðàçìåðà k1 è ñóùíîñòü e2 ðàçìåðà k2 ïîäà-
þòñÿ êàê àðãóìåíò â ïðîöåäóðó ðàçìåùåíèÿ â î÷åðåäè. Òîãäà åñëè k1 < k2, òî âûçîâ
ïðîöåäóðû ðàçìåùåíèÿ â î÷åðåäè ñ àðãóìåíòîì e1 ïðåäøåñòâóåò âûçîâó äàííîé ïðî-
öåäóðû ñ àðãóìåíòîì e2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó k1 < k2, òî e1 ̸= e2. Ñëåäîâàòåëüíî, âûçîâû ïðîöå-
äóðû ðàçìåùåíèÿ â î÷åðåäè ñ àðãóìåíòàìè e1 è e2 íå ìîãóò ïðîèñõîäèòü îäíîâðåìåííî.

Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Ïóñòü âûçîâ ïðîöåäóðû ðàçìåùåíèÿ â î÷åðåäè ñ àðãóìåí-
òîì e1 ïîñëåäîâàë çà âûçîâîì ñ àðãóìåíòîì e2.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîöåäóðà ðàçìåùåíèÿ â î÷åðåäè ñ àðãóìåíòîì e2 áûëà âûçâàíà
ïðîöåäóðîé èíèöèàëèçàöèè. Òîãäà k1 < 0 = size(e2) = k2, ÷òî íåâîçìîæíî, ïîñêîëü-
êó ðàçìåð k1 ñóùíîñòè e1 íå ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíûì. Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåäóðà
ðàçìåùåíèÿ â î÷åðåäè ñ àðãóìåíòîì e2 íå áûëà âûçâàíà ïðîöåäóðîé èíèöèàëèçàöèè.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäïîëîæåíèåì ïðîöåäóðà èíèöèàëèçàöèè íå âûçûâàëà ïðîöåäóðó
ðàçìåùåíèÿ â î÷åðåäè òàêæå è ñ àðãóìåíòîì e1.
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Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäóòñÿ ñóùíîñòè e′1 è e′2, òàêèå, ÷òî âûçîâû ïðîöåäóðû ðàçìå-
ùåíèÿ â î÷åðåäè ñ àðãóìåíòàìè e1 è e2 ïðîèçîøëè âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ïðîöåäóðû
îáðàáîòêè ñ àðãóìåíòàìè e′1 è e

′
2 ñîîòâåòñòâåííî.

Òàêèì îáðàçîì, size(e′1) = size(e1) − 1 = k1 − 1, size(e′2) = size(e2) − 1 = k2 − 1.
Îòñþäà ñëåäóåò size(e′1) < size(e′2). Â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 12 çàêëþ÷àåì, ÷òî
ñóùíîñòü e′1 ïîäàåòñÿ êàê àðãóìåíò â ïðîöåäóðó îáðàáîòêè ðàíåå ñóùíîñòè e

′
2.

Ñëåäîâàòåëüíî, âûçîâ ïðîöåäóðû ðàçìåùåíèÿ â î÷åðåäè ñ àðãóìåíòîì e1, ïðîèñ-
õîäÿùèé âî âðåìÿ îáðàáîòêè e′1, ïðîèçîø¼ë ðàíåå âûçîâà ïðîöåäóðû ðàçìåùåíèÿ â
î÷åðåäè ñ àðãóìåíòîì e2, ïðîèñõîäÿùåãî âî âðåìÿ îáðàáîòêè e′2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ïðåäïîëîæåíèþ.

Óòâåðæäåíèå 14. Ïóñòü ïåðåáèðàåìàÿ ñóùíîñòü e ðàçìåðà k ïîäà¼òñÿ êàê àðãó-
ìåíò â ïðîöåäóðó ðàçìåùåíèÿ â î÷åðåäè. Òîãäà ïîñëå âûïîëíåíèÿ äàííîé ïðîöåäóðû â
ìíîæåñòâå ïðèíÿòûõ ê îáðàáîòêå íàõîäèòñÿ ñóùíîñòü e1 ðàçìåðà íå áîëåå k, ïîäîáíàÿ
ñóùíîñòè e.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå: ïóñòü ïîñëå âûïîëíåíèÿ äàííîé ïðî-
öåäóðû â ìíîæåñòâå ïðèíÿòûõ ê îáðàáîòêå íåò ñóùíîñòè, ïîäîáíîé ñóùíîñòè e è èìå-
þùèé ðàçìåð íå áîëåå k.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äî âûïîëíåíèÿ ïðîöåäóðû â ìíîæåñòâå ïðèíÿòûõ ê îáðàáîòêå
íåò ñóùíîñòè, ïîäîáíîé ñóùíîñòè e. Òîãäà äàííàÿ ïðîöåäóðà äîáàâëÿåò â î÷åðåäü è
â ìíîæåñòâî ïðèíÿòûõ ê îáðàáîòêå ñàìó ñóùíîñòü e, è ïîñëå å¼ âûïîëíåíèÿ e íàõî-
äèòñÿ â ìíîæåñòâå ïðèíÿòûõ ê îáðàáîòêå. Ñóùíîñòü e ïîäîáíà ñàìîé ñåáå è èìååò
ðàçìåð íå áîëåå k, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ. Òàêèì îáðàçîì, äî âûïîëíåíèÿ
ïðîöåäóðû ðàçìåùåíèÿ â î÷åðåäè â ìíîæåñòâå ïðèíÿòûõ ê îáðàáîòêå ëåæèò íåêàÿ
ñóùíîñòü e1, ïîäîáíàÿ ñóùíîñòè e.

Ñóùíîñòü e1 ëåæèò â ìíîæåñòâå ïðèíÿòûõ ê îáðàáîòêå è ïîñëå âûïîëíåíèÿ äàííîé
ïðîöåäóðû. Ñëåäîâàòåëüíî, size(e1) > size(e).

Òàê êàê â ìíîæåñòâî ïðèíÿòûõ ê îáðàáîòêå ïîïàäàþò òîëüêî ñóùíîñòè, äîáàâëÿ-
åìûå â î÷åðåäü, à ñóùíîñòè, äîáàâëÿåìûå â î÷åðåäü, ïîäàâàëèñü êàê àðãóìåíò â ïðî-
öåäóðó ðàçìåùåíèÿ â î÷åðåäè, òî ñóùíîñòü e1 ïîäàâàëàñü êàê àðãóìåíò â ïðîöåäóðó
ðàçìåùåíèÿ â î÷åðåäè. Òàêèì îáðàçîì, âûçîâ ïðîöåäóðû ðàçìåùåíèÿ â î÷åðåäè ñ àðãó-
ìåíòîì e1 ïðåäøåñòâóåò âûçîâó ñ àðãóìåíòîì e. Ïðèìåíÿÿ óòâåðæäåíèå 13, ïîëó÷àåì
size(e1) ⩽ size(e)�ïðîòèâîðå÷èå.

3.3. È ñ ê ë þ ÷ å í è ÿ

Óñòàíîâèì ñâîéñòâà àëãîðèòìà, ñâÿçàííûå ñ òåìè ñëó÷àÿìè, êîãäà åãî ðàáîòà îêàí-
÷èâàåòñÿ âûäà÷åé èñêëþ÷åíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 19. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî àëãîðèòì k-ïðåðûâåí, åñëè îí âûäà¼ò èñ-
êëþ÷åíèå ïðè âûïîëíåíèè îáðàáîòêè íåêîé ïåðåáèðàåìîé ñóùíîñòè ðàçìåðà k′, ãäå
k′ ⩽ k.

Çàìå÷àíèå 1. Âûðàæåíèÿ ¾ñóùíîñòü ïîäà¼òñÿ êàê àðãóìåíò â ïðîöåäóðó îáðà-
áîòêè¿ è ¾ñóùíîñòü îáðàáàòûâàåòñÿ àëãîðèòìîì¿ ðàçëè÷àþòñÿ ïî ñìûñëó. Åñëè ñóù-
íîñòü îáðàáàòûâàåòñÿ, òî îíà ïåðåä ýòèì ïîäà¼òñÿ êàê àðãóìåíò. Îäíàêî îáðàòíîå
íåâåðíî, òàê êàê âî âðåìÿ îáðàáîòêè ïîäàííîé êàê àðãóìåíò ñóùíîñòè àëãîðèòì ìî-
æåò âûäàòü èñêëþ÷åíèå. Â äàííîì ñëó÷àå ñóùíîñòü íå ñ÷èòàåòñÿ îáðàáîòàííîé.

Óòâåðæäåíèå 15. Ïóñòü àëãîðèòì k-ïðåðûâåí. Òîãäà â ïðîöåäóðó îáðàáîòêè
â êà÷åñòâå àðãóìåíòà íå ìîæåò ïîäàâàòüñÿ íèêàêàÿ ñóùíîñòü ðàçìåðà áîëüøå k.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Ïóñòü e1 � ñóùíîñòü ðàçìåðà íå áîëü-
øå k, ïðè îáðàáîòêå êîòîðîé âûäà¼òñÿ èñêëþ÷åíèå, à e2 � ñóùíîñòü ðàçìåðà áîëüøå k,
êîòîðàÿ ïîñòóïàåò êàê àðãóìåíò â ïðîöåäóðó îáðàáîòêè. Ïîñêîëüêó size(e1) < size(e2),
ïî óòâåðæäåíèþ 12 ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùíîñòü e2 ïîäàâàëàñü êàê àðãóìåíò â ïðîöåäóðó
ïåðåðàáîòêè ïîçæå, ÷åì ñóùíîñòü e1. Îäíàêî ïðè îáðàáîòêå ñóùíîñòè e1 àëãîðèòì
âûäà¼ò èñêëþ÷åíèå è çàâåðøàåò ðàáîòó. Ïðîòèâîðå÷èå.

Óòâåðæäåíèå 16. Ïóñòü àëãîðèòì íå ÿâëÿåòñÿ k-ïðåðûâíûì è ïåðåáèðàåìàÿ
ñóùíîñòü e ðàçìåðà íå áîëüøå k ïîïàäàåò â î÷åðåäü. Òîãäà ñóùíîñòü e îáðàáàòûâàåòñÿ
àëãîðèòìîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå: ñóùíîñòü e íå îáðàáàòûâàåòñÿ àëãî-
ðèòìîì. Ïîñêîëüêó îíà ïîïàäàåò â î÷åðåäü, òî àëãîðèòì âûäà¼ò èñêëþ÷åíèå.

Ïóñòü àëãîðèòì âûäà¼ò èñêëþ÷åíèå ïðè îáðàáîòêå ïåðåáèðàåìîé ñóùíîñòè e1. Ïî-
ñêîëüêó ñóùíîñòü e íå îáðàáàòûâàåòñÿ, òî îíà îñòà¼òñÿ íå îáðàáîòàííîé è â ìîìåíò,
íåïîñðåäñòâåííî ïðåäøåñòâóþùèé ïîäà÷å ñóùíîñòè e1 êàê àðãóìåíòà â ïðîöåäóðó îá-
ðàáîòêè. Âîçìîæåí â òîì ÷èñëå è ñëó÷àé e = e1.

Â îïèñàííûé ìîìåíò ñóùíîñòü e1 íàõîäèòñÿ â ãîëîâå î÷åðåäè. Ïîñêîëüêó ñóù-
íîñòü e ïîïàäàåò â î÷åðåäü, íî íå îáðàáàòûâàåòñÿ, òî â äàííûé ìîìåíò îíà íàõîäèòñÿ
â î÷åðåäè. Ñëåäîâàòåëüíî, size(e1) ⩽ size(e), ïîñêîëüêó î÷åðåäü â êàæäûé ìîìåíò óïî-
ðÿäî÷åíà ïî ðàçìåðó ñóùíîñòåé (ñì. óòâåðæäåíèå 11).

Òàêèì îáðàçîì, size(e1) ⩽ size(e) ⩽ k è àëãîðèòì âûäà¼ò èñêëþ÷åíèå ïðè îáðàáîòêå
ñóùíîñòè e1 ðàçìåðà íå áîëüøå k. Òî åñòü àëãîðèòì k-ïðåðûâåí, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
óñëîâèþ.

Óòâåðæäåíèå 17. Ïóñòü àëãîðèòì íå k-ïðåðûâåí, e1 �ðåãóëÿðíàÿ ñóùíîñòü
ðàçìåðà k. Òîãäà íàéä¼òñÿ ðåãóëÿðíàÿ ñóùíîñòü e2 ðàçìåðà íå áîëüøå k, ïîäîáíàÿ
ñóùíîñòè e1 è îáðàáàòûâàþùàÿñÿ àëãîðèòìîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïî èíäóêöèè.
Á à ç à è í ä ó ê ö è è : k = 0.
Ïóñòü àëãîðèòì íå 0-ïðåðûâåí, e1 �ðåãóëÿðíàÿ ñóùíîñòü ðàçìåðà 0, ò. å. èíèöè-

àëüíàÿ.
Ïðîöåäóðà èíèöèàëèçàöèè ïîäà¼ò íà ðàçìåùåíèå â î÷åðåäè âñå èíèöèàëüíûå ñóù-

íîñòè, â òîì ÷èñëå e1. Â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 14 ïîñëå âûçîâà ïðîöåäóðû
ðàçìåùåíèÿ â î÷åðåäè â ìíîæåñòâå ïðèíÿòûõ ê îáðàáîòêå ëåæèò íåêàÿ ñóùíîñòü e2,
ïîäîáíàÿ ñóùíîñòè e1 è èìåþùàÿ ðàçìåð íå áîëåå 0. Ñóùíîñòü íå ìîæåò èìåòü îòðè-
öàòåëüíûé ðàçìåð, ò. å. size(e2) = 0.

Òàê êàê e2 ïîïàäàåò â ìíîæåñòâî ïðèíÿòûõ ê îáðàáîòêå, òî e2 ïîïàäàåò è â î÷å-
ðåäü. Â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 16 ñóùíîñòü e2 îáðàáàòûâàåòñÿ àëãîðèòìîì, òàê
êàê àëãîðèòì íå 0-ïðåðûâåí è size(e2) = 0. Ñóùíîñòü e2 ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé (ñì.
óòâåðæäåíèå 10).

Ø à ã è í ä ó ê ö è è. Ïóñòü óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ íåêîòîðîãî k. Òîãäà îíî âåðíî
è äëÿ k + 1.

Ïóñòü àëãîðèòì íå (k + 1)-ïðåðûâåí, e1 �ðåãóëÿðíàÿ ñóùíîñòü ðàçìåðà k + 1.
Ïî óòâåðæäåíèþ 8 íàéäóòñÿ ðåãóëÿðíàÿ ñóùíîñòü e′1 ðàçìåðà k è ïàðà ñèìâîëîâ

(s1, s2) àëôàâèòà S, òàêèå, ÷òî e′1 ïîä äåéñòâèåì (s1, s2) ïåðåõîäèò â e1.
Òàê êàê àëãîðèòì íå (k + 1)-ïðåðûâåí, òî îí è íå k-ïðåðûâåí. Ïðèìåíÿÿ ïðåä-

ïîëîæåíèå èíäóêöèè ê ðåãóëÿðíîé ñóùíîñòè e′1 ðàçìåðà k, ïîëó÷àåì, ÷òî íàéä¼òñÿ
ðåãóëÿðíàÿ ñóùíîñòü e′2 ðàçìåðà íå áîëüøå k, ïîäîáíàÿ ñóùíîñòè e′1 è îáðàáàòûâàþ-
ùàÿñÿ àëãîðèòìîì.
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 2, òàê êàê ñóùíîñòè e′2 è e′1 ïîäîáíû è ïîä äåé-
ñòâèåì (s1, s2) ñóùíîñòü e′1 ïåðåõîäèò â e1, òî íàéä¼òñÿ ñóùíîñòü e2, òàêàÿ, ÷òî e

′
2 ïîä

äåéñòâèåì (s1, s2) ïåðåõîäèò â e2. Êðîìå òîãî, size(e2) ⩽ k + 1.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 1, òàê êàê ñóùíîñòü e′1 ïîäîáíà ñóùíîñòè e

′
2 è ïîä

äåéñòâèåì (s1, s2) ñóùíîñòè e′1 è e
′
2 ïåðåõîäÿò â e1 è e2 ñîîòâåòñòâåííî, òî ñóùíîñòè e1

è e2 òàêæå ÿâëÿþòñÿ ïîäîáíûìè.
Òàê êàê e′2 îáðàáàòûâàåòñÿ àëãîðèòìîì è ïîä äåéñòâèåì (s1, s2) ñóùíîñòü e′2 ïåðå-

õîäèò â e2, òî âî âðåìÿ îáðàáîòêè e′2 ñóùíîñòü e2 ïîäàåòñÿ êàê àðãóìåíò â ïðîöåäóðó
ðàçìåùåíèÿ â î÷åðåäè. Â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 14 ïîñëå âûçîâà ýòîé ïðîöåäó-
ðû â ìíîæåñòâå ïðèíÿòûõ ê îáðàáîòêå ëåæèò íåêàÿ ñóùíîñòü e3, ïîäîáíàÿ ñóùíîñòè e2
è èìåþùàÿ ðàçìåð íå áîëüøå ðàçìåðà ñóùíîñòè e2. Ñóùíîñòü e3 ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé
(ñì. óòâåðæäåíèå 10).

Ñóùíîñòü e3 ïîäîáíà e2, ñóùíîñòü e2 ïîäîáíà e1. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùíîñòü e3 ïî-
äîáíà ñóùíîñòè e1.

Òàê êàê size(e3) ⩽ size(e2) ⩽ k+1 è àëãîðèòì íå (k+1)-ïðåðûâåí, òî â ñîîòâåòñòâèè
ñ óòâåðæäåíèåì 16 ñóùíîñòü e3 îáðàáàòûâàåòñÿ àëãîðèòìîì.

3.4. Ï ð î â å ð ê à ï ð à â è ë ü í î ñ ò è

Äîêàæåì, ÷òî àëãîðèòì âûäà¼ò èñêëþ÷åíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé ôóíêöèåé. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 1 ñëåäóåò óñòàíîâèòü, ÷òî
àëãîðèòì âûäà¼ò èñêëþ÷åíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò îäíîõîäîâàÿ
àíîìàëèÿ 2-ãî ðîäà äëÿ ôóíêöèè F , íå ÿâëÿþùàÿñÿ àíîìàëèåé 1-ãî ðîäà äëÿ ôóíê-
öèè F .

Óòâåðæäåíèå 18. Ïóñòü àëãîðèòì âûäà¼ò èñêëþ÷åíèå. Òîãäà íàéä¼òñÿ îäíîõî-
äîâàÿ ïàðà ñëîâ àëôàâèòà S, ÿâëÿþùàÿñÿ àíîìàëèåé 2-ãî ðîäà, íî íå ÿâëÿþùàÿñÿ
àíîìàëèåé 1-ãî ðîäà äëÿ ôóíêöèè F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü èñêëþ÷åíèå âûäà¼òñÿ âî âðåìÿ îáðàáîòêè ðåãóëÿðíîé
(ñì. óòâåðæäåíèå 10) ñóùíîñòè e = (qŝ1 , qŝ2 , α, ŝ1, ŝ2). Âûïèøåì íåêîòîðûå óñëîâèÿ
å¼ ðåãóëÿðíîñòè: (ŝ1, ŝ2)� îäíîõîäîâàÿ ïàðà, íå ÿâëÿþùàÿñÿ àíîìàëèåé 1-ãî èëè 2-ãî
ðîäà äëÿ ôóíêöèè F , ñëîâî α� ñóôôèêñ ñëîâà F̂ (ŝ1), è |α| = |F̂ (ŝ1)| − |F̂ (ŝ2)|. Òîãäà
íàéä¼òñÿ ñëîâî α1, òàêîå, ÷òî F̂ (ŝ1) = α1α è |α1| = |F̂ (ŝ2)|.

Òàê êàê ïðè îáðàáîòêå ñóùíîñòè e àëãîðèòì âûäà¼ò èñêëþ÷åíèå, òî ñóùåñòâó-
åò ïàðà ñèìâîëîâ (s1, s2), ïîä äåéñòâèåì êîòîðîé ñóùíîñòü e ïåðåõîäèò â àíîìà-
ëèþ 2-ãî ðîäà, íî íå ïåðåõîäèò â àíîìàëèþ 1-ãî ðîäà. Çíà÷èò, âûïîëíåíî íåðàâåí-
ñòâî |αF (ŝ1s1)| = |αψ(qŝ1 , s1)| ⩽ |ψ(qŝ2 , s2)| = |F (ŝ2s2)| è, ñëåäîâàòåëüíî, |F̂ (ŝ1s1)| =
= |F̂ (ŝ1)| + |F (ŝ1s1)| = |α1| + |α| + |F (ŝ1s1)| = |α1| + |αF (ŝ1s1)| ⩽ |α1| + |F (ŝ2s2)| =
= |F̂ (ŝ2)| + |F (ŝ2s2)| = |F̂ (ŝ2s2)|. Òàêèì îáðàçîì, ïàðà (ŝ1s1, ŝ2s2) ÿâëÿåòñÿ àíîìàëèåé
2-ãî ðîäà äëÿ ôóíêöèè F .

Òàê êàê ïîä äåéñòâèåì (s1, s2) ñóùíîñòü e íå ïåðåõîäèò â àíîìàëèþ 1-ãî ðîäà, ñëîâà
αF (ŝ1s1) è F (ŝ2s2) íå èìåþò îáùåé àáñîëþòíî ðàçëè÷èìîé ïîçèöèè; òàê êàê (ŝ1, ŝ2) íå
ÿâëÿåòñÿ àíîìàëèåé 1-ãî ðîäà äëÿ ôóíêöèè F , òî è ñëîâà F̂ (ŝ1) è F̂ (ŝ2) íå èìåþò îáùåé
àáñîëþòíî ðàçëè÷èìîé ïîçèöèè. Ïîñêîëüêó α1 �ïðåôèêñ F̂ (ŝ1), òî ñëîâà α1 è F̂ (ŝ2)
òàêæå íå èìåþò îáùåé àáñîëþòíî ðàçëè÷èìîé ïîçèöèè.

Òàê êàê |α1| = |F̂ (ŝ2)|, à ïàðû ñëîâ (α1, F̂ (ŝ2)) è (αF (ŝ1s1), F (ŝ2s2)) íå èìåþò îáùåé
àáñîëþòíî ðàçëè÷èìîé ïîçèöèè, òî àáñîëþòíî ðàçëè÷èìîé ïîçèöèè íåò òàêæå ó ñëîâ
F̂ (ŝ1s1) = F̂ (ŝ1)F (ŝ1s1) = α1αF (ŝ1s1) è F̂ (ŝ2s2) = F̂ (ŝ2)F (ŝ2s2). Òàêèì îáðàçîì, ïàðà
ñëîâ (ŝ1s1, ŝ2s2) íå ÿâëÿåòñÿ àíîìàëèåé 1-ãî ðîäà äëÿ ôóíêöèè F .
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Òàê êàê (ŝ1, ŝ2)� îäíîõîäîâàÿ ïàðà ñëîâ, òî ïàðà ñëîâ (ŝ1s1, ŝ2s2) òàêæå ÿâëÿåòñÿ
îäíîõîäîâîé. Òàêèì îáðàçîì, (ŝ1s1, ŝ2s2)� îäíîõîäîâàÿ ïàðà ñëîâ, ÿâëÿþùàÿñÿ àíîìà-
ëèåé 2-ãî ðîäà, íî íå ÿâëÿþùàÿñÿ àíîìàëèåé 1-ãî ðîäà äëÿ ôóíêöèè F .

Óòâåðæäåíèå 19. Ïóñòü îäíîõîäîâàÿ ïàðà ñëîâ (ŝ1, ŝ2) ÿâëÿåòñÿ àíîìàëèåé
2-ãî ðîäà äëÿ ôóíêöèè F , íî íå ÿâëÿåòñÿ àíîìàëèåé 1-ãî ðîäà äëÿ ôóíêöèè F , è
|ŝ2| = k. Òîãäà àëãîðèòì âûäà¼ò èñêëþ÷åíèå è ÿâëÿåòñÿ (k − 1)-ïðåðûâíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, ò. å. ÷òî àëãîðèòì íå ÿâëÿåòñÿ (k−1)-
ïðåðûâíûì.

Ïóñòü (ŝ′1, ŝ
′
2)�ìèíèìàëüíàÿ ïî äëèíå |ŝ′2| îäíîõîäîâàÿ ïàðà ñëîâ, ÿâëÿþùàÿñÿ àíî-

ìàëèåé 2-ãî ðîäà, íî íå ÿâëÿþùàÿñÿ àíîìàëèåé 1-ãî ðîäà äëÿ ôóíêöèè F . Ïîëàãàåì
äàëåå |ŝ2| = k′. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìèíèìàëüíîñòüþ äëèíû âûïîëíåíî k′ ⩽ k.

Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî ñèìâîëà s ∈ S âåðíî |F̂ (s)| = |F (Λ)F (s)| = |ΛF (s)| =
= |F (s)| > |F (Λ)| = 0, òî (s,Λ) íå ìîæåò áûòü àíîìàëèåé 2-ãî ðîäà äëÿ ôóíêöèè F .
Ñëåäîâàòåëüíî, |ŝ′2| > 0, |ŝ′1| = |ŝ′2| + 1 > 0. Íàéäóòñÿ ñëîâà ŝ′1 è ŝ

′
2 è ñèìâîëû s1 è s2

àëôàâèòà S, òàêèå, ÷òî ŝ′1 = ŝ′′1s1, ŝ
′
2 = ŝ′′2s2. Òàêæå âûïîëíåíî |ŝ′′2| = |ŝ′2| − 1 = k′ − 1 ⩽

⩽ k − 1. Ïàðà (ŝ′′1, ŝ
′′
2), î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ îäíîõîäîâîé.

Òàê êàê ŝ′′1 �ïðåôèêñ ŝ′1, ŝ
′′
2 �ïðåôèêñ ŝ′2 è ïàðà ñëîâ (ŝ

′
1, ŝ

′
2) íå ÿâëÿåòñÿ àíîìàëèåé

1-ãî ðîäà äëÿ ôóíêöèè F , òî â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 3 ïàðà ñëîâ (ŝ′′1, ŝ
′′
2) íå

ÿâëÿåòñÿ àíîìàëèåé 1-ãî ðîäà äëÿ ôóíêöèè F .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïàðà (ŝ′′1, ŝ

′′
2) ñîäåðæèò ïðåôèêñíûì îáðàçîì àíîìàëèþ 2-ãî ðîäà

äëÿ ôóíêöèè F . Òîãäà ñóùåñòâóåò îäíîõîäîâàÿ ïàðà (ŝ′′′1 , ŝ
′′′
2 ), ÿâëÿþùàÿñÿ àíîìàëè-

åé 2-ãî ðîäà äëÿ ôóíêöèè F , òàêàÿ, ÷òî ŝ′′′1 �ïðåôèêñ ŝ′′1, ŝ
′′′
2 �ïðåôèêñ ŝ′′2. Òîãäà ïî

óòâåðæäåíèþ 3 ïàðà (ŝ′′′1 , ŝ
′′′
2 ) íå ÿâëÿåòñÿ àíîìàëèåé 1-ãî ðîäà äëÿ ôóíêöèè F .

Òàêèì îáðàçîì, îäíîõîäîâàÿ ïàðà (ŝ′′′1 , ŝ
′′′
2 ) ÿâëÿåòñÿ àíîìàëèåé 2-ãî ðîäà, íî íå

ÿâëÿåòñÿ àíîìàëèåé 1-ãî ðîäà äëÿ ôóíêöèè F , è |ŝ′′′2 | ⩽ |ŝ′′2| = |ŝ1|−1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ìèíèìàëüíîñòè âûáîðà ïàðû (ŝ′1, ŝ

′
2). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå ëîæíî, ò. å.

ïàðà (ŝ′′1, ŝ
′′
2) íå ñîäåðæèò ïðåôèêñíûì îáðàçîì àíîìàëèþ 2-ãî ðîäà äëÿ ôóíêöèè F è,

ñëåäîâàòåëüíî, íå ÿâëÿåòñÿ àíîìàëèåé 2-ãî ðîäà äëÿ ôóíêöèè F .
Òàê êàê îäíîõîäîâàÿ ïàðà (ŝ′′1, ŝ

′′
2) íå ÿâëÿåòñÿ àíîìàëèåé 2-ãî ðîäà äëÿ ôóíêöèè F ,

òî |F̂ (ŝ′′1)| > |F̂ (ŝ′′2)|. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäóòñÿ ñëîâà α, α1, òàêèå, ÷òî F̂ (ŝ′′1) = α1α,
|α1| = |F̂ (ŝ′′2)|, |α| = |F̂ (ŝ′′1)| − |F̂ (ŝ′′2)|.

Ðàññìîòðèì ñóùíîñòü e = (qŝ′′1 , qŝ′′2 , α, ŝ
′′
1, ŝ

′′
2). Îíà ðåãóëÿðíà è èìååò ðàçìåð íå áîëü-

øå k− 1. Òàê êàê àëãîðèòì íå (k− 1)-ïðåðûâåí, òî â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 17
íàéä¼òñÿ ðåãóëÿðíàÿ ñóùíîñòü e1 ðàçìåðà íå áîëåå k − 1, ïîäîáíàÿ ñóùíîñòè e è îá-
ðàáàòûâàþùàÿñÿ àëãîðèòìîì.

Òàê êàê (ŝ′1, ŝ
′
2) ÿâëÿåòñÿ àíîìàëèåé 2-ãî ðîäà äëÿ ôóíêöèè F , òî âûïîëíåíî íåðà-

âåíñòâî |F̂ (ŝ′1)| − |F̂ (ŝ′2)| ⩽ 0. Ïðîèçâåä¼ì ðàñ÷åò äëèí: |F̂ (ŝ′1)| − |F̂ (ŝ′2)| = (|α1| +
+ |αF (ŝ′1)|) − (|F̂ (ŝ′′2)| + |F (ŝ′2)|) = |αF (ŝ′1)| − |F (ŝ′2)|. Òàêèì îáðàçîì, |αψ(q

ŝ′′1
, s1)| =

= |αF (ŝ′′1s1)| = |αF (ŝ′1)| ⩽ |F (ŝ′2)| = |F (ŝ′′2s2)| = |ψ(qŝ′′2 , s2)|. Cëåäîâàòåëüíî, ïîä äåé-
ñòâèåì (s1, s2) ñóùíîñòü e ïåðåõîäèò â àíîìàëèþ 2-ãî ðîäà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîä äåéñòâèåì (s1, s2) ñóùíîñòü e ïåðåõîäèò â àíîìàëèþ 1-ãî ðî-
äà. Òîãäà ñëîâà αψ(qŝ′′1 , s1) = αF (ŝ′′1s1) = αF (ŝ′1), ψ(qŝ′′2 , s2) = F (ŝ′′2s2) = F (ŝ′2) èìåþò
îáùóþ àáñîëþòíî ðàçëè÷èìóþ ïîçèöèþ.

Çàïèøåì òîæäåñòâà: F̂ (ŝ′1) = F̂ (ŝ′′1s1) = F̂ (ŝ′′1)F (ŝ
′′
1s1) = α1αF (ŝ

′
1), F̂ (ŝ

′
2) =

= F̂ (ŝ′′2s2) = F̂ (ŝ′′2)F (ŝ
′′
2s2) = F̂ (ŝ′′2)F (ŝ

′
2).

Èç ðàâåíñòâà |α1| = |F̂ (ŝ′′2)| ñëåäóåò, ÷òî àáñîëþòíî ðàçëè÷èìàÿ ïîçèöèÿ ñëîâ αF (ŝ′1)
è F (ŝ′2) ÿâëÿåòñÿ òàêæå àáñîëþòíî ðàçëè÷èìîé ïîçèöèåé ñëîâ F̂ (ŝ′1) è F̂ (ŝ′2). Òàêèì
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îáðàçîì, ïàðà ñëîâ (ŝ′1, ŝ
′
2) ÿâëÿåòñÿ àíîìàëèåé 1-ãî ðîäà äëÿ ôóíêöèè F , ÷òî ïðîòè-

âîðå÷èò å¼ âûáîðó. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîä äåéñòâèåì (s1, s2) ñóùíîñòü e íå ïåðåõîäèò
â àíîìàëèþ 1-ãî ðîäà.

Èòàê, ïîä äåéñòâèåì (s1, s2) ñóùíîñòü e ïåðåõîäèò â àíîìàëèþ 2-ãî ðîäà, íî íå
ïåðåõîäèò â àíîìàëèþ 1-ãî ðîäà, è ñóùíîñòü e1 ïîäîáíà ñóùíîñòè e. Â ñîîòâåòñòâèè
ñ óòâåðæäåíèåì 1 ïîä äåéñòâèåì (s1, s2) ñóùíîñòü e1 òàêæå ïåðåõîäèò â àíîìàëèþ
2-ãî ðîäà, íî íå ïåðåõîäèò â àíîìàëèþ 1-ãî ðîäà. Çíà÷èò, àëãîðèòì âûäà¼ò èñêëþ÷åíèå
âî âðåìÿ îáðàáîòêè ñóùíîñòè e1. Ïîñêîëüêó ñóùíîñòü e1 èìååò ðàçìåð íå áîëåå k− 1,
àëãîðèòì (k − 1)-ïðåðûâåí � ïðîòèâîðå÷èå.

3.5. Í å ä î ñ ò è æ è ì û å ñ ó ù í î ñ ò è

Îñòàëîñü óñòàíîâèòü, ÷òî àëãîðèòì íå ìîæåò ðàáîòàòü áåñêîíå÷íî äîëãî. Äîêà-
æåì, ÷òî ìíîæåñòâî îáðàáàòûâàåìûõ ñóùíîñòåé ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì, ò. å. ïðîöåäóðà
îáðàáîòêè ìîæåò âûçûâàòüñÿ òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç.

Îïðåäåëåíèå 20. Ðåãóëÿðíàÿ ïåðåáèðàåìàÿ ñóùíîñòü âèäà (q1, q2, α, ŝ1s
′
1s

′′
1, ŝ2)

íàçûâàåòñÿ íåäîñòèæèìîé, åñëè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |F̂ (ŝ1)| ⩾ |F̂ (ŝ2)|.
Óòâåðæäåíèå 20. Ïóñòü e = (q1, q2, α, ŝ1s

′
1s

′′
1, ŝ2)�ðåãóëÿðíàÿ íåäîñòèæèìàÿ

ñóùíîñòü. Òîãäà ñóùíîñòü e íå äîáàâëÿåòñÿ â î÷åðåäü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå: ñóùíîñòü e äîáàâëÿåòñÿ â î÷åðåäü.
Îáîçíà÷èì: k = size(e) = |ŝ2|.

Â ñèëó ðåãóëÿðíîñòè ïàðà (ŝ1s
′
1s

′′
1, ŝ2) ÿâëÿåòñÿ îäíîõîäîâîé, ò. å. |ŝ1s′1s′′1| = |ŝ2|+ 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, |ŝ2| = |ŝ1|+1. Òàêèì îáðàçîì, ïàðà (ŝ2, ŝ1) òàêæå ÿâëÿåòñÿ îäíîõîäîâîé.
Òàê êàê k = |ŝ2| = |ŝ1|+1, òî k > 0 è ñóùíîñòü e íå ÿâëÿåòñÿ èíèöèàëüíîé. Ñëåäîâà-

òåëüíî, îíà äîáàâëÿåòñÿ â î÷åðåäü âî âðåìÿ îáðàáîòêè íåêîé ðåãóëÿðíîé ñóùíîñòè e1,
size(e1) = size(e)− 1 = k − 1. Òàêèì îáðàçîì, ñóùíîñòü e1 ðàçìåðà k − 1 ïîäà¼òñÿ êàê
àðãóìåíò â ïðîöåäóðó îáðàáîòêè.

Â ñèëó ðåãóëÿðíîñòè ïàðà (ŝ1s
′
1s

′′
1, ŝ2) íå ÿâëÿåòñÿ àíîìàëèåé 1-ãî ðîäà äëÿ ôóíê-

öèè F , ò. å. ñëîâà F̂ (ŝ1s′1s
′′
1), F̂ (ŝ2) íå èìåþò îáùåé àáñîëþòíî ðàçëè÷èìîé ïîçèöèè. Òàê

êàê F̂ (ŝ1)�ïðåôèêñ F̂ (ŝ1s′1s
′′
1), òî îáùåé àáñîëþòíî ðàçëè÷èìîé ïîçèöèè íå èìåþò òàê-

æå ñëîâà F̂ (ŝ1) è F̂ (ŝ2). Òàêèì îáðàçîì, ïàðà (ŝ2, ŝ1) òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ àíîìàëèåé 1-ãî
ðîäà äëÿ ôóíêöèè F .

Òàê êàê |F̂ (ŝ1)| ⩾ |F̂ (ŝ2)|, ïàðà (ŝ2, ŝ1) ÿâëÿåòñÿ àíîìàëèåé 2-ãî ðîäà äëÿ ôóíê-
öèè F . Ââèäó |ŝ1| = |ŝ2| − 1 = k − 1 è óòâåðæäåíèÿ 19 ýòî çíà÷èò, ÷òî àëãîðèòì
ÿâëÿåòñÿ (k − 2)-ïðåðûâíûì. Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 15 ñóùíîñòü e1 íå
ìîæåò ïîäàâàòüñÿ êàê àðãóìåíò â ïðîöåäóðó îáðàáîòêè� ïðîòèâîðå÷èå.

Ïóò¼ì äëèíû 2 àâòîìàòíîãî ãðàôà íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âèäà q1s1q2s2q3,
ñîñòîÿùàÿ èç ñîñòîÿíèé q1, q2, q3 ∈ Q è ñèìâîëîâ s1, s2 ∈ S, òàêèõ, ÷òî q2 = φ(q1, s1),
q3 = φ(q2, s2). Äàííîìó ïóòè äëèíû 2 ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ñëîâî ψ(q1, s1)ψ(q2, s2).
Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî P2, ñîñòîÿùåå èç ñëîâ àëôàâèòà A, ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñëî-
âî α ëåæèò â ìíîæåñòâå P2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ïóòü äëèíû 2,
ïîñòàâëåííûé â ñîîòâåòñòâèå äàííîìó ñëîâó α. Ïóòü äëèíû 2 îäíîçíà÷íî çàäà¼òñÿ
ïåðâûì ñîñòîÿíèåì q1 è ñèìâîëàìè s1, s2. Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
|P2| ⩽ |Q||S|2. Êàæäîå ñëîâî èç P2 ïîëó÷åíî êîíêàòåíàöèåé äâóõ ñëîâ, ÿâëÿþùèõñÿ
çíà÷åíèÿìè âûõîäíîé ôóíêöèè àâòîìàòà. Òàêèì îáðàçîì, äëèíà ñëîâ èç P2 íå ïðåâû-
øàåò 2L.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñëîâî β1 ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì ñóôôèêñîì ñëîâà β2, åñëè β1 �
ñóôôèêñ β2 è β1 ̸= β2. Ìíîæåñòâî ñëîâ, ÿâëÿþùèõñÿ íåïóñòûìè ñòðîãèìè ñóôôèê-
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ñàìè ñëîâ èç ìíîæåñòâà P2, îáîçíà÷èì P∗. Êîëè÷åñòâî íåïóñòûõ ñòðîãèõ ñóôôèê-
ñîâ êàæäîãî ñëîâà èç P2 íå ïðåâûøàåò 2L − 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâà îöåíêà
|P∗| ⩽ (2L− 1)|Q||S|2.

Óòâåðæäåíèå 21. Ïóñòü e = (qŝ1s′1s1 , qŝ2s2 , α, ŝ1s
′
1s1, ŝ2s2)�ðåãóëÿðíàÿ ñóùíîñòü,

íå ÿâëÿþùàÿñÿ íåäîñòèæèìîé è íå ÿâëÿþùàÿñÿ èíèöèàëüíîé. Òîãäà α ∈ P∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïèøåì íåêîòîðûå óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè: (ŝ1s′1s1, ŝ2s2) íå
ÿâëÿåòñÿ àíîìàëèåé 2-ãî ðîäà äëÿ ôóíêöèè F , ò. å. |F̂ (ŝ2s2)| < |F̂ (ŝ1s′1s1)|. Ñëîâî α�
ñóôôèêñ ñëîâà F̂ (ŝ1s′1s1) è |α| = |F̂ (ŝ1s′1s1)|−|F̂ (ŝ2s2)| > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò
ñëîâî α1, òàêîå, ÷òî F̂ (ŝ1s′1s1) = α1α, |α1| = |F̂ (ŝ2s2)|.

Òàê êàê ñóùíîñòü (qŝ1s′1s1 , qŝ2s2 , α, ŝ1s
′
1s1, ŝ2s2) íå ÿâëÿåòñÿ íåäîñòèæèìîé, òî

|F̂ (ŝ1)| < |F̂ (ŝ2s2)| = |α1|. Ïîëîæèì α′ = F (ŝ1s
′
1)F (ŝ1s

′
1s1) = ψ(qŝ1 , s

′
1)ψ(qŝ1s′1 , s1). Ñëî-

âî α′ ñîîòâåòñòâóåò ïóòè äëèíû 2 qŝ1s
′
1qŝ1s′1s1qŝ1s′1s1 àâòîìàòíîãî ãðàôà. Òàêèì îáðàçîì,

α′ ∈ P 2.
Âûïèøåì òîæäåñòâî: α1α = F̂ (ŝ1s

′
1s1) = F̂ (ŝ1)F (ŝ1s

′
1)F (ŝ1s

′
1s1) = F̂ (ŝ1)α

′. Òàê êàê
|F̂ (ŝ1)| < |α1|, ñëîâî α ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì íåïóñòûì ñóôôèêñîì ñëîâà α′ ∈ P2. Cëåäîâà-
òåëüíî, α ∈ P∗.

3.6. Î ö å í ê à ñ ë î æ í î ñ ò è

Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, îöåíèì ñâåðõó êîëè÷åñòâî çàïóñêîâ ïðîöåäóðû
îáðàáîòêè (è òåì ñàìûì ïîêàæåì, ÷òî îíî êîíå÷íî), à òàêæå ïîëó÷èì îöåíêó ñëîæ-
íîñòè àëãîðèòìà.

Óòâåðæäåíèå 22. Â î÷åðåäü ïîïàäàåò íå áîëåå |S|+ (2L− 1)|Q|3|S|2 ñóùíîñòåé.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîöåäóðà îáðàáîòêè çàïóñêàåòñÿ íå áîëåå |S|+ (2L− 1)|Q|3|S|2 ðàç.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Ïðîöåäóðà èíèöèàëèçàöèè äîáàâëÿåò â î÷åðåäü íå áîëåå |S| èíèöèàëüíûõ ñóù-
íîñòåé.

2. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíûõ ñóùíîñòåé, íå ÿâëÿþùèõñÿ íåäîñòèæèìûìè
è íå ÿâëÿþùèõñÿ èíèöèàëüíûìè. Êàæäàÿ òàêàÿ ñóùíîñòü èìååò âèä (q1, q2, α, ŝ1, ŝ2),
ãäå q1, q2 ∈ Q; α ∈ A∗; ŝ1, ŝ2 ∈ S∗. Â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 21 âûïîëíåíî α ∈ P∗.

3. Ðàçäåëèì äàííîå ìíîæåñòâî íà êëàññû ñëåäóþùèì îáðàçîì: äâå ñóùíîñòè ïðè-
íàäëåæàò îäíîìó êëàññó, åñëè îíè ïîäîáíû, ò. å. ñîâïàäàþò èõ ïåðâûå òðè êîìïîíåíòû.
Ïåðâûå äâå êîìïîíåíòû ìîãóò ïðèíèìàòü íå áîëåå |Q| ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé, à òðåòüÿ
êîìïîíåíòà � íå áîëåå |P∗| çíà÷åíèé. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî êëàññîâ ðàçáèåíèÿ êîíå÷íî
è íå ïðåâûøàåò |Q|2|P∗| ⩽ |Q|2(2L− 1)|Q||S|2 = (2L− 1)|Q|3|S|2.

4. Â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèÿìè 10 è 20 â î÷åðåäü ìîãóò äîáàâëÿòüñÿ òîëüêî
èíèöèàëüíûå ñóùíîñòè è ñóùíîñòè èç ìíîæåñòâà ï. 2. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 9, â î÷å-
ðåäü ìîæåò áûòü äîáàâëåíà íå áîëåå ÷åì îäíà ñóùíîñòü èç êàæäîãî êëàññà ðàçáèåíèÿ.
Ñëåäîâàòåëüíî, âñåãî â î÷åðåäü ïîïàäàåò íå áîëåå |S|+ (2L− 1)|Q|3|S|2 ñóùíîñòåé.

Óòâåðæäåíèå 22 äîêàçàíî.

Óòâåðæäåíèå 23. Âîçìîæíîñòü áåñêîíå÷íî äîëãîé ðàáîòû àëãîðèòìà èñêëþ÷å-
íà. Åñëè F �ïðàâèëüíàÿ ôóíêöèÿ, òî àëãîðèòì îñòàíîâèòñÿ â ñîñòîÿíèè ïóñòîé î÷å-
ðåäè, èíà÷å îí âûäàñò èñêëþ÷åíèå. Ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ñîñòàâëÿåò O(L|Q|3|S|4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 1 ïðàâèëüíîñòü ôóíêöèè F ýêâè-
âàëåíòíà îòñóòñòâèþ àíîìàëèè 2-ãî ðîäà äëÿ ôóíêöèè F , íå ÿâëÿþùåéñÿ àíîìàëèåé
1-ãî ðîäà äëÿ ôóíêöèè F .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèÿìè 18 è 19 èñêëþ÷åíèå âûäà¼òñÿ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà òàêîâàÿ àíîìàëèÿ ïðèñóòñòâóåò, ò. å. F íå ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé ôóíêöèåé.
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 22 ïðîöåäóðà îáðàáîòêè ìîæåò áûòü çàïóùåíà
íå áîëåå |S| + (2L − 1)|Q|3|S|2 ⩽ |S| + 2L|Q|3|S|2 ðàç. Òàêèì îáðàçîì, âîçìîæíîñòü
áåñêîíå÷íî äîëãîé ðàáîòû àëãîðèòìà èñêëþ÷åíà è, åñëè ôóíêöèÿ F ïðàâèëüíà, òî
àëãîðèòì çàâåðøàåò ñâîþ ðàáîòó â ñîñòîÿíèè ïóñòîé î÷åðåäè.

Ïðîâåðêà ïåðåõîäà â àíîìàëèè 1-ãî è 2-ãî ðîäà, ðàñ÷¼ò ïåðåõîäà â äðóãóþ ñóù-
íîñòü, à òàêæå ïðîâåðêà íàëè÷èÿ ïîäîáíîé ñóùíîñòè â ìíîæåñòâå ïðèíÿòûõ ê îáðà-
áîòêå çàíèìàåò êîíñòàíòíîå âðåìÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñëîæíîñòü ïðîöåäóðû îáðàáîòêè
ñîñòàâëÿåò O(|S|2).

Ïðîöåäóðà ïðåäûíèöèàëèçàöèè èìååò ñëîæíîñòü O(1) +O(|Q||S|), ïðîöåäóðà èíè-
öèàëèçàöèè�O(|S|).

Òàêèì îáðàçîì, ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ñîñòàâëÿåò O(1) + O(|Q||S|) + O(|S|) +
+O(|S|2)(|S|+ 2L|Q|3|S|2) = O(|S|) +O(|S|3) +O(L|Q|3|S|4) = O(L|Q|3|S|4).

Ôîðìóëèðîâêà óòâåðæäåíèÿ 23 òîæäåñòâåííà ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 4. Òåîðåìà 4
äîêàçàíà.

Çàêëþ÷åíèå
Ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ïðîâåðèòü ïðèíàäëåæíîñòü ôóíêöèè F êëàñ-

ñó ïðàâèëüíûõ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ îò ÷èñëà ñîñòîÿíèé |Q| àâòîìàòà, ïðåäñòàâ-
ëÿþùåãî ñîîòâåòñòâóþùóþ îãðàíè÷åííî-äåòåðìèíèðîâàííóþ ôóíêöèþ F̂ , ÷èñëà ñèì-
âîëîâ |S| âõîäíîãî àëôàâèòà è ìàêñèìàëüíîé äëèíû L âûõîäíîãî ñëîâà.

Àëãîðèòì õðàíèò â î÷åðåäè è â ìíîæåñòâå ïðèíÿòûõ ê îáðàáîòêå ïåðåáèðàåìûå
ñóùíîñòè, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ïÿò¼ðêè (q1, q2, α, ŝ1, ŝ2). Îäíàêî äâå ïîñëåäíèå êîì-
ïîíåíòû áûëè ââåäåíû â ñîñòàâ ñóùíîñòè òîëüêî ñ öåëüþ ïðîâåñòè äîêàçàòåëüñòâî
êîððåêòíîñòè ðàáîòû àëãîðèòìà, à íà ïðàêòèêå èõ õðàíåíèå â ïàìÿòè ÿâëÿåòñÿ èç-
ëèøíèì.

Óòâåðæäåíèÿ 1 è 2 ãàðàíòèðóþò, ÷òî õðàíèòü â î÷åðåäè è â ìíîæåñòâî ïðèíÿòûõ
ê îáðàáîòêå, à òàêæå ïîäàâàòü êàê àðãóìåíò â ïðîöåäóðû àëãîðèòìà âìåñòî ïåðåáè-
ðàåìûõ ñóùíîñòåé ìîæíî êðàòêèå ïåðåáèðàåìûå ñóùíîñòè, ò. å. òðîéêè (q1, q2, α), ãäå
q1, q2 ∈ Q; α ∈ A∗. Ìîäèôèöèðîâàííûé àëãîðèòì íå ðàáîòàåò áåñêîíå÷íî äîëãî è
âûäà¼ò èñêëþ÷åíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî âûäà¼ò èñõîäíûé àëãîðèòì. Áî-
ëåå òîãî, ìîäèôèöèðîâàííûé àëãîðèòì äîáàâëÿåò â î÷åðåäü è â ìíîæåñòâî ïðèíÿòûõ
ê îáðàáîòêå ñòîëüêî æå ñóùíîñòåé, ñêîëüêî èñõîäíûé àëãîðèòì. Cëîæíîñòü ìîäèôè-
öèðîâàííîãî àëãîðèòìà ïî âðåìåíè ñîâïàäàåò ñî ñëîæíîñòüþ èñõîäíîãî àëãîðèòìà,
ò. å. ñîñòàâëÿåò O(L|Q|3|S|4).

Ïîñêîëüêó êàê â î÷åðåäü, òàê è â ìíîæåñòâî ïðèíÿòûõ ê îáðàáîòêå äîáàâëÿåòñÿ
íå áîëåå ÷åì |S| + (2L − 1)|Q|3|S|2 ñóùíîñòåé, òî â ïàìÿòè õðàíèòñÿ íå áîëåå ÷åì
2|S| + 2(2L− 1)|Q|3|S|2 = O(L|Q|3|S|2) ñóùíîñòåé. Õðàíåíèå îäíîé êðàòêîé ñóùíîñòè
òðåáóåò O(L ln |Q| ln |A|) áèò ïàìÿòè. Òàêèì îáðàçîì, ñëîæíîñòü ìîäèôèöèðîâàííîãî
àëãîðèòìà ïî ïàìÿòè ñîñòàâëÿåò O(L2|Q|3|S|2 ln |Q| ln |A|)

Îòìåòèì, ÷òî îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà â ñòðóêòóðå
÷àñòè÷íîãî ñòèðàíèÿ íåò àáñîëþòíî ðàçëè÷èìûõ ñèìâîëîâ. Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå
ïðàâèëüíîñòè óïðîùàåòñÿ: òàê êàê îòñóòñòâóþò àíîìàëèè 1-ãî ðîäà äëÿ ôóíêöèè F ,
òî äëÿ ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèè F êëàññó ïðàâèëüíûõ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî îò-
ñóòñòâèÿ àíîìàëèé 2-ãî ðîäà. Â äàëüíåéøåì ïëàíèðóåòñÿ ïóáëèêàöèÿ, ïîñâÿù¼ííàÿ
èìåþùåìó ìåíüøóþ ñëîæíîñòü àëãîðèòìó âàëèäàöèè, êîòîðûé ïðèñïîñîáëåí ñïåöè-
àëüíî ê óêàçàííîìó ÷àñòíîìó ñëó÷àþ.
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