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Аннотация. Представлены результаты верификации компьютерной одномерной 

математической модели продольно-поперечных колебаний ствола артиллерийского 

орудия при нагружении внутренним давлением и тепловым воздействием порохо-

вых газов на основе сравнения с решением задачи, полученным в трехмерной по-

становке. В математической модели учитывались сила тяжести, неравномерное 

тепловое нагружение и распределение давления по длине ствола в процессе вы-

стрела. Проведено сравнение результатов одномерного и трехмерного моделиро-

вания колебаний цилиндрического ствола переменного кольцевого сечения, ци-

линдрического ствола переменного кольцевого сечения с учетом технологических 

отклонений изготовления ствола и ствола с ребрами жесткости. Сравнение показа-

ло, что одномерная модель позволяет достаточно точно воспроизводить процесс 

колебаний ствола, отклонения от результатов моделирования в трехмерной поста-

новке составили от 2,9 до 12,5%. При этом время расчета колебаний ствола сокра-

щается существенно, на 4–5 порядков. 
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Abstract. This paper presents the verification results for a one-dimensional computer 

mathematical model of longitudinal–transverse vibrations of an artillery gun barrel under 

internal pressure loading and the thermal effect of powder gases based on a comparison 

with a three-dimensional problem solution. The mathematical model takes into account 

gravity, non-uniform thermal loading, and pressure distribution along the barrel length on 

firing. A comparison of one-dimensional and three-dimensional modeling results for vi-

brations of a cylindrical barrel with variable annular cross-section and a cylindrical barrel 

of variable annular cross-section with account for manufacturing tolerance of the classical 

barrel and the barrel with stiffeners is carried out. The comparison shows that the one-

dimensional model gives a reasonable approximation for barrel oscillations with a devia-

tion from the three-dimensional model case ranging from 2.9% to 12.5%. Therewith, the 

time required to calculate the vibrations of the barrel in a one-dimensional formulation is 

significantly reduced (by 4-5 orders of magnitude) as compared to a three-dimensional 

formulation. 
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Введение 

 

Верификация и валидация компьютерных моделей являются одними из клю-

чевых задач с точки зрения их практического применения. Как указывается в ста-

тье [1], «современная концепция верификации и валидации основывается на ра-

ботах К. Попера и Р. Карнапа». В области вычислительной механики твердого 

тела определение этих терминов представлено в стандарте [2], разработанном 

американским обществом инженеров-математиков. Отличие процесса верифика-

ции от валидации кратко описано одним из руководителей разработки данного 
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стандарта L.E. Schwer [3]: верификация – это правильное решение уравнений,  

а валидация – решение правильных уравнений. Пример верификации компью-

терной одномерной модели колебаний балки, закрепленной с одного конца и 

свободной на другом, представлен в [4] на основе сравнения с известным точным 

аналитическим решением. 

Стандарт ГОСТ Р 57700.37–2021 [5] относит термин «верификация» только  

к программному обеспечению компьютерного моделирования и определяет его 

как «подтверждение того, что программное обеспечение компьютерного моделиро-

вания выполняет подготовку исходных данных, расчеты и обработку результатов 

таких расчетов в соответствии с указанной математической моделью». Термин 

«валидация» также соотносится только с программным обеспечением компью-

терного моделирования и определяется как «подтверждение того, что программ-

ное обеспечение компьютерного моделирования в заявленной области примене-

ния адекватно с заданной степенью точности выполняет подготовку исходных 

данных, расчеты и обработку результатов таких расчетов». Таким образом, вери-

фикация компьютерной модели (программного обеспечения компьютерного мо-

делирования) рассматривается как ее соответствие математической модели в рам-

ках установленных допущений, а валидация – как соответствие компьютерной 

модели физическим процессам в соответствующих областях применения.  

В данной работе рассматривается вопрос верификации компьютерной одно-

мерной математической модели упругих продольно-поперечных колебаний ствола 

артиллерийского орудия, которая представляет собой систему дифференциаль-

ных уравнений в частных производных [6], дополненную возможностью расчета 

ствола с некольцевым поперечным сечением, а также учетом неравномерного теп-

лового нагружения ствола в процессе выстрела [7]. Различные варианты одно-

мерных математических моделей колебания ствола представлены в работах [8, 9]. 

В [8] моделируются колебания ствола 70-мм пушки методом конечных элементов 

(МКЭ) в одномерной постановке, построена имитационная модель поперечных 

колебаний ствола при многократной нагрузке во время стрельбы и получены 

кривые колебаний. В [9] построена имитационная модель поперечных колебаний 

ствола при многократных нагрузках. Исследованиям напряженно-деформированного 

состояния (НДС) артиллерийских и стрелковых орудий посвящены работы ис-

следователей из Чехии, Китая, Кореи и других стран [10–15]. Однако в этих ра-

ботах отсутствует сравнение результатов моделирования с экспериментальными 

данными или с трехмерной постановкой, что не позволяет оценить качество со-

ответствующих моделей и алгоритмов их реализации. 

В существующих работах верифиикация программного кода математических 

моделей, как правило, проводится на основе оценки сеточной сходимости или 

путем сравнения с аналитическими решениями упрощенных вариантов, напри-

мер при отсутствии внутренних сил, постоянном давлении и т.п. К сожалению,  

в рассматриваемой постановке точные аналитические решения продольно-попе-

речных колебаний ствола артиллерийского орудия получить невозможно. В этой 

связи верификацию компьютерной модели предполагается провести на основе 

сравнения с результатами трехмерного математического моделирования.  

Условно точное решение поставленной задачи, с учетом сложной геометриче-

ской формы при различных условиях неравномерного теплового и силового 

нагружения, можно получить на основе трехмерного моделирования колебаний 
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ствола с использованием средств инженерного конечно-элементного моделирова-

ния, таких как ANSYS, ЛОГОС, Abaqus, MSC Nastran, COMSOL и др. Недостатком 

пространственного моделирования МКЭ являются значительные временные затра-

ты на вычисления, которые могут достигать 120 часов для одного варианта на 

ЭВМ с 16 вычислительными ядрами. Поэтому актуальной задачей является сни-

жение пространственной размерности математической модели, позволяющей опи-

сать колебания ствола артиллерийского орудия с точностью, сопоставимой с рас-

четами в программах трехмерного конечно-элементного моделирования. 

Цель данной работы – верификация и оценка адекватности компьютерной  

одномерной математической модели продольно-поперечных колебаний ствола 

артиллерийского орудия на основе сравнения с решением в трехмерной поста-

новке в ANSYS. 

 

1. Математическая модель колебаний ствола в одномерной постановке 

 

Математическую модель колебаний ствола построим на основе работ [6, 7, 16]. 

Будем полагать, что ствол представляет собой трубу переменного сечения длины L. 

Площадь поперечного сечения ствола обозначим F = F(x), площадь канала ствола – 

S = S(x). Уравнение баланса сил, действующих в продольном направление по оси Ox 

записывается в виде [6]: 

 ( )
x

S
pF

x
qFg

t

u
F xx




−




+−−=




 112

2

sin , (1) 

где ( )txu ,  – величина продольных колебаний ствола; ρ – плотность материала 

ствола; g – ускорение силы тяжести; φ – угол возвышения ствола; ( )txqq ,11 =  – 

распределенные внешние силы, действующие в продольном направлении; 

( )txpp ,11 =  – распределение избыточного давления внутри ствола: 

 ( ) а1 , ptxpp −= , (2) 

( )txp ,  – распределение давления пороховых газов внутри канала ствола, которое 

определяется из решения основной задачи внутренней баллистики; аp  – атмо-

сферное давление; ( )txxxxx ,=  – продольные напряжения в сечении ствола: 

 ( ) ( )
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−+


+
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FF

zzyyxx dftrxT
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E
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где E – Модуль Юнга; ν – коэффициент Пуассона; α – коэффициент линейного 

теплового расширения; ( )trxT ,,  – температура ствола в точке с координатами x и r 

в момент времени t, определяемая по квазиодномерной математической модели [17]. 

Второе слагаемое в соотношении (3) в одномерной модели предлагается, как 

и в [6], определять на основе решения задачи Ламе [18]. Тогда можно положить 

 ( )
2

1
2

2

2
1

12
1

rr

r
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F
F

zzyy

−
=+ , (4) 

где r1, r2 – переменные внутренний и внешний радиусы ствола соответственно. Для 

стволов некольцевого сечения значение r2 определяется по формуле ( )2 π.r F S= +  
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В качестве начальных условий для уравнения (1) примем условия покоя:  

 ( ) ( ) 0,0
0

0 =



=

=tt

u
xux,u , (5) 

где ( )xu0  – начальное продольное перемещение, определяемое из решения 

стационарной задачи о прогибе ствола под действием силы тяжести [6]. 

В качестве граничных условий будем полагать, что у казенного среза ствол 

закреплен и продольные перемещения отсутствуют: 

 ( ) ( )0,0 0utu = , (6) 

а на дульном срезе на ствол внешние силы не действуют: 

 0=




=Lxx

u
FE . (7) 

Уравнение поперечных колебаний ствола в вертикальной плоскости Oxy 

имеет вид: 
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с начальными условиями 
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и граничными условиями 

 ( ) ( ) 0,00
0

0 =



=

=xx

v
v,tv ,   0,0

2

2

2

2

=





















=





== Lx

z

Lx

z
x

v
EJ

xx

v
EJ , (10) 

где ( )x,tvv =  – величина поперечных колебаний в вертикальной плоскости; 

( )xvv 00 =  – величина начального прогиба в вертикальной плоскости; ( )txqq ,22 =  – 

распределенные внешние силы, действующие по оси Oy; ( )xvv 0000 =  – 

технологическое смещение центра канала ствола относительно оси Oy; 

( )xJJ zz =  – момент инерции сечения относительно оси Oz. 

Уравнение поперечных колебаний ствола в горизонтальной плоскости Oxz 

имеет вид: 
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и граничными условиями 
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где ( )x,tww =  – величина поперечных колебаний в горизонтальной плоскости; 

( )xww 00 =  – величина начального прогиба в горизонтальной плоскости; 

( )txqq ,33 =  – распределенные внешние силы, действующие по оси Oz; 

( )xww 0000 =  – технологическое смещение центра канала ствола относительно 

оси Oz; ( )xJJ yy =  – момент инерции сечения относительно оси Oy. 

Обозначим моменты сил, действующие по осям Oy и Oz как My и Mz соответ-

ственно: 

 ( ) ( ) −+=

FF
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y ydftrxTEydfM ,, , (14) 
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При решении краевых задач колебаний ствола будем учитывать, что перере-

зывающие силы и изгибающие моменты на дульном срезе равны нулю [18]: 
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Разностная аппроксимация дифференциальных уравнений в частных производ-

ных проводилась интегро-интерполяционным методом [19], который позволяет 

построить разностную схему для моделей с негладкими и разрывными коэффи-

циентами. 

 

2. Математическая модель колебаний ствола в трехмерной постановке 

 

Схема артиллерийского ствола в горизонтальном разрезе представлена на рис. 1. 

Заштрихованная область Γ1 соответствует границе закрепления ствола. На грани-

це Γ2 задаются нулевые условия на напряжения. На границе Γ3 задается распре-

деление избыточного давления ( )txp ,1 , вычисляемое по формуле (2). 

Решение задачи колебаний ствола в пространственной трехмерной постановке 

осуществлялось в программе ANSYS. Математическая модель напряженно-

деформированного состояния ствола с учетом его нагрева в трехмерной поста-

новке имеет вид: 
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где u, v, w – перемещения по осям Ox, Oy и Oz соответственно;   – компонен-

ты тензора напряжений,  zyx ,,,  . 

 

 

1Г

3Г

2Г  

Рис. 1. К постановке граничных условий для расчета НДС ствола: Γ1 – граница закрепления 

ствола; Γ2 – внешняя граница ствола; Γ3 – внутренняя граница канала ствола 

Fig. 1. Representation of boundary conditions for calculating stress-strain state of a barrel: 

Γ1, fixation boundary of the barrel; Γ2, outer boundary of the barrel; and Γ3, inner boundary  

of the bore 
 

Связь между напряжениями и деформациями описывается законом Гука в виде: 

 

( )( )
( )( )
( )( )

( )( )
( )( )
( )( )















−+=

−+=

−+=

−+−=

−+−=

−+−=

,1

,1

,1

,

,

,

EET

EET

EET

EET

EET

EET

zxzx

yzyz

xyxy

yyxxzzzz

zzxxyyyy

zzyyxxxx

 (17) 

где   – компоненты тензора деформаций,  zyx ,,,  . 

Начальные условия записываются в виде: 
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граничные условия записываются в следующем виде: 
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где σ – напряжение, задаваемое по нормали к границе поверхности. 

Тепловое нагружение ствола определялось из решения трехмерной задачи 

теплопроводности [20]. 

 

3. Результаты верификации одномерной модели колебаний ствола 

 

Расчет внутренней баллистики 30-мм пушки с учетом последействия прово-

дится по модели, учитывающей одномерное распределение параметров газа [7, 21]. 

Процесс выстрела длится 4 мс, в последующие 6 мс моделируется истечение газа 

из канала ствола [22]. Максимальное давление в стволе равно 344 МПа. Эпюра 

максимальных давлений пороховых газов при выстреле представлена на рис. 2. 
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Рис. 2. Эпюра максимальных давлений пороховых газов при выстреле 

Fig. 2. Maximum pressure distribution diagram for powder gases on firing 
 

Задача НДС и продольно-поперечных колебаний ствола решалась для матери-

ала Structural Steel, характеристики которого представлены в таблице. 

Характеристики материала ствола 

Характеристика Размерность Значение 

Плотность ρ  кг/м3 7 850 

Модуль Юнга E ГПа 200 

Коэффициент Пуассона ν – 0,3 

Удельная теплоемкость c Дж/(кг·К) 567 

Удельная теплопроводность λ Вт/(м·К) 32 

Коэффициент линейного теплового расширения α 1/К 12,5·10–6 

 

Для одномерного моделирования НДС ствола под действием неравномерного 

теплового и силового нагружения была разработана программа на языке C#. 

Трехмерное моделирование осуществлялось в программе ANSYS Transient Structural 

с начальными значениями, задаваемыми из ANSYS Static Structural, при этом мо-

делирование теплового нагружения осуществлялось в ANSYS Transient Thermal. 

Проведено исследование сеточной сходимости методов. Выбор шагов числен-

ного интегрирования, обеспечивающих в норме максимум точность расчета 0,1%, 

осуществлялся в соответствии с принципом Рунге [19]. Количество ячеек сетки  

в области интегрирования, обеспечивающих заданную точность было равно: для 

одномерного приближения – 600, для трехмерного – 1,8 млн. Для одномерного 

приближения был выбран постоянный шаг по времени 1 мкс, для трехмерного – 

адаптивный шаг от 1 до 10 мкс.  

Задача НДС решалась для классического ствола, для ствола при наличии тех-

нологических отклонений (рис. 3, а), и ствола с ребрами жесткости (рис. 3, б). 

Рассматривался случай, когда технологические отклонения оси канала ствола 

( )xvv 0000 =  и ( )xww 0000 =  задавались линейной функцией координаты x (рис. 4). 

Для стволов без технологических отклонений будем сравнивать только про-

дольные и поперечные колебания в вертикальной плоскости, так как поперечные 

колебания в горизонтальной плоскости в данном случае отсутствуют. Сравнение 

продольных и поперечных колебаний классического ствола в одномерной и 

трехмерной постановках без учета теплового нагружения представлено на рис. 5. 
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б) а) 

 

Рис. 3. Конечно-элементная сетка: а – классический ствол; б – ствол с ребрами жесткости 

Fig. 3. Finite element mesh for the: (a) classical barrel and (b) barrel with stiffeners 
 

 

Рис. 4. Технологические отклонения линии центров канала ствола 

Fig. 4. Manufacturing tolerance of a barrel center line  
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Рис. 5. Сравнение решений задачи колебаний классического ствола по одномерной  

и трехмерной моделям без учета теплового нагружения: а – продольные колебания;  

б – поперечные колебания в вертикальной плоскости 

Fig. 5. Comparison of solutions to the classical barrel vibration problem using the one- and 

three-dimensional models without thermal loading: (a) longitudinal and (b) vertical vibrations 
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Сравнение решений производилось на основе вычисления максимальных от-

клонений по формуле 
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−
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где ( )ityО  – значения перемещений на дульном срезе, вычисленных по одномер-

ной модели в момент времени it ; ( )iA ty  – значение решения на дульном срезе по 

трехмерной модели в ANSYS в момент времени it . 

Для классического ствола отклонения, определяемые по формуле (20), соста-

вили 2,9 и 3,8% для продольных и поперечных колебаний в вертикальной плос-

кости соответственно. 

Сравнение продольных и поперечных колебаний для классического ствола  

с учетом теплового нагружения представлено на рис. 6. 
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Рис. 6. Сравнение решений задачи колебаний классического ствола по одномерной  

и трехмерной моделям с учетом теплового нагружения: а – продольные колебания;  

б – поперечные колебания в вертикальной плоскости 

Fig. 6. Comparison of solutions to the classical barrel vibration problem using the one- and 

three-dimensional models with thermal loading: (a) longitudinal and (b) vertical vibrations 
 

Максимальные отклонения решений с учетом теплового нагружения состави-

ли 3,3 и 4,3% для продольных и поперечных колебаний в вертикальной плоско-

сти соответственно. Как видим, учет теплового нагружения на расхождение ре-

зультатов влияет незначительно. 

Сравнение поперечных колебаний в вертикальной и горизонтальной плоско-

стях для ствола с технологическими отклонениями без учета теплового нагруже-

ния представлено на рис. 7. 

В данном случае максимальные отклонения решений составили 12,5 и 12,1% 

для поперечных колебаний в вертикальных и горизонтальных плоскостях соот-

ветственно. 

Сравнение продольных и поперечных колебаний в вертикальной плоскости 

для ствола с ребрами жесткости представлено на рис. 8. 
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Рис. 7. Сравнение решений задачи поперечных колебаний классического ствола  

с технологическими отклонениями по одномерной и трехмерной моделям:  

а – в вертикальной плоскости; б – в горизонтальной плоскости 

Fig. 7. Comparison of solutions to the problem of transverse vibrations of the classical barrel 

with manufacturing tolerance using the one- and three-dimensional models in: (a) vertical and 

(b) horizontal planes 
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Рис. 8. Сравнение решения задачи колебаний ствола с ребрами жесткости по одномерной 

и трехмерной моделям: а – продольные колебания; б – поперечные колебания  

в вертикальной плоскости 

Fig. 8. Comparison of solutions to the barrel vibration problem with stiffeners 

using the one- and three-dimensional models: (a) longitudinal and (b) vertical vibrations 
 

Максимальные отклонения решений с учетом ребер жесткости составили 4,5 

и 8,6% для продольных и поперечных колебаний в вертикальной плоскости соот-

ветственно. 

Полученные результаты показывают, что одномерная модель с достаточно 

высокой точностью описывает колебания ствола в процессе выстрела при срав-

нении решений с трехмерной моделью. При этом одномерное приближение поз-

воляет получать результаты моделирования в сжатые сроки, что имеет важное 

значение при моделировании процесса стрельбы очередями, а также при реше-

нии оптимизационных задач. 
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Заключение 

 

В работе представлены результаты верификации компьютерной одномерной 

модели продольно-поперечных колебаний ствола при неравномерном тепловом и 

силовом нагружении пороховых газов на основе сравнения результатов модели-

рования с решением, полученным по трехмерной модели. 

Проведена верификация одномерной модели продольно-поперечных колебаний 

ствола артиллерийского орудия при выстреле с учетом динамики и распределения 

давления по длине ствола, теплового нагружения, технологических отклонений 

оси канала ствола и наличия ребер жесткости. Показано, что отклонения реше-

ний, полученных по одномерной и трехмерной моделям, варьируют в пределах 

от 2,9% для классического ствола до 12,5% для классического ствола с учетом 

технологических отклонений оси канала ствола. 

Использование одномерной модели позволяет на несколько порядков сокра-

тить время моделирования напряженно-деформированного состояния ствола при 

выстреле. Это открывает возможность за приемлемое время решать более сложные 

задачи, которые описывают процессы, существенно превышающие длительность 

одиночного выстрела, например стрельба из автоматической пушки очередями и 

задача оптимизации геометрической формы ствола. 
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