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Аннотация. Приведено описание 2.5D негидростатической модели переноса кис-

лорода в пресноводном озере. Транспорт растворенного кислорода в модели осу-

ществляется через кислородный обмен с атмосферой и физический перенос за счет 

эффекта термобара. На границе раздела воздух–вода учитывается внутрисуточное 

изменение скорости ветра, влияющей на интенсивность перехода кислорода из га-

зовой фазы в жидкую. Получены пространственно-временные распределения тем-

пературы и растворенного кислорода во время развития весеннего термобара на 

примере Баргузинского залива озера Байкал. 
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Abstract. The article describes а 2.5D non-hydrostatic model of dissolved oxygen 
transport in a freshwater lake. The oxygen dynamics are carried out through oxygen  
exchange with the atmosphere and physical transfer due to the effect of the thermal bar. 
An intraday change in wind speed (that influences the rate of oxygen transition from gas 
to liquid) is taken into account at the air–water interface. Space–time distributions of 
temperature and dissolved oxygen concentration were obtained during the spring thermal 
bar on an example of Barguzin Bay of Lake Baikal. The results of simulation showed 
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that the vertical flows generated by the spring thermal bar contributed to an increase in 
dissolved oxygen content in the thermoactive region of the bay. Due to the action of the 
thermal bar, areas with different levels of oxygen are formed in the body of water. There 
is not only a quantitative but also a qualitative difference between the oxygen distribu-
tions obtained for the thermoactive and the thermoinert regions. It has been also found 
that the wind speed and the wind duration affect the oxygen saturation of water at the 
thermal bar. The results of this study confirm the barrier function of the thermal bar. 
Keywords: thermal bar, dissolved oxygen, temperature of maximum density, mathematical 
model, numerical experiment, lake ecosystem, Lake Baikal 
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Введение 

 

Прогрессирующая антропогенная нагрузка ведет к негативным изменениям 

экосистем крупнейших водоемов планеты. В частности, в озере Байкал в послед-

ние годы отмечалось массовое развитие чужеродных нитчатых водорослей, которое 
связано с городскими бытовыми и промышленными стоками с высоким содержа-

нием биогенных элементов [1, 2]. К числу природных явлений, способствующих 

аккумулированию планктона, частиц мусора и прочих загрязнителей в прибрежной 
части водоема, относится термобар, возникающий в периоды весеннего прогре-

вания и осеннего охлаждения водоема в силу специфики пресной воды – ано-

мальной зависимости плотности от температуры [3, 4]. Ограничивая горизонталь-

ный водообмен, термобар делит озеро на две обособленные области – теплоак-

тивную и теплоинертную в прибрежной и открытой частях соответственно [5], – 
отличающиеся друг от друга по физическим, химическим и биологическим ха-

рактеристикам. При этом вертикальные потоки, формирующиеся на месте термо-

бара, благоприятствуют переносу биогенных элементов в глубоководную зону. 
Важнейшим индикатором качества воды и благополучия водоема служит уро-

вень растворенного кислорода. Кислород участвует в жизненном цикле гидро-

бионтов, процессах окисления органических примесей и самоочищения водных 

систем. Резкое снижение содержания кислорода в воде может привести к эвтро-

фированию водоема и гибели эндемичных аэробных организмов. В связи с этим 

проблема создания численной модели, учитывающей динамику растворенного 

кислорода во время существования термобара, является актуальной для совре-

менного этапа развития математических методов в задачах лимнологии. 
Настоящая работа нацелена на разработку и описание численной модели 

транспорта растворенного кислорода в пресноводном озере с учетом кислород-

ного обмена с атмосферой и физического переноса вследствие плотностной не-

устойчивости, а также на получение пространственно-временных распределений 

прогностических переменных модели при развитии весеннего термобара на при-

мере Баргузинского залива озера Байкал. 
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Математическая модель 
 

Негидростатическая модель транспорта растворенного кислорода в пресно-
водном озере, учитывающая влияние силы Кориолиса, включает в себя следую-
щие уравнения: 

а) уравнение динамики растворенного кислорода 

12 2 2 2 2 ;x z air lake
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D D F d

t x z x x z z
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−
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б) уравнения количества движения 
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в) уравнение неразрывности 
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г) уравнение энергии 
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д) уравнение баланса минерализации 
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где O2 – концентрация растворенного кислорода; u, v – горизонтальные компо-
ненты скорости; w – вертикальная компонента скорости; Dx (Kx) и Dz (Kz) – коэф-
фициенты турбулентной диффузии (вязкости) в соответствующих направлениях; 
Ωx, Ωy и Ωz – компоненты вектора угловой скорости вращения Земли; g – ускоре-
ние свободного падения; d – глубина; cp – удельная теплоемкость; T – температу-
ра; S – минерализация; p – давление; ρ0 – плотность воды при стандартном атмо-
сферном давлении, характерной температуре и минерализации. 

Кислородообмен между атмосферой и озером описывается законом 

( )
2 2 2air lake OF k O O

− =  − . (8) 

Для вычисления концентрации насыщения воды кислородом 2O  используется ап-

проксимация эмпирических табличных данных [6] в диапазоне температур 0–20°C: 
2 3

2 456.96 12.86 0.2771 0.0033C C CO T T T = −  +  −  , (9) 
где TC – температура воды в °C.  

Интенсивность перехода кислорода из газовой фазы в жидкую рассчитывает-
ся как [7] 
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где 2 2
10 10 10U u v= +  – скорость ветра, 

2COSc  и 
2OSc  – число Шмидта для 2CO  и 

2O  соответственно. Для пресной воды 

2

2 31800.6 120.1 3.7818 0.047608O C C CSc T T T= −  +  −  ; (9) 

2

2 31911.1 118.11 3.4527 0.04132CO C C CSc T T T= −  +  −  . (10) 
Поглощение солнечной радиации рассчитывается по закону Бугера–Ламберта–

Бэра:  
( ) ( ),0 1 exp ,sol Ssol s absH H r d= − −  (11) 

где rs ≈ 0.2 – коэффициент отражения воды, εabs ≈ 0.3 м–1 – коэффициент погло-

щения.  
Приток солнечной радиации на поверхность озера определяется соотношением 

( ) ( ) ( ) ( )0
,0

cos ln cos , если cos 0;

0, если cos 0,

g w
Ssol

S a a a C b C
H

    +      = 
 

−
 (12) 

здесь S0 ≈ 1 367 Вт/м2 – солнечная постоянная, ( ), ( )a C b C  – эмпирические коэф-

фициенты [8], зависящие от степени покрытия небесного свода облачностью C, 
 – зенитный угол Солнца, эмпирические функции ag и aw представляют соответ-

ственно молекулярное рассеяние и поглощение излучения парами воды и окси-

дами углерода [9]. 
Для расчета плотности в гравитационном члене уравнения (4) используется 

уравнение состояния Чена–Миллеро [10], связывающее плотность воды с темпера-

турой, минерализацией и давлением. Оно справедливо в диапазоне 0 ≤ T ≤ 30°C, 
0 ≤ S ≤ 0.6 г/кг, 0 ≤ p ≤ 180 бар. 

Замыкание системы уравнений (1)–(12) осуществляется с помощью алгебраи-

ческих соотношений для определения турбулентной диффузии [11] и двухпара-

метрической k–ω-модели турбулентности Уилкокса [12].  
 
Начальные и граничные условия 

Начальные условия для уравнений (1)–(12) задаются в виде: 

2 20; 0; 0; [ ] ; ;L L Lu v w O O T T S S= = = = = =  при 0t = , 
где 2[ ] ,L LO T  и LS  – концентрация растворенного кислорода, температура и 

минерализация в озере соответственно; t – время. Начальное поле давления опре-

деляется из решения уравнений состояния и гидростатики с граничным условием 

на поверхности ap p=  методом Рунге–Кутты 4-го порядка точности. 

Граничные условия имеют вид: 

а) на поверхности озера 

0 0 0

; ; 0; ; 0,

u v
surf surf net

z z z
p

Hu v T S
K K w D

z z z c z
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= = = = =

       
 

где netH  – тепловой поток, состоящий из потоков длинноволновой радиации, 

явного и скрытого тепла [13]. Сдвиговое напряжение ветра на поверхности озера 

описывается законом 
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2 2
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surf ac v u u =  +   

2 2
10 10 10 10 ,v

surf ac v u v =  +   

где a  – плотность воздуха у поверхности воды; u10, v10 – составляющие скоро-

сти ветра на высоте 10 м; 3
10 1.3 10c −=  . 

б) на твердых границах 
20; 0; 0; 0; 0; 0,

O T S
u v w

n n n

  
= = = = = =
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где n – направление внешней нормали к области; 
в) на границе входа реки 

2 2; 0; 0; [ ] ; ; ,R R R Ru u v w O O T T S S= = = = = =  
где uR – скорость притока в устье реки; [O2]R, TR и SR – концентрация растворен-

ного кислорода, температура и минерализация воды в реке соответственно. 
г) на открытой границе задаются условия радиационного типа [14]  

( )20 , , , ,c u v O T S
t x


 

+ =  =
 

 

и простые градиентные условия  

0
w

x


=


. 

 
Численный метод решения уравнений модели 

Решение задачи опирается на метод конечного объема, согласно которому 

скалярные величины (концентрация растворенного кислорода, температура, ми-

нерализация, турбулентные характеристики) определяются в центре сеточной 

ячейки, а компоненты вектора скорости – в средних точках на гранях ячеек. Для 

приближения расчетной области к озерной котловине используется метод блоки-

ровки фиктивных областей [15]: за счет больших значений коэффициентов вязко-

сти в выключенной зоне сводятся к нулю значения компонентов скорости. 
В основе численного алгоритма нахождения распределения растворенного 

кислорода, температуры, поля течения лежит разностная схема Кранка–Николсон. 
Аппроксимация конвективных слагаемых в уравнениях производится по проти-

вопотоковой схеме QUICK [16]. Для согласования полей скорости и давления 

используется оригинальный метод SIMPLED [17] для течений с плавучестью, 

который является модификацией известного алгоритма SIMPLE Патанкара [15]. 

Процедура SIMPLED корректирует поля скорости и давления с учетом вариации 

плотности в гравитационном члене уравнения (4). Системы разностных уравне-

ний решаются методом Н.И. Булеева [18] на каждом шаге по времени. 
 

Область исследования и параметры задачи  

 
В качестве области исследования выбрано вертикальное сечение Баргузин-

ского залива озера Байкал, начало системы координат совпадает с устьем р. Бар-

гузин (рис. 1, а). Вычислительная область имеет длину 20 км и глубину 100 м 
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(рис. 1, b). Расчетная область покрыта равномерной ортогональной сеткой с ша-

гами hx = 25 м и hz = 2.5 м. Шаг по времени – 10 с. 
 

 
Рис. 1. Схема разреза (а) и вычислительная область (b) 

Fig. 1. Lake Baikal cross-section (a) and calculation domain (b) 
 

Начальное распределение температуры воды в озере принято равным 3°C, что 

приближенно соответствует осредненным данным вертикального распределения 

температуры верхнего 100-метрового слоя в средней котловине озера Байкал  
в июне месяце [19]. Начальная концентрация растворенного кислорода в озере 

соответствует 312 ммоль O2/м3. Температура воды в устье р. Баргузин монотонно 

растет с 12 до 18°C. Минерализация воды в озере составляет 96 мг/л [19], в реке – 
149 мг/л [20]. Скорость течения р. Баргузин при впадении в залив – 0.5 см/с. Ко-

эффициенты горизонтальной диффузии и вязкости заданы в виде константы:  
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Dx = Kx = 2.5 м2/с [21]. Сдвиговое напряжение ветра и компоненты тепловых по-

токов, контактирующих с водной поверхностью, вычислены согласно данным из 

архива погодных условий метеостанции п. Усть-Баргузин за июнь 2023 г. [22]. 
Характеристики ветра представлены на рис. 2. 

 

 

Рис. 2. Скорость (а) и направление (b) ветра в июне 2023 г. 
Fig. 2. Wind speed (a) and wind direction (b) in June 2023 

 
Результаты моделирования 

 

Пространственно-временные распределения температуры, полученные на ос-

нове численного моделирования, указывают, что на 3-и сут термобар располагался 
на расстоянии 2.4 км от устья р. Баргузин (рис. 3, а1). Еще через 3 сут он продви-

нулся на 1.8 км дальше (рис. 3, б1). На 9-е сут фронт термобара распространился 

на 6 км от берега (рис. 3, в1). Приведенные на рис. 3 изотермы, представляющие 

собой наклонные профили, направленные от подводного склона (на дне) в сторо-

ну открытого озера (на поверхности), имеют классическую структуру [3, 5]. Важ-

но заметить, что кратковременное усиление ветра северного направления до 7 м/с 

на 6-е сут отразилось на распределении температуры в теплоактивной области 

водоема (см. рис. 3, б1). 
Активное поступление кислорода в водную толщу происходит за счет плот-

ностной неустойчивости, генерируемой термобаром. Максимальная концентрация 
растворенного кислорода локализована не на самом термобаре, а смещена в сто-

рону теплоактивной области, где термобар запускал процессы перемешивания 

ранее. Стоит отметить, что ветровая активность на 6-е сут не только оказала вли-

яние на поле температуры в теплоактивной области (см. рис. 3, б1), но и способ-

ствовала горизонтальному распределению кислорода в теплоинертной области 

(см. рис. 3, в1). С развитием гидродинамических процессов расстояние между 

местоположением термического фронта и кислородным максимумом увеличива-

ется. Наибольшее значение концентрации кислорода сосредоточено в припо-

верхностном слое на 3-и сут на расстоянии 2 км (327 ммольO2/м3), на 6-е сут –  
3.5 км (342 ммольO2/м3) и на 9-е сут – 4.2 км (346 ммольO2/м3) от устья р. Баргу-

зин (см. рис. 3, справа). 

a 

b 
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Представленный на рис. 4 график зависимости позиции температуры макси-

мальной плотности на поверхности озера от времени (пунктирная линия) демон-

стрирует общую динамику развития термобара. Вследствие доминирующего влия-

ния речного стока на гидрофизические процессы в приустьевой области поведение 
термобара менее чувствительно к атмосферным факторам. Однако по мере уда-

ления термического фронта от устья реки эффект тепловых потоков и ветрового 

трения, воздействующих на водное зеркало, усиливается: в дневное время про-

грев поверхностных вод ускоряет горизонтальное распространение термобара,  
и наоборот, в ночное время охлаждение водоема его замедляет. После 8-х сут из-
за влияния ветра противоположного направления и дефицита тепловой энергии 

ночью наблюдается перемещение термобара в обратном направлении (в сторону 

берега). 
 

 
Рис. 3. Распределение температуры [°C] (1) и растворенного кислорода [ммоль O2/м3] (2) 

на 3-и (а), 6-е (b) и 9-е (c) сутки моделирования (жирной линией показан профиль  
температуры максимальной плотности) 

Fig. 3. Temperature [ºC] (1) and dissolved oxygen [mmolO2/m3] (2) distribution on day (a) 3,  
(b) 6, and (c) 9. The thick line is the maximum density temperature profile 

 
Рассчитанные значения концентрации растворенного кислорода в области рас-

положения температуры максимальной плотности (рис. 4, сплошная линия) пока-

зывают, что интенсивное обогащение воды кислородом происходит за счет силы 

и продолжительности ветра (рис. 2). На 1-е сут достаточно длительная активность 
ветров юго-западных направлений (3 м/с) привела к повышению количества кис-

лорода на месте термобара на 6 ммоль O2/м3, а на 6-е сут в результате форсинга 

северного ветра со скоростью 7 м/с (что является максимумом в июне 2023 г.) 
уровень кислорода увеличился с 330.5 до 340.5 ммоль O2/м3. 

a1 

b1 

c1 

a2 

b2 

c2 
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Рис. 4. Динамика горизонтального перемещения области расположения температуры  

максимальной плотности (ТМП) на поверхности озера (пунктирная линия) и концентрация 

растворенного кислорода (О2) в этой области (сплошная линия) 
Fig. 4. Dynamics of the horizontal motion of the maximum density temperature position (dashed 
line) and the dissolved oxygen (О2) concentration at this position (solid line) on the lake surface 

 
Дальнейшая тенденция роста содержания кислорода в рассматриваемой обла-

сти прекратилась, его концентрация на 6–10-е сут варьировала в диапазоне 

339.7–341.9 ммоль O2/м3. 
 

Заключение 

 

Предложенная математическая модель позволяет воспроизводить процессы 

транспорта растворенного кислорода в пресноводном озере во время развития 

термобара. Результаты моделирования показали, что генерируемые весенним тер-

мобаром вертикальные потоки способствуют увеличению концентрации раство-

ренного кислорода в теплоактивной области Баргузинского залива озера Байкал. 

Вследствие деятельности термобара в водоеме формируются участки с разным 

уровнем кислорода. Между полученными для теплоактивной и теплоинертной 

областей распределениями прогностических переменных модели наблюдается не 

только количественное, но и качественное различие. Также установлено, что ско-

рость и длительность ветра оказывают влияние на динамику насыщения воды 

кислородом на термическом фронте. Результаты исследования подтверждают 

барьерную функцию термобара. 
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