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Изучаются экспоненциальные преобразования, действующие на множестве всех
векторов заданной длины над простым полем. Для них исследуются степень нели-
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We consider exponential transformations acting on the set Vn(p) of all vectors of
length n over a prime field P0 = GF(p) (p is a prime number). For every element
γ ∈ P = GF(pn) with a minimal polynomial F (x) of degree n over the field P0,
consider the mapping ŝ : P → P , where ŝ(0) = 0 and if x 6= 0, then ŝ(x) = γσ(x),
σ : P → {0, 1, . . . , pn − 1} is a mapping that matches each element x ∈ P with the
number σ(x) = x0+px1+. . .+pnxn−1, x = (x0, . . . , xn−1) is given by its coordinates in
the basis α of the vector space PP0 . Transformation s = τ−1 ·ŝ·κ, where τ : P → Vn(p)
matches x ∈ P to its set of coordinates in the basis α of PP0 and the mapping κ : P →
Vn(p) matches x to its set of coordinates in the dual basis β of the basis α, is called an
exponential transformation. We prove estimates for the degree of nonlinearity for an
exponential transformation s: (p−1)

(
n− dlogp(n+ 1)e

)
6 deg s 6 n(p−1)−1, where

dze is the minimum integer greater or equal to z. It is proved that deg s = n(p−1)−1
if and only if the system γ/(γ − 1), (γ/(γ − 1))p, . . . , (γ/(γ − 1))p

n−1
is a basis of

the vector space PP0 . We also study some properties of the linear and differential
characteristics of the transformation s.

Keywords: finite fields, linear recurrence, difference characteristic, linear characte-
ristic.

Введение
В работе [1] предложен и изучен класс экспоненциальных подстановок, действую-

щих на множестве всех двоичных векторов заданной длины. Данные подстановки бы-
ли использованы при построении S-боксов в алгоритме блочного шифрования BelT [2].
Координатные функции подстановок задаются с использованием отрезков линейных
рекуррентных последовательностей (ЛРП) над полем GF(2) из двух элементов.
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В данной работе исследуются более общий класс экспоненциальных преобразова-
ний, действующих на множестве всех векторов заданной длины над полем GF(p), где
p—простое число. Часть результатов работы [1] удаётся обобщить на предложенный
класс преобразований.

Получены верхняя и нижняя оценки степени нелинейности экспоненциальных пре-
образований, приведены условия достижимости полученной верхней оценки, доказаны
достижимые верхние и нижние оценки разностной характеристики. Для оценки линей-
ной характеристики, которая сформулирована в асимптотическом виде в работе [3],
удалось вычислить точные значения констант.

1. Определение экспоненциальных преобразований
Пусть p ∈ N—простое число, P0 = GF(p) = {0, 1, . . . , p− 1}—поле из p элементов,

P = GF(pn) — его расширение степени n > 2, Vn(p) = P n
0 —множество всех n-мерных

p-ичных векторов. Для каждого базиса α = (α0, . . . , αn−1) векторного пространства PP0

рассмотрим отображение τ : P → Vn(p), действующее на каждый элемент x ∈ P по
правилу

τ(x) = (x0, x1, . . . , xn−1),

где x = x0α0 + . . . + xn−1αn−1, xi ∈ P0, i = 0, 1, . . . , p − 1, т. е. τ сопоставляет каж-
дому элементу x ∈ P его набор координат в базисе α. Рассмотрим отображение
σ : P → {0, 1, . . . , pn − 1}, сопоставляющее каждому элементу x ∈ P с координата-
ми x = (x0, . . . , xn−1) число

σ(x) = x0 + px1 + . . .+ pn−1xn−1.

Введём обозначение v = τ−1 · σ, т. е. отображение v : Vn(p) → {0, 1, . . . , pn − 1} сопо-
ставляет каждому вектору величину

v(x) = v(x0, . . . , xn−1) = x0 + px1 + . . .+ pn−1xn−1, x ∈ Vn(p).

Для каждого элемента γ поля P , имеющего минимальный многочлен F (x) степени n
над полем P0, рассмотрим преобразование ŝ : P → P , заданное равенствами

ŝ(x) =

{
0, если x = 0,

γσ(x), если x ∈ P \ {0}.
(1)

Преобразование ŝ однозначно задаётся элементом γ и базисом α.
Сопоставим преобразованию ŝ, определённому равенством (1), преобразование s

на множестве Vn(p). Пусть tr = trPP0
—функция «след» из поля P в подполе P0, опре-

делённая при всех x ∈ P по правилу tr(x) = x + xp + . . . + xp
n−1 . Обозначим через

β = (β0, . . . , βn−1) базис, двойственный к базису α, т. е. удовлетворяющий условию

tr(αiβj) =

{
0, если i 6= j,

1, если i = j.

Такой базис существует и находится однозначно [4]. Определим отображение
κ : P → Vn(p), которое сопоставляет каждому элементу x ∈ P его набор координат
(y0, . . . , yn−1) в базисе β:

κ(x) = (y0, . . . , yn−1), x = y0β0 + . . .+ yn−1βn−1.
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Пусть κi — i-я координатная функция отображения κ, i = 0, 1, . . . , n − 1. В силу ли-
нейности функции «след» имеем

tr(αix) = tr

(
αi

n−1∑
j=0

yjβj

)
=

n−1∑
j=0

yj tr(αiβj) = yi = κi(x). (2)

Преобразование s на множестве Vn(p), определённое по правилу

s = τ−1 · ŝ · κ, (3)

будем называть экспоненциальным преобразованием.
Утверждение 1. Для всех x ∈ Vn(p) \ {0}

s(x) = κ
(
γv(x)

)
= (tr(α0γ

v(x)), . . . , tr(αn−1γ
v(x))).

Доказательство. Пусть si — i-я координатная функция преобразования s, где
i = 0, 1, . . . , n− 1. Тогда в силу равенств (2) и (3) для всех x ∈ Vn(p) \ {0} имеем

si(x) = κi(ŝ(τ−1(x))) = κi(γσ(τ
−1(x))) = κi(γv(x)) = tr(αiγ

v(x)).

Утверждение 1 доказано.

Установим связь экспоненциальных преобразований с ЛРП над полем P0. Выберем
базис u0, u1, . . . , un−1 пространства LP0(F ) всех ЛРП над полем P0 с характеристиче-
ским многочленом F (x) [4–6]. Представим ЛРП uj, j = 0, 1, . . . , n−1, с использованием
функции «след» [4–6]:

uj(i) = tr(θjγ
i), i > 0. (4)

Здесь θj — однозначно определённый элемент поля P . Пусть (0) — нулевая последова-
тельность. Заметим, что для всех c0, . . . , cn−1 ∈P0 соотношение c0u0+. . .+cn−1un−1 = (0)
равносильно условию tr((c0θ0 + . . .+ cn−1θn−1)γ

i) = 0 для всех i > 0, а это, в свою оче-
редь, означает, что c0θ0+. . .+cn−1θn−1 = 0. Таким образом, u0, . . . , un−1 — базис вектор-
ного пространства LP0(F ) тогда и только тогда, когда θ0, . . . , θn−1 — базис векторного
пространства PP0 . Зададим отображение π : P n

0 → P n
0 , действующее по правилу, ука-

занному в табл. 1.

Та б л и ц а 1

x0 x1 . . . xn−2 xn−1 π(x0, . . . , xn−1)
0 0 . . . 0 0 0
1 0 . . . 0 0 (u0(0), . . . , un−1(0))
2 0 . . . 0 0 (u0(1), . . . , un−1(1))

. . . . . .
p− 1 0 . . . 0 0 (u0(p− 2), . . . , un−1(p− 2))
0 1 . . . 0 0 (u0(p− 1), . . . , un−1(p− 1))

. . . . . .
p− 1 p− 1 . . . p− 1 p− 1 (u0(pn − 2), . . . , un−1(pn − 2))

Аргументы x в таблице перечисляются в лексикографическом порядке (в порядке
возрастания величин v(x)). Если многочлен F (x) является примитивным над полем P0,
то среди векторов (u0(i), . . . , un−1(i)), i = 0, 1, . . . , pn − 2, появляются все ненулевые
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векторы из Vn(p), причём ровно по одному разу [7, 8], и отображение π является под-
становкой на множестве Vn(p).

Выберем θ0 = α0γ, . . . , θn−1 = αn−1γ, где α = (α0, . . . , αn−1) — базис векторного
пространства PP0 . Ясно, что θ = (θ0, . . . , θn−1) также является базисом простран-
ства PP0 . Согласно равенству (4) и утверждению 1, для j-й координатной функции πj,
j = 0, 1, . . . , n− 1, преобразования π имеем

πj(x) = uj(v(x)− 1) = tr(θjγ
v(x)−1) = tr(αjγ

v(x)) = sj(x), x ∈ Vn(p) \ {0}.

Таким образом, s = π. При фиксированном γ и произвольном выборе базисов α мно-
жество всех экспоненциальных преобразований совпадает с множеством всех преобра-
зований π, соответствующих всем базисам θ векторного пространства PP0 (или, что то
же самое, всем базисам u0, u1, . . . , un−1 пространства LP0(F )).

Утверждение 2. Число всех экспоненциальных преобразований на множе-
стве Vn(p) находится по формуле

1

n
(pn − 1)(pn − p) . . . (pn − pn−1)

∑
d|n
µ(d)pn/d,

где µ—функция Мебиуса.
Доказательство. При фиксированном корне γ неприводимого многочлена F (x)

число экспоненциальных преобразований равно числу базисов векторного простран-
ства LP0(F ):

(pn − 1)(pn − p) . . . (pn − pn−1).

Если выбрать другой корень γ′ многочлена F (x), то получим такой же класс преоб-
разований, что и при выборе элемента γ. При различных неприводимых многочленах
F1(x) и F2(x) выполнено LP0(F1) ∩ LP0(F2) = {(0)} [4, 6]. Остаётся заметить [4, 6], что
число неприводимых многочленов степени n над полем P0 равно

1

n

∑
d|n
µ(d)pn/d.

Утверждение 2 доказано.

2. Степень нелинейности экспоненциальных преобразований
Рассмотрим степень нелинейности deg s экспоненциального преобразования (3).

Она вычисляется [9] по формуле

deg s = min
(a0,...,an−1)∈Vn(p)\{0}

deg(a0s0(x0, . . . , xn−1) + . . .+ an−1sn−1(x0, . . . , xn−1))

и равна минимальной из степеней многочленов (алгебраически нормальных форм)
всех нетривиальных линейных комбинаций координатных функций s0, . . . , sn−1 преоб-
разования s.

Пусть F (x) —неприводимый многочлен степени n над полем P0 с периодом
T (F ) [4, 6], равным (pn−1)/d, где d—некоторый делитель числа pn−1; γ —корень мно-
гочлена F (x) в расширении P . Рассмотрим ненулевую ЛРП u с характеристическим
многочленом F (x) над полем P0. Построим функцию f(x0, . . . , xn−1) = fu(x0, . . . , xn−1)
по правилу, указанному в табл. 2.
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Та б л и ц а 2

x0 x1 . . . xn−2 xn−1 f(x0, . . . , xn−1)
0 0 . . . 0 0 0
1 0 . . . 0 0 u(0)
2 0 . . . 0 0 u(1)

. . .
p− 1 0 . . . 0 0 u(p− 2)
0 1 . . . 0 0 u(p− 1)

. . .
p− 1 p− 1 . . . p− 1 p− 1 u(pn − 2)

Обозначим через Bn(F ) множество всех функций fu(x0, . . . , xn−1), где u пробегает
всё множество ненулевых ЛРП над полем P0 с характеристическим многочленом F (x).
Ясно, что |Bn(F )| = |LP0(F )\(0)| = pn − 1. Учитывая совпадение экспоненциальных
преобразований с преобразованиями, построенными на основе ЛРП, получим

deg s = min
f∈Bn(F )

deg f.

Таким образом, необходимо изучить величину deg f . Рассмотрим многочлен, задаю-
щий функцию f(x0, . . . , xn−1) ∈ Bn(F ):

f(x0, . . . , xn−1) =
∑

a=(a0,...,an−1)∈Vn(p)
C(a)xa00 . . . x

an−1

n−1 .

Обозначим через b = (p− 1, . . . , p− 1) вектор, у которого все координаты равны p− 1.
Тогда C(b) —коэффициент в многочлене функции f ∈ Bn(F ) при мономе xp−10 . . . xp−1n−1.

Утверждение 3. Для любой функции fu ∈ Bn(F ) выполнено C(b) = 0. В част-
ности, для экспоненциального преобразования s, определённого равенством (3), спра-
ведливо неравенство deg s 6 n(p− 1)− 1.

Доказательство. Пусть f = fu. Согласно [10],

C(b) = −
∑

a0,...,an−1∈P0

f(a0, . . . , an−1) = −(u(0) + u(1) + . . .+ u(pn − 2)).

Так как T (F ) = (pn − 1)/d, то

C(b) = −d (u(0) + u(1) + . . .+ u(T (F )− 1)) .

Пусть u(i) = tr(aγi), где a ∈ P , γ – корень многочлена F (x) в поле P, i > 0. Получим

C(b) = −d
(
tr(a) + tr(aγ) + . . .+ tr

(
aγT (F )−1)) = −d tr

(
a
γT (F ) − 1

γ − 1

)
.

Мультипликативный порядок ord γ элемента γ равен T (F ), следовательно, γT (F ) = 1,
а значит, C(b) = 0.

Пусть k ∈ {0, 1, . . . , n− 1}. Обозначим через

bk = (p− 1, . . . , p− 1, p− 2, p− 1, . . . , p− 1) = (b0, . . . , bn−1)

вектор, у которого bk = p − 2, а остальные координаты равны p − 1. Тогда C(bk) —
коэффициент в многочлене, задающем функцию f ∈ Bn(F ), при мономе

xp−10 . . . xp−1k−1x
p−2
k xp−1k+1 . . . x

p−1
n−1.
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Теорема 1. Пусть u ∈ LP0(F ), u(i) = tr(aγi), где i > 0, a ∈ P , γ —корень много-
члена F (x) в поле P . Тогда для любой функции f = fu ∈ Bn(F ) верно равенство

C(bk) = tr

(
aγ−1

(
γ

γ − 1

)pn−k−1
)
, k = 0, 1, . . . , n− 1.

Доказательство. Обозначим через P ∗0 мультипликативную группу поля P0.
Согласно [10], имеем

C(bk) = −
∑

a=(a0,...,an−1)∈Pn0
akf(a) = −

∑
ak∈P ∗0

ak
∑

a0,...,ak−1,ak+1,...,an−1∈P0

f(a) =

= −
p−1∑
j=1

j
pk−1∑
s=0

pn−1−k−1∑
i=0

u(spn−k + jpn−1−k + i− 1).

Так как u(i) = tr(aγi), i > 0, то

C(bk) = −
p−1∑
j=1

j
pk−1∑
s=0

pn−1−k−1∑
i=0

tr
(
αγsp

n−k+jpn−1−k+i−1
)
.

В силу линейности функции «след» получим

C(bk) = −
p−1∑
j=1

j
pk−1∑
s=0

tr

(
aγ−1γsp

n−k+jpn−1−k γp
n−1−k − 1

γ − 1

)
=

= −
p−1∑
j=1

j tr

aγ−1γjpn−1−k γp
n−1−k − 1

γ − 1

(
γp

n−k
)pk
− 1

γpn−k − 1

 .

Так как ord γ делит pn − 1, то γpn = γ. Значит,

C(bk) = −
p−1∑
j=1

tr

(
jaγ−1

γp
n−1−k − 1

γpn−k − 1
γjp

n−1−k

)
.

Пусть γ̃ = γp
n−1−k . Обозначим S

(n)
γ̃ = γ̃ + γ̃2 + . . .+ γ̃n = γ̃

γ̃n − 1

γ̃ − 1
. Рассмотрим сумму

S =
p−1∑
j=1

jγ̃j = γ̃ + 2γ̃2 + . . .+ (p− 1)γ̃p−1.

Ясно, что S = S
(p−1)
γ̃ + γ̃S

(p−2)
γ̃ + . . .+ γ̃p−2S

(1)
γ̃ . Тогда

S = γ̃
γ̃p−1 − 1

γ̃ − 1
+ γ̃

(
γ̃
γ̃p−2 − 1

γ̃ − 1

)
+ . . .+ γ̃p−3

(
γ̃
γ̃2 − 1

γ̃ − 1

)
+ γ̃p−2γ̃ =

=
γ̃

γ̃ − 1

((
γ̃p−1 − 1

)
+
(
γ̃p−1 − γ̃

)
+ . . .+

(
γ̃p−1 − γ̃p−3

)
+
(
γ̃p−1 − γ̃p−2

))
=

=
γ̃

γ̃ − 1

(
(p− 1)γ̃p−1 − γ̃p−1 − 1

γ̃ − 1

)
=

γ̃

(γ̃ − 1)2
(1− γ̃p) .
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Следовательно,

C(bk) = − tr

(
aγ−1

γp
n−k−1 − 1

γpn−k − 1

γp
n−k−1(

γpn−k−1 − 1
)2 (1−

(
γp

n−k−1
)p))

=

= tr

(
aγ−1

γp
n−1−k

γpn−k−1 − 1

)
.

Таким образом,

C(bk) = tr

(
aγ−1

(
γ

γ − 1

)pn−k−1
)
.

Теорема 1 доказана.

Утверждение 4. Для каждой функции f ∈ Bn(F ) равенство deg f = n(p−1)−1
имеет место тогда и только тогда, когда система

γ

γ − 1
,

(
γ

γ − 1

)p
, . . . ,

(
γ

γ − 1

)pn−1

(5)

является базисом векторного пространства PP0 .
Доказательство. Обозначим через P ∗ мультипликативную группу поля P . По-

ложим для k = 0, 1, . . . , n− 1

γ̂k =

(
γ

γ − 1

)pk
.

Согласно теореме 1, доказываемый факт равносилен тому, что для всех x ∈ P ∗

(tr(xγ̂0), tr(xγ̂1), . . . , tr(xγ̂n−1)) 6= 0. (6)

Пусть x = (x0, . . . , xn−1) —координаты элемента x в базисе α, Ak = (a
(k)
0 , . . . , a

(k)
n−1) —

координаты элемента γ̂k, k = 0, 1, . . . , n − 1, в базисе β = (β0, β1, . . . , βn−1), который
является двойственным к базису α. Тогда

tr (xγ̂k) = tr

(
n−1∑
i=0

xiαi
n−1∑
j=0

a
(k)
j βj

)
=

n−1∑
i=0

a
(k)
i xi = Akx

↓.

Пусть

A =


A0

.

.

.
An−1


n×n

,

тогда соотношение (6) равносильно неравенству Ax↓ 6= 0↓. Таким образом, равен-
ство (6) имеет место для всех x ∈ P ∗ тогда и только тогда, когда матрица A обратима
над полем P0, то есть система векторов (5) линейно независима. В свою очередь, это
равносильно тому, что система(

γ

γ − 1

)pk
, k = 0, 1, . . . , n− 1,

является базисом векторного пространства PP0 .
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Следствие 1. Для экспоненциального преобразования s, определённого равен-
ством (3), deg s = n(p−1)−1 тогда и только тогда, когда система (5) является базисом
векторного пространства PP0 .

Утверждение 5. Пусть δ = γ/(γ−1), где γ —корень неприводимого многочлена
степени n над полем P0. Тогда δ—корень неприводимого многочлена степени n.

Доказательство. Рассмотрим mδ,P0(x) —минимальный многочлен элемента δ
над полем P0. Пусть k = degmδ, P0(x). Согласно [6], k—наименьшее натуральное число,
такое, что

γ

γ − 1
=

(
γ

γ − 1

)pk
,

т. e. γ(γp
k − 1) = γp

k
(γ − 1), а значит, γ = γp

k . Так как γ —корень неприводимого
многочлена степени n, наименьшее число k c таким условием равно n.

Приведём нижнюю оценку степени нелинейности экспоненциального преобразова-
ния.

Теорема 2. Пусть F (x) —неприводимый многочлен степени n над полем P0. То-
гда для всех fu ∈ Bn(F ) имеет место неравенство

deg fu > (p− 1)
(
n− dlogp(n+ 1)e

)
,

где dze—минимальное целое число, которое больше либо равно z. В частности, для экс-
поненциального преобразования s, определённого равенством (3), справедлива оценка

deg s > (p− 1)
(
n− dlogp(n+ 1)e

)
.

Доказательство. Пусть f = fu, где u—ЛРП с характеристическим многочле-
ном F (x). Тогда u(i) = tr(βγi), i > 0, β ∈ P ∗, и выполнены соотношения

f(0) = 0, f(x) = u(v(x)− 1) = tr
(
βγv(x)−1

)
,x 6= 0.

Положим

ε =

{
1, если n нечётное,
−1, если n чётное.

Тогда в силу того, что
p−1∏
s=1

s = p − 1 (mod p) [6], для всех x = (x0, . . . , xn−1) ∈ Vn(p)

справедливо равенство

f(x) = tr

(
βγ−1γ

n−1∑
i=0

xip
i

)
+ ε tr

(
βγ−1

) n−1∏
i=0

p−1∏
s=1

(xi − s).

Пусть γi = γp
i , i = 0, 1, . . . , n− 1, значит,

f(x) = tr
(
βγ−1γx00 γ

x1
1 . . . γ

xn−1

n−1
)

+ ε tr
(
βγ−1

) n−1∏
i=0

p−1∏
s=1

(xi − s).

Пусть j ∈ {0, 1, . . . , n− 1}. Для всех s ∈ P0 обозначим через f sxj функцию, полученную
из f фиксацией переменной xj значением s:

f(x0, . . . , xj−1, s, xj+1, . . . , xn−1) = f sxj .
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Рассмотрим оператор ∆j взятия суммы всех элементов поля P0 по переменной xj
в функции f , т. е.

∆jf =
∑
aj∈P0

f
aj
xj .

Тогда

∆jf =
∑
aj∈P0

tr
(
βγ−1γx00 . . . γ

xj−1

j−1 γ
aj
j γ

xj+1
xj+1 . . . γ

xn−1

n−1

)
+ (−1)pε tr(βγ−1)

n−1∏
i=0,i 6=j

p−1∏
s=1

(xi − s).

Следовательно,

∆jf = tr

(
βγ−1

γpj − 1

γj − 1
γx00 . . . γ

xj−1

j−1 γ
xj+1

j+1 . . . γ
xn−1

n−1

)
+

+(−1)pε tr
(
βγ−1

) n−1∏
i=0,i 6=j

p−1∏
s=1

(xi − s).
(7)

С другой стороны,

∆jf =
∑
c∈P0

∑
a=(a0,...,an−1)∈Vn(p)

C(a)xa00 . . . x
aj−1

j−1 c
ajx

aj+1

j+1 . . . x
an−1

n−1 =

=
∑

aj , c∈P0

caj
∑

a0,...,aj−1,aj+1,...,an−1∈P0

C(a)xa00 . . . x
aj−1

j−1 x
aj+1

j+1 . . . x
an−1

n−1 .

Справедливо равенство [10]

∑
c∈P0

caj =

{
p− 1, если aj = p− 1,

0, если aj < p− 1.

Значит, если ∆jf является ненулевой функцией, то переменная xj входит в много-
член функции f в степени p − 1 и

∑
aj∈P0

f(x0, . . . , xj−1, aj, xj+1, . . . , xn−1) содержит все

те слагаемые (ненулевые), которые имеют вид

−C(a0, . . . , aj−1, p− 1, aj+1, . . . , an−1)x
a0
0 . . . x

aj−1

j−1 x
p−1
j x

aj+1

j+1 . . . x
an−1

n−1 .

Следовательно, если ∆jf —ненулевая функция, то

deg f > p− 1 + deg(∆jf). (8)

Пусть ∆k . . .∆n−2∆n−1f = g(x0, . . . , xk−1), где k = 0, 1, . . . , n − 1. Согласно (7), будем
иметь

g(x0, . . . , xk−1) =

= tr

(
βγ−1

γpk − 1

γk − 1
. . .

γpn−1 − 1

γn−1 − 1
γx00 . . . γ

xk−1

k−1

)
+ (−1)(n−k)pε tr

(
βγ−1

) k−1∏
i=0

p−1∏
s=1

(xi − s).

Рассмотрим вектор

(g(1, 0, . . . , 0), . . . , g(p− 1, 0, . . . , 0, ), g(0, 1, 0 . . . , 0), . . . , g(p− 1, . . . , p− 1)) =

=
(
ω(0), ω(1), . . . , ω(pk − 2)

)
,
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где

ω(i) = tr

(
βγ−1

γpk − 1

γk − 1
. . .

γpn−1 − 1

γn−1 − 1
γi
)
, i > 0.

Так как γ0, γ1, . . . , γn−1 —корни многочлена F (x) в поле P , то ord γi = T (F ), i = 0, 1,
. . . , n− 1 [4, 6],

γpk − 1

γk − 1
. . .

γpn−1 − 1

γn−1 − 1
6= 0

и последовательность w является ЛРП с характеристическим многочленом F (x). Если
pk − 1 > n, то любой отрезок длины pk − 1 ЛРП w не является нулевым. Тогда если
k > dlogp(n + 1)e, то g(x0, . . . , xk−1) —ненулевая функция. В итоге с использованием
неравенства (8) получим

deg f > (p− 1)(n− k) + deg g > (p− 1)(n− k) > (p− 1)(n− dlogp(n+ 1)e).

Теорема 2 доказана.

Доказанная теорема обобщает на случай произвольного простого числа p и непри-
водимого многочлена F (x) соответствующую теорему из работы [1].

3. Разностная характеристика экспоненциальных подстановок
Пусть на множестве Vn(p) заданы две операции ∗ и ◦, причём (Vn(p), ∗) и (Vn(p), ◦) —

абелевы группы с нейтральным элементом 0. Для преобразования s : Vn(p) → Vn(p),
определённого равенством (3), и векторов a,b, где a 6= 0, определим число

ρa,b(s) = |{x ∈ Vn(p) : s(x ∗ a) = s(x) ◦ b}| .

Тогда величину
ρ∗,◦(s) = max

a,b∈Vn(p),a6=0
ρa,b(s)

назовём разностной характеристикой преобразования s относительно операций ∗ и ◦.
Рассмотрим четыре операции на Vn(p), определённые для всех x,y ∈ Vn(p) по пра-

вилам

x⊕ y = τ
(
τ−1 (x) + τ−1 (y)

)
, x	 y = τ

(
τ−1 (x)− τ−1 (y)

)
,

x� y = v−1 (v (x) + v (y) mod pn) , x� y = v−1 (v (x)− v (y) mod pn) ,

при этом справа в первых двух равенствах операции сложения и вычитания рассмат-
риваются в поле P , а в последних двух — в кольце целых чисел. Операция 	 является
симметричной относительно операции ⊕, а �— относительно операции �. Для любо-
го вектора a ∈ Vn(p) через �a будем обозначать симметричный вектор относительно
операции � для вектора a. Для доказательства следующего результата воспользуемся
методом, описанным в работе [1].

Теорема 3. Пусть s— экспоненциальная подстановка, определённая равенством (3).
Тогда

1) если p > 3, то 2 6 ρ�,⊕(s) 6 3;
2) eсли p = 2, то 2 6 ρ�,⊕(s) 6 4, причём ρ�,⊕(s) = 4 тогда и только тогда, когда

F (x) делит хотя бы один из многочленов вида

x2
n−1

+ xt + 1, t = 1, 2, . . . , 2n−1 − 1. (9)
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Доказательство. Заметим, что ρ�,⊕(s) > 2. Действительно, если ρ�,⊕(s) = 1,
то для всех ненулевых a ∈ Vn(p) отображение ga : Vn(p) → Vn(p), действующее по
правилу

ga(x) = s(x� a)	 s(x),

является биекцией. Следовательно, принимает значение 0, что противоречит биектив-
ности подстановки s. Зафиксируем вектор a ∈ Vn(p) \ {0}. Пусть v(a) = t0. Найдём
наибольшее значение величины ρa,b(s) при всех b ∈ Vn(p). Эта величина равна наи-
большему числу появлений вектора b ∈ Vn(p) в мультимножестве (множестве с повто-
рениями)

M(a) = {s(x� a)	 s(x) : x ∈ Vn(p)} .

Заметим, что мультимножество M(a) при замене t = x � a превращается в мульти-
множество

{s(t)	 s(t� a) : t ∈ Vn(p)} .

Следовательно, ρa,b(s) = ρ�a,	b(s). Справедливы равенства

M(a) = {s(a)} ∪ {s(�a)} ∪ {s(x� a)	 s(x) : x ∈ Vn(p), x 6= 0, x 6= �a} =

=
{
κ(γv(a))

}
∪
{
κ(γv(�a))

}
∪
{
κ(γv(x�a))	 κ(γv(x)) : x ∈ Vn(p), x 6= 0, x 6= �a

}
=

=
{
κ(γv(a))

}
∪
{
κ(γv(�a))

}
∪
{
κ(γ(v(x)+v(a)) mod pn)	κ(γv(x)):x∈Vn(p),x 6=0,x 6=�a

}
=

=
{
κ(γv(a))

}
∪
{
κ(γv(�a))

}
∪
{
κ(γ(v(x)+v(a)) mod pn − γv(x)) : x ∈ Vn(p), x 6= 0, x 6= �a

}
.

Рассмотрим мультимножество

N(a) = {γv(a)} ∪
{
γv(�a)

}
∪ {γ(v(x)+v(a)) mod pn − γv(x) : x ∈ Vn(p), x 6= 0, x 6= �a}.

Ясно, что ρa,b(s) равно числу появлений элемента b = κ−1(b) среди элементов муль-
тимножества N(a). Так как v(a) = t0, то v(�a) = pn − t0. Если t = v(x) и x пробе-
гает множество Vn(p) \ {0,�a}, то параметр t пробегает все значения из множества
{0, 1, . . . , pn − 1} \ {0, pn − t0}. Если p > 3, имеем

N(a) =
{
γt0 , γp

n−t0
}
∪
{
γt+t0 − γt : t = 1, 2, . . . , pn − t0 − 1

}
∪

∪
{
γt+t0 − γt : t = pn − t0 + 1, pn − t0 + 2, . . . , pn − 1

}
,

причём все три мультимножества в этом объединении являются множествами. Отсюда
получим, что ρ�,⊕(s) 6 3, и п. 1 доказан.

Докажем п. 2. Если p = 2 и t0 = 2n−1, то множество
{
γt0 , γ2

n−t0
}

является муль-
тимножеством. Следовательно, ρ�,⊕(s) 6 4, причём ρ�,⊕(s) = 4 тогда и только тогда,
когда найдётся такое число t ∈ {1, 2, . . . , 2n−1 − 1}, что выполнено равенство

γ2
n−1

= γt+2n−1

+ γt.

Умножив левую и правую части на ненулевой элемент γ−t, получим

γ2
n−1

+ γ2
n−1−t + 1 = 0.

Это означает, что минимальный многочлен F (x) элемента γ делит некоторый много-
член вида (9).
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4. Линейная характеристика экспоненциальных преобразований
Для любого b ∈ P ∗0 через χb будем обозначать аддитивный характер поля P0 [4]:

χb(x) = e2πibx/p, x ∈ P0.

В дальнейшем будем использовать обозначение χe = χ. Пусть f, g : P n
0 → P0 —некото-

рые функции. Определим коэффициент кросс-корреляции между функциями f и g [11]
равенством

Cb(f, g) =
∑

x∈Pn0
χb(f(x)− g(x)).

Введём обозначение
C(f, g) = max

b∈P ∗0
|Cb(f, g)|.

Обозначим через 〈a,x〉 скалярное произведение векторов a,x ∈ P n
0 . Пусть g пробегает

всё множество аффинных функций от n переменных над полем P0, т. е.

g(x) = g(x0, . . . , xn−1) = 〈a,x〉+ c = a0x0 + a1x1 + . . .+ an−1xn−1 + c,

где a0, . . . , an−1, c ∈ P0. Линейная характеристика функции f определяется по прави-
лу [12, 13]

C(f) = max
g
C(f, g) = max

g
max
b∈P ∗0
|Cb(f, g)|,

где максимум берётся по всем аффинным функциям g от n переменных.
Пусть s— экспоненциальное преобразование, определённое равенством (3), s0, . . .,

sn−1 — его координатные функции. Тогда линейная характеристика преобразования s
определяется равенством

C(s) = max
(a0,...,an−1)∈Vn(p)\{0}

C(a0s0 + . . .+ an−1sn−1).

Таким образом,
C(s) = max

f∈Bn(F )
C(f) = max

f∈Bn(F )
max
g

max
b∈P ∗0
|Cb(f, g)|.

Приведём результат из работы [3], который был получен в асимптотическом виде.
В доказательстве будем использовать более удобные обозначения и вычислим значения
соответствующих констант.

Теорема 4. Пусть T (F ) > pn/2n. Тогда для любого n в случае p > 3 и для n > 5,
если p = 2, для каждой функции f ∈ Bn(F ) справедлива оценка

|C(f)| 6 pn/4+1

n1/2
+

(
p7n/4n1/2 +

p5n/4+1

n1/2

(
4

π2
lnT (F ) +

9

5

))1/2

.

Доказательство. Выберем число r ∈ {0, 1, . . . , n − 1}, удовлетворяющее нера-
венствам

pr 6 T (F )1/2pn/4n1/2 < pr+1. (10)

Такое число найдётся при выполнении неравенства

p3n/4n1/2 < pn,
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которое имеет место всегда в случае p > 3 и при n > 5, если p = 2. Пусть g(x) = a0x0 +
+ . . .+ an−1xn−1 + c, где a0, . . . , an−1, c ∈ P0. Рассмотрим для функции f = fu ∈ Bn(F ),
соответствующей ЛРП u, и функции g коэффициент кросс-корреляции

Cb(f, g) =
∑

x∈Pn0
χb(f(x)− g(x)) = 1 + C,

где

C =
∑

x∈Pn0 \{0}
χb(f(x)− g(x)) =

∑
x∈Pn0 \{0}

χb(u(v(x)− 1)− a0x0 − . . .− an−1xn−1 − c),

v(x) = x0 + px1 + . . .+ pn−1xn−1. Тогда

C =
∑

(x0,...,xr−1)∈Vr(p)
χb(−a0x0 + . . .+ ar−1xr−1 − c)×

×
∑

(xr,...,xn−1)∈Vn−r(p),x 6=0

χb(u(v(x)− 1)− arxr − . . .− an−1xn−1)

и справедливы равенства
C = C1 + C2, (11)

где

C1 =
∑

(xr,...,xn−1)∈Vn−r(p)\{0}
χb(u(v(0, . . . , 0, xr, . . . , xn−1)− 1)− arxr − . . .− an−1xn−1 − c),

C2 =
∑

(x0,...,xr−1)∈Vr(p)\{0}
χb(−a0x0 − . . .− ar−1xr−1 − c)×

×
∑

(xr,...,xn−1)∈Vn−r(p)
χb(u(v(x)− 1)− arxr − . . .− an−1xn−1),

|C| 6 |C1|+ |C2|, |C1| 6 pn−r − 1.

Оценим величину C2. Имеем

|C2| 6
∑

(x0,...,xr−1)∈Vr(p)\{0}

∣∣∣∣∣ ∑
(xr,...,xn−1)∈Vn−r(p)

χb((u(v(x)− 1)− arxr − . . .− an−1xn−1)

∣∣∣∣∣ .
Используя неравенство Коши—Буняковского —Шварца, получим

|C2|2 6

6 (pr − 1)
∑

(x0,...,xr−1)∈Vr(p)\{0}

∣∣∣∣∣ ∑
(xr,...,xn−1)∈Vn−r(p)

χb((u(v(x)− 1)− arxr − . . .− an−1xn−1)

∣∣∣∣∣
2

.

В силу линейности функции «след» можем записать

|C2|2 6 pr
∑

(x0,...,xr−1)∈
∈Vr(p)\{0}

∑
(xr,...,xn−1),

(x′r,...,x′n−1)∈Vn−r(p)

χb

(
u(v(x)− 1)−

n−1∑
i=r

aixi−u(v(x′)− 1)+
n−1∑
i=r

aix
′
i

)
,

где x′ = (x0, . . . , xr−1, x
′
r, . . . , x

′
n−1). Отсюда

|C2|2 6 pr
∑

(xr,...,xn−1),

(x′r,...,x′n−1)∈Vn−r(p)

∣∣∣∣∣ ∑
(x0,...,xr−1)∈Vr(p)\{0}

χb (u(v(x)− 1)− u(v(x′)− 1))

∣∣∣∣∣ .
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Если (xr, . . . , xn−1) = (x′r, . . . , x
′
n−1), то∣∣∣∣∣ ∑

(x0,...,xr−1)∈Vr(p)\{0}
χb (u(v(x)− 1)− u(v(x′)− 1))

∣∣∣∣∣ = pr − 1.

Если (xr, . . . , xn−1) 6= (x′r, . . . , x
′
n−1), то знаки

u(v(x)− 1)− u(v(x′)− 1), (x0, . . . , xr−1) ∈ Vr(p) \ {0}

представляют собой знаки последовательности w = xtu−xsu, где t, s ∈ N∪{0} и t 6= s.
Без ограничения общности считаем, что t > s и t 6 T (F ) − 1. Последовательность w
является ЛРП с характеристическим многочленом F (x). В силу реверсивности F (x)
имеет место: w = (0) тогда и только тогда, когда (xt − xs)u = (0), что равносильно
F (x)|(xt−xs) и эквивалентно F (x)|(xt−s−1). Это соотношение не выполняется. Значит,
при (xr, . . . , xn−1) 6= (x′r, . . . , x

′
n−1) с использованием неравенства из [14–18] имеем∣∣∣∣∣ ∑

(x0,...,xr−1)∈Vr(p)\{0}
χb (u(v(x)− 1)− u(v(x′)− 1))

∣∣∣∣∣ 6
(

4

π2
lnT (F ) +

9

5

)
pn/2.

Следовательно,

|C2|2 6 pr

 ∑
(xr,...,xn−1)=(x

′
r,...,x

′
n−1)

(pr − 1) +
∑

(xr,...,xn−1)6=(x′r,...,x
′
n−1)

(
4

π2
lnT (F ) +

9

5

)
pn/2

 =

= pr(pr − 1)pn−r + pr
(
p2(n−r) − pn−r

)( 4

π2
lnT (F ) +

9

5

)
pn/2 <

< pn+r + p2n−r
(

4

π2
lnT (F ) +

9

5

)
pn/2.

Согласно (10), r 6 3n/4 + (logp n)/2 и r + 1 > 3n/4 + (logp n)/2. Тогда

p2n−r < p2n−3n/4−logp n
1/2+1 =

p5n/4+1

n1/2
, pn+r < pn+3n/4+(logp n)/2 = p7n/4n1/2

и справедливо неравенство

|C2| <
(
p7n/4n1/2 +

p5n/4+1

n1/2

(
4

π2
lnT (F ) +

9

5

))1/2

. (12)

В итоге в силу (11) и (12) имеем

|C| < pn/4+1

n1/2
+

(
p7n/4n1/2 +

p5n/4+1

n1/2

(
4

π2
lnT (F ) +

9

5

))1/2

.

Теорема 4 доказана.

Следствие 2. В условиях теоремы 4 для экспоненциального преобразования,
определённого равенством (3), справедлива оценка

|C(s)| 6 pn/4+1

n1/2
+

(
p7n/4n1/2 +

p5n/4+1

n1/2

(
4

π2
lnT (F ) +

9

5

))1/2

.

Правая часть неравенства из следствия 2 при фиксированном p имеет вид
O
(
p7n/8n1/4

)
, где n→∞.



Свойства экспоненциальных преобразований конечных полей 27

Заключение
В работе рассмотрен класс экспоненциальных преобразований, обобщающий класс,

изученный в [1]. Удалось найти верхнюю и нижнюю оценки степени нелинейности
экспоненциальных преобразований, условия достижимости верхней оценки, а также
оценки разностной и линейной характеристик экспоненциальных преобразований.
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