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Исследована алгоритмическая сложность задачи о поиске семейства простых цик-
лов, обходящих каждую вершину орграфа с полустепенями вершин, не превосхо-
дящими k, при наличии дополнительных ограничений на вид списка смежности.
Рассмотрены поисковый и оптимизационный её варианты. Показана параметри-
чески полиномиальная разрешимость задачи в обоих вариантах, предложены ал-
горитмы со временем работы O(nk2 + n log2 n), O(n(k2 + k) + n log2 n) и O(n) для
различных типов ограничений; n—количество вершин орграфа.
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We study the algorithmic complexity of finding a family of simple circuits passing
every vertice of a digraph with semidegree bounded by k. The problem is considered
in two variants: as a search and as an optimization problem. Parametrically polyno-
mial solvability of the problem is proved in both variants, Algorithms with complexity
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Введение
Рассматриваются задачи о поиске в орграфах некоторых специальных классов

остовного подграфа, состоящего из непересекающихся простых циклов. Эта задача
представляет собой обобщение задачи о поиске гамильтонова цикла и исследуется как
в разрешимостном, так и в оптимизационном вариантах. К настоящему времени до-
казано, что разрешимостная задача о гамильтоновом цикле является NP-полной в об-
щей постановке [1], на трёхсвязных 3-регулярных двудольных графах [2], подграфах
квадратных решёток [3] и кубических подграфах квадратных решёток [4], а также ор-
графах с полустепенями вершин, не превосходящими 2 [5], но принадлежит к классу
полиномиально разрешимых в постановке на четырёхсвязных планарных графах [6];
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выведены проверяемые за полиномиальное время достаточные условия гамильтоново-
сти: Дирака —Оре [7, 8], Гуйя—Ури [9], Woodall [10], Christofides [11], Keevash [12],
Kelly [13]. В работах [14–16] исследуются вопросы поиска простых циклов вообще и
гамильтоновых в частности.

1. Определения
Определения из теории графов приводятся в соответствии с [17].
Определение 1. Ориентированным графом G называется пара множеств V и E,

V —множество вершин орграфа G, E —множество дуг, т. е. упорядоченных пар вида
(vi, vj), vi, vj ∈ V , i 6= j.

Определение 2. Неориентированным графом (или просто графом) G называет-
ся пара множеств V и E, V —множество вершин, E —множество рёбер, т. е. неупоря-
доченных пар вида {vi, vj}, vi, vj ∈ V , i 6= j.

Определение 3. Вершинно-простая цепь в ориентированном графе G = (V,E) —
последовательность из m вершин и m − 1 дуг v1, e1, v2, e2, . . . , vm−1, em−1, vm, где ei =
= (vi, vi+1) для всех i = 1, . . . ,m − 1 и если i 6= j, то vi 6= vj, то есть все вершины
различны.

Определение 4. Вершинно-простой цикл в ориентированном графе G =
= (V,E) —последовательность из (m + 1) вершин и m дуг v1, e1, v2, e2, . . . , vm, em, v1,
где ei = (vi, vi+1) для всех i = 1, . . . ,m − 1, em = (vm, v1) и если i 6= j и i, j 6 m, то
vi 6= vj, то есть все вершины, за исключением первой и последней, различны.

Определение 5. Вершинно-простые цепи и циклы называются неориентирован-
ными, если элементы ei в них представляют собой неупорядоченные пары вида {vp, vq}.

Определение 6. Ориентированный (неориентированный) граф G = (V,E) на-
зывается взвешенным, если для него определена функция w(v, u), v, u ∈ V , равная
некоторому значению из R \ {0}, если (v, u) ∈ E, и 0 в противном случае.

Определение 7. Пусть элементы множества вершин V пронумерованы. Матри-
цей весовW взвешенного орграфа (графа) называется такая таблица размера |V |×|V |,
что Wij = w(vi, vj).

Определение 8. Пусть элементы множества вершин V пронумерованы. Матри-
цей смежности A взвешенного орграфа называется такая таблица размера |V | × |V |,
что Aij = 1, если (vi, vj) ∈ E, и Aij = 0 в противном случае.

Определение 9. Пусть множество V графа G = (V,E) упорядочено. Списком
смежности этого графа называется набор из |V | списков, по одному для каждой верши-
ны из V ; список, соответствующий вершине v ∈ V , состоит из номеров всех вершин u,
для которых (v, u) ∈ E.

Определение 10 (орграф класса kRS). Ориентированным графом G = (V,E)
класса kRS назовём всякий орграф, представимый в виде списка смежности следу-
ющего вида: для каждой вершины существует лишь k − 1, за исключением её самой,
имеющих в точности такой же список смежности, и ни одна другая вершина, кроме
этих k, не смежна по исходящей дуге с теми же вершинами, с которыми смежны они;
полустепени всех вершин орграфа, как входящие, так и исходящие, равны k. То есть
список смежности такого орграфа имеет структуру
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u1,i : v1,i, v2,i, . . . , vk,i,
u2,i : v1,i, v2,i, . . . , vk,i,
· · ·
uk,i : v1,i, v2,i, . . . , vk,i,

(1)

где |V | кратно k; V > 2k; i = 1, . . . , |V |/k; если p 6= q, то up,i 6= uq,i и vp,i 6= vq,i,
p, q = 1, . . . , k; если i 6= j, то {u1,i, . . . , uk,i} ∩ {u1,j, . . . , uk,j} = ∅ и {v1,i, . . . , vk,i} ∩
∩ {v1,j, . . . , vk,j} = ∅.

Определение 11 (граф класса kRS). Неориентированным графом G = (V,E)
класса kRS назовём всякий граф, компоненты связности которого являются полными
двудольными графами Kk,k, или, иначе, граф, представимый в виде списка смежности
следующего вида:

u1,i : v1,i, v2,i, . . . , vk,i,
u2,i : v1,i, v2,i, . . . , vk,i,
· · ·
uk,i : v1,i, v2,i, . . . , vk,i,

v1,i : u1,i, u2,i, . . . , uk,i,
v2,i : u1,i, u2,i, . . . , uk,i,
· · ·
vk,i : u1,i, u2,i, . . . , uk,i.

(2)

Здесь |V | кратно 2k; i = 1, . . . , |V |/(2k); если p 6= q, то up,i 6= uq,i и vp,i 6= vq,i,
p, q = 1, . . . , k; если i 6= j, то {u1,i, . . . , uk,i} ∩ {u1,j, . . . , uk,j} = ∅ и {v1,i, . . . , vk,i} ∩
∩ {v1,j, . . . , vk,j} = ∅.

Определение 12. Исходящей полустепенью (полустепенью исхода) degout u вер-
шины u ∈ V орграфа G = (V,E) назовём количество дуг вида (u, v) ∈ E, v ∈ V .
Входящей степенью (полустепенью захода) degin u будем называть количество дуг ви-
да (v, u) ∈ E, v ∈ V .

Определение 13 (орграф класса kS). Орграфом G = (V,E) класса kS назовём
всякий орграф, такой, что:

1) |V | кратно k, V > 2k;
2) ∀v ∈ V (degout v 6 k & degin v 6 k);
3) V = V1 ∪ . . . ∪ V|V |/k ∧ ∀i, j ∈{1, . . . , |V |/k}(i 6= j ⇒ Vi ∩ Vj = ∅) ∧ ∃i ∈
∈ {1, . . . , |V |/k}(|Vi| = k);

4) V = U1 ∪ . . . ∪ U|V |/k ∧ ∀i, j ∈{1, . . . , |V |/k}(i 6= j ⇒ Ui ∩ Uj = ∅) ∧ ∃i ∈
∈ {1, . . . , |V |/k}(|Ui| = k);

5) ∀i ∈ {1, . . . , |V |/k} (Vi ∩ Ui = ∅);
6) ∀v, u ∈ V

(
(v, u) ∈ E ⇒ ∃i (v ∈ Vi ∧ u ∈ Ui)

)
;

7) ∀i ∈ {1, . . . , |V |/k} ∃v ∈ Vi (degout v = k).
Пример kS-графа приведён на рис. 1.
Определение 14 (задача НСЦ-k, неоптимизационная). Пусть дан взвешенный

ориентированный или неориентированный граф G = (V,E) класса kRS или kS. Тре-
буется найти такой набор вершинно-простых циклов, чтобы каждая вершина из V
содержалась ровно в одном из них.

Определение 15 (задача ОНСЦ-k, оптимизационная). Пусть дан взвешенный
ориентированный или неориентированный граф G = (V,E) класса kRS или kS и ве-
щественное число q. Требуется найти такой набор вершинно-простых циклов, чтобы
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Рис. 1. Пример kS-орграфа: k = 3, V1 = {1, 2, 3}, V2 = {4, 5, 6}, U1 = {4, 5, 6}, U2 = {1, 2, 3}

каждая вершина из V содержалась ровно в одном из них, а суммарный вес всех дуг,
содержащихся в циклах набора, превосходил q.

Определение 16. Ориентированный или неориентированный граф G = (V,E)
называется двудольным, если множество V можно разбить на две части U1 и U2, такие,
что U1 ∪ U2 = V , U1 ∩ U2 = ∅ и ни одна вершина из U1 не смежна никакой другой
вершине из U1, равно как ни одна вершина из U2 не смежна никакой другой вершине
из U2.

Определение 17. Паросочетанием в ориентированном или неориентированном
графе G называется набор попарно несмежных дуг (рёбер).

Определение 18 (задача о назначениях, или о паросочетаниях). Имеется непо-
ложительная (или неотрицательная) матрица весов двудольного орграфа (графа).
Требуется найти максимальное совершенное паросочетание, то есть такое паросочета-
ние, чтобы вес его был наибольшим возможным и каждая вершина орграфа (графа)
являлась началом или концом какой-либо дуги (ребра) этого паросочетания.

2. Задача о семействе циклов в kRS-орграфе
Лемма 1 [18]. Пусть дан взвешенный ориентированный граф G; всякий его

остовный подграф, имеющий для каждой вершины ровно одну исходящую и одну вхо-
дящую дугу, является семейством вершинно-простых циклов, обходящим все вершины
графа G. Если такого семейства граф G не содержит, то нет и остовного подграфа,
обладающего указанным свойством.

Теорема 1. Задача ОНСЦ-k на kRS-орграфе может быть решена за время
O(nk2 + n log2 n).

Доказательство. Примем за элементарные операции (выполняемые за вре-
мя O(1)) просмотр элемента в списке смежности и сложение двух чисел. Пусть |V | = n.
Матрица весов орграфа имеет n/k групп по k cтрок, причём в строках из разных групп
нет ни одного ненулевого элемента на одной и той же позиции.
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При поиске семейства циклов, являющегося решением, в каждой группе строк на-
до выбрать k элементов с наибольшей суммой из разных строк и столбцов. Получаем
задачу о паросочетаниях, которая может быть решена с помощью венгерского ал-
горитма [19] за время O(k3). В результате получим семейство циклов с наибольшим
возможным весом. Если этот вес превосходит q, то полученное семейство есть решение
задачи.

Группировка строк по блокам простой сортировкой потребует O(n log2 n) операций,
поиск решений для всех блоков —O((n/k)k3) = O(nk2) операций. Итого для решения
необходимо время O(n log2 n) +O(nk2) = O(nk2 + n log2 n).

Следствие 1. Задача НСЦ-k на kRS-орграфе может быть решена за время
O(nk2 + n log2 n).

Доказательство. Чтобы найти решение задачи НСЦ-k, достаточно решить на
том же орграфе задачу ОНСЦ-k при q = −∞.

Теорема 2. Задача НСЦ-k на kRS-орграфе может быть решена за время O(n).
Доказательство. Рассмотрим ограф класса kRS. Для каждой группы строк

вида (1) (для каждого i) выберем дуги (up,i, vp,i), p = 1, . . . , k, i = 1, . . . , k. Получим
подграф, в котором degin v = degout v = 1. Такой подграф, согласно лемме 1, является
семейством вершинно-простых циклов, обходящим единожды все вершины рассмат-
риваемого орграфа.

Выбор k дуг требует времени O(k), количество групп, в которых он проводится,
равно n/k. Таким образом, поиск решения потребует времени O(n).

Пример 1. Пусть q = 26. Рассмотрим орграф, заданный следующим списком
смежности (вес соответствующей дуги указан в фигурных скобках):

4 : 1{1}, 2{1}, 3{1};
5 : 1{−1}, 2{−2}, 3{5};
6 : 1{1}, 2{−7}, 3{3};
1 : 4{1}, 5{−1}, 6{10};
2 : 4{5}, 5{7}, 6{−8};
3 : 4{3}, 5{2}, 6{2}.

Имеем разбиение строк на группы {4, 5, 6} и {1, 2, 3}. Для каждой найдём паросочета-
ние с максимальной суммой весов с помощью венгерского алгоритма:

1) maxS1 = w(4, 2) + w(5, 3) + w(6, 1) = 7;
2) maxS2 = w(1, 6) + w(2, 5) + w(3, 4) = 20.

Таким образом, максимальное семейство циклов задаётся набором дуг {(4, 2), (5, 3),
(6, 1), (1, 6), (2, 5), (3, 4)}. Оно состоит из двух циклов: 1) 1− 6− 1 и 2) 2− 5− 3− 4− 2;
их общий вес равен 27.

Проверим решение, найдя максимальное семейство циклов поиском в глубину. Име-
ем следующие семейства (в скобках указан общий вес):

{1− 4− 1, 2− 5− 2, 3− 6− 3} (12); {1− 4− 1, 2− 5− 3− 6− 2} (9);
{1− 4− 2− 5− 1, 3− 6− 3} (13); {1− 4− 2− 5− 3− 6− 1} (17);
{1− 4− 3− 6− 2− 5− 1} (3); {1− 4− 3− 6− 1, 2− 5− 2} (10);
{1− 4− 1, 2− 6− 3− 5− 2} (−3); {1− 4− 1, 2− 6− 2, 3− 5− 3} (−6);
{1− 4− 2− 6− 3− 5− 1} (−2); {1− 4− 2− 6− 1, 3− 5− 3} (2);
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{1− 4− 3− 5− 1, 2− 6− 2} (−12); {1− 4− 3− 5− 2− 6− 1} (−5);
{1− 5− 2− 4− 1, 3− 6− 3} (8); {1− 5− 3− 6− 2− 4− 1} (5);
{1− 5− 1, 2− 4− 2, 3− 6− 3} (9); {1− 5− 3− 6− 1, 2− 4− 2} (13);
{1− 5− 1, 2− 4− 3− 6− 2} (−1); {1− 5− 2− 4− 3− 6− 1} (6);
{1− 5− 2− 6− 3− 4− 1} (−4); {1− 5− 3− 4− 1, 2− 6− 2} (−7);
{1− 5− 1, 2− 6− 3− 4− 2} (−3); {1− 5− 3− 4− 2− 6− 1} (1);
{1− 5− 1, 2− 6− 2, 3− 4− 3} (−13); {1− 5− 2− 6− 1, 3− 4− 3} (−6);
{1− 6− 3− 5− 2− 4− 1} (19); {1− 6− 2− 4− 1, 3− 5− 3} (16);
{1− 6− 3− 5− 1, 2− 4− 2} (20); {1− 6− 1, 2− 4− 2, 3− 5− 3} (24);
{1− 6− 2− 4− 3− 5− 1} (10); {1− 6− 1, 2− 4− 3− 5− 2} (17);
{1− 6− 3− 4− 1, 2− 5− 2} (22); {1− 6− 2− 5− 3− 4− 1} (19);
{1− 6− 3− 4− 2− 5− 1} (23); {1− 6− 1, 2− 5− 3− 4− 2} (27);
{1− 6− 2− 5− 1, 3− 4− 3} (13); {1− 6− 1, 2− 5− 2, 3− 4− 3} (20).

Максимальным является семейство {1 − 6 − 1, 2 − 5 − 3 − 4 − 2} с весом 27, что
совпадает с решением, полученным на основании теоремы 1.

3. Задача о семействе циклов в kRS-графе
Теорема 3. Задача НСЦ-k на kRS-графе может быть решена за время O(n).
Доказательство. Рассмотрим список смежности (2) произвольного kRS-графа.

Для каждого i = 1, . . . , n/(2k) выберем рёбра {up,i, vp,i}, {up,i, vp+1,i}, p = 1, . . . , k−1, а
также рёбра {uk,i, v1,i} и {uk,i, vk,i}. Вместе с инцидентными им вершинами они состав-
ляют неориентированный цикл u1,i, {u1,i, v2,i}, v2,i, {v2,i, u2,i}, u2,i, {u2,i, v3,i}, . . . , vk,i,
{vk,i, uk,i}, uk,i, {uk,i, v1,i}, v1,i, {v1,i, u1,i}, u1,i.

Таким образом, получаем n/(2k) циклов по 2k вершин, причём вершины различны
как в пределах каждого цикла, так и между циклами, т. е. имеем семейство вершин-
но-простых неориентированных циклов, обходящих единожды все вершины графа—
решение задачи НСЦ-k.

Выбор 2k рёбер при фиксированном i (каждому ребру соответствуют два элемен-
та списка смежности) потребует времени O(k). Различных значений i всего n/(2k),
значит, для построения всего решения нужно время O(n).

Таким образом, для всякого kRS-графа задача НСЦ-k имеет решение.
Пример 2. Рассмотрим граф, заданный следующим списком смежности:

4 : 1, 2, 3;
5 : 1, 2, 3;
6 : 1, 2, 3;
1 : 4, 5, 6;
2 : 4, 5, 6;
3 : 4, 5, 6.

В соответствии с процедурой, описанной в доказательстве теоремы 3, выберем
рёбра {4, 1}, {4, 2}, {5, 2}, {5, 3}, {6, 1} и {6, 3}. Получим вершинно-простой цикл
{1− 4− 2− 5− 3− 6− 1}, который обходит все вершины графа.

4. Задача о семействе циклов в kS-орграфе
Теорема 4. Задача ОНСЦ-k на kS-орграфе может быть решена за время O(n(k2+

+ k) + n log2 n).
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Доказательство. В силу определения kS-орграфа на нём заданы два разбиения
{U1, . . . , Un/k} и {V1, . . . , Vn/k} множества вершин на n/k подмножеств мощностью k и
все дуги, исходящие из вершин подмножества Vi, приходят только в вершины под-
множества Ui, i = 1, . . . , n/k. Таким образом, можно без ограничения общности утвер-
ждать, что список смежности орграфа состоит из n/k блоков, обладающих структурой

vi1 : ui11 , . . . , ui1k1 ,

vi2 : ui21 , . . . , ui2k2 ,

· · ·
vik : uik1 , . . . , uikkk ,

где iab —номера вершин подмножества Ui (среди них могут быть и равные, количество
вершин в строке не превосходит k); ij —номера вершин подмножества Vi (попарно
различные).

Так как из определения kS-орграфа следует, что в каждом таком блоке есть хотя
бы одна строка, содержащая k элементов, то есть все элементы подмножества Ui,
можно ввести операцию дополнения kS-орграфа до kRS-орграфа. Для этого в каждой
строке блока длиной меньше k добавляются фиктивные дуги, приходящие в вершины,
номера которых есть в подмножестве Ui, но отсутствуют в данной строке. Данное
преобразование осуществимо за время n/k(O(k2)) = O(kn), где O(k2) —наибольшее
возможное количество дуг в блоке.

Далее будем решать на полученном kRS-орграфе задачу ОНСЦ-k с помощью
алгоритма, описанного в доказательстве теоремы 1, при следующем ограничении:
паросочетания не должны содержать фиктивных дуг. Назначим этим дугам вес
−n max

(v,u)∈E
|w(v, u)|, тогда вес любого паросочетания, не содержащего фиктивных дуг,

будет заведомо больше веса любого паросочетания, включающего хотя бы одну такую
дугу. К времени выполнения алгоритма добавляется время преобразования орграфа,
итого получим O(nk2 + n log2 n) +O(kn) = O(n(k2 + k) + n log2 n).

Пример 3. Пусть q = 10. Рассмотрим орграф, заданный следующим списком
смежности (вес соответствующей дуги указан в фигурных скобках):

4 : 2{1};
5 : 1{9}, 3{−2};
6 : 1{2}, 2{3}, 3{−8};
1 : 6{1};
2 : 4{−7}, 5{−1}, 6{10};
3 : 4{5}.

Произведём дополнение до kRS-орграфа. Пометим фиктивные дуги штрихом и назна-
чим им вес, равный наибольшему по модулю весу дуги в исходном орграфе, взятому
со знаком «минус» и умноженному на число вершин:

4 : 1′{−60}, 2{1}, 3′{−60};
5 : 1{9}, 2′{−60}, 3{−2};
6 : 1{2}, 2{3}, 3{−8};
1 : 4′{−60}, 5′{−60}, 6{1};
2 : 4{−7}, 5{−1}, 6{10};
3 : 4{5}, 5′{−60}, 6′{−60}.
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Приведём решение задачи о назначениях для каждого блока венгерским алгоритмом:

1) maxS1 = w(4, 2) + w(5, 1) + w(6, 3) = 2;
2) maxS2 = w(1, 6) + w(2, 5) + w(3, 4) = 5.

Таким образом, семейство циклов с максимальным весом задаётся набором дуг
{(4, 2), (5, 1), (6, 3), (1, 6), (2, 5), (3, 4)}. Оно состоит из цикла 1 − 6 − 3 − 4 − 2 − 5 − 1;
общий вес равен 7. Это меньше q, следовательно, задача не имеет решения.

Проверим решение, найдя максимальное семейство циклов поиском в глубину. Име-
ем следующие циклы:

{1− 6− 1}; {1− 6− 2− 5− 1}; {1− 6− 3− 4− 2− 5− 1};
{2− 4− 2}; {2− 5− 3− 4− 2}; {2− 6− 2};
{2− 6− 3− 4− 2}.

Из них могут быть составлены семейства (указан общий вес):

{1− 6− 3− 4− 2− 5− 1} (7);
{1− 6− 1, 2− 5− 3− 4− 2} (6).

Следствие 2. Задача НСЦ-k на kS-орграфе может быть решена за время
O(n(k2 + k) + n log2 n).

Доказательство. Дополним kS-орграф до kRS-орграфа. Применим алгоритм
для решения задачи ОНСЦ-k с модификацией для учёта фиктивных дуг, при этом
примем q = −∞. Таким образом, получаем время O(n(k2 + k) + n log2 n).

Пример 4. Рассмотрим орграф, заданный списком смежности:

4 : 2;
5 : 1, 3;
6 : 1, 2, 3;
1 : 6;
2 : 4, 5, 6;
3 : 4.

Произведём дополнение до kRS-орграфа; фиктивные дуги отмечены штрихом:

4 : 1′, 2, 3′;
5 : 1, 2′, 3;
6 : 1, 2, 3;
1 : 4′, 5′, 6;
2 : 4, 5, 6;
3 : 4, 5′, 6′.

Допустимые наборы дуг в первом и во втором блоке следующие:

1) (4, 2), (5, 1), (6, 3); (4, 2), (5, 3), (6, 1);
2) (1, 6), (2, 5), (3, 4).

Выберем любой из наборов первого блока (например, второй) и совместим с единствен-
ным набором из второго, получим семество циклов {1− 6− 1, 2− 5− 3− 4− 2}. Задача
решена.
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Заключение
Рассмотрены поисковый и оптимизационный варианты задачи о поиске такого се-

мейства непересекающихся простых циклов в орграфах класса kRS и kS, которое по-
крывает все вершины орграфа. Показана принадлежность задачи в обоих вариантах
классу полиномиально разрешимых задач P, предложены алгоритмы, находящие ре-
шение поисковой и оптимизационной задач о максимизации веса семейства циклов за
время O(nk2 +n log2 n) и O(n(k2 + k) +n log2 n) соответственно; показано, что на kRS-
графах и kRS-орграфах поисковая задача может быть решена за линейное время вне
зависимости от значения параметра k, а на kS-орграфах задача является полиномиаль-
ной со сложностью O(n(k2+k)+n log2 n). Поскольку решение оптимизационной задачи
осуществляется путём сокращённого перебора по экспоненциальному пространству по-
иска, можно сделать предположение о существовании параметрически полиномиаль-
ного алгоритма поиска гамильтонова цикла на рассматриваемых классах орграфов,
так как среди решений задач НСЦ-k и ОНСЦ-k могут быть гамильтоновы циклы.
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