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   0 0a x b t . 

Here  ,u t x  – is measurable and bounded r-dimensional vector-function of control actions, and U is given non-

empty open and bounded sets,  z  – is given twice continuously differentiable sealer function, a(x) and b(t) are 

given and absolutely continuous n-dimensional vector’s of the functions,  , , ,f t x z u  and  , , , , ,g t x s z u  are given  

n-dimensional vectors of the function having continuous partial derivatives up to the second order.  

Each control function delivering the minimum value to functional under constraints is called optimal control. Using 

the analogue of the increment method, the first and second order variations of the quality functional are calculated. 

Using them, various necessary conditions of optimality of the first and second orders are obtained. Separately inves-

tigated the case of singular control in the classical sense. 

Keywords: hyperbolic integro-differential equations; boundary condition; Euler equation; classical extreme; nec-

essary optimality condition; singular control. 
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Введение 

 

Многие процессы описываются различного типа уравнениями в частных производных (см., напр.: 

[1–4]). Поэтому задачи оптимального управления, описываемые уравнениями в частных производ-

ных, интенсивно исследуются (см.: [3–9]). Такие задачи оптимального управления называются зада-

чами оптимального управления с распределенными параметрами. 

Задачи оптимального управления, описываемые системами гиперболических уравнений второ-

го порядка с краевыми условиями Гурса, начали изучаться А.И. Егоровым [4, 5]. Был установлен ряд 

необходимых условий оптимальности в форме принципа максимума Л.С. Понтрягина [4–7] и изуче-

ны особые управления [8, 9].  

Предлагаемая работа посвящена исследованию одной задачи оптимального управления, описы-

ваемой системой гиперболических интегро-дифференциальных уравнений типа Вольтерра с краевы-

ми условиями Гурса.  

При предположении открытости области управления установлены необходимые условия опти-

мальности первого и второго порядков, носящие конструктивный характер.  

 

1. Постановка задачи 

 

Пусть rU R  – заданные непустые и ограниченные множества,    0 1 0 1, ,D t t x x   – заданный 

прямоугольник. 

Допустим, что управляемый процесс описывается системой гиперболических интегро-

дифференциальных уравнений типа Вольтерра 

       
0 0

( , ) , , ( , ), ( , ) , , , , , , ,

t x

tx

t x

z t x f t x z t x u t x g t x s z s u s dsd        (1) 

с краевыми условиями 

     
     

0 0 1

0 0 1

, , , ,

, , , ,

z t x a x x x x

z t x b t t t t

 

 
 



Управление динамическими системами / Control of dynamical systems 

6 

    0 0a x b t . (2) 

Здесь  , , ,f t x z u  и  , , , , ,g t x s z u  – заданные n-мерные вектор-функции, непрерывные по совокуп-

ности переменных вместе с частными производными по ( , )z u  до второго порядка включительно, a(x) 

и b(t) – заданные абсолютно непрерывные n-мерные вектор-функции,  ,u t x  r-мерная измеримая  

и ограниченная вектор-функция управляющих воздействий, удовлетворяющая ограничениям 

  , , ( , ) .ru t x U R t x D    (3) 

Такую управляющую функцию назовем допустимым управлением. 

Будем предполагать, что каждому допустимому управлению  ,u t x  соответствует единственное 

абсолютно непрерывное решение  ,z t x  краевой задачи (1), (2). 

Пару     , , ,u t x z t x  назовем допустимым процессом.  

Пусть  z  – заданная дважды непрерывно дифференцируема скалярная функция. 

Рассмотрим задачу нахождения минимального значения функционала  

     1 1,S u z t x  (4) 

при ограничениях (1)–(3). 

Допустимое управление  ,u t x , доставляющее минимальное значение функционалу (4) при 

ограничениях (1)–(3), назовем оптимальным управлением. 

Целью работы является вывод необходимых условий оптимальности в рассматриваемой задаче. 

 

2. Вычисление первой и второй вариаций (в классическом смысле) функционала (4) 

 

Пусть  ,u t x  и      , , ,u t x u t x u t x    – некоторые допустимые управления. Через  ,z t x  и 

     , , ,z t x z t x z t x    обозначим соответствующие им решения краевой задачи (1), (2) и запишем 

приращение функционала качества 

            , ,S u S u S u z t x z t x     . (5) 

Ясно, что приращение  ,z t x  состояния  ,z t x  является решением уравнения 
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Пусть  ,t x  некоторая n-мерная вектор-функция. 

Предполагаем, что вектор-функция  ,t x  удовлетворяет тем условиям гладкости, которые 

будут использованы при дальнейших рассуждениях. 

Из (6) получим справедливость тождеств  
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Здесь и в дальнейшем штрих ( ' ) – операция скалярного произведения для векторов, а для матриц – 

операция транспонирования. 

Используя теорему Фубини (двумерный аналог формулы Дирихле (см., напр.: [10])) получаем, что 
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Введем обозначения  
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и, учитывая тождества (8), (9), из формулы приращения (5) получаем 
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В силу краевых условий (7) можно доказать, что  
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Учитывая тождество (11) и применяя формулу Тейлора, из (10) получаем, что 
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Если предполагать, что вектор-функция  ,t x  является решением краевой задачи  

  , [ , ],tx zt x H t x   (13) 

    1 1, 0, , 0,t xt x t x     (14) 
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то формула приращения (12) примет вид: 
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Пусть ( , , , )( )R t x s n n   – матричная функция, являющаяся решением линеаризованной краевой 

задачи 
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( , , , ) ,

t x

s z z

s

s

R t x s R t x s f s R t x g s d d

R t x s R t x s

R t x t x E







           

   



 

 

где E )( nn  – единичная матрица. 

Из краевой задачи (6), (7) следует, что приращение  xtz ,  состояния  xtz ,  является решением 

уравнения 

 

   

         

0 0

0 0

3 4

( , ) [ , ] ( , ) [ , ] ( , ) , , , ( , ) , , , ( , )

, , , , ,

t x

tx z u z u

t x

t x

t x

z t x f t x z t x f t x u t x g t x s z s g t x s u s ds d

o z t x u t x o z s u s ds d

                

          

 

 

 (16) 

 
 

  .0,

,0,

0

0





xtz

xtz
 (17) 

Если нтерпретировать уравнение (16) как линейное неоднородное интегро-дифференциальное 

уравнение относительно  xtz , , то решение краевой задачи (16), (17) может быть представлено в виде: 

 

    

    

0 0

0 0

0 0

0 0

3

4

( , ) ( , , , ) [ , ] ( , )

( , , , ) [ , , , ] ( , )

( , , , ) , ,

( , , , ) , , .

t x

u

t x

t x t x

u

t x s

t x

t x

t x t x

t x s

z t x R t x s f s u s ds d

R t x g s d d u s ds d

R t x s o z s u s ds d

R t x o z s u s d d ds d





       

 
            

 

        

 
           

 

 

   

 

   

 (18) 

Пусть ε – малое по абсолютной величине число, а  , , ( , )ru t x U R t x D     – произвольная  

r-мерная, измеримая и ограниченная вектор-функция. 
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Через  , ;u t x   обозначим специальное приращение управления  xtu ,  по формуле 

    , ; , , ( , ) .u t x u t x t x D      (19) 

Пусть  , ;z t x   – специальное приращение состояния  xtz , , отвечающее специальному при-

ращению (19) управления  xtu , . 

С помощью представления (18) доказывается справедливость  разложения 

    , ; , ( ; , ),z t x z t x o t x       (20) 

где  ,z t x  определяется из соотношения 

0 0 0 0

( , ) ( , , , ) [ , ] ( , ) ( , , , ) [ , , , ] ( , ) .

t x t x t x

u u

t x t x s

z t x R t x s f s u s ds d R t x g s d d u s ds d


 
                  

 
       

При введении обозначения 

( , , , ) ( , , , ) [ , ] ( , , , ) [ , , , ]

t x

u u

s

Q t x s R t x s f s R t x g s d d


              

последнее представление записывается в виде: 

 

0 0

( , ) ( , , , ) ( , ) .

t x

t x

z t x Q t x s u s ds d        (21) 

Учитывая формулы (18) и (20), из формулы приращения (15) получаем справедливость разложения  

 

   

       

1 1

0 0

1 1

0 0

2
2

( ) , ( , )

'( , ) , ( , ) 2 '( , ) , ( , ) '( , ) , ( , ) .
2

t x

u

t x

t x

zz uz uu

t x

S u u S u H t x u t x dxdt

z t x H t x z t x u t x H t x z t x u t x H t x u t x dxdt o

      


            

 

 

 (22) 

Из разложения (22) следует, что первая и вторая вариации функционала (4) имеют соответ-

ственно вид: 

  
1 1

0 0

1 '( ; ) , ( , ) ,

t x

u

t x

S u u H t x u t x dxdt      (23) 

 
     

1 1

0 0

2

1 1 1 1 1 1( ; ) '( , ) ( ( , )) ( , )

'( , ) , ( , ) 2 '( , ) , ( , ) '( , ) , ( , ) .

zz

t x

zz uz uu

t x

S u u l t x z t x l t x

z t x H t x z t x u t x H t x z t x u t x H t x u t x dxdt

     

           
 (24) 

Если ),( xtu  – оптимальное управление, то вдоль него первая вариация (23) функционала (4) 

равна нулю, а вторая вариация (24) неотрицательна.  

Следовательно, при сделанных предположениях для оптимальности допустимого процесса 

 ),(),,( xtzxtu  необходимо, чтобы для всех  , , ( , )ru t x U R t x D     выполнялись соотношения  

  
1 1

0 0

, ( , ) 0,

t x

u

t x

H t x u t x dxdt     (25) 

      
1 1

0 0

'( , ) , ( , ) 2 '( , ) , ( , ) '( , ) , ( , ) 0.

t x

zz uz uu

t x

z t x H t x z t x u t x H t x z t x u t x H t x u t x dxdt             (26) 

Из тождества (25) в силу произвольности  ,u t x  следует 

Теорема 1. Для оптимальности допустимого управления ),( xtu  необходимо, чтобы соотношение 

  , 0uH     (27) 

выполнялось для всех ( , )      
1010

,, xxtt  . 
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Здесь ( , )      
1010

,, xxtt   – произвольная правильная точка (см., напр.: [11]) управления 

),( xtu . 

Условие (27), следуя классическому вариационному исчислению, назовем уравнением Эйлера 

для рассматриваемой задачи. 

Уравнение Эйлера является необходимым условием оптимальности первого порядка. 

Каждое допустимое управление, являющееся решением уравнения Эйлера, назовем классиче-

ской экстремалью. Вообще говоря, число классических экстремалей может быть достаточно боль-

шим. Поэтому надо иметь новые необходимые условия оптимальности, «сужающие» множество 

классических экстремалей. 

Таким необходимым условием оптимальности является необходимое условие оптимальности (26). 

Но необходимое условие оптимальности (26) является неявным условием оптимальности. 

Используя неравенство (26), получим необходимые условия оптимальности, непосредственно 

выраженные через параметры рассматриваемой задачи.  

Займемся преобразованием некоторых слагаемых в неравенстве (26).  

Используя представление (22), убедимся в справедливости тождеств  

 
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

'( , ) ( ( , )) ( , )

'( , ) [ , ] '( , , , ) ( ( , )) ( , , , ) [ , ] ( , ) ,

zz

u zz u

D D

z t x z t x z t x

u s f s R t x s z t x R t x f u ds d d d

   

                
 (28) 

    
1 1 1 1

0 0 0 0

'( , ) , ( , ) '( , ) , ( , , , ) ( , ) .

t x t x

uz uz

t x D t x

u t x H t x z t x dxdt u s H s Q t x s u t x dsd dxdt
 

         
  

      (29) 

Далее по аналогии с [8] доказывается, что  

 

 

 

1 1

0 0

1 1

max( , ) max( , )

'( , ) , ( , )

'( , , , ) , ( , , , ) ( , ) .

t x

zz

t x

t x

zz

D D s

z t x H t x z t x dxdt

Q t x s H t x Q t x dxdt u ds d d d
  

  

 
          

  

 

   

 (30) 

Введем обозначение 

 
 

1 1

max( , ) max( , )

1 1 1 1 1 1

( , , , ) '( , , , ) , ( , , , )

'( , , , ) ( ( , )) ( , , , ).

t x

zz

s

zz

B s Q t x s H t x Q t x dxdt

Q t x s z t x Q t x

  

       

    

 
 (31) 

Тогда, учитывая тождества (29), (30) и обозначение (31) в неравенстве (26), получим, что  

 

 

 

1 1

'( , ) ( , , , ) ( , ) 2 '( , ) , ( , , , )

[ , ] ( , ) '( , ) , ( , ) 0.

t x

uz

D D D t x

u uu

D

u s B s u d ds d d u s H s Q s t x dsd

f t x u t x dxdt u t x H t x u t x dxdt

 
                  

  

     

    



 (32) 

Следовательно, доказана 

Теорема 2. Для оптимальности классической экстремали ),( xtu  в рассматриваемой задаче 

необходимо, чтобы неравенство (32) выполнялось для всех  , , ( , )ru t x U R t x D    . 

Необходимое условие оптимальности (32) является довольно общим условием оптимальности, 

учитывая произвольность допустимой вариации  ,u t x  управления  ,u t x . Из него можно получить 

ряд легко проверяемых необходимых условий оптимальности, в частности аналог условия Лежандра–

Клебша. 

Пусть 0   – достаточно малое произвольное число, rv R  – произвольный вектор.  
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Специальную вариацию управления  ,u t x  определим по формуле 

  




, ( , ) , ) , ),
, ;

0, ( , ) \ , ) , ).

v t x
u t x

t x D

          
   

         

 (33) 

Учитывая формулу (33), в неравенстве (32) получим, что  

 2 2( ' , ( )) 0uuv H v o      . 

Отсюда в силу произвольности и достаточной малости ε получаем  

  ' , 0.uuv H v    (34) 

Теорема 3. Для оптимальности классической экстремали ),( xtu  необходимо, чтобы неравен-

ство (33) выполнялось для всех rv U R   и ( , )      0 1 0 1, ,t t x x . 

Заметим, что неравенство (34) является аналогом условия Лежандра–Клебша для рассматрива-

емой задачи.  

Рассмотрим случай вырождения аналога условия Лежандра–Клебша.  

Определение 1. Классическую экстремаль ),( xtu  назовем особым в классическом смысле 

управлением, если для всех rv U R   и ( , )      
1010

,, xxtt   

 ' , 0.uuv H v    

Из введенного определения ясно, что для особых в классическом смысле управлений аналог 

условия Лежандра–Клебша (34) вырождается.  

Пусть ),( xtu  – особое в классическом смысле оптимальное управление. Тогда, используя фор-

мулу (33), из неравенства (32) после некоторых преобразований получаем  

 

     

   

4

2

[ ' ' , , ; , ,

1
' , , ] ( ) 0.

2

u u

uz u

v f B f v

v H f v o

         

       
 (35) 

Из неравенства (35) в силу произвольности 0   приходим к следующему утверждению. 

Теорема 4. Для оптимальности особого в классическом смысле управления ( , )u t x  необходимо, 

чтобы неравенство 

         
1

'[ ' , , ; , , , , ] 0
2

u u uz uv f B f H f v               

выполнялось для всех rv U R   и ( , )      
1010

,, xxtt  . 

Последнее неравенство является необходимым условием оптимальности для классически осо-

бых управлений. 

 

Заключение 
 

В работе, учитывая открытость области управления и применяя один вариант метода прираще-

ний, вычислены первая и вторая вариации функционала качества. 

Из условия равенства нулю первой вариации функционала качества получен аналог уравнения 

Эйлера.  

Из условия неотрицательности второй вариации функционала качества вдоль оптимального 

процесса выведен ряд необходимых условий оптимальности второго порядка, носящих конструктив-

ный характер. 
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