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О свойствах пространств Cp(X), близких к свойству  

Фреше–Урысона 
 

Олег Олегович Бадмаев 
 

Томский государственный университет, Томск, Россия, badmaev1995@bk.ru 

 

Аннотация. По аналогии со свойством Фреше–Урысона введены в рассмотрение 

свойства n-Фреше–Урысона и ω-Фреше–Урысона пространств Cp(X). Изучена 

связь этих свойств со свойствами n
  и 

  пространства X. В частности, установ-

лено, что свойство 
  пространства X равносильно свойству ω-Фреше–Урысона 

пространства Cp(X), а также что из свойства n-Фреше–Урысона следует n
 . 

Ключевые слова: ω-покрытие, γ-свойство, свойство Герлича–Надя, свойство 

Фреше–Урысона, kk
 -свойство, свойство Линделефа, свойство ω-Фреше–Урысона, 

свойство n-Фреше–Урысона 
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Original article 

 

About the properties of spaces Cp(X) close  

to Frechet–Urysohn property 
 

Oleg O. Badmaev 
 

Tomsk State University, Tomsk, Russian Federation, badmaev1995@bk.ru 

 

Abstract. This paper deals with relationships between topological properties of Tykhon-

off spaces X and properties of their functional spaces Cp(X). Tykhonoff spaces X are sup-

posed to have the property kk
  or 

 , which are defined in the terms of k-saturated  
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(respectively, saturated) ω-covers. We define for an arbitrary integer n the n-Fréchet–

Urysohn property and ω-Fréchet–Urysohn property of the space Cp(X) in such a manner 

that 1-Fréchet–Urysohn is the known Fréchet–Urysohn property, n-Fréchet–Urysohn im-

plies both (n+1)-Fréchet–Urysohn, and  -Fréchet–Urysohn property. We prove that the 


 - property of X is equivalent to ω-Fréchet–Urysohn property of Cp(X) and, conse-

quently, X is Lindelöf if and only if Cp(X) is ω-Fréchet–Urysohn. We also prove that for 

each integer n the property n
  of X follows from the n-Fréchet–Urysohn property of 

Cp(X), as well as the inverse slightly weaker theorem. 

Keywords: ω-cover, γ-property, Gerlits–Nagy property, Fréchet Urysohn property,  

kk
 -property, Lindelöf property, ω-Fréchet–Urysohn, n-Fréchet–Urysohn  
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Введение 

 

В работе [1] для тихоновских пространств введены в рассмотрение топологи-

ческие свойства n
  (n = 1, 2, …) и 

 , последовательно (с ростом номера n) 

ослабляющие классическое γ-свойство. В данной статье устанавливается связь 

свойств n
 , 

  пространства X с некоторыми свойствами пространства непре-

рывных функций Cp(X), аналогичными свойству Фреше–Урысона.  

Все топологические пространства предполагаются тихоновскими. Все рас-

сматриваемые покрытия нетривиальны, т.е. не содержат всё топологическое про-

странство как элемент. Запись n  означает, что n – натуральное число. 

Следующие два понятия широко известны (см. напр.: [2. Гл. II, § 3]) 

Определение 1. Скажем, что последовательность подмножеств { }n nA  =

пространства X сходится к X (пишем n
n

A X
→
→  или X → ), если произвольная 

точка x X  принадлежит всем членам последовательности η, начиная с некото-

рого (зависящего от x) номера.  

Определение 2. Семейство η подмножеств пространства X называется  

ω-покрытием этого пространства, если для каждого конечного множества 

K X  существует U    такое, что K U . 

Приведем также для удобства читателя определения понятий, введенных в [1] 

и активно используемых в дальнейшем.  

Определение 3. Пусть η – произвольное семейство открытых подмножеств 

пространства X. Скажем, что   является n-насыщенным семейством для η, если

{ : , }i i

i m

U U m n


 =    . Скажем, что  является насыщенным семейством для η, 

если { : , }i i

i m

U U m


 =     . 
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Очевидно, что если η – ω-покрытие пространства X, то его n-насыщенное 

(насыщенное) семейство   также является ω-покрытием X для любого n . 

Определение 5. Будем говорить, что в топологическом пространстве X вы-

полнено свойство n
 , если для любого открытого ω-покрытия η пространств X,  

в его n-насыщенном семействе   найдется последовательность { }k kB  =  такая, 

что k
k

B X
→
→ . При этом само пространство X будем называть n

 -пространством. 

Определение 6. Будем говорить, что в топологическом пространстве X вы-

полнено свойство 
 , если для любого открытого ω-покрытия η пространства X, 

в его насыщенном семействе   найдется последовательность { }k kB  =  такая, 

что k
k

B X
→
→ . При этом само пространство X будем называть 

 -пространством. 

Обратимся теперь к пространствам непрерывных функций. 

Определение 7. Скажем, что в пространстве Cp(X) выполнено свойство  

ω-Фреше–Урысона, если для любого подмножества A из Cp(X) и для любой 

функции f A  существует последовательность  ' k k
A A


= , состоящая из конеч-

ных подмножеств в A такая, что для любой окрестности ( , , ) ( )pW W f K С X=    

существует такое натуральное число 0 0 ( )n n=  , что для всех 0n n  и для каждой 

точки x K  найдется функция x ng A  такая, что ( ) ( )xg x f x−   . 

В [1] получена следующая характеризация свойства Линделёфа пространства X: 

Теорема 8 [1]. Пространство X линделёфово тогда и только тогда, когда X яв-

ляется 
 -пространством. 

В то же время А.В. Осипов охарактеризовал свойство Линделёфа простран-

ства X некоторым свойством пространства Cp(X). Напомним, что множество

( )pA С X  называется n-плотным в Cp(X), если A W    для каждой стан-

дартной окрестности 1( , , , , )mW W f x x=   в Cp(X), где m n .  

Теорема 9 [3]. Пространство X линделёфово тогда и только тогда, когда каж-

дое 1 -плотное множество в Cp(X) содержит счетное 1 -плотное подмножество. 

Установим теперь один из основных результатов данной работы. 

Теорема 10. Пусть X является тихоновским пространством, тогда следующие 

условия эквивалентны: 

(1) в пространстве X выполнено свойство 
 ; 

(2) в пространстве Cp(X) выполнено свойство ω-Фреше–Урысона. 

Доказательство. (2)   (1) Пусть η является ω-покрытием пространства X. 

Через ' обозначим насыщенное семейство для η. Для каждого 'U    построим 

семейство 
1

i

k

U W

i

A A
=

= , где  1( ) | ( \{0})
iW p iA f C X f W−=   , 1 kU W W=  

и iW   для всех 1,i k= . Положим  | 'UA A U=    , тогда 0f A , где 0 1f  . 

Так как выполнено условие (2), то существует последовательность ( )' i i
A A


=  

конечных подмножеств ( )i pA С X , такая как в определении 7. Для каждого k   
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и каждого kf A  зафиксируем 
fW   такое, что 1( \{0}) ff W−  , и положим 

 |k f kU W f A=   . Ясно, что 'kU  . 

Покажем, что последовательность  k k
U U


=  является искомой. Пусть x X , 

тогда существует такое n , что 0( , ,1)kA W f x    для всех k n . Это озна-

чает, что существует функция kf A , для которой ( ) 0f x  , следовательно,

1( \{0}) .f kx f W U−    Поэтому kx U  для всех k n , что означает .k
k

U X
→
→  

(1)   (2) Рассмотрим произвольное подмножество ( )pA С X  с предельной 

функцией f0. Обозначим через ηn семейство прообразов Ug интервала ( )1 1,nI
n n

= −  

относительно функций вида 0f g− , где g A . Покажем, что ηn является  

ω-покрытием пространства X. Пусть K – произвольное конечное подмножество  

в X. Так как 0f A , то существует функция 0

1
, ,g A W f K

n

 
  

 
, а значит 

0

1
( )f g x

n
−   при x K . Таким образом, ( )

1

0 ( )nK f g I
−

 − . 

Для каждого n  обозначим n
  насыщенное семейство для ηn. Так как в про-

странстве X выполнено свойство 
 , то для каждого n  существует последо-

вательность n n
    такая, что ( )j

n n j
W


 =  и n X → . Пусть ( ) ,n n

H H


=  где 

1

j

n i

i j n

H W
+ = +

= . Рассмотрим 
1

1

1 1 kg gH W U U= = , положим ( )1 1, , .kA g g=  

Аналогично рассмотрим множество 

1 1

1 2

2 2 1 ( ) ( )
k hg g f fH W W U U U U= =

 

и положим ( )2 1 1, , , , ,k hA g g f f= . Продолжая процесс построения множеств 

An по множествам Hn, получим последовательность ( )' n n
A A


= . 

Покажем, что последовательность 'A  искомая. Рассмотрим произвольную 

окрестность 0( , , )W W f K=   функции f0, и пусть x K . Выберем n  так, что 

1

n
  . Для последовательности n  существует 'k   такое, что для всех 'k k  

выполнено k

nx W . Тогда при всех 1l k n + +  имеем lx H . Следовательно, 

существует lf A  такая, что 
0

1
( ) ( )f x f x

n
−    .  

Таким образом, из теорем 8 и 10 мы получаем еще одну характеризацию 

свойства Линделёфа в дополнение к теореме 9. 

Теорема 11. Пусть X – тихоновское пространство, тогда следующие условия 

эквивалентны: 

(1) пространство X линделёфово; 

(2) в пространстве Cp(X) выполнено свойство ω-Фреше–Урысона. 
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Комбинируя теоремы 9 и 10, получаем: 

Следствие 12. Пусть X – тихоновское пространство, тогда следующие усло-

вия эквивалентны: 

(1) в пространстве X выполнено свойство 

 ; 

(2) каждое 1 -плотное множество в Cp(X) содержит счетное 1 -плотное под-

множество. 

Далее мы рассматриваем свойства n
  и их связи со свойствами пространства 

Cp(X). 

Определение 13. Скажем, что в пространстве Cp(X) выполнено свойство  

n-Фреше–Урысона, если для любого подмножества A из Cp(X) и для любой функ-

ции f A  существует последовательность ( )' m m
A A


=  состоящая из конечных 

подмножеств A мощности не более n такая, что для любой окрестности 

( , , ) ( )pW W f K С X=    существует такое натуральное число 0 0 ( )k k=  , что для 

всех 0k k  и для каждой точки x K  найдется функция x kg A , такая что 

( ) ( )xg x f x−   . 

Определение 14. Скажем, что в пространстве X выполнено свойство sn
 , если 

для любой последовательности  k k
 , состоящей из ω-покрытий пространства 

X, можно для всех k   так выбрать k kU   , где k
  – n-насыщенное семейство 

для k , что k
k

U X
→
→ . 

Несложно увидеть, что из свойства sn
  следует свойство n

  для всех n . 

Следующие утверждения напрямую вытекают из определений 7 и 13. 

Предложение 15. (а) Свойство 1 -Фреше–Урысона эквивалентно свойству 

Фреше–Урысона; 

(б) Для любого n  из свойства n-Фреше–Урысона следует свойство (n + 1)-

Фреше–Урысона. 

(в) Для любого n  из свойства n-Фреше–Урысона следует свойство ω-Фреше–

Урысона. 

Ниже устанавливается, как свойства n-Фреше–Урысона связаны со свойства-

ми n
  и sn

 . 

Теорема 16. Пусть X – тихоновское пространство, тогда: 

(1) если в Cp(X) выполнено свойство n-Фреше–Урысона, то в X выполнено 

свойство n
 ; 

(2) если в X выполнено свойство sn
 , то в Cp(X) выполнено свойство n-Фреше–

Урысона. 

Доказательство. (2) Рассмотрим произвольное подмножество A из Cp(X)  

с предельной функцией f0. Обозначим через ηk семейство прообразов Ug интервала 

( )1 1,kI
k k

= −  относительно функций вида 0f g− , где g A . Для каждого k   

обозначим k
  n-насыщенное семейство для ηk. По условию для каждого k   

существует 
1 nk g g kU U U =    такое, что последовательность ( )k k

U


 =  

сходится к X. Положим  1, ,k nA g g= .  
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Покажем, что последовательность ( )' k k
A A


=  является искомой. Зафиксиру-

ем произвольную окрестность 0( , , )W W f x=   функции f0 и точку x K . Так как 

k
k

U X
→
→ , то существует 0k   такое, что для всех 0k k  выполнено 

1
k k

n
k g g

K U W W =  и 
1

k
  . Значит, для некоторого {1,..., }j n  имеем 

0 ( ) ( )k

j kf x g x I−  , т.е. функция k

ng  – искомая. 

(1) Данная импликация доказывается аналогично пункту (2)  (1) теоремы 10.  

Известно, что свойства 1s
  и 1

  эквивалентны [2. Теорема II.3.2], поэтому  

в связи с теоремой 16 представляет интерес следующий вопрос:  

Вопрос 17. Верно ли, что из свойства n
  следует свойство sn

  при 1n  ? 

Еще один важный вопрос поставлен А.В. Осиповым: 

Вопрос 18. Совпадают ли свойства Гуревича и n
  при 1n  ? 
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Аннотация. Классическая теория узлов, изучая задачи вложений окружности в трех-

мерную сферу, была расширена до более широкой теории. Например, теорию вир-

туальных узлов можно рассматривать как теорию узлов на утолщенных замкнутых 

ориентированных поверхностях. Теория узлов в других трехмерных многообразиях, 

таких как проективное и линзовое пространство, воплотилась в жизнь в последнее 

десятилетие. Автор исследовал диаграммный подход к изучению узлов в трехмер-

ном торе. В работе предложен алгоритм вычисления скрученных полиномов Алек-

сандера узлов и зацеплений в трехмерном торе. Доказано, что кручение Рейдемей-

стера дополнения к зацеплению и его скрученный полином Александера равны. 

Связь между полиномом Александера узла и инвариантом кручения Рейдемейсте-

ра, Франца и де Рама для дополнения узла была впервые замечена Милнором. Как 
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следствие этого соотношения Милнор дал еще одно доказательство симметрии по-

линома Александера. Милнор применил этот результат к теории узлов, рассматри-

вая случай классического узла в трехмерной сфере, т.е. дополнение узла имеет го-

мологию окружности. Оказывается, существуют аналогичные отношения между 

кручением Рейдемейстера и скрученным полиномом Александера для случая допол-

нения узла в других пространствах, отличных от трехмерной сферы, когда первая 

группа гомологии содержит также кручение. Технология получения явных отно-

шений была создана Милнором, используя теорию простых гомотопий для CW-

комплексов и свободное дифференциальное исчисление Фокса. Они допускают 

клеточную структуру CW для узла, связанную с данным представлением фунда-

ментальной группы, так что граничные операторы получаются посредством сво-

бодных производных Фокса. Таким образом, показано, что этот метод имеет эффект 

также для случая узлов и зацеплений в трехмерном торе. 

Ключевые слова: узлы, зацепления, трехмерный тор, скрученный полином Алек-

сандера, кручение Рейдемейстера, CW-комплекс, исчисление Фокса 
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1. Introduction 

 

Recently, the classical knot theory has been extended to a wider theory, such as the 

virtual knot theory that can be considered as the theory of knots in thickened closed 

oriented surfaces. The theory of knots in other 3-manifolds, such as the projective 

space and the lens space, had come to life in the last decade. In a forthcoming paper [1] 

the author investigated the diagrammatic approach to the study of knots in a three-

dimensional torus. In that work, I establish an algorithm for computing twisted Alexander 

polynomials of knots and links in a three-dimensional torus. In this paper, I prove that 

the Reidemeister torsion of the link complement and its twisted Alexander polynomial 

are equal. 

The relation between the Alexander polynomial of a knot and the torsion invariant 

of Reidemeister, Franz, and de Rham for knot complement was first noticed by Milnor 

(see [2]). As a consequence of the relation, Milnor gave another proof for symmetry of 

the Alexander polynomial [3]. Milnor applied the result to the knot theory, considering 

the case of classical knot i.e., the knot complement has the homology of the circle.  

It turns out that there are similar relations between Reidemeister torsion and twisted 

Alexander polynomial for the case of knot complement in other spaces, rather than 

three-dimensional sphere when the homology group contains also torsion (see [4, 5]). 

The technology to get explicit relations as Milnor had created making use of the simple 

homotopy theory for CW-complexes and Fox free differential calculus. Those ensure a 

CW structure for the knot complement associated with a presentation of the fundamental 

group, so that the boundary maps are obtained by free derivatives. Thus, in Section 5  

I show that the method works out fine also for the case of knots and links in a three-

dimensional torus. 
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1. The first homology group of link complement in T3 

 

A link L  with n components in a three-dimensional torus T3 is an embedding of  

a disjoint union of n circles 
1S  into three-dimensional torus. If n = 1, the link is called 

knot. Two links are considered equivalent if they are ambient isotopic, that is, if there 

exists a continuous deformation of T3 which takes one link to the other. 

A diagram of link in T3 is a regular plane graph represented on a square (see [1]), 

which has nodes of 4-valent (with extra structure representing the crossing in the link) 

and 2-valent nodes (vertices with poles). It is said that two such diagrams are equiva-

lent if there is a sequence of generalized Reidemeister moves (see Fig. 1) and vertex 

moves indicated in Fig. 2 taking one diagram to the other. These moves are performed 

locally on the regular plane graph (with extra structure) that constitutes the link diagram. 
 

  

Fig. 1. Generalized Reidemeister moves Fig. 2. Vertex moves 

 

I proposed an algorithm to get a presentation of the fundamental group of link com-

plement in [1] from a diagram of a link as defined above. Having a diagram of a knot 

K  in a three-dimensional torus, we can easily define its homology class 
3[ ]K    

of K . Also having a presentation of the fundamental group of link complement, the 

abelianization of the fundamental group 
3 3 3

1 1 1( \ ) / [ ( \ ), ( \ )]T L T L T L    is its first 

homology group
3

1( \ )H T L . Thus, I recall the following theorem from [1] about the 

first homology group of link complement in 
3T . 

Theorem 1 [1]. Let L  be a link in 3-torus 
3T , with components 1,...,L L . For each 

1,..., =  , let
3 3

1( , , ) [ ] ( )L H T      =  = . Then  

3

3 3

1

, if   1

( \ ) , if    2

, if    3.

H T L



 



  

   =


    =
     
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where 1 1 1gcd( , , ) =    ;   and   are the invariant factor of the matrix 
1M ; ,   and   

are the invariant factor of the matrix 2M . 

1 2

1 1 2

1 2

;M

  
 

=   
   

            

1 2

2 1 2

1 2

...

... .

...

M







   
 

=    
      

Now we see that the first homology group might contain torsion part. We say that  

a link 
3L T  is nontorsion if torsion part 

3

1Tors( ( \ ))H T L  is zero, otherwise we say 

that L is torsion. A local link or affine link is a link that can be isotoped so that it is 

contained inside a 3-ball in 
3T . A local link is clearly nontorsion. 

 

2. Twisted Alexander polynomial 

 

Given a presentation of the group of a link, one may calculate its Alexander poly-

nomial using Fox free calculus [6]. We recall the following definition of Alexander 

polynomials (compare [5, 7–9]). Let 

1 1,..., | ,...,n mP x x r r=    

be a presentation of a group G and denote by / [ , ]H G G G=  its abelianization. Let 

1,..., nF x x=    be the corresponding free group. We apply the chain of maps 

,xF F G H



 ⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→

 
where 

x




 denotes the Fox differential,   is the quotient map by relations 1,..., mr r  and 

  is the abelianization map. The Alexander–Fox matrix of the presentation P  is  

the matrix ,[ ]i jA a= , where , ( ( ))i

i j

j

r
a

x


=  


 for 1,...,i m=  and 1,...,j n= . For 

1,...,   min{ 1, 1}k m n= − − , the k-th elementary ideal ( )kE P  is the ideal of H , gene-

rated by the determinants of all the ( )n k−  minors of A . The first elementary ideal 

1( )E P  is the ideal of H , generated by the determinants of the all the ( 1)n −  minors 

of A . 

Definition 1. Let 
3L S  be a link, and let ( )kE P  be the k -th elementary ideal ob-

tained from a presentation P  of fundamental group 
3

1( \ ,*)S L . Then the k -th link 

polynomial ( )k L  is the generator of the smallest principal ideal containing ( )kE P . 

The Alexander polynomial of L , denoted by ( )L , is the first link polynomial of L. 

For a classical link L in 
3S , the abelianization of 

3

1( \ ,*)S L  is the free abelian 

group, whose generators correspond to the components of L. For a link in a 3-torus 
3T , 

the abelianization of its link group may also contain torsion, as we know by Theorem 1. 

In this case, the Alexander polynomial is not defined, we need the notion of twisted 

Alexander polynomials. Thus, we recall the definition of twisted Alexander polyno-

mials. 
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Let G be a group with a finite presentation P and abelianization / [ , ]H G G G=  and 

denote / Tors( )K H H= . Then every representation 
*: Tors( ) \{0}H → =   

determines a twisted Alexander polynomial ( )P  as follows. Choosing a splitting

( )H Tors H K=  ,   induces a ring homomorphism : [ ] [ ]H K →  sending 

( , ) ( )f g Tors H K   to ( )f g . The ring homomorphism is called twisted homomor-

phism. Thus, we apply the chain of maps 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]xF F G H K



  ⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→

 

and obtain the  -twisted Alexander matrix ( ( ( )))i

j

r
A

x


 

=    
  

. The twisted Alexan-

der polynomial is then defined by 
1( ) gcd( ( ( )))P E P =  . 

Definition 2. Let 
3L T  be a link in the three-dimensional torus 

3T . For any 

presentation P  of the link group 
3

1( \ ,*)T L , we may define the following. 

The Alexander polynomial of L , denoted by ( )L , is the generator of the smallest 

principal ideal containing 1( )E P . 

For any homomorphism 
3 *

1: ( ( \ ))Tors H T L → , the  -twisted Alexander poly-

nomial of L  is 1( ) ( ( ( )))L gcd E P =  . 

We know from Theorem 1 that the torsion subgroup of 
3

1( \ ))H T L  is the group 

     in general. So the image of the group homomorphism 

3 *

1: Tors( ( \ ))H T L →  is contained in the cyclic group, generated by  , the  

d -root of unity, where d  is lcm( , , )   . The  -twisted Alexander polynomial 

( ) [ ][ ]L K    is defined up to multiplication by a unit. 

 

3. Reidemeister torsion of cell complex 
 

In this section I recall the definition of Reidemeister torsion following [4] (for fur-

ther references see Turaev [9, 10], Milnor [11]). 

Let  be a field, V  be a k -dimensional vector space over . Suppose that 

1 2( , ,..., )kb b b b=  and 1 2( , ,..., )kc c c c=  are two bases of V  then there is a non-singular 

k k  matrix ( )ija  such that 
1

k

j ij i

i

b a c
=

=  . We write 
*[ / ] det( )ijb c a=  . Two bases b  

and c  are said to have the same orientation if [ / ] 0b c  , and to be equivalent if [ / ] 1b c = . 

Let 0 0C D E → ⎯⎯→ ⎯⎯→ →  be a short exact sequence of vector spaces. Let 

1 2( , ,..., )kc c c c=  be a basis for C  and 1 2( , ,..., )le e e e=  be a basis for E . Since the 

map   is surjective we can lift ie  to a vector ie  in D . Then 1 1( ,..., , ,..., )k lce c c e e=  is 

a basis for D  and its equivalent class depends not on the choice of ie  but only on the 

equivalence classes of c  and e . 
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The finite chain complex 1 2 1

1 1( , ) (0 m m

m mC C C C−   

− = → ⎯⎯→ ⎯⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→  

1

0 0)C


⎯⎯→ → of finite-dimensional vector spaces over  is called acyclic if it is exact. 

The chain is called based if for each iC  a basis is chosen. 

Assume that ( , )C   is acyclic and based with basis c . Choose a basis ib  for 

1Im ker i i iB +=  =  . From the short exact sequence 10 0i i iB C B −→ → → →  we get 

a basis 1i ib b −  for iC . 

Definition 3. The torsion of the acyclic and based chain complex C is defined to be 

1( 1)

1

0

( ) [ / ]
i

m

i i i

i

C b b c
+−

−

=

 =  . If C  is not acyclic, then ( )C  is defined to be 0. 

The torsion ( )C  depends on c  but does not depend on the choice of ib 's. If a ba-

sis ic   is used instead of ic , then the torsion is multiplied with 
1( 1)[ / ]

i

i ic c
+−

 . 

Let X be a finite connected CW-complex and let 1( )X =  . The universal cover 

X  of X has a canonical CW-complex structure obtained by lifting the cells of X .  

If { ,1 }k

i ke i n   is an ordered set of oriented k -cells of X and 
k

ie  is any lift of 
k

ie , 

then the ordered set { ,1 }k

i ke i n   is a basis of the [ ] -module ( )iC X . 

If [ ]  ⎯⎯→  is a ring homomorphism then by the change of rings construction 

* ( )C X  is a chain complex of finite dimensional vector spaces over . If this chain 

complex is acyclic then its torsion *( ( )) *C X    is defined. However, 

*( ( ))C X   depends on the chosen of basis for * ( )C X , that is on the choices of  

lifting cells{ ,1 }k

i ke i n  . If we fix a choice of a set of lifting cells as a basis for the 

[ ] -module ( )iC X  but change the order of the cells in the basis then *( ( ))C X   

is multiplied with 1 . If we change the orientations of the cells, then torsion is also 

multiplied with 1 . If we choose a different lifting cell for 
k

ie  —by an action . k

ih e  of  

a covering transformation h  —then torsion is multiplied with 
1( )h  . 

Definition 4. The Reidemeister torsion ( )X  of the CW-complex X  is defined  

to be the image of *( ( ))C X   under the quotient map / ( )→   . 

It is well known that torsion is a simple homotopy invariant and a topological inva-

riant of compact connected CW-complexes. And for every topological manifold of 

dimension 3 admits a piecewise linear structure or in other words admits a triangulation. 

Such a piecewise linear structure is unique in the sense that every homeomorphism h  

between two piecewise linear manifolds is isotopic to a piecewise linear homeo-

morphism. In terms of triangulations, the triangulations can be subdivided so that there 

is an isomorphism of the subdivided triangulations isotopic to h . Thus, torsion is well-

defined for our cases. 

Remark. We see that for defining the twisted Alexander polynomial we need a repre-

sentation 
*: Tors( ) \{0}H → =  of the torsion part Tors( )H  into 

*
 as described  
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in the section 3. The representation induces the twisted homomorphism [ ] [ ]H K⎯⎯→ , 

that we also denote by  . If ( )K  denotes the field of quotient of [ ]K . Then by 

composing with the projection into the quotient, twisted homomorphism   determines 

a ring homomorphism from [ ]H  to the field ( )K  that we still denote by  . Thus 

with a representation 
*: Tors( )H →  we can define both a twisted Alexander poly-

nomial 
  and a torsion 

 . 
 

4. Reidemeister torsion of link complements in a 3-torus 
 

Let L  be a link in a three-dimensional torus 
3T . The Euler characteristic of  

a 3-torus 
3T  is 

3( ) 0T = . Removing a tubular neighborhood ( )N L  of the link L  

from the 3-torus 
3T , we obtain a compact 3-manifold X  with a boundary that is the 

link complement in the 3-torus. In terms of the Euler characteristic, we have 
30 ( ) ( ( )) ( ) ( ( ))T X N L X N L=  =   =  +  ( ( ))X N L−  , that implies ( ) 0X = . 

The complement X , then by pushing in one free face at a time, we can collapse X  

down to a 2-dimensional subcomplex Y , so X  is simple homotopic to Y  (see White-

head [12]). The 2-cell complex Y  is of Euler characteristic zero. We can ensure that Y  

has a cellular structure, containing only one 0-cell 
0 ; n  1-cells

1 1

1,..., n  , m  2-cells 

2 2

1 ,..., m  , where 1m n= − . 

The boundary maps are 1 0 =  and 
2

2 ( )i ir  = , where ir  is a word in 
1

j , giving  

a presentation of fundamental group as 1 2 1 2, ,..., | , ,...,n mx x x r r r =   . This presentation 

is not necessarily the same as the one, given in another paper (see [1]). 

For the sake of completeness, I carry out derivation of some formulas from a paper 

by Huynh and Le [4] related to the Reidemeister torsion and Alexander–Fox matrix for 

a presentation of a group, that is the fundamental group of a manifold. Let Y  be the 

maximal abelian cover of Y . The cellular complexes of Y  is considered as modules 

over integral group ring ( )H , where H  is the first homology group of Y . We have 

a chain complex of ( )H -modules 

2 1

2 1 0( ) ( ) ( ) 0.C Y C Y C Y
 

⎯⎯→ ⎯⎯→ →

 The boundary maps are obtained by Fox’s free differential calculus (Compare Fox 

[13. P. 547] and [14], Milnor [2. P. 146]): 1 0

1( ) pr( 1)i ix  = −   and 2 1

2

1

( ) pr( )
n

i
i j

j j

r

x=


  = 


 , 

where the tilde sign denotes a lift of the cell to Y . The natural projection pr  is the 

composition of the maps ,   in the chain [ ] [ ] [ ]F G H ⎯⎯→ ⎯⎯→  as defined in 

section 3 for the case group G  is the fundamental group  . 

Fix a splitting of H  as a product Tors( )H K H=   of the free part 

/ Tors( )K H H=  and the torsion part ( )Tors H . Denote the quotient field ( [ ])Q K  

of [ ]K  by ( )K . Using the homomorphism
embedding: [ ] [ ] ( )H K K → ⎯⎯⎯⎯→ , 



Математика / Mathematics 

18 

construct the tensor 
[ ]( ) ( )H iK C Y , considered as a vector space over ( )K . We 

have a chain complex of vector spaces over ( )K : 

2 1

[ ], 2 [ ], 1 [ ], 0( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0).H H HC K C Y K C Y K C Y
 

  =  ⎯⎯→  ⎯⎯→  →

 
The boundary maps are 1[ ] ( ) 1i ix =  − , and 

2 ,[ ] ( )
j

i j

i

r

x


 = 


, 1 u n  ,1 1j n  − . 

Let 2[ ]tA =  . Denote the columns of A by ui, 1 i n  , and denote the ( 1) ( 1)n n−  −  

matrix obtained from A by omitting the column ui by Ai. Since C is a chain, we have 

2 0

1 2

1

0 ( ( )) ( ( ( ) 1))
n

i

i j

j j

r
x

x=

 
=    =   −  

  
 , hence 

1

( ( ) 1) 0
n

i

j

j j

r
x

x=

 
  − = 

  
 . That means 

1

( ( ) 1) 0
n

j j

j

x u
=

 − = . For any i j  we have 

1 1 1

1 1 1

1

( ( ) 1)det det[ ,..., , ( ( ) 1) , ,..., ,..., ]

det[ ,..., , ( ( ) 1) , ,..., ,..., ]

( 1) ( ( ) 1)det .

j i j j j j i n

j k k j i n

k j

i j

i j

x A u u x u u u u

u u x u u u u

x A

− +

− +



− +

 − =  −

= −  −

= −  −


 

Thus, for any i and j, 

 ( ( ) 1)det ( ( ) 1)det .i j j ix A x A − =   −  (1)

 Because H  has at least three free generators (Theorem 1), the image ( )   cannot 

be {1} , thus there is at least one ix  such that ( ) 1ix  . The property 

1 0

1( ) ( ( ) 1)i ix  =  −   implies 1 0

1

1

( ) 1
i

ix


 


−
 

 
=


, so 1  is onto. Therefore, the chain 

С is exact if and only if 2  is injective, which means the rank of its matrix is exactly 

1n − . Thus С is acyclic if and only if A has a nonzero ( 1) ( 1)n n−  −  minor. 

The Reidemeister torsion of С with respect to   is the torsion ( )Y  of Y , and 

since torsion is a simple homotopy invariant, it is also the torsion ( )X  of X . 

Now if we assume that С is acyclic. Take the standard bases of [ ], *( ) ( )HK C Y  

given by 
i

j  as above. A lift of 0 0{ }c =   is 11
{ }

( ) 1
i

ix


 −
. Then 

1 1 1 1 111
1

1 1

.
1 ( 1)

( ) [ ,..., , / ( ,..., )] det
( ) 1 ( ( ) 1)

i nn n
n

j j i n j

j jj j i i

rr
X A

x x x x

+
 −

= =

     −
 =        =           −  −    

 
 

Thus if ( ) 1ix   then ( ) det / ( ( ) 1)i iX A x =   − . By equation (1), if ( ) 1jx =  

then det 0jA = , hence the following formula is correct for all i, whether С is acyclic or 

not: 

 ( ( ) 1) ( ) det ( ) / .i ix X A K K −  =     (2)
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Remark. Equation (2) derived in the work by Huynh and Le [4] for links in projec-

tive space holds for links in lens space [5] and for link complement in any space of 

Euler characteristic zero. The derivation above is carried over from [4]. 

Theorem. The Reidemeister torsion and the twisted Alexander polynomial of the 

complement of a link in 3-torus are the same. 

Proof. 

The cellular structure of the link complement X  in a 3-torus is simple homotopic 

to a 2-dimensional subcomplex Y  of Euler characteristic zero, so the structure admits  

a presentation for the fundamental group of X  with n  generators and 1m n= −  rela-

tions. So the Alexander–Fox matrix A  associated to such a presentation is a ( 1)n n−   

matrix. So the twisted Alexander polynomial ( )X  is defined to be the greatest 

common devisor 1gcd(det ,...,det )nA A  of all ( 1)m − -minor iA  of matrix A , obtained 

by removing the i -th column of A . 

By equation (2), we have 

1 1( ) gcd(det ,...,det ) gcd(( ( ) 1) ( ),..., ( ( ) 1) ( ))n nX A A x X x X   = =  −   − 

 We will show that 1gcd(( ( ) 1),..., ( ( ) 1) 1nx x −  − =  in the case of non-torsion and 

torsion links. 

Case 1: L  is a non-torsion knot or link. We have the first homology group of com-

plement (see section 2) is 
3 3

1( \ )H T L   , where   is the number of compo-

nents. Denote with 1 3,...,t t+  the generators of 1H . Then 
1 3

1 3( ) ...i ih h

ix t t
+

+ =  for 1,...,i n= . 

Let 1

1gcd(( ( ) 1),..., ( ( ) 1) [ , ]ng x x t t−=  −  −  . 

For a moment we set 2 3... 1t t+= = = . So g  divides each of 
1

1( 1)ih
t −  for 

1,..., 3i = + .  

Observe that (see Lickorish [15]) for any ,a b   

( 1) ( 1) 1a a b a bt t t t +− + − = −

 and  

( 1) ( 1) 1.a a b b a bt t t t− −− − − = −

 

Applying the argument, we conclude that g  divides 

1

1

1 1

n

i i

i

h

t =


−  for any i  .  

Since 1t  is an element of canonical projection of fundamental group pr( )  there is 

a collection of i   such that 

1

1

1 1

1

pr( )

n

i i

i i

n h

i

i

t x t =




=


= = . Thus g  divides 1( 1)t − . Now 

by letting 1jt =  for , 2,.., ( 3)j i i = +  and repeating the argument we obtain 

1 1 3gcd(( ( ) 1),..., ( ( ) 1) gcd(( 1),..., ( 1) 1ng x x t t+=  −  − = − − = . 

Case 2: L  is a torsion link. The first homology group of link complement has free 

part of rank at most 2+  and the torsion part might be a product of at most three  

cyclic group     , where , ,    are the order of respective groups. 

Without loss of generality, we consider the case when the first homology group has the 
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rank r  and torsion part has the structure     . Now denote with 1,..., rt t  the 

generators of free part F  and 1 2 3, ,u u u  are the generator of torsion part 1Tors( )H . 

We have projection of ix  is 
1 1 2 3

1 1 2 3( ) ... .
r

i i i i ih h k k k

i rpr x t t u u u=  For some homomorphism 

1: Tors( ) *H →  the image ( )ix  is defined to be 
1 1 2 3

1 1 2 3( ) ... ( )
r

i i i i ih h k k k

i rx t t u u u =  . 

Setting 2 ... 1rt t= = = , applying the previous reasoning we conclude that 

1gcd(( ( ) 1),..., ( ( ) 1)ng x x=  −  −  divides 

1 1 2 3

1 1 1 1

1 1 2 3( ) 1

n n n n

i i i i i i i i

i i i i

h k k k

t u u u= = = =

      
 −  for any i  . 

Since 1t  is an element of canonical projection of fundamental group pr( )  there  

is a collection of i   such that 

1 1 2 3

1 1 1 1

1 1 1 2 3

1

pr( ) ( )

n n n n

i i i i i i i i

i i i i i

n h k k k

i

i

t x t u u u= = = =

   


=

   
= =  .  

So 
1

1

1
n

i i

i

h
=

 =  and 

1 2 3

1 1 1

1 2 3( ) 1

n n n

i i i i i i

i i i

k k k

u u u= = =

    
 = . Thus, analogously we get 

1gcd(( ( ) 1),..., ( ( ) 1) 1nx x −  − =  that completes the proof. 

Remark. The identifications between Alexander type polynomial and Reidemeister 

torsion for knot complements in different cases were proved by different people (see 

Milnor [2], Kitano [16], Kirk and Livingston [17], Turaev [9], Cattabriga [5], Huynh 

and Le [4]). The proving method of Theorem 2 is technically due to Huynh–Le’s work. 
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Аннотация. Рассматривается задача минимизации гладкой функции на границе 

так называемого внешнего обобщенного сегмента сферы, который строится опре-

деленным образом из сферы и выпуклого телесного конуса с вершиной, лежащей 

вне соответствующего замкнутого шара. Предлагается модификация метода про-

екции градиента и обосновывается ее сходимость к стационарной точке задачи. 

Ключевые слова: невыпуклые задачи оптимизации, релаксационный метод, 

обобщенный сегмент сферы, метод проекции градиента 
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Abstract. In this paper we consider a constrained optimization problem of the form 

( ) min, n

Sf x x X→   , 

where : nf →  is Lipschitz smooth on n ; S X  is the boundary of X relative to the 

sphere 1nS S −= ; X is an outer generalized segment of S and is defined as follows. Let K 

be an affine convex cone with a nonempty interior and with the vertex с located in the 

exterior of the closed ball B generated by S. We assume that the set K S  is represent-

ed as disjoint unions of its connected components X1 and X2. Let X1 be closer to с than X2 

with respect to the Euclidean distance; by definition, put X = X1. 
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In this work we modify the method proposed by the author, where the cone vertex is lo-

cated in the interior of the ball B. Our method works according to the following scheme. 

After choosing a starting point x1 and setting up a few parameters of Algorithm, the new 

iteration point is determined in three steps. First, we perform gradient descent along the 

tangent cone to the feasible set; the result of this operation is the point Sk. Then we find 

the point tk by projecting Sk onto K and return to the feasible set by reconstructing the ray 

starting from the vertex of K and passing through tk; finally, we update the iteration point 

xk+1. By a lemma and a proposition, we state that the sequence  ( )kf x  is monotonic 

and each accumulation point *x  of  kx  is stationary for the optimization problem. 
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jection algorithms 
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1. Введение 

 

Рассмотрим задачу минимизации 

 ( ) min, n

Sf x x X→   , (1.1) 

где : nf →  – гладкая функция, производная которой на всем 
n

 удовлетво-

ряет условию Липшица с константой 0L  ; Y  – граница множества в относи-

тельной топологии nY  ; X – внешний обобщенный сегмент (n – 1)-мерной 

сферы S, определяемый следующим образом. Пусть K – выпуклый телесный ко-

нус с вершиной с, расположенной вне замкнутого шара B, ограничиваемого S. 

Считаем, что каждая образующая конуса K пересекает S ровно в двух точках. 

Очевидно, множество K S  состоит из двух связных компонент, одна из кото-

рых, X1, ближе к с в евклидовой метрике, а другая, X2, – дальше. По определению 

полагаем, что множество X равно X1. 

Ранее в статье [1] рассматривалась аналогичная задача, в которой вершина 

конуса находилась во внутренности шара B. Был предложен алгоритм, который 

при определенных ограничениях, накладываемых на целевую функцию и допу-

стимое множество, обеспечивал сходимость итерационной последовательности  

к стационарной точке. В настоящей работе приводится модификация данного ал-

горитма для задачи (1.1). Главное отличие этой модификации от предложенного  

в [1] алгоритма состоит в том, что на каждой итерации необходимо следить, чтобы 

при решении вспомогательной задачи проектирования на конус K найденная проек-

ция не оказалась расположенной вне множества  2(1 λ) λ | , λ (0,1)U c u u X= − +   . 

Как мы увидим ниже, это достигается путем соответствующего выбора величины 

шага. 

Если говорить кратко, то алгоритм работает по следующей схеме (рис. 1). Пе-

реход к новой итерационной точке осуществляется в три этапа. Вначале произво-
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дится спуск вдоль конуса касательных направлений к допустимому множеству; 

затем находится проекция на конус K; после этого осуществляется возврат на 

допустимое множество путем восстановления луча, исходящего из вершины ко-

нуса через найденную проекцию на конусе. 

kx

1kx +

ks

kt

S
K

c

X

 

Рис. 1. Итерация алгоритма в 3  

Fig. 1. An iteration of the algorithm in 3  
 

Алгоритмы подобного типа, в которых используются процедуры, так или 

иначе связанные с проектированием, не редкость. Среди них встречаются алго-

ритмы как общего вида (например, метод проекции градиента, метод линеариза-

ции), так и специального, различающиеся, как правило, видом целевой функции 

или структурой допустимого множества (например, методы, разработанные в [2]). 

К последним относится и предлагаемый в данной статье алгоритм. Важным его 

свойством является то, что целевая функция может быть невыпуклой (в отличие 

от метода, приведенного в [3]), а генерируемая им итерационная последователь-

ность { }kx  является релаксационной, причем каждая точка kx , 0,1,...k = , при-

надлежит допустимому множеству S X , возврат на которое производится не 

прямым проектированием на S X  (как, например, в [4]), а через ряд более про-

стых операций. 

Кроме того, стоит отметить, что множества типа внешнего сегмента сферы 

возникают естественным образом в задачах обзора искусственными спутниками 

заданных областей поверхности планеты. При этом сфера служит моделью поверх-

ности планеты; вершина конуса соответствует положению искусственного спут-

ника, а сам конус – лучу направленности его антенны. Тогда множество X точек 
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поверхности планеты, видимых со спутника, является внешним сегментом сфе-

ры. Если в качестве целевой функции взять, например, угловое расстояние между 

двумя точками на сфере, одна из которых, x, фиксирована и не принадлежит X, то 

задача проектирования точки x на множество X может быть записана в виде (1.1). 
 

2. Описание алгоритма 
 

Всюду ниже будем придерживаться следующих допущений и обозначений  

в дополнение к уже перечисленным выше.  – евклидова норма в n ; prQ x  – 

проекция точки x на множество Q по норме ; сфера S имеет центр в нуле и 

радиус R; конус (2 )K K c K=  −  с вершиной c задается неравенством ( ) 0F x  , 

где : nF →  – гладкая функция, производная которой на K  удовлетворяет 

условию Липшица с константой 0M  , и существует такое 0C  , что ( )F x C   

всюду в S; 
{ λ( )|λ 0}

min max
Sx X y B c x c

d R y S
   + − 

 
= − − 

 
 (здесь вычитаемое показыва-

ет, насколько множество отрезков, лежащих на образующих границы конуса K  

и расположенных в шаре B, близко к сфере S); для точки kx X  положим: k  – 

опорная гиперплоскость к S в xk, Zk – опорная гиперплоскость к K в xk, 

k k kZ =   , ( )( )pr '
kk k k ks x f x= −  , 

 prk K kt s= , ( ) min 0 |k kc t c S =   +  −  , (2.1) 

( ) 1 | 0k k kx c t c S+ = +  −    , 

( )( )pr '
kk k kp x f x= − ,  | 0k ky t S=     , 

2 22T R d= − , ( )02 'B RL f x= + , 

 
1 1

2

M
D

R

 
= + 

 
, 

( )

1 2

2

ζ
min ,

C N
E

MB B D R c

  −  −  =  
 +   

, (2.2) 

( )( ) ( )( )

2 2

2

2 2

2

(1 )

γ 4γ

2ζ ,
ζ

BM L E LB M E

BD
R c R c B DE LBDE R c B DE

+
 = + +

+ + + + + + +

 

 20 N c R  + , 0 C C  , 0 γ C  , γC C C−  − , 

 0 ζ c R  − , ε 0 . (2.3) 

 

Алгоритм 
 

Шаг 0. Выбрать начальную точку 0x X  и задать параметры N, C, , , ,  

исходя из условий (2.3). Вычислить B, D, E, Δ, T по формулам (2.2) и задать A,  
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0,  ∊ (0, A), удовлетворяющие условиям из (3.29) (см. лемму ниже). Установить 

k = 0. 

Шаг 1. Найти множества Γk, Zk и определить pk. 

Шаг 2. Положить αk = α и найти sk, tk и xk+1 по формулам (2.1). 

Шаг 3. Если xk+1 = xk, то считать xk+1 решением задачи. В противном случае 

установить k := k + 1 и перейти к шагу 1. 
 

3. Обоснование сходимости алгоритма 
 

Покажем, что последовательность, генерируемая алгоритмом, является релак-

сационной. 

Лемма. Существуют такие 0,ε 0A  , не зависящие от k, что шаг 2 алго-

ритма при любом 0α (ε , )k A  обеспечивает оценку 

 ( ) ( )
22

1 εαk k k k kf x f x p x+−  − . (3.1) 

Доказательство. Представим разность ( ) ( )1k kf x f x +−  следующим образом: 

 
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1

1 .

k k k k

k k k k

f x f x f x f s

f s f t f t f x

+

+

− = − +

+ − + −
 (3.2) 

Оценим каждую из разностей, стоящих в скобках правой части равенства (3.2). 

Рассуждения для первых двух разностей повторяют соответствующие рас-

суждения для случая, когда вершина c конуса K находится во внутренности  

шара B [1]. Из них следуют неравенства 

 ( ) ( )
21

α 2
k k k k

k

L
f x f s x s

 
−  − − 

 
, (3.3) 

 ( ) ( )
2 2 2

2

2

(1 α ) α

2γ 8γ

k k
k k k k

BM L LB M
f s f t x s

 +
−  − − + 

 
 

, (3.4) 

которые выполняются при 

 
γ

αk

C

MB

−
 . (3.5) 

Найдем оценку третьей разности ( ) ( )1k kf t f x +− , представив ее в виде, ана-

логичном (3.4), а именно ( ) ( )
2

1k k k kf t f x x s const+−  − − , 0const  . 

Поскольку 0x S , то 

1 1 0 0 1 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( )k k kf x f x f x f x L x x f x RL f x B+ + +
      − +  − +  + = . 

Отсюда и из липшицевости производной функции ( )f x  вытекает 

 

( ) ( ) ( )
2

1 1 1 1

2
1 1

' ,
2

.
2

k k k k k k k

k k k k

L
f t f x f x t x x t

L
B x t x t

+ + + +

+ +

−  − − − 

 − − − −

 (3.6) 

Таким образом, необходимо оценить 1k kx t+ − . Из геометрических соображе-

ний ясно, что возможно три случая расположения точки tk относительно сферы S 
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в зависимости от удаленности от c. Разберем эти случаи подробно. При этом 

условимся начало координат в n  обозначать через O, луч ( ) | 0a b a+  −     

с началом в na   и проходящий через nb   обозначать символом ab; кроме 

того, положим 

1{ } \{ }k k kz ct S x +=  ,   { , }k kv w cO S=  ,   k kv c w c−  − ,  

k k kt y = − ,   
1

k
k

 =


,   k k kt z = − . 

Случай 1. k kc t c z−  − . 

Покажем, что величину шага αk можно подобрать таким образом, чтобы данный 

случай никогда не реализовался, т.е. чтобы точка tk оказалась или внутри шара B, 

или между внутренностью шара В и точкой c (при этом не исключается kt X ). 

Сперва оценим kc z− . Записывая теорему о секущих для лучей czk и cv 

1k k k kc z c x c v c w+− − = − − , 

получаем 

 
2 2

1k kc z c x c R+− − = − . (3.7) 

Рассматривая треугольник с вершинами в точках O, zk, xk+1, находим 

2 2
1 2k kc z c x R h+− = − + − , 

где h – расстояние от нуля до луча czk. Поскольку d h , то  

 2 2
1 2 .k kc z c x R d+−  − + −  (3.8) 

Выражая 1kc x +−  из (3.7) и подставляя затем в (3.8), приходим к неравенству 

( )2 22 2 22 0k kc z R d c z c R− − − − − −  , 

откуда 

 
22 2 2

kc z R d c d−  − + − . (3.9) 

Далее, подберем αk таким образом, чтобы kc t−  было меньше правой части не-

равенства (3.9). Поскольку точка tk определяется как проекция с касательного направ-

ления к конусу K, то α ( ) (α )k k k k k k kt x p x r= + − + , где (α ) (α )k k kr o=  при α 0k → . 

Кроме того, согласно [1] имеет место оценка ( )
2

α
2γ

k k k k
M

r x s − , следовательно, 

(α )
α

α

α
α 1

2γ

k k
k k k k k

k

k
k k k k k k

r
c t x c p x

M
x c p x p x

 
−  − + − +   

 

 
 − + − + − 

 

. 

Отсюда и из (3.9) получаем, что αk должно удовлетворять неравенству 

22 2 2α
α 1

2γ

k
k k k k k k

M
p x p x R d c d x c

 
− + −  − + − − − 

 
. 
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Так как d R  и 

 
2 2 2 2:kx c V c d R d−  = − − − , (3.10) 

то 
22 2 2 2 22 0kR d c d x c T R d− + − − −  = −  . 

Стало быть, требуемое αk можно определить из неравенства 

2 2α α 0
2γ

k k k k k k
M

p x p x T− + − −  , 

из которого находим 

 

2
1 1

0 α

γ

k

k k

M T

M
x p

+ −


 

−

. (3.11) 

Поскольку k kx   и pk является проекцией точки ( )k kx f x−  на выпуклое 

множество k , то ( )k k kx p f x B−   . Используя это в (3.11), окончательно 

для рассматриваемого случая получаем оценку величины шага αk: 

 
γ

0 α 1 2 1
γ

k
MT

MB

 
  + −  

 
. (3.12) 

Случай 2. 10 k kc t c x + −  − . 

Данный случай соответствует расположению точки tk между внутренностью 

шара В и точкой c (причем не исключается kt X ), при этом, очевидно, kt R . 

Здесь, как и в [1], можно получить оценки 

 
2

k k k kt y D x s−  − , (3.13) 

 
2

2
k k k

M
t s B−  


,    k k ks x B−   , (3.14) 

 ( )2
1 λ 1k k k k kx t R c D x s+ −  − + + − , (3.15) 

где, напомним, величина λ 0k   определяется условием (2.1). 

Заметим, что согласно (3.15) порядок величины 1k kx t+ −  относительно 

k kx s−  определяется порядком величины λ 1k − . Покажем, что величину шага αk 

можно подобрать удовлетворяющей условию ( )2
λ 1k k kO x s− = − . При этом, 

не ограничивая общности, считаем, что λ 1k  , так как иначе ( ) ( )1 0k kf t f x +− =  

и αk будет оцениваться только из первых двух разностей (3.2). 

Из определения точки xk+1 имеем 

 1 1(1 )( )k k k kx t x c+ +− = −  − . (3.16) 

Положим { } \{ }k k k ku t y S y=  . Так как ku S  и kt c , то  

 k kt u R c−  + . (3.17) 
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Записывая теорему о секущих для лучей tkyk и tkzk 

1k k k k k k k kt y t u t x t z+− − = − −   

и апеллируя к (3.16), (3.17), получаем 

 ( ) 11 μk k k k k kt y R c x c t z+− +  − − − . (3.18) 

Как и в случае 1, выполнено равенство (3.7), из которого находим 

 
2 2

1 1k k k k kx c t z c R t c x c+ +− − = − − − − . (3.19) 

Подставляя (3.19) в (3.18) и учитывая, что μ 1k   и 1kx c V+ −  , имеем 

 ( ) 2 2

1 μ

k k
k

k

t y
R c c R V t c

−
+  − − −

−
. (3.20) 

Теперь убедимся, что найдется такое αk, для которого правая часть неравен-

ства (3.20) не меньше любого 0 N TV  . Во-первых, заметим, что 

k k k k k kt c t s s x x c−  − + − + − . 

Во-вторых, принимая во внимание (3.10) и (3.14), получаем 

2 2
2 22 2 α α

2γ 2γ
k k k

MB MB
c R V t c c R V V B V T B

      
   − − −  − − + +  − +   

      
      

. 

Очевидно, что правая часть последнего неравенства, а значит, и (3.20), не меньше 

N при 

 

1
2

α
2γ

k
N MB

T B
V

−
  

 − +     

. (3.21) 

Таким образом, из (3.20) находим 

1 μk k k

R c
t y

N

+
−  − . 

Так как kt R , то 1k   и 1k  , следовательно, с учетом (3.13) 

( )2
1 μk k k

D R c
x s

N

+
−  − . 

Отсюда вытекает, что при выполнении условия (3.21) справедлива оценка 

 
( )

( )

2

2
λ 1k k k

k k

D R c
x s

N x s D R c

+
−  −

− − +
. (3.22) 

Случай 3. 1k k kc x c t c z+−  −  − . 

Данный случай соответствует расположению точки tk внутри шара В, т.е. при 

этом kt R  и 1k  . Проводя рассуждения аналогично предыдущему случаю, 

в результате приходим к тому, что формула (3.21) остается без изменений, а 

оценка для 1 λk−  выглядит следующим образом: 

 
( )

( )

2

2
1 λk k k

k k

D R c
x s

N x s D R c

+
−  −

+ − +
. (3.23) 
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Объединяя соответствующие случаям 2 и 3 оценки (3.22) и (3.23), получаем 

 
( )

( )

2

2
λ 1k k k

k k

D R c
x s

N x s D R c

+
−  −

− − +
. (3.24) 

Теперь подберем αk так, чтобы выражение, стоящее в знаменателе правой  

части (3.24), было не меньше какого-либо числа 0 ζ N  . Поскольку 

αk k k k kx s x p− = − , то требуемое условие достигается при 

( )
2

2

ζ
αk

k k

N

x p D R c

−


− +
. 

Вспоминая, что k kx p B−   видим, что достаточно выбрать αk, удовлетворяю-

щее неравенству 

 
( )2

ζ
αk

N

B D R c

−


+
. (3.25) 

Таким образом, получаем 

 
( )2

λ 1
ζ

k k k

D R c
x s

+
−  − . (3.26) 

Так как αk k kx s B−  , то 
2 2

k kx s B E−   при αk E . С учетом этого и 

(3.15), (3.26), находим оценку для 1k kx t+ − : 

( )( )2

2
1

ζ
k k k k

D R c B DE R c
x t x s+

+ + +
−  − . 

Отсюда и из (3.6) получаем оценку разности ( ) ( )1k kf t f x +− : 

 

( ) ( )

( )( ) ( )( )
1

22 2

2
2ζ .

2ζ

k k

k k

f t f x

BD
R c R c B DE LBDE R c B DE x s

+− 

 − + + + + + + −
 (3.27) 

Объединяя оценки (3.3), (3.4), (3.27), для разности ( ) ( )1k kf x f x +−  в итоге 

имеем  

( ) ( )
2

1
1

α 2
k k k k

k

L
f x f x x s+

 + 
−  − − 

 
. 

Осталось подобрать αk так, чтобы выражение, стоящее в круглых скобках, бы-

ло положительным, например больше некоторого числа ε 0 : 

 
2

α
2ε

k
L


+  +

. (3.28) 

Поскольку все вышеприведенные оценки (3.5), (3.12), (3.25), (3.28) для вели-

чины шага αk не зависят от k, то для завершения доказательства леммы достаточ-

но положить A равным величине  



Дуллиев А.М. Минимизация гладкой функции на границе внешнего обобщенного сегмента сферы 

31 

 
γ 2

min , 1 2 1 ,
γ 2

M T
E

MB L

   
+ −    +  +   

 (3.29) 

и в качестве ε0 взять любое значения из интервала (0, A). Лемма доказана. 

Предложение. При любом выборе начальной точки 0x X  любая предельная 

точка *x  последовательности  | 0,1,2...kx k = , построенной по алгоритму, яв-

ляется стационарной, т.е. удовлетворяет условию 

 ( )* * *' , 0x f x x x  − = . (3.30) 

Доказательство. Поскольку функция ( )f x  непрерывна на компакте S X  и 

согласно лемме последовательность  ( )kf x  является невозрастающей, то 

 lim ( )k
k

f x
→

  − . (3.31) 

Кроме того, последовательность { }kx  имеет хотя бы одну предельную точку *,x  

которая, очевидно, лежит в S X . Пусть { }
mkx  – подпоследовательность, схо-

дящаяся к *.x  Из (3.1) и (3.31) следует, что существует lim
mk

m
p

→
, причем 

*lim
mk

m
p x

→
= . С другой стороны, ввиду непрерывности оператора проектирова-

ния ( )( ) pr ( ( ))xp x x f x
= −  на множестве X имеет место сходимость 

** * *pr ( ( ))
mk

m
p p x f x

→
→ = − , стало быть, * *p x= . 

Возьмем теперь произвольную точку 
*.x   Из равенства *( )f x =  

* * *( ( ))p x f x= − − по свойству проекций на аффинное множество следует, что 

* * * * * * * *( ), ( ), ( ( )), 0f x x x f x x p p x f x x p  − = − = − − − = , т.е. условие (3.30) 

выполняется. Предложение доказано. 
 

4. Численный эксперимент 
 

Экспериментальная проверка предложенного алгоритма была проведена на 

двух примерах в 3  с целевыми функциями соответственно 
2

1( , , ) ( 10)f x y z x= − +  

2 2( 3)y z+ + −  и 
2 2

2 ( , , ) sin 6 cos arctg( )yf x y z x x e z x y z= + − + − . Их градиенты удов-

летворяют условию Липшица в любом замкнутом шаре Br радиуса r > 0 с центром 

в нуле. Нетрудно заметить, что алгоритм применим для данных функций при до-

статочно больших r > R. В обоих примерах рассматривались сфера с радиусом 3, 

эллиптический конус, задаваемый уравнением 2 2 214( 1.7) 0.3( 5) 0x y z− + − − = , 

начальная точка (1.577; 1.571; 2.011). В качестве критерия останова выбиралось 

выполнение неравенства εk ks x−  , где  – заданная точность.  

Результаты численного эксперимента 

Пример 
Количество итераций для заданной точности 

10–3 10–4 10–5 10–6 

1 9 10 11 12 

2 8 9 10 12 
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Результаты расчетов приведены в таблице. В ней в зависимости от примера и 

точности указано количество итераций, произведенных до достижения заданной 

точности. 

 

 

5. Заключение 

 

При доказательстве леммы было получено не зависящее от k выражение (3.29), 

оценивающее сверху величину шага αk и тем самым обеспечивающее релаксаци-

онную сходимость алгоритма. Однако вместо выбора постоянного αk, которое 

требует вычисления величины T, можно пользоваться процедурой последова-

тельного уменьшения αk начиная с некоторого ˆk =   вплоть до выполнения 

условия (3.1) и условий для tk, соответствующих случаю 2 или 3 из доказатель-

ства леммы. Также заметим, что выбор параметров N, C, , ,  до некоторой сте-

пени произволен и определяется условиями (2.3). 

Очевидно, что основные вычислительные затраты алгоритма приходятся на 

решение вспомогательной задачи проектирования точки на выпуклый конус. Не-

трудно показать, что в определенных случаях эту задачу можно решать доста-

точно эффективно. В частности, когда конус K является конусом второго порядка 

в n  при 3n   или круговым конусом, проекция определяется в явном виде; 

если K – конус второго порядка в n  при 4n  , то для нахождения проекции 

можно воспользоваться методами внутренней точки [5]. 
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1. Introduction 

 

In the theory of algebraic systems there exist algebraic systems with a set of one 

type algebraic operations. Let us give some examples of these algebraic systems.  

A brace (skew brace) is a set with two group operations, which satisfy some axioms 

([1, 2]). A generalization of skew braces was suggested in the paper by Bardakov–

Neshchadim–Yadav [3], where brace systems were introduced as a set with a family of 

group operations connected by some axioms. 

Dimonoids were introduced by J.L. Loday [4] in his construction of a universal  

enveloping algebra for the Leibniz algebra. A dimonoid is a set with two semigroup 

operations which are connected by a set of axioms. The construction of a free dimonoid 

generated by a given set was presented in [4] and applied to the study of free dialgebras 

and cohomology of dialgebras. Structural properties of free dimonoids have been in-

vestigated by A.V. Zhuchok in [5]. In [6], a construction of a free product of arbitrary 

dimonoids was presented. It generalizes the free dimonoid and describes its structure. 

Dimonoids are examples of duplexes which were introduced by T. Pirashvili in [7].  

A duplex is an algebraic system with two associative binary operations (without added 

connections between these operations). T. Pirashvili constructed a free duplex generated 

by a given set via planar trees and proved that the set of all permutations forms a free 

duplex on an explicitly described set of generators. 

In [8], N. Koreshkov introduced n -tuple semigroup as an algebraic system  

( ,* , )S i Ii=   

such that ( ,* )iS  is a semigroup for any i I  and with the following axiom which con-

nects these operations, 

( * )* * ( * ),   , , ,   , .i j i ja b c a b c a b c S i j I=    

The free n-tuple semigroup of an arbitrary rank was first constructed in [9]. 

In the present paper we define homogeneous algebraic systems (see Definition 2.1). 

Particular cases of these systems are semigroup (monoid, group) system

( ,* , )iG i I=  , where ( ,* )iG  is a semigroup (monoid, group) for any i I . An  

example of a semigroup system with two operations is a duplex. We call  a multi-

semigroup (multi-monoid, multi-group) if the operations are connected by the follow-

ing condition 

( * )* * ( * ),   , , ,   , .i j i ja b c a b c a b c G i j I=    

An example of a multi-semigroup with n  operations is an n-tuple semigroup [8]. 
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V.G. Bardakov and D.A. Fedoseev [10] considered quandle systems ( ,* , )iQ i I=  , 

where ( ,* )iQ  is a quandle for any i I , and defined a multiplication * *i j
 of the opera-

tions *i  and * j
 by the rule 

(* * ) ( * )* ,    , .i j i jp q p q q p q Q=   

In the general case, the algebraic system ( ,* * )i jQ  is not a quandle, but if the opera-

tions satisfy the axioms 

( * )* ( * )* ( * ),  ( * )* ( * )* ( * ),    , , ,i j j i j j i i j ix y z x z y z x y z x z y z x y z Q= =   

then ( ,* * )i jQ  and ( ,* * )j iQ are quandles. V. Turaev called quandle systems that satis-

fy the last axioms for all ,i j I  multi-quandles and gave them a topological interpre-

tation (see [11]). 

In 1971, V.M. Buchstaber and S.P. Novikov [12] introduced a notion of n-valued 

group in which the product of each pair of elements is an n-multi-set, the set of n ele-

ments with multiplicities. An appropriate survey on n -valued groups and its applica-

tions can be found in [13]. 

If we have a group system ( ,* , ),iG i I=   where ,I n=  we can define n-valued 

multiplication  

1 2* [ * , * , , * ],   , ,na b a b a b a b a b G=    

and study the algebraic system ( ,*)G . In [14], connections between group systems and 

n-valued groups were investigated. It was proved that if all groups ( ,* )iG  have  

a common unit and ( ,*)G  is an n-valued group, then * *i j=  for all 1 , .i j n   

In the present paper we study connections between skew braces and dimonoids and 

define a semigroup systems on the set of square matrices. We investigate semigroup 

systems on the set of matrices ( )nM  and give an answer on a question from [14]. 

Also, we construct some rack systems and multi-racks on the set V G , where V is  

a vector space of dimension n over a field ,  G is a subgroup of ( )nGL . 

The paper is organized as follows. 

In Section 2 we introduce homogeneous algebraic systems which include the alge-

braic systems from the introduction.  

In Section 3 we construct some group systems on the set of square matrices over  

a field and give an answer on a question from [14]. 

In Section 4, rack systems on the set V G , ( )nG GL  are defined. 

In Section 5, the connection between skew braces and dimonoids is established. 
 

2. Homogeneous algebraic systems 
 

In this section we introduce homogeneous algebraic systems.  

Definition 2.1. Let ( , , )iA f i I=   be an algebraic system with a set of algebraic 

operations if  of arity in . It is said to be an m-homogeneous I-system if all arities in

are equal to m. In particular, if I n= , we will say about an m-homogeneous n-system. 

If 2m = , we will say instead 2-homogeneous n-system on groupoid n-system or simply 

on a groupoid system.  
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A typical example is a ring ( , , )K +  that is a groupoid 2-system. Other examples of 

2-homogeneous I-systems are a semigroup (monoid, group) system ( ,* , )iG i I=  , 

where ( ,* )iG  is a semigroup (monoid, group) for all i I . An example of a semigroup 

system with two operations is a duplex. We call a system  a multi-semigroup (multi-

monoid, multi-group) if the operations are connected by the following condition 

( * )* * ( * ),   , , ,   , .i j i ja b c a b c a b c G i j I=    

An example of a multi-semigroup with n operations is an n-tuple semigroup (see [8]). 

Let us give other examples of semigroup systems.  

Skew braces (see [1, 2]). A triple ( , , )G   , where ( , )G   and ( , )G   are groups, is 

said to be a skew (left) brace if 
1

1 2 3 1 2 1 1 3( ) ( ) ( )g g g g g g g g−  =      

for all 1 2 3, ,g g g G , where 1

1g −  denotes the inverse of 1g  in ( , )G  . We call ( , )G    

the additive group and ( , )G   the multiplicative group of the skew left brace ( , , ).G     

A skew left brace ( , , )G    is said to be a (left) brace if ( , )G   is an abelian group. In this 

case we will use the notation +  instead   in additive group. We see that a skew left 

brace is an example of group system with 2 operations. 

Dimonoids (see [4, 15]). A dimonoid is a set X together with two binary operations 

 and  satisfying the following axioms: 
1 2

3

4 5

( ) ( ) ( ),

( ) ( ),

( ) ( ) ( )

x y z x y z x y z

x y z x y z

x y z x y z x y z


= =


=


 = =


 

for all ,x y , .z X  Observe that relations 1  and 5  are the “associativity”' of the pro-

ducts  and  respectively.  

The typical examples of dimonoid are the following.  

a) Let M  be a monoid. Put D M M=   and define the products by  

( , ) ( , ) : ( , ),

( , ) ( , ) : ( , ).

m n m n m nm n

m n m n mnm n

   

   

=

=
 

Then ( , , )D=  is a dimonoid.  

b) Let G be a group and X be a G-set. The following formulas define a dimonoid 

structure on X G : 

( , ) ( , ) : ( , ),

( , ) ( , ) : ( , ).

x g y h x gh

x g y h g x gh

=

= 
 

We see that a dimonoid is an example of a group system with 2 operations. 

 

3. Group systems and multi-groups 

 

Let ( )nM  be a set of n n  matrices over a field .  The next multiplication was 

defined in [14]: 
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1 2, , , 1 2 1 2* ,    , ,   , ( ),s t M M nA B sAM B tAM B s t M M M= +    

and the following was formulated: 

Question 3.1. What can we say on this multiplication? What algebraic systems one 

can construct using these multiplications? Is there z connection of these multiplications 

with non-standard matrix multiplications that were studied in [18]? 

Let us find conditions under which 
1 2, , ,( ( ),* )n s t M MM  is a semigroup. It is need to 

check axiom of associativity, 

1 2

1 2 1 1 2 2

( * )* ( )*

( ) ( ) .

A B C sAM B tAM B C

s sAM B tAM B M C t sAM B tAM B M C

= + =

= + + +
 

On the other side, 

1 2

1 1 2 2 1 2

*( * ) *( )

( ) ( ).

A B C A sBM C tBM C

sAM sBM C tBM C tAM sBM C tBM C

= + =

= + + +
 

We have a system 

1 1 1 1

2 1 1 2 1 2 2 1

2 2 2 2

;

;

.

AM BM C AM BM C

AM BM C AM BM C AM BM C AM BM C

AM BM C AM BM C

=


+ = +
 =

 

It is easy to see that ( * )* *( * )A B C A B C= . 

Lemma 3.2. The multiplication 
1 2, , ,*s t M M  is associative. 

Corollary 3.3. The algebraic system 
1 2, , , 1 2( ( ),* , , , , ( ))n s t M M nM s t M M M   is 

a semigroup system. 

Let us check, is this semigroup system a multi-semigroup. Let we have two different 

multiplications: 
1 2 1 2, , , , , ,* * ,s t M M p q N N=  =   and check the axiom 

( * ) *( ).A B C A B C =   

The left hand side: 

1 2

1 2 1 1 2 2

( * ) ( )

( ) ( ) .

A B C sAM B tAM B C

p sAM B tAM B N C q sAM B tAM B N C

 = +  =

= + + +
 

The right hand side: 

1 2

1 1 2 2 1 2

*( ) *( )

( ) ( ).

A B C A pBN C qBN C

sAM pBN C qBN C tAM pBN C qBN C

 = + =

= + + +
 

We get a system 

1 1 1 1

2 1 2 1

1 2 1 2

2 2 2 2

;

;
.

;

.

AM BN C AM BN C

AM BN C AM BN C

AM BN C AM BN C

AM BN C AM BN C

=


=


=
 =

 

Since this system is true for all matrices, we obtain 

Proposition 3.4. The semigroup system 
1 2, , , 1 2( ( ),* , , , , ( ))n s t M M nM s t M M M 

is a multi-semigroup. 
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Let us find the unit element: 

1 2* .A X sAM X tAM X A= + =  

It means that 1

1 10, 1, .t s M X E X M −= = =  =  

Hence, (*) 1

1 1* , .A X AM X E M −= =  On the other side, 1*X A XM A A= = . 

Lemma 3.5. We have the unit element only for multiplication * ,A B AMB=  
(*) 1det 0, .M E M − =  

The inverse element 
(*) 1* .A Y E AMY M −=  =  Hence, 

1 1 1.Y M A M− − −=  

Theorem 3.6. 1) Let ( )nM M , det 0M  . Then ( ( ),* )n MGL  is a group  

with the product *MA B AMB= , with unit element (*) 1E M −=  and inverse 

(*) 1 1 1.A M A M− − −=  

2) The algebraic system ( ( ),* , ( ))n M nGL M GL  is a group system. 

 

4. Rack systems 

 

Some examples of quandle systems and multi-quandles can be found in [10, 11].  

In this section we give some other examples. At first, recall basic definitions. 

Definition 4.1. ([16, 17]). 

A quandle is a non-empty set Q with a binary operation ( , ) *x y x y  satisfying 

the following axioms: 

(Q1) *x x x=  for all x Q , 

(Q2) for any ,x y Q  there exists a unique z Q  such that *x z y= , 

(Q3) ( * )* ( * )*( * )x y z x z y z=  for all , ,x y z Q . 

An algebraic system satisfying only (Q2) and (Q3) is called a rack. Many interesting 

examples of quandles come from groups. 

Example 4.2. 

1. If G is a group, m is an integer, then the binary operation * m m

ma b b ab−=  turns 

G into the quandle Conj ( )m G  called the m -conjugation quandle on G. If 1m = , this 

quandle is called a conjugation quandle and is denoted as Conj( ).G  

2. A group G with the binary operation 
1*a b ba b−=  turns the set G into the quandle 

Core( )G  called the core quandle of G. In particular, if nG = , the cyclic group of 

order n, then it is called the dihedral quandle and denoted by .nR  

3. Let G be a group and Aut( ).G  Then the set G with the binary operation 

1* ( )a b ab b−

 =   forms a quandle (Alex , )G   referred as the generalized Alexander 

quandle of G with respect to φ. 

From the last example, it follows that if ( ),nQ GL=  Aut( ( )),nGL  then we 

can define a quandle system ( ,* , Aut( ( ))).nQ GL   

In the present section we study the following question: what rack (quandle) systems 

can be defined on ,V G  where V is a vector space of dimension n over a field ,   

G is a subgroup of ( )?nGL  On the set Q V G=  , we can define the operation 
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1( , ) ( , ) ( , ( ) ),    , ,   , ,   ( ).a A b B Ab AB B a b V A B G Aut G− =      

In this case 

( , ) ( , ) ( , ( ) ) ( , ).a A a A Aa E A Aa A =  =  

It means that A E= ; hence, { }G E=  is the trivial group. 

The second quandle axiom: 
1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ( ) ).u X a A b B u X a A Xa XA A− =   =   

Hence,  
1 1,   ( ) .Xa b X BA A− −= =   

It means that such element ( , )u X  exists but it is not unique.  

Let us check the third quandle axiom: 

(( , ) ( , )) ( , ) (( , ) ( , )) (( , ) ( , )).a A b B c C a A c C b B c C  =     

The left-hand side: 
1 1 1 1(( , ) ( , )) ( , ) ( , ( ) ) ( , ) ( ( ) , ( ( ) ) ).a A b B c C Ab AB B c C AB Bc AB BC C− − − −  =   =     

The right-hand side: 
1 1

1 1

(( , ) ( , )) (( , ) ( , )) ( , ( ) ) ( , ( ) )

( ( ) , ( ( ) ).

a A c C b B c C Ac AC C Bc BC C

AC CBc AC C

− −

− −

   =    =

=   
 

We have the system 
1 1

1 1 1

( ) ( ) ,

( ( ) ) ( ( ) ).

AB Bc AC CBc

AB BC C AC C

− −

− − −

 = 


  =  
 

Since 1* ( )A B AB B−=   satisfies the quandle operation, the second equation is 

true. Consider the first equation of the system. It is equivalent to the equality 
1 1( ) ,AB CA C− − =  

which must be true for arbitrary , ,A B C G . Evidently, this is true for the trivial group. 

Let us define the operation (see [19]) 
1( , ) ( , ) ( , ),    , ,   , ,a A b B Ab ABA a b V A B G− =    

and check the left self-distributivity, 

( , ) (( , ) ( , )) (( , ) ( , )) (( , ) ( , )).a A b B c C a A b B a A c C  =     

Since 
1 1 1( , ) (( , ) ( , )) ( , ) ( , ) ( , )a A b B c C a A Bc BCB ABc ABCB A− − −  =  =  

and 
1 1 1 1(( , ) ( , )) (( , ) ( , )) ( , ) ( , ) ( , ),a A b B a A c C Ab ABA Ac ACA ABc ABCB A− − − −   =  =  

the left self-distributivity holds. 

Let us take n  and define more general operation, 

( , ) ( , ) ( , ),    , ,   , .n n n

na A b B A b A BA a b V A B G− =    

Check the left self-distributivity, 

( , ) (( , )) (( , )) ( , ) ( , ) ( , ),n n n n n n n n n

n n na A b B c C a A B c B CB A B c A B CB A− − −  =  =  

(( , ) ( , )) (( , ) ( , )) ( , ) ( , )

( , ).

n n n n n n

n n n n

n n n n n n

a A b B a A c C A b A BA A c A CA

A B c A B CB A

− −

− −

   =  =

=
 



Kozlovskaya T.A. Multi-groups 

41 

Hence, the operation ( , ) ( , ) ( , )n n n

na A b B A b A BA− =  is left self-distributive. 

Let us check the left divisibility axiom: ( , ) ( , ) ( , )na A u X b B = . We have  

( , ) ( , ) ( , ).n n n

na A u X A u A XA− =  

Hence,  

,

.

n

n n

u A b

X A BA

−

−

 =


=
 

Since this system has a unique solution, the left divisibility holds. 

Summarizing the previous calculations, we get 

Theorem 4.3. Let ( , )Q V G= , where V is a vector space of dimension n over a 

field ,  G be a subgroup of ( ).nGL  Then the algebraic system ( ,* , )nQ n  , where 

( , ) ( , ) ( , ),    , ,   , ,n n n

na A b B A b A BA a b V A B G− =    

satisfies the following axioms: 

1) left self-distributivity, 

( , ) (( , ) ( , )) (( , ) ( , )) (( , ) ( , )),   , , ,   , , .n n n n na A b B c C a A b B a A c C a b c V A B C G  =       

2) left divisibility, 

for any ( , ), ( , )a A b B Q  there is unique ( , )u X Q  such that 

( , ) ( , ) ( , ).na A u X b B =  

From this theorem follows 

Corollary 4.4. The algebraic system ( ,* , ),op

nQ n  where the opposite operations 

are defined by the rules 

( , )* ( , ) ( , )* ( , )op

n na A b B b B a A=  

is a rack system. 

 

5. Connection between skew braces and dimonoids 

 

In this section we find some connections between skew braces and dimonoids. 

Proposition 5.1. Let ( , )G   be a group.  

1) If a b ab = , then ( , , )G    is a skew brace. If ,a b a b ab= =  then we get  

a dimonoid. 

2) If a b ba = , then ( , , )G    is a skew brace. If a b ab=  and ,a b ba=  then 

( , , )G is not a dimonoid.                □  

The binary operation  is associative since it corresponds to the product in group G. 

Let us check the following axiom: 

( ) ( ).a b c a b c=  

So let us compute both sides of equation: 

( ) ( ),ba c c ba=  

( ) ( ) .a cb cb a=  

Since they are the same, the operation is associative. 

Let us check the following axiom: ( ) ( ).a b c a b c=  We have .cba bca=  

Therefore, it must satisfy bc cb=  and this group is Abelian group. 
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It means that if ,a b a b ab= =  then ( , , )G  is a dimonoid.                            ■ 

If we a have a skew brace ( , , ),G    then we can define operations ,a b ab=  

a b a b=   and formulate the question: is ( , , )G  a dimonoid? 

The next example shows that in a general case the answer is negative. 

Example 5.2. Let us take the brace ( , , )+  , where ( , )+  is the infinite cyclic 

group and ( 1) , ,aa b a b a b = + −  .  

Note that 

, ;
( 1)

, .

a
a b if a is even

a b a b
a b if a is odd

+
 = + − = 

−
 

Put 

, .a b a b a b a b= + =   

It is evident that the associativity holds for the binary operations  and . Let us 

check that  

( ) ( ).a b c a b c=  

We have that  

if are even;

, if is even; if is odd and is even;
( )

, if is odd. if is even and is odd;

if are od

an

.

d

and d

a b c a b

b c b a b c a b
a b c a

b c b a b c a b

a b c a b

+ +


+ − − 
  =  = 

− + − 
 − +

 

On the other side we get 

, if is even;
( )

, if is odd.

a b c a
a b c

a b c a

+ +
 + = 

− −
 

Let us take 2,a =  3,b =  4.c =  Then ( ) 1.a b c a b c= + − =  On the other side, 

( ) 9.a b c a b c= + + =  

Therefore, the skew brace ( , , )+   is not a dimonoid. 

At the end, we formulate the following questions. 

Question 5.3. Under which conditions a skew brace ( , , )G    is a dimonoid with  

respect to the operations , ?a b ab a b a b= =   

Question 5.4. Let ( ,* , )iG i I=   be a semigroup system. Define a product of 

semigroup operations, 

(* * ) ( * )* ,   , .i j i jg h g h h g h G=   

Find necessary and sufficient conditions under which ( ,* * )i jQ  is a semigroup. 
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Аннотация. Прочность компактного образца при нормальном отрыве исследована 

с помощью модифицированной модели Леонова–Панасюка–Дагдейла, использующей 

дополнительный параметр – поперечник зоны пластичности (ширину зоны предраз-

рушения). Предложен двухпараметрический критерий разрушения для трещин I типа 

в упругопластическом материале, включающий в себя деформационный критерий, 

который сформулирован в вершине трещины, а также силовой критерий, сформу-

лированный в вершине модельной трещины. Подробно проанализированы опреде-

ляющие уравнения аналитической модели в зависимости от характерного линейного 

размера структуры материала. Получены простые формулы для критической разру-

шающей нагрузки и длины зоны предразрушения при квазихрупком и квазивязком 

разрушении. Построены диаграммы квазихрупкого разрушения компактного об-

разца в условиях плоской деформации и плоского напряженного состояния. 

Ключевые слова: хрупкое, квазихрупкое и квазивязкое разрушение, двухпарамет-
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tip, a two-parameter (coupled) criterion for quasi-brittle fracture is developed for type I 

cracks in an elastoplastic material. The coupled fracture criterion includes the defor-

mation criterion attributed to the crack tip and the force criterion attributed to the model 

crack tip. The lengths of the original and model cracks differ by the length of the pre-

fracture zone. Diagrams of the quasi-brittle fracture of the specimen under plane strain 

and plane stress conditions are constructed. The constitutive equations of the analytical 

model are analyzed in terms of the characteristic linear dimension of the material struc-
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and pre-fracture zone length for quasi-brittle and quasi-ductile fractures are obtained. The 

parameters in the presented model of quasi-brittle fracture are analyzed. It is proposed to 

select the parameters of the model according to the approximation of the uniaxial tension 

diagram and the critical stress intensity factor. 
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Введение 

 

Неизбежное наличие трещин является одним из важных факторов, вызываю-

щих разрушение в машиностроительных конструкциях. Поэтому проблемы построе-

ния простых, пригодных для инженерных расчетов аналитических моделей процесса 

разрушения материалов и конструкций являются актуальными [1–5]. Отметим, что 

при использовании когезионной модели [4] отсутствуют параметры, описывающие 

поперечник зоны предразрушения и структуру самой зоны предразрушения. Однако 

трещины часто оказываются межзеренными, и наличие периодической структуры 

существенно влияет на раскрытие трещин. В [5] показано, что критерии разруше-

ния, учитывающие характерный размер структуры материала, позволяют расши-

рить область применения по сравнению с традиционными критериями.  

Настоящая публикация является естественным продолжением и обобщением 

работ [6–8] по исследованию распространения трещины. Представление зоны 

предразрушения в виде прямоугольника получено с использованием модифици-

рованной модели Леонова–Панасюка–Дагдейла (ЛПД) на основе подхода Нейбе-

ра–Новожилова для материалов со структурой. Учет характерного линейного 

размера материала позволил вывести простые, пригодные в инженерных прило-

жениях соотношения для критической нагрузки и критической длины зоны 
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предразрушения, а также построить диаграммы разрушения. Предлагаемая мо-

дель использует неклассическую схему разрушения материала, когда кроме 

сплошного и разрушенного состояний рассматривается некоторое промежуточ-

ное состояние материала с накопленными повреждениями. Полученные в работе 

результаты дают возможность оценивать несущую способность конструкций с тре-

щинами в более широком диапазоне условий нагружения, чем это позволяют 

однопараметрические критерии механики разрушения. 
 

Постановка задачи 
 

Рассмотрим компактный образец шириной w, высотой H с начальной трещи-

ной длины l0, растягиваемый силами P (рис. 1). Размеры образца соответствуют 

рекомендациям в [9, 10]. Поверхность трещины свободна от нагрузок, реализуется 

I мода разрушения. Материал образца предполагается идеальным упругопласти-

ческим материалом с (σ–ε)-диаграммой одноосного деформирования, показанной 

на рис. 2. Здесь σY – предел текучести, ε0 – максимальная упругая деформация,  

ε1 – предельная деформация до разрушения. Введем параметр I 1 0 0( ) / =  −   , 

характеризующий отношение предельной неупругой деформации к максималь-

ной упругой. Величину I  можно трактовать как относительную длину площад-

ки текучести (коротко – показатель пластичности). Материал образца обладает 

определенной структурой, имеет квазихрупкий или квазивязкий тип разрушения, 

причем характерный линейный размер d структурного элемента (например, сред-

ний диаметр зерна, эффективный диаметр структур разрушения [6]) предполага-

ется известным. 
 

 
а                                                                 b 

Рис. 1. Схема нагружения компактного образца (а); эпюры номинальных напряжений  

при растяжении σs и изгибе σf (b) 

Fig. 1. (a) Loading scheme of a compact specimen and (b) diagrams of nominal stresses  

for a specimen under tension σs and bending σf 
 

Примем простейшую аппроксимацию реальной (σ–ε)-диаграммы исследуемого 

материала двухзвенной ломаной. При такой аппроксимации исходный материал 

подменяется идеальным упругопластическим материалом, имеющим предельную 

деформацию. При достижении предельной деформации материал разрушается. 
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На рис. 2, а изображены исходная (σ–ε)-диаграмма (кривая 1) и ее двухзвенная 

аппроксимация (кривая 2). Параметры этой аппроксимации подбираются так, 

чтобы площади под кривыми 1 и 2 совпадали. Кривая 2 полностью определяется 

следующими параметрами: E – модуль Юнга, σY – предел текучести при одноос-

ном растяжении, ε1 – предельная деформация. Максимальная упругая деформа-

ция ε0 связана с пределом текучести соотношением Y 0E =  .  

 

 
а                                                  b 

Рис. 2. Исходная (σ–ε)-диаграмма материала (кривая 1) и ее (кривая 2) двухзвенная ап-

проксимация (а); соответствие точек 1–4 диаграммы деформирования точкам 1’–4’ зоны 

предразрушения в окрестности вершины трещины (b) 

Fig. 2. (a) Initial (σ–ε) diagram of the material (curve 1) and its bilinear approximation  

(curve 2); (b) the correspondence of points 1–4 of the deformation diagram to points 1’–4’ of  

the pre-fracture zone in the vicinity of the crack tip  

 

Модифицированная модель Леонова–Панасюка–Дагдейла 

 

Кроме реальной трещины длиной l0 введем в рассмотрение модельную тре-

щину, длина которой 0l l b= + , причем зона предразрушения длиной b располо-

жена на продолжении реальной трещины. Задача о разрушении имеет два линей-

ных масштаба: 1) диаметр зерна d – постоянная величина, определяемая структу-

рой материала; 2) длина зоны предразрушения b, которая зависит от длины ре-

альной трещины, интенсивности нагружения и механических свойств материала.  
 

 
а                                                                b 

Рис. 3. Модифицированная модель ЛПД: нормальные напряжения, действующие  

на продолжении модельной трещины (а); аппроксимация пластической зоны  

прямоугольной зоной предразрушения (плоское напряженное состояние) (b) 

Fig. 3. (a) Modified LPD model: normal stresses along the extension of the model crack  

and (b) the approximation of a plastic zone by a rectangular pre-fracture zone (plane stress)  
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Подчеркнем, что при однократном нагружении квазихрупких материалов 

критическая длина зоны предразрушения bc – вполне определенный параметр  

( 0c cl l b= +  – критическая длина макротрещины). На рис. 3 показаны нормальные 

напряжения σy = σY, действующие в модифицированной модели ЛПД [6–8] на 

продолжении трещины (а), и аппроксимация пластической зоны прямоугольной 

зоной предразрушения (b). Заметим, что в классической модели ЛПД [11] попе-

речник пластической зоны a = 0. Напряжения σy = σY, действующие на берегах 

модельной трещины в зоне предразрушения, препятствуют раскрытию трещины и 

тем самым устраняют сингулярность поля напряжений в окрестности ее вершины. 
 

Сдвоенный критерий разрушения 
 

В соответствии с предлагаемой модификацией модели ЛПД надо различать 

вершины реальной и модельной трещин. На рис. 2, b приведена схема, каче-

ственно поясняющая взаимосвязь между точками 1, 2, 3, 4 на (σ–ε)-диаграмме и 

точками 1’, 2’, 3’, 4’ в зоне предразрушения, расположенными на продолжении 

реальной трещины слева от нее. Вне зоны предразрушения материал деформиру-

ется упруго, на границе этой зоны он начинает деформироваться неупруго, при 

этом точки зоны предразрушения находятся в области неупругого деформирова-

ния материала. В модели ЛПД предполагается, что на продолжении модельной 

трещины реализуется одноосное растяжение [11], поскольку к берегам трещины-

разреза приложены постоянные напряжения σY, которые притягивают берега друг 

к другу и, следовательно, действуют на материал растягивающим образом. В до-

критическом состоянии материал в вершине реальной трещины претерпевает 

удлинение 1   , которое в критическом состоянии совпадает с критическим 

удлинением 1 =   (см. в точке 4 на рис. 2, b). Пластическая зона в окрестности 

вершины трещины приближенно показана на рис. 3, b для случая плоского напря-

женного состояния.  

Для построения модели разрушения компактного образца воспользуемся ин-

тегральным критерием разрушения Нейбера–Новожилова [7]: 

 
Y

0

1
( ,0) , 0

d

y x dx x
d

 =   , (1) 

 ( ) , 0c cb x− =  v . (2) 

Здесь ( ,0)y x  – нормальные напряжения на продолжении модельной трещины; 

Oxy – прямоугольная система координат с началом в вершине модельной трещи-

ны, ось Ox направлена вдоль трещины (см. рис. 3, а); ( ) 2 ( ,0)x x=v v  – раскрытие 

модельной трещины ( 0x  ); c  – критическое раскрытие модельной трещины; 

при величине раскрытия, равной критическому значению, разрушается структура 

материала в вершине реальной трещины, bc – критическая длина зоны предраз-

рушения. По терминологии Новожилова критерий разрушения (1) называется 

необходимым, а совокупность условий (1), (2) – достаточным критерием разру-

шения; критические величины, полученные по достаточному и необходимому 

критериям разрушения, помечены нижними индексами c и 0 соответственно. 

Критерий (1) называется необходимым, потому что он контролирует начало про-
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цесса разрушения, критерий (1), (2) называется достаточным, поскольку при выпол-

нении обоих условий (1) и (2) происходит окончательное разрушение образца. 

Предлагаемый критерий (1), (2) является сдвоенным: деформационный критерий 

разрушения (2) сформулирован в вершине исходной трещины, а силовой крите-

рий (1) для нормальных напряжений с учетом осреднения сформулирован в вер-

шине модельной трещины. 
 

Построение диаграмм квазихрупкого разрушения 
 

Поле нормальных напряжений ( )y x  на продолжении модельной трещины 

0x   можно представить в виде суммы двух слагаемых [12]: 

 I( )
2

y nom

K
x

x
 = + 


, (3) 

где 
nom s f =  +   – номинальные напряжения, иначе оценка регулярной части 

поля напряжений в окрестности вершины модельной трещины; σs и σf – номи-

нальные напряжения при растяжении и изгибе соответственно (см. рис. 1, b); 

I I I 0p bK K K= +   – суммарный КИН; 
I 0pK   – КИН, порождаемый приложен-

ными к компактному образцу силами P; I 0bK   – КИН, порождаемый постоян-

ными напряжениями σY, действующими в зоне предразрушения. Первое и второе 

слагаемые в соотношении (3) – сингулярная и регулярная части решения соответ-

ственно. Первое равенство (1) сдвоенного критерия контролирует достижение 

осредненными напряжениями на продолжении модельной трещины предела те-

кучести σY, а второе равенство (2) сдвоенного критерия описывает нормальный 

отрыв в вершине реальной трещины.  

Выражение КИН 
IpK , обусловленного заданными условиями испытаний ком-

пактных образцов, можно представить в виде [9. С. 35; 13. С. 363]: 

 
I ( ),p s

P
K lY

tw
=    (4) 

где 2 3 4( ) 16,7 104,375 369,544 573,781 360,517sY  = −  +  −  +  , /l w = . КИН IbK  

вычисляется следующим образом [9. С. 117; 13. C. 114]: 

 I Y

2
arccos 1b

b
K l

l

 
= −  − 

  
. (5) 

Интегрируя в (1) с учетом (3), находим 

 I

0

1 2
( ,0) 1

d

y s f

d
x dx K

d d w l

 
 = +  +  − 

 − 
 . (6) 

В приближении сопротивления материалов номинальные напряжения σs и σf 

представим так: 

 
2 2

3 ( ) 1 /
, 3 , .

( ) 1 / ( ) (1 / )
s f

P P w l l w P

t w l l w twt w l l w

 + +
 = =  = =   =

− − − −
 (7) 

Тогда критерий (1) с учетом (6), (7) запишется в виде: 

 I

2
r c YK Y

d
+  = 


, (8) 
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2

3 1
( )

c

r

c cc

wlw d
Y

w l w lw l

 
= + − 

− −−  
, (9) 

где / ( )c cP tw =  – критическое напряжение, Pc – критическая нагрузка, lc – кри-

тическая длина трещины.  

Преобразуем (8), используя для КИН I I IbK K K= +  соотношения (4), (5): 

 ( )
2 2

arccos 1 1c

c s c r c

c

b
l Y Y

l d

  
  − − = −   

    
. (10) 

Здесь Y/c c =    – безразмерное критическое напряжение, bc – критическая 

длина зоны предразрушения.  

Величину раскрытия трещины 2 ( )xv  в уравнении (2) представим в виде [11]:  

 I

1 2
( ) , 0

2

x
x K x

G

 + −
= 


v , (11) 

где κ – параметр вида напряженного состояния: 3 4 = −   для плоской деформа-

ции, (3 ) / (1 ) = −  +   для плоского напряженного состояния. Модуль сдвига 

материала G дается формулой Y 0(2(1 )) (2 (1 ))G E= +  =   +  , так как для иде-

ального упругопластического материала Y 0E =   . Критическое раскрытие мо-

дельной трещины c  в соотношении (2) зависит от запаса пластичности 1 0 −   

исследуемого материала и ширины зоны предразрушения a в вершине реальной 

трещины. Будем вычислять раскрытие по формуле  

 1 0( )c m a =  −  , (12) 

где m – поправочный коэффициент.  

Конечно, границы реальных пластических зон в окрестности вершины тре-

щины лишь приближенно похожи на конфигурации, изображенные в [11]. При 

плоском напряженном состоянии с увеличением нагрузки узкая область пласти-

ческих деформаций распространяется прямолинейно от вершины трещины по ее 

оси, принимая форму, похожую на узкий вытянутый прямоугольник. Такую форму 

пластической зоны, особенно при поперечном сдвиге, и преимущественное 

направление распространения трещины вдоль ее оси можно наблюдать как в чис-

ленных, так и в лабораторных экспериментах. В связи с этим в работе [8] для 

уточнения выражения поперечника зоны предразрушения в соотношение (12) 

введен поправочный коэффициент m. Для определения величины этого коэффи-

циента необходимо использовать непосредственно данные численного либо ла-

бораторного эксперимента. 

Поперечник a зоны предразрушения в (12) полагаем пропорциональным 

удвоенному максимальному размеру пластической зоны для трещины нормаль-

ного отрыва в идеально пластических телах [14. С. 290]: 

 

2 2

I I

Y Y

9(1 )
( )

2 2(2 )

K K
a q 

   − 
= =    

 +     
. (13) 

Это оценка для плоской деформации. Для плоского напряженного состояния 

/ 4q =   [14. С. 282]. Например, при 0.33 =  получим 0.415q =  для плоской 
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деформации и 0.785q =  для плоского напряженного состояния. Критическая 

величина раскрытия модельной трещины c  в соотношении (12) соответствует 

переходу материала в вершине реальной трещины в критическое состояние и его 

разрушению. 

Подставляя выражения (11)–(13) в уравнение (2), получим уравнение  

 

2

I

I 1 0

Y

21
( )

2

c

c

b K
K m q

G


  +

=  −   
  

. (14) 

Учитывая выражение Y 0(2 (1 ))G =   +   и используя для I I IbK K K= +  со-

отношения (4), (5), запишем уравнение (14) в виде: 

 
2I

22
arccos 1 ( )

( 1)(1 )

c c

c s c c s c

c

b b mq
l Y l Y

l

   
  − − =        + +   

, (15) 

где I 1 0 0( ) / =  −    – параметр, характеризующий запас пластичности при одно-

осном растяжении.  

Теперь систему уравнений (10), (15), равносильную исходной системе урав-

нений (1), (2) при указанном выборе выражений для нормального напряжения 

( ,0)y x , раскрытия трещины 2 2 ( )x=v v  и I I IbK K K= + , можно записать в виде: 

 ( )
2

arccos 1 1
2

c

s c r c

c c

b d
Y Y

l l

  
 − − = −   

   
, (16) 

 
( )

2

I2
arccos 1

2 2

s cc c

s c

c c

mp Yb b
Y

l l

     
 − − =  

   
, (17) 

где 2 / [( 1)(1 )]p q=  + +  . В частности, при плоском напряженном состоянии 

/ 2 / 8p q= =  , при плоской деформации 
2/ [2(1 )] 9 / [4 2(2 )(1 )].p q= −  = +  +   

Таким образом, получена система двух уравнений (16), (17) с двумя неизвестны-

ми /c cb l  и c . Исключая выражение в квадратных скобках из системы уравне-

ний (16), (17), находим точное выражение для безразмерной критической длины 

зоны предразрушения /c c cb b l=  

 ( ) ( )( )
2

I 2 1c s c c r cb mp Y l Y=    −  , (18) 

где /c cl l d=  – безразмерная критическая длина трещины.  

Используя приближение ( )arccos 1 / 2 /c c c cb l b l−  , погрешность которого не 

превышает 5% при 0 / 0.55c cb l  , запишем систему уравнений (16), (17) в виде:  

 ( )
2

2 1 2s c c r c cY b Y l − = − 


, (19) 

 ( )
2

I

2
2 2 2s c c c s cY b b mp Y

 
 − =     

. (20) 

Заменяя в (19) cb  выражением (18), получим квадратное уравнение относи-

тельно c   
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( ) ( )2 2 22 2 2 1 0r s c s r c r c s cY hY l Y Y Y l Y+ +  − +  + = , 

где I2 ch l mp=  , из которого найдем два приближенных значения критической 

разрушающей нагрузки c  

 ( )
1

I1 1 4
2

c

c r s

l
Y Y mp

−



 
 = +  −  

  

. (21)

 
Величина c+ , когда перед корнем выбирается знак «+», соответствует ква-

зихрупкому разрушению ( / 1b l ), величина c−  соответствует квазивязкому 

типу разрушения [8]. Формула (21) предлагаемой модели имеет смысл, если 

( )I 1 4mp   для однородного материала.  

Из приближенного уравнения (19) получим выражение для cb : 

 ( )( ) ( )2 1 4c r s c c cb Y Y l l=  +  − , (22) 

а из уравнения (20) получим два значения критической длины зоны предразру-

шения 

 ( )( )I I2 1 1 4c s cb mp Y mp =     −  , (23) 

причем квазихрупкому типу разрушения соответствует cb + , когда в равенстве (23) 

перед корнем выбирается знак « + », квазивязкому типу разрушения соответству-

ет cb − . Интересно отметить, что, выбирая любое из приближенных выражений 

(22) или (23), получим из системы уравнений (19), (20) точно такое же выражение 

для критической разрушающей нагрузки, какое дается формулой (21). А исключая 

выражение в квадратных скобках из приближенной системы уравнений (19), (20), 

получим для критической длины cb  зоны предразрушения такое же выражение 

(18), какое получено из точной системы уравнений (16), (17). Напомним, что 

уравнения (16), (19) так же, как исходное уравнение (1), выполняются для любых 

нагрузок   вблизи граничных точек зоны пластичности (точка 1' на рис. 2, b). 

Поэтому для любых нагрузок  , при которых возникает зона пластичности  

в окрестности вершины трещины, справедлива и формула (22), которая является 

следствием равенства (19). Однако уравнения (17) и (20) так же, как и уравнение (2), 

выполняются только для критических разрушающих нагрузок c . Кроме того, 

приближенные выражения (11) и (12) для раскрытия трещины 2 ( )xv  и критического 

раскрытия c  вносят дополнительную погрешность в уравнения (17), (20), которые 

используются при выводе формул (18) и (23). Таким образом, получены формула 

(21) для критической разрушающей нагрузки и три различные формулы (18), 

(22), (23), выражающие критическую длину зоны предразрушения через критиче-

скую нагрузку. Результаты численного моделирования подтверждают примени-

мость формулы (22) во всем диапазоне нагрузок. 

В выражении критической нагрузки (21) возможен предельный переход при 

I 0 → , что позволяет рассматривать разрушение хрупких материалов (в таких 
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материалах зона предразрушения отсутствует: 0b = ). С использованием необхо-

димого критерия разрушения (1) в случае хрупкого разрушения критические 

напряжения вычисляются по формуле 

 

1

0

0

2
c r s

l
Y Y

d

−

 
 = +  

 

. (24)

 
Проанализируем выражение критической нагрузки (21) более подробно. Ко-

эффициенты sY  и rY  даются формулами (5) и (9), характеризуют геометрию об-

разца и полностью определяются шириной образца w и длиной трещины l. Пара-

метр I  определяется по (σ–ε)-диаграмме материала образца. Параметр p опреде-

ляется коэффициентом Пуассона. Поэтому исследуем зависимость критической 

нагрузки от оставшихся двух параметров: характерного линейного размера 

структуры материала d и поправочного коэффициента m. Для любой длины тре-

щины выполняется неравенство 0 1c c c+ −      , причем равенство c c+ − =   

выполняется лишь в том случае, когда подкоренное выражение в (21) равно ну-

лю, т.е. I4 1mp = . А равенство 0 1c c c+ − =  =  =  выполняется лишь для трещи-

ны нулевой длины.  

При возрастании параметра d возрастают и c+  (квазихрупкий сценарий) и 

c−  (квазивязкий сценарий). Оказывается, для любого 0d d+=   можно так вы-

брать d d−= , что для трещины любой длины критические нагрузки c+  и c−  

совпадут, т.е. ( ) ( )c cd d+ + − −   . В этом случае d+  и d−  связаны соотношением  

 ( )( )
22

1 1d t t d− += − − ,      I4t mp=  . (25)  

Наибольшее значение множителя ( )( )
22

1 1 t t− −  равно 1 и достигается при 1,t =  

тогда выполняются равенства d d d− += =  и ( ) ( )
1

2 2c c r sd d Y Y l d
−

+ + − −
  =  = +
 

, 

что легко видеть из выражения (21).  

При возрастании параметра m возрастает и c+  (квазихрупкий сценарий), а c−  

убывает. И равенство c c+ − =   выполняется только тогда, когда ( )I1 4m p=  .  

Рассмотрим процесс деформирования при постепенном нагружении 0 1   . 

Если необходимый критерий (1) не выполняется ( 0c   ), то нелинейные эф-

фекты не проявляются, исходная длина трещины 02l  не меняется. В случае если  

в достаточном критерии (1), (2) условие (1) выполнено, а условие (2) – нет, имеет 

место докритическое состояние системы, при котором наблюдается устойчивое 

увеличение длины модельной трещины 0l l b= + . Первое соотношение в доста-

точном критерии (1), (2) определяет движение вершины модельной трещины. 

Если условия (1), (2) выполнены, то система переходит в критическое состояние. 

Ближайшая к вершине трещины структура разрушается, поскольку длина зоны 

предразрушения достигает критического значения (18), (23). При c  =   не-

устойчивость критического состояния нелинейной системы очевидна. Соотноше-
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ние (2) определяют обрыв силовых связей в ближайшей к вершине реальной 

трещины структуре зоны предразрушения. Таким образом, критические нагрузки, 

вычисленные по необходимому (24) и достаточному (21) критериям разрушения, 

являются нижней и верхней оценками критических нагрузок рассматриваемой 

нелинейной системы. 

По трем параметрам d, σY и I  можно построить в широком диапазоне изме-

нения длин трещин две критические кривые ( )0 0 0l =  , ( )с с сl+ =  . Совместим 

плоскости ( )0 0,l   и ( ),c cl + . На совмещенной плоскости «длина трещины–напря-

жения» ( ),l   построим диаграммы квазихрупкого разрушения образца (рис. 4).  

 

 

Рис. 4. Диаграммы квазихрупкого разрушения: кривая 1 – необходимый критерий 

( )0 0 0 ,l =   кривая 2 – достаточный критерий ( )с с сl =   (плоская деформация),  

кривая 3 – достаточный критерий ( )с с сl =   (плоское напряженное состояние) 

Fig. 4. Diagrams of quasi-brittle fracture: (1) necessary criterion ( )0 0 0 ,l =   (2) sufficient cri-

terion ( )с с сl =   (plane strain), and (3) sufficient criterion ( )с с сl =   (plane stress) 

 

Пусть задана интенсивность нагружения 
Y  =   . Тогда диаграмма ква-

зихрупкого разрушения позволяет оценить состояние тела с трещиной. Две кри-

тические кривые ( )0 0 0l =   и ( )с с сl+ + =   (достаточный критерий представлен 

двумя кривыми: при плоской деформации и плоском напряженном состоянии) 

разделяют плоскость ( ),l   на три подобласти: область 0   , где отсутствуют 

повреждения; область 0 c+     , где имеет место накопление повреждений  

в материале зоны предразрушения; область c+   , где образец разрушается при 

монотонном нагружении. Для удобства практического приложения длина трещи-

ны l на рис. 4 отнесена к ширине образца w. Вычисления были проведены при 

следующих значениях параметров: d = 0.7 мм, 0.33 = , I 2.5 =  при плоском 

напряженном состоянии, I 4 =  при плоской деформации. 
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3. Обсуждение результатов 

 

Выбор параметра осреднения d необходимого критерия (1) в определенной 

мере субъективен [15]. Зона радиуса d, где напряженное состояние определяет 

момент инициации трещины, больше сингулярной, поэтому только значения коэф-

фициента интенсивности напряжений K1 как характеристики напряженно-дефор-

мированного состояния теперь уже недостаточно. Будем рассматривать эту зону 

не как область, где реализуется процесс микроповреждений, пластических дефор-

маций, микроразрушений, а как область, где напряженное состояние по извест-

ным решениям теории упругости за счет перераспределения внутренних усилий 

определяет момент разрушения. Размер осреднения d считается характеристикой 

материала и зависит от других характеристик материала: разрушающих напря-

жений для образца без трещины и характеристики трещиностойкости. Для отно-

сительно длинных трещин, принимая во внимание асимптотику поля напряжений 

в окрестности вершины трещины, можно получить оценку параметра d в виде: 
2

I2 c

c

K
d

 
=  

  
, 

где K1c – критический коэффициент интенсивности напряжений, σc – предел 

прочности материала на растяжение. Необходимость осреднения напряжений 

связывают с образованием зоны предразрушения, в которой происходят перерас-

пределение напряжений и изменение физико-механических свойств материала. 

Размер этой зоны d сопоставим с размерами структурных составляющих матери-

ала и намного меньше размеров образца, длины трещины и т.п. [5]. Интеграль-

ный критерий Нейбера–Новожилова (1) относится к структурным критериям раз-

рушения. Присутствие в критерии параметра осреднения d означает, что процесс 

разрушения обладает собственной структурой, которая в общем случае не обяза-

тельно связана со структурой материала.  

 

Заключение 

 

Полученные простые структурные формулы (18), (21)–(23) можно применять 

для прогнозирования критической разрушающей нагрузки Y/c c =    и оценки 

длины зоны предразрушения cb  при нагружении по первой моде (нормальный 

отрыв) в структурированных материалах при плоском напряженном состоянии и 

при плоской деформации. Указанные формулы выражают величины нагрузки c  

и длины cb  через длину трещины l с использованием следующих четырех пара-

метров: d – характерного линейного размера структуры материала, ε0 и ε1 – пара-

метров (σ–ε)-диаграммы деформирования, m – поправочного коэффициента. Эти 

четыре параметра подбираются по результатам лабораторного эксперимента или 

численного моделирования.  

Подробный анализ выражения (21) критической нагрузки c  показал следую-

щее. Для двух образцов, отличающихся лишь характерным линейным размером d 

структуры материала так, что выполняется равенство (25), критические нагруз-

ки c+  (квазихрупкое разрушение) и c−  (квазивязкое разрушение) совпадают, 
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т.е. ( ) ( )c cd d+ + − −    во всем диапазоне длин трещины. Для двух одинаковых об-

разцов равенство 
c c+ − =   выполняется тождественно лишь тогда, когда 

I4 1mp = .  

В целом рассматриваемую аналитическую модель можно использовать при 

исследовании разрушения конструкций из структурированных материалов с раз-

личными упругими свойствами. Это позволит уменьшить количество лаборатор-

ных или численных экспериментов, необходимых для оценки разрушающей 

нагрузки. 
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Введение 

 

Актуальными в настоящее время являются работы по исследованию состоя-

ний двухатомных молекул внутри C60 [1–10]. Вызывает большой интерес враща-

тельная динамика самих фуллеренов в фуллерите [7–9]. В этих работах фиксиру-

ется зависящая от времени связь спина валентного электрона с вращением  

фуллерена, от которой зависит ориентационный фазовый переход при T > 256 К.  

В статье [1] на основе масс-спектрометрических экспериментов рассматривается 

состояние энергии связи С2, или энергии диссоциации этой молекулы, внутри С60. 

Результаты согласуются с высокоуровневыми расчетами теории функционала 

плотности ab initio. В [2] изучены электронные свойства одиночных молекул  

с помощью низкотемпературной сканирующей туннельной спектроскопии. Ис-

следуются молекулы C60, осажденные на поверхности Au(111) при разных темпе-

ратурах подложки и смешанные с двумя разными углеводородами. Таким обра-

зом, меняются взаимодействие фуллерена с поверхностью и / или диполярный 

отклик молекулярного окружения на зарядку. Далее исследуется зависимость 

выравнивания энергетических уровней от молекулярного окружения. Результаты 

подтверждают уже установленную картину в фотоэлектронной спектроскопии. 

Авторы [3] исследовали электронные структуры интерфейсов пентацена и C60  

с использованием ультрафиолетовой фотоэлектронной спектроскопии и рентге-

новской фотоэлектронной спектроскопии. Полученные спектры C1s на этих об-

разцах показывают отсутствие значительных химических связей на границе раз-

дела. В исследовании [4] представлен спектр потерь энергии электронов С60  
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в газовой фазе от 1 до 30 эВ. Спектр аналогичен спектрам твердого тела, но сдви-

ги взаимно наблюдаемых полос видны только для ранее идентифицированных 

плазмонных особенностей. Данные результаты подтверждают эту идентификацию, 

а также обеспечивают косвенное измерение относительного сечения поглощения 

в рассматриваемой области. Результаты измерений рассеяния под большими уг-

лами дают первое свидетельство существования мультипольных плазмонов в C60. 

В [5] электронная структура кристаллических фуллеритов С60 и С70 исследована 

методом спектроскопии потерь энергии высокоэнергетических электронов на про-

свет. По возбуждениям валентной зоны и остовным возбуждениям уровня C1s по-

лучена информация о занятых и незанятых π- и ϖ-зонах. Пористый углерод, леги-

рованный азотом, получают активацией KOH C60 в атмосфере аммиака. В качестве 

анода для литий-ионных аккумуляторов он показывает обратимую емкость до  

≈ 1 900 мА ч г–1 при 100 мА г–1. Моделирование [6] предполагает, что лучшее хра-

нение литий-иона может быть связано с кривизной графена и присутствием леги-

рующих примесей пиррольной / пиридиновой группы. Исследования, собранные 

в статьях [1–6] так или иначе связаны с изучением энергии фуллеренов C60.  

Вращательная динамика C60 в твердом состоянии была исследована в [7] с по-

мощью ядерного магнитного резонанса на углероде-13 (13C ЯМР). Скорость ре-

лаксации из-за анизотропии химического сдвига (1/9T1CSA) была точно измерена 

по зависимости T1 от магнитного поля, что позволило определить время корреля-

ции молекулярной переориентации τ. При температуре 283 К τ = 9,1 пс. В серии 

экспериментов [8] с твердым С60 изучались низкоэнергетическая вращательная 

динамика молекул, высокоэнергетические колебательные спектры и аспекты 

беспорядка в статической структуре. Почти сферическая форма молекулы C60 и 

возникновение ориентационного фазового перехода при Tc = 256 К делают твер-

дое тело C60 превосходной системой для исследований ориентационной динами-

ки. Когерентное квазиупругое рассеяние нейтронов выше Tc количественно опи-

сывается моделью вращательной диффузии. В [9] представлен оригинальный 

способ проверить связь вращения и вращения Машхуна. Поскольку в низкотемпе-

ратурной фазе (ниже 300 К) твердого тела С60 нецентральный межмолекулярный 

потенциал будет вызывать прецессию и нутацию частоты вращения молекул С60, 

что приводит к зависящей от времени связи спина валентного электрона с вра-

щением С60, волновые функции электронов во вращающихся молекулах C60 при-

обретут геометрические фазы, возникающие из-за этой зависящей от времени связи 

спин–вращение. Геометрические фазы валентных электронов в молекулах C60 

рассчитаны с использованием теории инвариантов Льюиса–Ризенфельда в насто-

ящей статье. Показано, что геометрические фазы электронов в молекулах С60 мо-

гут быть измерены с помощью фотоэлектронной спектроскопии С60. Также про-

демонстрирован физически интересный факт, что информация о вращении и 

прецессии молекул С60 в ориентационно упорядоченной (или неупорядоченной) 

фазе может быть считана из фотоэлектронной спектроскопии С60. В [10] пред-

ставлен гамильтониан для колебаний и вращений СО внутри свободно вращаю-

щейся или неподвижной молекулы С60 и вычислены его собственные состояния 

из атом-атомного модельного потенциала. Как показано в [11–13], наноразмер-

ные примеси могут оказывать серьезное влияние на свойства расплавов и физи-

ческих процессов. Одним из наиболее релевантных способов изучения наномате-

риалов является молекулярная динамика, как, например, в статьях [14–15]. 
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В настоящей работе также используется атом-атомный или атом-молекулярный 

модельный потенциал как для частиц, составляющих газовую фазу, так и для 

атомов углерода фуллерена, взаимодействующих с частицами газовой среды. 

Столь простая модель взаимодействия, объединенная с условиями недеформиру-

емости молекулярного каркаса C60, позволяет получить совершенно конкретные 

и полные результаты по вращательной динамике фуллерена, а также по его 

трансляционным перемещениям в многокомпонентной смеси газов. Цель насто-

ящей работы – построение универсальной численной процедуры для описания 

поворотов фуллерена в двухкомпонентной смеси газов и определение на ее осно-

ве характерных частот углеродной молекулы в газовой среде с заданными пара-

метрами состояния. 
 

 

Рис. 1. Представительный объем, содержащий газовые частицы и входящий в него фуллерен 

Fig. 1. A representative volume with gas particles and a fullerene penetrating into the volume 
 

Для того чтобы рассчитать взаимодействия атомов и молекул, находящихся  

в газовой фазе, необходимо выделить мезообъем газовой среды, в которой будут 

разворачиваться последующие молекулярно-динамические события (рис. 1). Объем 

должен содержать количество частиц, достаточное для проведения статистиче-

ских осреднений. Однако по понятным причинам это количество не должно быть 

слишком большим. Для описания движения частиц используется классическая 

модель динамики газовых частиц. Однако фуллереновая частица рассматривается 

как недеформируемая молекулярная конструкция, состоящая из 60 атомов углеро-

да. Газовые частицы взаимодействуют между собой и с атомами фуллерена по мо-

дели притяжение–отталкивание, в которой используется одна силовая функция, но 

различные параметры, отвечающие конкретной паре взаимодействующих частиц. 
 

Математическая модель 
 

Уравнения движения частиц двухкомпонентной смеси газа имеют вид: 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 11 12 13

1, 1 1

1,2,..., ,
M N K

ik ik ik

k k M k N
k i

d
m U r U r U r i M

dt = = + = +


= − − − =  i
v

    (1) 
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 ( ) ( ) ( ) ( )2 21 22 23

1 1, 1

1,..., .
M N K

ik ik ik

k k M k N
k i

d
m U r U r U r i M N

dt = = + = +


= − − − = +  i
v

    (2) 

Здесь m1, m2 – массы частиц первой и второй компонент; rik = |ri – rk|; ri, rk – ради-

усы-векторы i-й и k-й частиц; vi – скорость i-й частицы; M, N – соответственно 

количество частиц в первой ассоциации и суммарное количество частиц обоих 

сортов газа; K – сумма количеств всех газовых частиц и всех атомов углерода  

в фуллерене; U11, U22 – потенциалы взаимодействия частиц определенного сорта; 

U12 = U21 – потенциалы взаимодействия частиц, принадлежащих различным ком-

понентам. Все эти потенциалы имеют одну форму, но различные значения σ и ε; 

σ11 = σ1, ε11 = ε1; σ22 = σ2; ε22 = ε2; 
1 2

12 21
2

 + 
 =  = ; 12 21 1 2 =  =   . Здесь σ1, ε1 – 

параметры потенциала Леннарда–Джонса, относящиеся к первой компоненте, σ2, 

ε2 – ко второй. ;
x y z

  
= + +

  
i j k  i, j, k – орты абсолютной системы декарто-

вых координат; ( ), , ;i i ix y z=
i

r  ( ), , ;k k kx y z=
k

r  x, y, z – прямоугольные декартовы 

координаты. 

В рассматриваемый представительный объем, занятый смесью газов, начиная 

с определенного момента времени входит фуллерен. Его взаимодействие с моле-

кулярным окружением описывается уравнением движения центра масс фуллере-

на и уравнениями его вращательного движения вокруг собственного центра масс. 

Трансляционные перемещения фуллерена полностью задаются уравнением дви-

жения центра масс молекулы C60 

 ( ) ( )3 13 23

1 1 1 1

.
K M K N

ik ik

k N i k N i M

d
m U r U r

dt = + = = + = +

= − −   c
v

  , (3) 

где m3 – масса фуллерена; vc – скорость его центра масс; U13, U23 – потенциалы 

взаимодействия атомов углерода фуллерена с частицами первой и второй газо-

вых компонент. Эти потенциалы различаются лишь параметрами взаимодей-

ствия: 1 3

13
2

 + 
 = , 13 1 3 =   ; 2 3

23
2

 + 
 = , 23 2 3 =   . При этом параметры 

σ3 и ε3, относящиеся к углерод-углеродному взаимодействию, берутся для атомов 

углерода, находящихся в связанном состоянии 2D углеродной структуры. 

Эти уравнения необходимо дополнить кинематическими соотношениями 

 ( )1,2,..., .
d

i K
dt

= =i

i

r
v  (4) 

В случае движения фуллерена с вращением скорость его силовых центров 

определяется из теоремы сложения скоростей с использованием векторного про-

изведения для относительной скорости атома углерода: 

( ) ( )1,..., .i N K= + − = +  ω
i c i c

v v , r r  

Здесь rc – радиус-вектор центра масс фуллерена, vc – его поступательная ско-

рость, ω – скорость поворота фуллерена вокруг его центра масс. Эта скорость 

находится из уравнения, выражающего теорему об изменении момента количе-

ства движения фуллерена для относительного движения около его центра масс: 
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.
d

dt
=

K
L  

В последнем выражении кинетический момент K есть произведение тензора 

инерции на вектор-столбец мгновенной угловой скорости фуллерена ω: 

 .= ωK J  (5) 

При этом тензор инерции определяется выражением 

 

( )

( )

( )

2 2

2 2

2 2

.

i i i i i i

i i i i i i

i i i i i i

m y z m x y m x z

m y x m x z m y z

m x z m y z m x y

      + − −
 
      = − + −
 
      − − +
 

  

  

  

J  (6) 

( ), . 1,...,i i ix y z i N K= +  – координаты атомов углерода фуллереновой частицы, 

, ,c c cx y z  – координаты центра масс фуллерена. Здесь ,i i cx x x = −  ,i i cy y y = −  

,i i cz z z = −  суммирование производится по числу атомов, составляющих молекулу 

фуллерена. Момент сил, входящих в правую часть векторного уравнения (6), 

определяется выражением 

 

( ) ( )

( ) ( )

13

1 1

23

1 1

.

M K

ik

i k N

N K

ik

i M k N

U r

U r

= = +

= + = +

= − − −  

− −  

 

 

i c

i c

L r r

r r

 

 

 (7) 

Дифференциальные уравнения (1)–(6) интегрируются численно с использова-

нием следующих начальных условий: 

 ( ) ( ) 00; 1,2,..., ; 1, 2,..., ; ; .t i N j K= = = = = =  = 0 0 0

i i j j c c
v v r r v v  (8) 

При этом величины начальных скоростей равны среднетепловым значениям 

скорости, относящимся к температуре T = 300 К. Направления скоростей газовых 

частиц выбираются случайным образом. Скорость фуллерена направлена в центр 

грани представительного объема перпендикулярно ее поверхности. Начальные 

положения газовых частиц должны быть такими, чтобы расстояния между части-

цами не были слишком малыми. Это позволяет получить прогнозируемую тем-

пературу в системе газовых частиц.  

Для того чтобы частицы не разлетались из представительного объема, на его 

границах ставятся условия зеркального отражения частиц с сохранением модуля 

скорости. Эти условия моделируют переходы частиц из смежных объемов про-

странства, заполненного газом, и обеспечивают сохранение полной энергии в си-

стеме. 

 

Численный метод интегрирования уравнений движения крупных молекул 

 

Во многих процессах молекулярной динамики фуллерен может участвовать как 

заряженная и магнитовосприимчивая частица, т.е. может реагировать на внешние 

электромагнитные поля. В этом случае важно уметь рассчитывать не только угло-

вые колебания фуллерена, но и его направленные вращения, вызванные действием 

внешних полей. При отсутствии электромагнитных полей угловые колебания 
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фуллерена связаны с тепловым движением окружающих его частиц. Однако и 

такой случай не является простым в отношении расчета угловых поворотов этой 

частицы. Движение углеродных частиц, имеющих жесткий каркас, можно разде-

лить на две группы: трансляционные перемещения и повороты. Первая группа, 

когда любая грань молекулярной конструкции перемещается параллельно самой 

себе, полностью определяется движением центра масс крупной молекулы. 

Нахождение этой группы не вызывает затруднений, поскольку получающиеся 

при этом уравнения явно разрешены относительно компонент линейных скоро-

стей объекта. Уравнения для угловых скоростей молекулярного тела получают из 

уравнений вращательной динамики относительно центра масс рассматриваемого 

тела. В таких уравнениях под производную по времени входят проекции момента 

количества движения молекулярного тела. Каждая из этих компонент в общем 

случае зависит от трех компонент вектора угловой скорости тела. Численная 

процедура нахождения элементарных поворотов тела должна быть выстроена 

так, чтобы на каждом шаге по времени и даже на промежуточных шагах все ком-

поненты вектора мгновенной угловой скорости находились одновременно. Тогда 

результирующий элементарный поворот будет поворотом относительно мгно-

венной оси вращения.  

Описанная схема позволяет избежать замены результирующего поворота по-

следовательностью поворотов относительно трех различных осей и тем самым 

избежать ошибок в описании сложных вращений. Решение всех эволюционных 

уравнений представленной математической модели проводится с использованием 

пошаговых схем высокого порядка точности, использующих идею пересчета ис-

комых величин в промежуточных позициях каждого отдельного шага. В расчетах 

использовался постоянный шаг интегрирования Δt = 10–6 нс. В каждый момент 

времени полный баланс механической энергии составлял 10–6 относительных 

единиц. 

 

Результаты расчетов 

 

В куб с ребром 5 нм поместим 100 атомов гелия и 100 молекул азота. Пусть 

скорости частиц газа будут иметь величины, отвечающие среднетепловым скоро-

стям соответствующих компонент для температуры T = 300 К. Такое состояние 

газовой смеси соответствует давлению 35 атм. Начальные скорости всех частиц 

газа были одинаковыми и отвечали средним тепловым скоростям движения для 

заданной температуры, а их направления выбирались случайным образом. Систему 

частиц с такими параметрами движения иногда называют клаузиуским газом 

(модельная система, предназначенная для подсчета давления газа на выбранную 

площадку). На гранях куба реализуются зеркальные отражения частиц. Начиная  

с некоторого момента времени на центр одной из граней куба будет направлен 

фуллерен, имеющий некоторую скорость движения, перпендикулярную поверх-

ности грани. Нас прежде всего будет интересовать, как раскручивается фуллерен 

в среде газовых частиц и как энергия полученных вращений будет соотноситься  

с энергией его трансляционных перемещений. Первоначально рассмотрим состо-

яние газовой среды. Температура газовых компонент определяется как средняя 

по ансамблю всех частиц данного сорта кинетическая энергия отдельной части-

цы, отнесенная к величине 3k/2. 
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Из рис. 2 видно, что на начальном этапе из-за отсутствия равновесия в систе-

ме наблюдается разделение компонентов по температуре. Это разделение полно-

стью исчезает через 7 нс от начала процесса. Отсутствие равновесия на первых 

двух наносекундах обусловлено заданием для каждой из компонент смеси одина-

ковых значений модулей скорости в начальный момент времени. После этого за 

указанное время в газовой системе устанавливается равновесие по скоростям для 

каждой из компонент. 
 

 

Рис. 2. Температура гелия – красная линия, азота – черная 

Fig. 2. Helium and nitrogen temperatures indicated by red and black lines, respectively  

 

 

Рис. 3. Аналитическое (сплошная кривая) и численное (символы) распределение Максвелла  

Fig. 3. Analytical (solid curve) and numerical (symbols) Maxwell’s distribution  
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На рис. 3 показаны равновесные распределения Максвелла (сплошные линии) 

и расчетные (символы) плотности вероятности нахождения частиц отдельных 

компонентов в соответствующих скоростных диапазонах. Определение по задан-

ному количеству частиц не дает регулярных во времени распределений темпера-

тур компонентов. Коме того, всякое измерение температуры тем или иным при-

бором предполагает еще определение по времени, поэтому в данном случае мы 

его также используем. Интервал осреднения был равен 1 нс. При этом на началь-

ном этапе, если t < 1 нс, он был равен t. После этого были получены распределе-

ния, показанные на рис. 2. 

На рис. 4 показаны проекции угловых скоростей фуллерена. На значении этих 

скоростей сказывается каждый удар окружающих газовых частиц. Если усреднить 

значения мгновенной угловой скорости на определенном интервале времени, то 

получим вполне регулярное распределение изменяющейся во времени величины. 
 

 

Рис. 4. Угловые скорости фуллерена относительно стационарных осей вращения 

Fig. 4. Angular velocities of the fullerene relative to stationary axes of rotation 
 

На рис. 5 представлено значение модуля угловой скорости фуллерена в зави-

симости от времени. Видно, что за время около 10 нс фуллереновая частица рас-

кручивается до значений угловой скорости 300 нс–1. Далее величина скорости 

вращения выходит на постоянное значение. 
 

 

Рис. 5. Величина угловой скорости фуллерена в зависимости от времени 

Fig. 5. Angular velocity of the fullerene as a function of time 
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На рис. 6 приведены локальные значения модуля скорости центра масс фул-

лерена. 

 

 

Рис. 6. Локальная трансляционная скорость фуллерена 

Fig. 6. Local translational velocity of the fullerene 

 

Данный рисунок показывает, как под действием ударов молекул и атомов га-

зовой среды перемещается фуллерен. Однако это лишь скалярное отражение 

пространственной картины движения. Анализ покомпонентных характеристик 

движения позволяет выделить составляющие вектора скорости центра масс фул-

лерена, которые отвечают за некоторое среднее перемещение этой частицы: 

 .= + '

c m c
v v v  (9)

 Это среднее перемещение можно назвать диффузией (vm). Три компоненты 

данного вектора можно найти из условий осреднения полной величины скорости 

центра масс (vc). Тогда пульсационная составляющая этой скорости будет подчи-

няться условию 

 0.

t

t

d
−

 =
'

c
v  (10)

 
Здесь Θ – некоторый интервал осреднения (в нашем случае Θ = 1 нс). Проводя 

соответствующие статистические расчеты, нетрудно найти вектор миграции vm. 

На рис. 7 показано распределение во времени модуля этого вектора. 
 

 

Рис. 7. Величина скорости миграции фулерена 

Fig. 7. Fullerene migration rate  

400 
 

350 
 

300 
 

250 
 

200 
 

150 
 

100 
 

50 
 

0 
0                    2                   4                    6                   8                  10                  12                 14 

t, нс 

v,
 м

/с
 

36 
 

34 
 

32 
 

30 
 

28 
 

26 
 

24 
 

22 
0                    2                    4                    6                    8                   10                  12                   14 

t, нс 

v,
 м

/с
 



Бородин В.И., Бубенчиков М.А., Бубенчиков А.М. и др. Состояние фуллерена C60  

69 

Проведенные расчеты позволяют получить мгновенные значения кинетиче-

ской энергии вращения и энергии трансляционных перемещений. Однако вос-

пользуемся возможностью получить приближенные оценки указанных энергий. 

Для энергии вращательного движения около собственного центра масс фуллере-

на имеется формула 

 
2ω

.
2

rT I=  (11)

 
Здесь ω – угловая скорость фуллерена; I – момент инерции относительно мгно-

венной оси вращения. В рамках приближенного описания величину I можно 

определить как момент инерции бесконечно тонкой сферы, по которой равно-

мерно распределена масса фуллерена: 

 2

3

2
.

3
I m R=  (12)

 
Здесь m3 – масса фуллерена, R – его радиус. Энергия трансляционных перемеще-

ний есть 

 
' 2

3 .
2

c

t

m v
T =  (13)

 
Тогда отношение рассматриваемых энергий будет следующей величиной: 
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Если в эту формулу подставить стабилизированные значения ω из рис. 5, рас-

четное значение величины '

cv , а также известноое значение радиуса фуллерена  

R = 0.357 нм, то получим значение, близкое к единице. Последнее обстоятельство 

говорит о том, что в газовых смесях с малой концентрацией фулереновых частиц 

и высоким давлением несущей фазы вращательная температура фуллереновой 

среды совпадает с ее трансляционной температурой. 

 

Заключение 

 

Расчеты показывают, что в условиях термодинамического равновесия под-

держивающей фуллереновую частицу газовой среды сам фуллерен мигрирует по 

случайным траекториям, занимающим в конечном счете все пространство пред-

ставительного объема. При осреднении этой траектории остается след миграци-

онного перемещения. Вообще осреднение является важной процедурой в работе 

по интерпретации данных вычислений в рассматриваемом кластере задач. Ин-

тервал осреднения по времени должен обеспечивать равенство нулю всех трех 

пульсационных компонент вектора трансляционной скорости. Полученные поля 

мгновенных характеристик движения и правильно найденный интервал осредне-

ния позволяют заключить, что несмотря на то, что фуллереновая компонента 

представлена одной частицей, вполне можно говорить о температуре фуллерено-

вой составляющей. Расчетами найдено, что при переходе от клаузиуского состо-

яния системы частиц с максвелловским распределением наблюдается небольшое 

температурное расслоение по гелию и азоту. При этом естественно, что тяжелые 

и инерционные углеродные молекулы фуллеренов также находятся в неравно-

весном состоянии. Однако для систем с высоким давлением и на более продол-
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жительных интервалах времени, чем участок начального перехода, наблюдается 

равенство вращательной температуры фуллереновой фракции. 
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Аннотация. Представлены результаты разработки и применения физико-матема-

тической модели высокого уровня в приближении Эйлера–Лагранжа для расчета 

многофазного многокомпонентного вязкого течения продуктов сгорания пиротех-

нического топлива в газодинамическом тракте импульсного МГД-генератора. 

Приведены результаты численного исследования течения в газодинамическом 

тракте и характеристик импульсного МГД-генератора на продуктах сгорания пиро-

технического топлива электрической мощностью до 20 МВт.  

Установлены пространственная структура, свойства и особенности многофазного 

многокомпонентного течения. Впервые обнаружено возникновение вторичного те-

чения в канале импульсного МГД-генератора и учтены фазовые превращения  

полидисперсных конденсированных частиц в газодинамическом тракте.  

Ключевые слова: МГД-генератор, пиротехническое топливо, моделирование, при-
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Abstract. In this paper, the design of a magnetohydrodynamic (MHD) generator is nu-

merically simulated and analyzed. The regime and overall parameters of the accelerating 

nozzle and MHD channel of the pulsed MHD generator with a two-chamber plasma  

generator, operating on pyrotechnic fuel combustion products with afterburning in at-

mospheric oxygen, are numerically calculated. A mixture of Mg powders (fuel) and KNO3 

saltpeter is chosen as the pyrotechnic fuel. This mixture serves as both an oxidizing agent 

and a source of an easily ionizing additive. The condensed fraction includes MgO particles 

that can be solid or liquid depending on the ambient conditions. Relying on the previously 

calculated parameters of the constructed plasma generator, the developed mathematical 

model allows the numerical investigation of all the processes occurring in the gas-

dynamic duct of the MHD generator. The parameters of a two-phase flow in the MHD 

channel and its general characteristics can be determined for the given characteristics of 

the nozzle. 

Keywords: MHD generator, pyrotechnic fuel, modeling, Euler–Lagrange model, multi-

phase multicomponent flow, condensed particles 
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Введение 

 

В работе [1] определен облик и рассчитаны режимно-габаритные параметры 

двухкамерного генератора плазмы, состоящего из газогенератора и камеры дожига-

ния для импульсного МГД-генератора (МГДГ), работающего на плазме продуктов 

сгорания пиротехнического топлива (ПТ) рецептуры 0.64∙Mg + 0.35∙KNO3 + 0.01∙до-

бавки [2, 3]. В настоящей работе значения температуры, давления, концентрации 

газовых компонент из [1] использованы как начальные условия на входе для мо-

делирования течения уже непосредственно в тракте импульсного МГДГ.  
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Цель данной работы – разработка физико-математической модели высокого (3D) 

уровня для расчета многофазного многокомпонентного течения продуктов сго-

рания комбинированного топлива, определение с ее помощью путем численного 

исследования структуры и особенностей течения в газодинамическом тракте и 

уточнение характеристик импульсного МГД-генератора. Конденсированная фаза 

представлена частицами MgO, которые на входе являются жидкими, но при дви-

жении по тракту могут кристаллизоваться, а при возможности и снова расплав-

ляться в зависимости от значения окружающей температуры. 

Термодинамические расчеты показали, что в газодинамическом тракте МГДГ 

можно считать постоянным компонентный состав газовой смеси (представлен  

в таблице). Массовая доля частиц MgO в общем расходе равна 0.46. 

Состав газовой смеси 

Компоненты газовой смеси Массовая доля 

K 0.089 

KCN 0.013 

O2 0.015 

N2 0.883 

 

В данной статье разработанная методика расчета характеристик генератора 

плазмы [1] дополняется моделями и алгоритмами расчета двухфазного течения  

в газодинамическом тракте импульсного МГДГ, работающего на продуктах сго-

рания, комбинированного ПТ. 

Газодинамический тракт МГДГ состоит из разгонного сопла и МГД-канала. 

Разгонное сопло начинается сразу после цилиндрической камеры дожигания и  

в конечном итоге переходит в прямоугольный линейный канал МГДГ. Общий 

вид расчетной области показан на рис. 1. 

 

 

Рис. 1. Газодинамический тракт МГДГ 

Fig. 1. Gas-dynamic duct of a magnetohydrodynamic generator (MHDG) 
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На рис. 1 указаны: участок 1 – сужающаяся (дозвуковая) часть сопла, которая 

начинается с сечения выхода из цилиндрической камеры дожигания, переходя-

щая в область горловины с минимальным сечением и далее расширяющаяся  

в сверхзвуковую часть сопла до заданного кругового сечения; участок 2 – пере-

ходная область, начинающаяся с выбранного кругового сечения, с которым глад-

ко сопрягается и простирается до входа в линейный МГД-канал прямоугольного 

сечения, где гладко сопрягается с участком прямоугольного сечения 3. Участок 4 – 

МГД- канал. Геометрические параметры МГД-канала: h1 = 0.22 м, h2 = 0.2805 м, 

a1 = 0.1681 м, a2 = 0.2805 м, L = 2.28 м. Максимальное значение индукции Bz маг-

нитного поля составляет 2.2 Тл. Число Маха на входе в МГД-канал, полученное 

на основе одномерной теории в приближении модели «псевдогаза», оценивается 

в величину, равную 2.6. 

 

Постановка задачи движения многофазной смеси  

с учетом взаимодействия с внешним электромагнитным полем 

 

Для описания турбулентного течения газовой фазы используются декартовы 

координаты хi, i = 1, 2, 3. Течение в данной точке пространства и времени харак-

теризуется вектором скорости U с компонентами ui, а также термодинамически-

ми параметрами: давлением p, плотностью газовой смеси ρ, температурой T. 

В модели для совместного описания течения газовой смеси с частицами  

выбран дискретно-траекторный подход Эйлера–Лагранжа [4–9], в котором для 

частиц дисперсной фазы используется подход Лагранжа, а для газовой фазы – 

подход Эйлера. 

Полидисперсный ансамбль твердых или жидких частиц конденсированной 

фазы характеризуется скоростями Vj с компонентами vij, температурой Tj, рас-

пределенной плотностью ρ ( , )sj sj jn t m= x , массой mj и концентрацией nsj частиц 

j-й фракции, j = 1, …, N. 

Двухфазное течение газа с частицами в газодинамическом тракте МГДГ 

описывается на основе законов сохранения массы, импульса, энергии и числа 

атомов. Уравнение неразрывности для осредненных по времени величин (здесь 

и далее подразумевается, что по повторяющимся индексам проводится сумми-

рование): 

 ( ) 0k

k

u
t x

 
+  =

 
. (1) 

Уравнения сохранения импульса: 

 
( )

( ) ( )
1

N
i ik

i k Rj ij i ijk j k
sjj

k i k

u p
u u C v u e j B

t x x x=

   
+  = − +  − + +

   
, (2) 

где CRj – коэффициент силового взаимодействия между газовой фазой и частица-

ми. Последнее слагаемое в (2) – компоненты вектора электромагнитной силы 

j × B, приложенной к единице объема; j, B – векторы плотности тока и магнитной 

индукции, eijk – символ Леви–Чивиты. В расчетах МГДГ считалось, что 

B1 = B2 = 0, B3 = Bz, где Bz – компонента индукции магнитного поля по направле-

нию к изоляционным стенкам; тогда ненулевыми будут только компоненты с 

символами Леви–Чивиты e123 = 1 и e213 = –1. 
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Тензор вязких напряжений без учета влияния градиентов давления имеет вид: 

2

3

ji k

ij ij

j i k

uu u

x x x

  
 =  + −   

    

, 

где μ – динамическая вязкость, δi – символ Кронекера. 

Уравнение сохранения энергии: 

 

( )
( )

( )

0

0

1

( )

k

k

N

i ik g Lj j j i i
j

k k k

h p
u h

t x

T
u C T T j E

x x x =

  − 
+  =

 

   
=  +  +  − + 

   

, (3) 

где 2

0 0.5h h= + U  – полная энтальпия смеси, λg – коэффициент теплопроводности 

газовой смеси, CLi – коэффициент теплового взаимодействия между газовой фа-

зой и частицами. Последнее слагаемое в (3) – плотность электрической мощности 

i ij E =j E , где ( )1 2 3, ,E E E=E  – вектор напряженности электрического поля. 

Уравнения движения и энергии для частиц j-й фракции, записанные вдоль 

траектории частиц, имеют вид: 

( )ij

j Rj sj ij i

dv
m C v u

dt
=  − , 

 ( ) ( )2 2 4= − + +  − 
j j

j s Lj j m j B j

dT dm
m c C T T l d I n T

dt dt
, (4) 

где cs – теплоемкость, lm – удельная теплота образования частиц. 

Коэффициенты CRj и CLj, имеющие вид: CRj = 0.5CdApj и CLj = πdjλNu, опреде-

ляются из решений модельных задач или из результатов экспериментов на специ-

ально созданных стендах [10, 12–15]. Cd – коэффициент сопротивления частицы, 

dj и Apj – диаметр и площадь поперечного сечения частиц j-й фракции соответ-

ственно, Nu – число Нуссельта, ε – коэффициент черноты частиц, I – интенсив-

ность излучения, σB – постоянная Стефана–Больцмана, n – показатель преломле-

ния среды (в расчетах брался равным 1). 

Уравнение неразрывности для частиц j-й фракции имеет вид [6–9]: 

 ( )
1

N
sj

sj jk lj
l

k

v J
t x =

 
+  = 

 
, (5) 

где Jlj – интенсивность обмена массой между l-й и j-й фракциями за счет столк-

новений частиц. В расчетах считалось, что правая часть в (5) равна 0. Энталь-

пия h газовой смеси выражается через удельные энтальпии компонентов hk, 

k = 1, 2, …, K, зависящие от температуры, следующим образом: 

1

( )
K

k k
k

h Y h T
=

=  ,    0

0

( ) ( )
T

k k pkh T h c T dT= +  , 

где Yk – массовая доля; cpk – удельная теплоёмкость; 0

kh  – стандартная теплота об-

разования k-й компоненты смеси. Уравнение состояния смеси газов: 

1

K
k

k
k

Y
p RT

M=

=   , 
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где Mk – молярная масса k-й компоненты смеси, R – универсальная газовая посто-

янная. 

Для описания турбулентных характеристик течения использована хорошо из-

вестная SST-модель Ментера [10, 11]. 

Граничные условия для газодинамических параметров задаются следующим 

образом. На входе в сужающуюся часть сопла заданы значения температуры 

Т = 3 600 К и полного давления Р = 70 атм. Минимальное сечение сопла и другие 

геометрические характеристики разгонного сопла определяют расход газовой 

смеси и частиц как величину Qm = 27.85 кг/с, при этом фиксированная массовая 

доля частиц имеет значение 0.46. 

На всех твердых поверхностях принимается U = 0 м/с. Для температуры Т га-

зовой фазы считается, что стенки сопла, переходной области и МГД-канала об-

лицованы керамикой на основе MgO. Данная керамика имеет довольно низкую 

теплопроводность около 10 Вт/м/К, а ее температура плавления составляет 3 105 К, 

поэтому граничное условие для Т назначалось исходя из значения температуры 

газа в окрестности твердой стенки: если температура газа выше температуры 

плавления 3 105 К, то на стенке реализуется условие первого рода для темпера-

туры Tw = 3 105 К, если же температура газа ниже температуры плавления, то на 

стенке ставится условие теплоизоляции. По факту расчетов получилось, что на 

всех твердых поверхностях реализуется температура 3 105 К, так как за счет 

условия прилипания температура восстанавливается до температур, превышаю-

щих температуру плавления. 

На выходе из канала считается, что поток сверхзвуковой и реализуются т.н. 

мягкие граничный условия. 

Электромагнитные величины вектора плотности тока, напряженности элек-

трического поля, магнитной индукции j, E, B, входящие в уравнения (2) и (3), 

определяются из уравнений Максвелла и обобщенного закона Ома для изотропно 

проводящей среды. Далее используются стандартные обозначения: для коорди-

нат х = х1, у = х2, z = х3 и компонент скорости u = u1, v = u2, w = u3. Ось x направ-

лена вдоль канала, y – вертикально вверх от катода к аноду, ось z дополняет си-

стему координат до правой. С учетом ряда обстоятельств в рассматриваемом 

МГДГ возможно упрощение полной системы уравнений Максвелла [12, 13], при-

водящее к следующей системе: 

 ( )div 0, rot 0,


= = +  =  + j E j j B E V B
B

, (6) 

где  – удельная электропроводность среды,  – параметр Холла.  

Характерное время установления электродинамических величин на несколько 

порядков меньше времени установления газодинамических параметров, поэтому 

задачи определения электрических полей и токов и газодинамических парамет-

ров можно решать попеременно до их согласования. Определение электрических 

полей и токов на основе уравнений (6) осуществлялось следующим образом. 

Кроме описанных допущений в (2) для компонент индукции магнитного поля, 

для напряженности электрического поля считается, что Ez = 0. Тогда из уравне-

ния rot 0=E  следует, что 

 0
y x

E E

x y

 
− =

 
. (7) 
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Отсюда, вводя электрический потенциал   такой, что grad= − E , из урав-

нения неразрывности электрического тока и обобщенного закона Ома (первое и 

третье уравнения в (6)) получим уравнение для потенциала : 

 

( ) ( )

( ) ( ) ,z z

x x y y x y y x

B v u B v u
x y

          
 +  + − =  

          

 
   =  +  +   −    

 (8) 

где 2/ (1 ) =  +  . Для параметра Холла , удельной электропроводности  и 

подвижности электронов μe используются зависимости Саха [13, 14]: 

 
*

3

4
* *

*

* * *

1 1
, , exp

2

e

e e e

Ip pT T

p T p T T T

    
=   =   =  −    

     

B . (9) 

Здесь Ie – потенциал ионизации, соответствующий калийной присадке. Значок «» 

в (9) приписан опорным значениям электропроводности , подвижности элек-

тронов μe для соответствующих им давлению *p  и температуре *T . Опорные 

значения в данной работе были взяты из термодинамических расчетов по про-

грамме «Плазма» [15]. 

В уравнении для потенциала (8) из-за возможности допущения, что B1 = B2 = 0, 

Ez = 0, нет частных производных по координате z, но все входящие в это уравнение 

функции зависят от x, y и z. Расчет электродинамических параметров проводился 

в области, отмеченной серым цветом на рис. 2, что соответствует участкам 3 и 4 

на рис. 1.  

 

 

Рис. 2. Газодинамический тракт МГДГ и канал МГДГ (выделен серым цветом)  

с распределением напряженности магнитного поля Bz 

Fig. 2. A gas-dynamic duct and a channel (shaded gray) of the MHDG  

with the distribution of magnetic field strength Bz 

 

Модель электродинамики использовалась в квазитрехмерной постановке, что, 

в отличие от предыдущих работ, основанных на двумерной модели течения газа 

и электродинамики, позволило учесть неоднородность потока в направлении оси 

z, связанную с формированием пограничных слоев на изоляторных стенках, не-

однородность распределения частиц в расчетной области и др. Для этого при  

решении уравнения потенциала (8) после разбиения оси z проводились верти-
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кальные сечения со сгущением к изоляционным стенкам. Также на рис. 2 пред-

ставлено распределение напряженности магнитного поля Bz по длине канала. 

Вертикальными линиями отмечены начало (расстояние 1 м от минимального се-

чения) и конец (3.28 м) электродной зоны МГДГ. 

В качестве граничных условий на электродной части твердых стенок ставится 

распределение потенциала вида: 

 ,
2 2

a c

 
 =  = − , (10) 

где Δφ – заданная разность потенциалов на электродах, индексы а и с соответ-

ствуют аноду и катоду.  

На непроводящих участках стенок ставилось условие непротекания для нор-

мальной компоненты электрического тока jn = 0. 

Из уравнения (8) с учетом граничных условий определяется распределение 

потенциала . Затем по (6) вычисляются значения j B  и плотности электриче-

ской мощности j E , т.е. определяются правые части уравнений (2) и (3). Далее 

проводится расчет уравнений газовой динамики на некотором количестве вре-

менных шагов, а затем по измененному полю газодинамических параметров 

опять пересчитываются электромагнитные параметры и, соответственно, правые 

части уравнений (2) и (3), и так далее до достижений сходимости полей газоди-

намических и электромагнитных параметров. 

 

Результаты моделирования 

 

В качестве результатов расчетов демонстрируются распределение газодина-

мических параметров по газодинамическому тракту МГДГ и общие графики 

мощности и нагрузочной характеристики в зависимости от разности потенциалов 

на электродных стенках. 

На рис. 3 представлены нагрузочная (черным цветом, шкала слева) и вольт-

амперная (синим цветом, шкала справа) характеристики в зависимости от разно-

сти потенциалов Δφ на аноде и катоде. Полученная максимальная мощность 

17.4 МВт с током 34.8 кА соответствует разности потенциалов Δφ = 500 В. 

На рис. 4, 5 представлены распределения газодинамических параметров для 

случая получения максимальной мощности Δφ = 500 В. На этих рисунках в вер-

тикальной плоскости симметрии показаны распределения давления и числа Маха 

соответственно. Хорошо заметен так называемый перекос давления [13] по длине 

канала, явно проявляющийся внутри электродной зоны (между вертикальными 

черными линиями на рис. 4, 5).  

На рис. 6, 7 показаны траектории частиц с указанием доли жидкой фазы. Вид-

но, что на входе частицы полностью жидкие, а по мере движения по газодинами-

ческом тракту они, попадая в область более низких температур, частично кри-

сталлизуются. Особенно это заметно в областях вблизи твердых стенок. Из этого 

же рисунка можно сделать вывод, что в пограничном слое в непосредственной 

близости от твердых поверхностей траектории движения частиц исключают их 

выпадение на стенку даже в области тракта непосредственно за переходной обла-

стью (2 на рис. 1).  
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Рис. 3. Вольтамперная и нагрузочная характеристики МГДГ 

Fig. 3. Current–voltage and load characteristics of the MHDG 

 

 

Рис. 4. Распределение давления в плоскости xy 

Fig. 4. Pressure distribution on xy-plane 

 

 

Рис. 5. Распределение числа Маха в плоскости xy 

Fig. 5. Mach number distribution on xy-plane 
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Рис. 6. Траектории конденсированных частиц диаметром не более 5 мкм 

с указанием доли жидкой фазы 

Fig. 6. Trajectories of condensed particles (the diameter is less than or equal to 5 µm)  

with indicated liquid phase fractions 

 

 

Рис. 7. Траектории конденсированных частиц диаметром 15 мкм и более 

с указанием доли жидкой фазы 

Fig. 7. Trajectories of condensed particles (the diameter is greater than or equal to 15 µm)  

with indicated liquid phase fractions 

 

Для оценки достоверности получаемых результатов проведено исследование, 

включающее в себя сравнение с результатами одномерного расчета, основанного 

на приближении модели псевдогаза. Также проводилось сравнение полученных 

результатов с результатами ранее проведенных расчетов в двумерных и трехмер-

ных постановках [16, 17]. Например, одномерная модель, основанная на прибли-

жении псевдогаза [6, 7], при таком же расходе (Qm = 27.85 кг/с) дает значение 

мощности 18.5 МВт при разности потенциалов на электродах Δφ = 620 В. Каче-

ственное согласование можно считать удовлетворительным, а количественную 

разницу значений можно объяснить значительными различиями в математиче-

ской постановке.  

При анализе результатов был обнаружен эффект развития вторичного течения 

в канале МГДГ. На рис. 8, 9 показаны его схемы в виде характерных значений 

относительных скоростей v/u и w/u соответственно в плоскости y–z, перпендику-

лярной оси канала МГДГ.  
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Рис. 8. Схема развития вторичного течения в канале МГДГ  

с указанием относительных значений скоростей v/u 

Fig. 8. Pattern of the secondary flow development in the MHDG channel  

with indicated relative velocities v/u 
 

 

Рис. 9. Схема развития вторичного течения в канале МГДГ  

с указанием относительных значений скоростей w/u 

Fig. 9. Pattern of the secondary flow development in the MHDG channel  

with indicated relative velocities w/u 
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Ранее появление вторичного течения было численно обнаружено в «длинных» 

каналах энергетических стационарных МГД-генераторов [16]. Возможным объ-

яснением подобного явления в характере течения могут быть эффекты, связан-

ные с неоднородностью электрического поля и газодинамических параметров 

потока по сечению канала и, в частности, с бóльшим давлением на нижней элек-

тродной стенке (катоде) из-за перекоса давления. 

 

Выводы 

 

Основные научные результаты проведенного исследования заключаются в сле-

дующем.  

Разработаны и апробированы физико-математическая модель высокого (3D) 

уровня в приближении Эйлера–Лагранжа и алгоритм расчета многофазного мно-

гокомпонентного вязкого течения продуктов сгорания комбинированного пиро-

технического топлива в газодинамическом тракте импульсного МГД-генератора. 

Полученные результаты в целом совпадают с результатами, полученными ранее 

и описывающими течение однородной среды в канале МГДГ при помощи модели 

псевдогаза с постоянными R и γ и изотермическими граничными условиями на 

твердых стенках. В модели корректно учитываются многофазность рабочего те-

ла, зависимость теплофизических свойств каждого компонента смеси от темпера-

туры, плавление и кристаллизация частиц, ограничения температуры на твердых 

поверхностях газодинамического тракта. 

Впервые количественно установлены следующие особенности течения в им-

пульсных МГД-генераторах: 

– возможность изменения фазового состояния полидисперсных частиц из 

жидкого в твердое и обратно в зависимости от температурных условий течения; 

– траектории и доли частиц твердой и жидкой фаз в газодинамическом тракте; 

– возникновение и развитие вторичного течения в МГД-канале. 

Численно показано, что корректный учет процессов в импульсном МГД-гене-

раторе на комбинированном топливе приводит к заметному (5–10%) уменьшению 

его интегральных характеристик относительно значений, рассчитанных по моде-

лям более низкого уровня. 
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Аннотация. Рассматриваются дрейф и оседание твердых частиц в лабораторной 

установке погружного горения в условиях трехфазного течения газ–жидкость–

твердые частицы, в котором жидкая фаза является несущей средой. При описании 

движения уже образовавшейся в окрестности горелки газовой фазы проанализиро-

ван модельный случай теплового режима работы без последующего перехода жид-

кой фазы в пар. Сделано заключение о возможности предотвращения неуправляе-

мого осаждения твердых частиц при отборе среды из зоны высоких скоростей вос-

ходящего движения жидкости. 

Ключевые слова: аппараты погружного горения, численное моделирование, трех-

фазный поток газ–жидкость–твердые частицы, осаждение 
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Abstract. In this paper, the regularities of solid-phase sedimentation within a laboratory 

submerged combustion apparatus are considered. The study is conducted using the methods 

of computational fluid dynamics.  

A gas–liquid–solid three-phase flow is simulated. The gas–liquid and liquid–solid inter-

actions are modeled using the Euler–Euler and Euler–Lagrange approaches, respectively. 

The thermal regime is considered without the vapor phase. The finite volume method is 

used to solve this problem. 

As a result, the trajectories of the solid particles are obtained and their correlation with 

the streamlines of the fluid is analyzed. The proportion of particles that settled down during 

the experiment is obtained for different numbers of particles. The conclusion is made on 

the nonlinear growth of the proportion of settled particles and their percentage on the 

right side. The velocity of the upward fluid flow is found to be higher than the deposition 

velocity for the entire considered range of solid particle diameters. 

It is concluded that the organized solid-phase withdrawal from the apparatus can be pro-

vided if the solid phase is extracted near the area of solid particle nucleation. 

Keywords: submerged combustion apparatus, numerical modeling, gas–liquid–solid 

three-phase flow, sedimentation 
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Введение 
 

Аппараты погружного горения (АПГ) представляют собой теплотехнические 

устройства для прямого нагрева жидкостей. Нагрев жидкости происходит при ее 

непосредственном контакте со струей горячих дымовых газов, образующейся  

в горелке. Принципиальная схема АПГ приведена на рис. 1. При работе АПГ 

струя дымовых газов при контакте с жидкостью разбивается на пузырьки, кото-

рые, барботируя через слой жидкости, отдают ей свое тепло. После выхода из 

барботажного слоя дымовые газы инвертируются в сплошную фазу и покидают 

аппарат через выхлопную трубу. Нагретая жидкая фаза переливается через порог, 

попадает в приемную емкость и смешивается с новыми порциями жидкости, по-

ступающими в АПГ. Жидкая фаза из приемной емкости принудительно с помо-

щью насоса подается в выпарную емкость, где происходят ее нагрев и последу-

ющее выпаривание. 

АПГ, как правило, применяются для выпаривания загрязненных жидкостей 

или концентрированных растворов солей, образующих в ходе технологического 

процесса осадок. Таким образом, в аппарате неминуемо возникает твердая фаза, 

представленная мелкодисперсными частицами. Неуправляемое движение твердых 

частиц приводит к частым засорениям аппарата и, как следствие, длительным 

простоям для его очистки. Эта проблема может быть решена за счет организации 

управляемого движения твердой фазы в аппарате [1]. Однако разработка меро-

приятий по организации движения частиц требует предварительного изучения 

закономерностей их осаждения в АПГ. В рамках данной статьи проведено теоре-

тическое исследование указанных процессов численными методами.  



Механика / Mechanics 

90 

 

Рис. 1. Принципиальная схема АПГ 

Fig. 1. Schematic diagram of a submerged combustion Apparatus 
 

Ранее нами были исследованы законы движения трехфазного потока газ–

жидкость–твердые частицы на примере лабораторной установки с погружным 

горением [1]. Настоящая работа является развитием указанного исследования и 

направлена на уточнение динамики твердой фазы с детальным расчетом доли 

осевших частиц. 

 

Постановка задачи и метод решения 

 

Для исследования осаждения твердых частиц необходима физико-математи-

ческая модель, описывающая движение трехфазного потока газ–жидкость–

твердые частицы. Обзор текущего состояния, современных методов и алгоритмов 

моделирования многофазных течений представлен в [2–4]. 

В рассматриваемой системе газ присутствует в виде пузырьков, жидкость яв-

ляется сплошной средой, а твердая фаза диспергирована в виде мелких кристал-

лов. В модели частицы не выходят из сопла горелки, а вводятся в толще жидко-

сти под горелкой. Эта область выбрана в качестве области ввода, так как является 

зоной максимальной теплонапряженности, и именно в ней наиболее вероятно 

зарождение частиц. Газовая и жидкая фазы влияют на движение твердой, опреде-

ляя в конечном итоге ее динамику. В качестве расчетной области принята трех-

мерная геометрическая модель лабораторной установки с погружной горелкой. 

Порядок работы лабораторной модели аналогичен принципу действия полно-

размерного АПГ. Более подробное описание параметров установки изложено в [1]. 

Адекватная физико-математическая модель была построена в ходе исследова-

ния [1] и дала предварительные результаты, хорошо согласующиеся с ранее  

известными данными по динамике потоков [1] в рассматриваемой геометрии. 

Взаимодействие газовой и жидкой фаз моделировалось с помощью подхода «Эй-

лер–Эйлер» (Eulerian-Eulerian multiphase model) [5, 6], движение твердых частиц –  

с помощью подхода «Эйлер–Лагранж» (Lagrangian particle tracking model) [7]. 
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Преимуществом подхода «Эйлер–Лагранж» является возможность построить тра-

ектории частиц от момента зарождения до момента их осаждения на поверхность 

или вынужденного самоуничтожения по причине ограниченности вычислитель-

ных ресурсов в отношении допустимой длины траектории частиц. В модель были 

заложены уравнения турбулентного движения, так как струя горячих дымовых 

газов в момент выхода из сопла горелки имеет скорость, превышающую 100 м/с, 

и может вызывать значительные турбулентные пульсации в зоне контакта с жид-

костью. Вместе с тем в зонах, удаленных от горелки, течение потока может оста-

ваться ламинарным. Таким образом, для корректной имитации течений необхо-

дима модель турбулентности, дающая надежные результаты при низких числах 

Рейнольдса. Этому требованию отвечает модель RNG k–ε (модель с ренормали-

зованными группами) [6]. 

В работе [1] применялось уничтожение твердых частиц после 10 с жизни либо 

после 10 м пробега. Это приводило к тому, что траектории большого числа ча-

стиц, полученные в результате расчетов, обрывались в толще жидкости. Данное 

обстоятельство не позволяло увидеть тенденцию к осаждению частиц или их вы-

носу из выпарной зоны под действием энергии потока. В то же время основное 

внимание в указанном исследовании уделялось структуре течения, а не динамике 

взвеси. Для достижения целей в настоящем исследовании время жизни частиц 

было увеличено до 100 с, так что их пробег до уничтожения составил 20 м. Этого 

оказалось достаточно, чтобы подавляющее число частиц, сделав определенное 

число оборотов в объеме, абсорбировалась на дне.  

Как и в предыдущем исследовании, твердые частицы представляют собой 

кристаллы хлорида калия (плотность s = 1 984 кг/м3), жидкая фаза – воду (плот-

ность l = 997 кг/м3, вязкость 8.9∙10–4 Па∙с), газовая фаза – воздух с диаметром 

пузырьков 3 мм. Применительно к установкам погружного горения вопрос о раз-

мерах пузырьков недостаточно исследован, поэтому их диаметр был выбран по 

примеру работы [6] в соответствии с экспериментальными данными. Для каче-

ственной оценки осаждения твердой фазы диаметр частиц был принят 0.24 мм [1]. 

Для количественного описания явления седиментации была проведена серия экс-

периментов с частицами различных диаметров. Перебор значений частиц по диа-

метру приведен в табл. 1. Данный ряд получен кратным умножением или делени-

ем исходного диаметра с добавлением дополнительных точек для уточнения кри-

визны графиков. Массовый расход твердой фазы корректировался в зависимости 

от диаметра с целью сохранить постоянным количество вводимых за единицу 

времени частиц. Дополнительно проводились серии экспериментов с уменьшен-

ным на 50% и увеличенным на 50% количеством частиц. 
 

Т а б л и ц а  1  

Построение ряда диаметров твёрдых частиц 

Член ряда d/16 d/8 d/4 3d/8 d/2 3d/4 d 2d 3d 4d 5d 6d 

Числовое 

значение, мм 

0.01

5 
0.03 0.06 0.09 0.12 0.18 0.24 0.48 0.72 0.96 1.2 1.44 

 

Уравнения физико-математической модели решались с помощью коммерче-

ского пакета ANSYS CFX 2020R2, который представляет собой программное 

обеспечение для моделирования задач гидродинамики. Вычислительным пакетом 
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реализуется гибридная технология, основанная на методе конечных объемов  

с использованием метода конечных элементов. Метод выбран в силу его хорошей 

разработанности применительно к задачам с особыми требованиями к консерва-

тивности численной схемы [8]. Кроме того, данный метод дискретизации являет-

ся оптимальным на произвольных неструктурированных сетках с ячейками про-

извольной формы [9].  

В пакет встроены препроцессор, решатель и постпроцессор. Препроцессор 

представляет собой специальное приложение для формирования расчетного за-

дания и трансляции его в машинный язык. Сформированное расчетное задание 

загружается в готовый решатель. 

Решение задачи состояло из трех этапов и включало создание расчетной сет-

ки, выполнение вычислительной процедуры и визуализацию полученных дан-

ных. Расчетная сетка построена с помощью специализированного приложения 

ANSYS AUTODYN PrepPost. При построении сетки использовался линейный 

порядок элементов. Крупность ячеек сетки распределена по расчетной области 

неравномерно: более мелкие ячейки были заданы в выпарной части установки (на 

рис. 2 – справа). Общее количество узлов сетки составило 2 166 001, количество 

элементов – 12 066 247. 
 

 

Рис. 2. Расчетная схема лабораторной установки (разрез) 

Fig. 2. Design model of a laboratory setup (in section) 
 

Особенностью решателя ANSYS CFX является то, что он рассматривает урав-

нения гидродинамики как единую систему, используя при этом полностью неяв-

ную дискретизацию [10]. Решение уравнений на каждом шаге состоит из следу-

ющих стадий: 

1. Генерация коэффициентов: нелинейные уравнения линеаризуются и соби-

раются в матрицу решений. 

2. Решение уравнений: линейные уравнения решаются с использованием ал-

гебраического многосеточного метода (Algebraic Multi-Grid). 

Визуализация результатов вычислений осуществляется с помощью постпро-

цессора – приложения, декодирующего выходные данные расчёта. 
 

Описание математической модели 
 

Основой системы уравнений является модель «Эйлер–Эйлер» с добавлением 

некоторых уравнений модели «Эйлер–Лагранж». Базовые уравнения для каждой 

фазы, соответствующие законы замыкания и определяющие соотношения приве-

дены в табл. 2. Константы модели RNG k–ε приведены в табл. 3. Граничные 

условия приведены в табл. 4 и на рис. 2 и 3. Численные значения граничных 



Демин В.А., Костыря А.В. Численное моделирование осаждения твердых частиц 

93 

условий приняты теми же, что в исследовании [1]. Массовый расход твердой фа-

зы, использованный в серии экспериментов, приведен в табл. 5. Геометрия задачи 

и параметры сетки приняты в соответствии с этой же работой [1].  

Т а б л и ц а  2  

Базовые уравнения и законы замыкания 

Физический смысл  

уравнений 
Уравнения 

Ссыл-

ки 

Уравнение  

неразрывности  

для i-ой фазы 

( ) ( )α ρ α ρ 0


+  =


vi i i i i
t

, 

αi – объемная доля фазы i, ρi – плотность фазы i (кг/м3), 

vi –скорость фазы i 

[6] 

Сумма объемных долей 

фаз (нормировка) 
α α α 1g+ + =l s  

Тензор напряжений  

для фазы i 

( ) ( )
2

α μ α μ δ
3

= −  +  − τ v v vT
i i i i i i i i ij , 

μi – динамическая вязкость фазы i (Па∙с), ij – символ 

Кронекера 

Тензор деформаций  

для фазы i 
( )

1

2
=  + S v vTi i i

 
Инвариант тензора  

деформаций  

(для жидкой фазы) 
( )

1

2
2= S Sl lS

 

Уравнение  

сохранения импульса  

для фазы i 

( ) ( ) drag,α ρ α ρ α α ρ


+  = −  +  + +


v v v τ g Fi i i i i i i i i i i ijp
t

, 

p – давление (Па), g – ускорение свободного падения (м/с2), 

Fdrag,i,j – сила межфазного взаимодействия (кг/м2∙с2) 

Уравнение модели  

турбулентности 

( )
( )

α ρ
α ρ

k
k


+  =


v

l l l
l l l l

t
 

,

θ μ μ
α α α ρ ε

σ
k

  +
=   + − +    

  

k t
l l k b l l l k

k

G
 

( ) ( ) 1,

ε

θ μ μ
α ρ α ρ ε α ε

σ

 + 
+  =   +      

v



t

l l l l l l l l
t

 

( )1ε 2,ε , 2ε 3,ε 3,ε ε

ε
α θ θ ρ ε α ρ α

k
+ − +  −l

l k b l l l l k l
l

C G C C R

 
Дополнительный член, 

описывающий рассеива-

ние энергии пульсаций 

3 2
μ

3
0

ρ η 1 η ε

η1 βη k

 −
=  

+  


С
R  

Безразмерный комплекс 

для вычисления рассеи-

вания энергии пульсаций 

η εk= S  

Член, описывающий за-

рождение турбулентности  

вследствие наличия гра-

диентов скорости (индекс 

k соответствует кинетиче-

ской энергии) 

μ
   

= +    

vv vji i
k tur

j i j

G
x x x  
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П р о д о л ж е н и е  т а б л .  2  

Физический смысл  

уравнений 
Уравнения 

Ссыл-

ки 

Член, описывающий 

зарождение турбулент-

ности вследствие нали-

чия эффектов всплытия 

(индекс b соответствует 

подъемной силе) 

μ
β= g

Pr

tur
b i i

tur

G T , 

Prtur – турбулентное число Прандтля (принято 0.9) 

[11] 

Турбулентная вязкость 
2

μμ ρ εk=tur C , 

Сμ – коэффициент турбулентной вязкости 

[6] 

Критерий Рейнольдса 

(при взаимодействии 

жидкости и газа) 

g gρ μg= −Re v vl l ld , 

dg – диаметр пузырьков газа (м) 

Критерий Рейнольдса 

(при взаимодействии 

жидкости и твердых  

частиц) 

s ρ μ= −Re v vl s s l ld , 

ds– диаметр твердых частиц (м) 

Коэффициент межфазно-

го взаимодействия (при 

взаимодействии жидко-

сти с пузырьками газа  

и твердыми частицами 

соответственно) 

( )0 687
g,s

g,s

24
1 0 15 ..= +  Re

Re
DC  

Коэффициент передачи 

импульса 

α α3
ρ

4
,= −v v

i j
ij D ij i i j

j

K C
d

, 

dj – диаметр частиц фазы j (м) 

Усилие, возникающее 

при межфазном взаимо-

действии (для Эйлеро-

вых фаз) 

( )drag, = −F v vij ij i jK  

Закон сохранения  

энергии для фазы i 

( ) ( )α ρ α ρ


+  =


vi i i i i i iH H
t

 

( )= α : λ


+  +   +


τ vi i i i ij

p
T Q

t
, 

Qij – количество тепла, поступившее из фазы j (Дж/м3) 

[5] 

Энтальпия фазы i 
,= i p i iH c dT , 

cp,i – теплоемкость при постоянном давлении фазы i 

Теплопроводность  

жидкости 
λ λ λ, ,= +l lam l tur l  

Турбулентная  

теплопроводность 
λ μ, ,= Prtur l p l tur turc

 

Передача тепла между 

фазами 
( )g g g g= − = −l l l lQ Q h T T  

Критерий Прандтля , μ λ=Pr p l l lc  

Критерий Нуссельта 1 32 0.6= +  Nu Re Pr  

Коэффициент  

теплоотдачи 
6λ α α= Nuij i i j jh d  
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О к о н ч а н и е  т а б л .  2  

Физический смысл  

уравнений 
Уравнения 

Ссыл-

ки 

Сила сопротивления  

(для твёрдых частиц) 

2

drag,

π
ρ ( )

8
= − −F v v v vs

ls l D l s l s

d
C  

[7] 
Сила тяжести  

(для твердых частиц) 

grav =F gsm , 

sm  – масса одной частицы (кг), g  – ускорение свобод-

ного падения (м/с2) 

Уравнение движения 

твердой частицы 
drag, grav= +

v
F Fs

s ls

d
m

dt
 

Примечания. Индексы g, l, s означают газ, жидкость и твердые частицы соответственно. Ин-

дексы lam и tur отвечают ламинарному и турбулентному режимам соответственно. 

 
Т а б л и ц а  3  

Параметры модели RNG k–ε 

Параметр Значение Ссылка Параметр Значение Ссылка Параметр Значение Ссылка 

σk  1.39–1 [12] 2,εθ  1 [6] 1εC  1.42 [12] 

εσ  1.39–1 [12] 3,εθ  1 [6] 2εC  1.68 [12] 

θk  1 [6] 0η  4.38 [12] 3,εC  0 [6] 

1,εθ  1 [6] β 0.012 [12]    

Пk 0 [6]  μC  0.085 [6]    

 
Т а б л и ц а  4  

Граничные условия 

Расположение 

границы 

Тип  

границы 
Граничные условия 

Сопло горелки Вход 
о 3ρ 0 123 кг/с 1300 С 1 0 225 кг/мg g. , , , , = = = = nv t  

Открытая  

граница 

Открытая 

граница 
о101300 Па 25 С 1g, ,= = =p t  

Линия  

рециркуляции 
Вход 

о 3ρ 1 5 кг/с 20 С 1 998 2 кг/м. , , , . = =  =  =n l lv t  

Отбор на  

рециркуляцию 
Выход ρ 1 5 кг/с. = −nv  

Адиабатиче-

ские стенки 
Стенка 0 0,= =v q  

Перегородка Стенка 0 0,= =v q  

Отбойное 

устройство 
Стенка 0 0,= =v q  
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Рис. 3. Расчетная схема лабораторной установки (аксонометрическая проекция) 

Fig. 3. Design model of a laboratory setup (axonometric projection) 

 
Т а б л и ц а  5  

Массовый расход твердой фазы 

Диаметр частиц 
Массовый расход твердой фазы при количестве частиц, кг/с 

0.5N N* 1.5N 

0.015 6.10410–6 1.22110–5 1.83110–5 

0.03 4.88310–5 9.76610–5 1.46510–4 

0.06 3.90710–4 7.81310–4 1.17210–3 

0.09 1.31810–3 2.63710–3 3.95510–3 

0.12 3.12510–3 6.2510–3 9.37610–3 

0.18 0.011 0.021 0.032 

0.24 0.025 0.05 0.075 

0.48 0.2 0.4 0.6 

0.72 0.675 1.35 2.025 

0.96 1.6 3.2 4.8 

1.2 3.125 6.25 9.376 

1.44 5.4 10.8 16.201 

Примечание. * За N принято число частиц, использованное в исследовании [1] (3.482106 час-

тиц в секунду). 

 
Обсуждение результатов 

 

По итогам проведения численного эксперимента с диаметром твердых частиц 

0.24 мм были получены их траектории (рис. 4–6). 

Как видно из приведенных рисунков, на начальном этапе твердые частицы 

движутся вверх к свободной поверхности жидкости, что согласуется с результа-

тами ранее проведенного исследования. Этот факт объясняется определяющим 

значением движения пузырьков газа, которые обладают высокой степенью пла-

вучести. После выхода из сопла горелки жидкость, насыщенная пузырьками, раз-

ворачивается и движется вверх [1]. При приближении к поверхности жидкость 

избавляется от газовой фазы. При попадании в зону свободной поверхности 

твердые частицы теряют вертикальную компоненту скорости и начинают дви-

гаться горизонтально, отдаляясь от зоны высоких скоростей потока. 
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Рис. 4. Траектория твердых частиц, проекция на плоскость ZY 

Fig. 4. Trajectory of solid particles (projection onto ZY-plane) 
 

 

Рис. 5. Траектория твердых частиц, проекция на плоскость XY 

Fig. 5. Trajectory of solid particles (projection onto XY-plane) 
 

 

Рис. 6. Траектория твердых частиц, проекция на плоскость XY 

Fig. 6. Trajectory of solid particles (projection onto XY-plane) 



Механика / Mechanics 

98 

По мере потери газовой фазы удельный вес элемента жидкости становится 

большим, и линии тока начинают заворачивать вниз. Далее, достигая наружных 

стенок и перегородки, частицы приобретают нисходящее движение, при этом 

большая часть твердой фазы оседает на дне установки. Вместе с тем мы можем 

видеть, что неосевшие частицы продолжают движение, увлекаясь потоком цир-

кулирующей жидкости. Рассмотрим подробнее закономерности движения твер-

дых частиц, наложив их траекторию на линии тока жидкости (рис. 7, 8). 
 

 

Рис. 7. Траектория твердых частиц, совмещенная с линиями тока жидкости  

(проекция на плоскость ZY) 

Fig. 7. Trajectory of solid particles combined with streamlines of the fluid  

(projection onto ZY-plane) 

 

 

Рис. 8. Траектория твердых частиц, совмещенная с линиями тока жидкости 

(аксонометрическаяпроекция) 

Fig. 8. Trajectory of solid particles combined with streamlines of the fluid  

(axonometric projection) 

 

Как видно из приведенных рисунков, твердая фаза следует за потоком жидко-

сти не только на начальных, но и на последующих участках траектории. Особен-

но отчетливо эта тенденция видна в зоне вихревого движения. Отклонение траек-
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торий частиц от линий тока происходит на участках горизонтального движения, 

что соответствует известным представлениям об осаждении дисперсной фазы  

в поле силы тяжести [13]. При этом в отношении структуры течения подтвер-

ждаются результаты численных экспериментов, проведенных в исследовании [1]. 

Далее рассмотрим закономерности осаждения твердых частиц при их различ-

ном диаметре и количестве. Прежде всего вычислим скорость осаждения частиц 

хлорида калия в воде и сопоставим ее со скоростями потоков жидкости. Скорость 

осаждения вычисляется с помощью уравнений [14] 
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где Re – критерий Рейнольдса, вычисленный по формуле из табл. 2; Ar – еще 

один безразмерный параметр подобия (критерий Архимеда). 

Преобразовав уравнения (1), сокращая некоторые члены, получим 
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Известно, что при наличии разности температур между осаждающейся части-

цей и несущей средой зачастую следует вносить поправку к коэффициенту со-

противления CD, учитывающую влияние неизотермичности [15]. В случае если 

частица нагрета относительно жидкости, поправка вычисляется по формуле 

 0 0 722
0

1
18 2

.

T T
.

−
− = − 

Re

l
D DС С , (3) 

где Re0 – критерий Рейнольдса, вычисленный для реперного изотермического 

случая, T – температура частицы (К), Tl – температура жидкости (К). Примени-

тельно к нашей ситуации Re0 = Res и вычисляется по формуле из табл. 2. Под-

ставляя числовые значения физических свойств воды и хлорида калия, а также 

значение скорости осаждения, получаем Res = 28.6. В настоящем исследовании 

температура частицы равна температуре жидкости, окружающей частицу в мо-

мент зарождения. В установившемся режиме работы лабораторной установки 

перепад температур между нагретым ядром потока и периферией будет состав-

лять не более 10 К. Такой же будет и максимальная разность температур твердой 

частицы и окружающей ее жидкости. Подставляя в уравнение (3) все числовые 

значения, получим размер поправки, равный –0.0445. Как видно, полученное 

число достаточно мало для его округления до нуля, что позволят не учитывать 

поправку на неизотермичность. 

Частицы хлорида калия в диапазоне рассматриваемых диаметров имеют ко-

эффициент формы, близкий к единице. Таким образом, в наших условиях форм-

фактор не является главным параметром, определяющим режим осаждения при 

работе лабораторной установки с погружным горением. Для подкрепления дан-

ной позиции были проведены дополнительные расчеты осаждения частиц диа-

метром 1.44 мм с соответствующим ему коэффициентом формы 1.37. Отклоне-

ние результатов составило 1%: доля осевшей твердой фазы составила примерно 

99% вместо 100% в численном эксперименте без учета коэффициента формы. 

Значения скоростей осаждения, вычисленные по формуле (2), приведены  

в табл. 6 и на рис. 9. В зонах восходящего и вихревого течения жидкость имеет ско-
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рости в диапазоне 0.25–2.5 м/с, что превышает скорость осаждения частиц во всем 

диапазоне диаметров. Таким образом, если делать отбор жидкости с рождающими-

ся частицами из зоны относительно высоких скоростей (на границе раздела фаз, 

вблизи горелки), то можно свести к минимуму осаждение твердых частиц в выпар-

ной части установки. Это же будет справедливо и для полноразмерного аппарата. 

Т а б л и ц а  6  

Закономерности осаждения твердых частиц различного диаметра 

Диаметр, 

мм 

Общая доля осевших частиц и процент частиц,  

осевших в правой части расчетной области 
Скорость 

осаждения, 

м/с 0.5N N 1.5N 

0.015 0.02 50% 0.02 50% 0.02 50% 3.38810–4 

0.03 0.03 67% 0.03 67% 0.03 67% 1.31410–3 

0.06 0.05 80% 0.05 80% 0.05 80% 4.83910–3 

0.09 0.12 83% 0.12 83% 0.12 83% 9.87510–3 

0.12 0.21 95.2% 0.21 95.2% 0.21 95.2% 0.016 

0.18 0.51 94% 0.51 94% 0.51 94% 0.029 

0.24 0.705 90.1% 0.765 93.5% 0.705 90.1% 0.042 

0.48 0.785 96.2% 0.785 96.2% 0.785 96.2% 0.085 

0.72 0.91 100% 0.91 100% 0.91 100% 0.117 

0.96 0.939 100% 0.939 100% 0.939 100% 0.142 

1.2 0.994 100% 0.984 100% 0.994 100% 0.163 

1.44 0.982 100% 0.982 100% 0.982 100% 0.182 

 

 

Рис. 9. Скорость осаждения твердых частиц в зависимости от диаметра 

Fig. 9. Sedimentation rate of solid particles as a function of diameter 
 

По результатам серии численных экспериментов с исходными данными, ука-

занными в табл. 5, получены доли осевших частиц (), а также процент частиц, 

осевших в правой части расчетной области. Результаты численных эксперимен-
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тов представлены в табл. 6 и на рис. 9–12. Доля осевших частиц определялась как 

отношение количества частиц, абсорбированных на нижней границе расчетной 

области, к количеству вводимых частиц в единицу времени. Процент частиц, 

осевших в правой части установки, определялся, соответственно, как отношение 

количества частиц, абсорбированных в правой части дна, к общему количеству 

абсорбированных частиц. 
 

 

Рис. 10. Закономерности осаждения твердой фазы при числе частиц 0.5N:  

1 – доля осевших частиц, 2 – доля частиц, осевших в правой части. 

Fig. 10. Regularities of solid-phase sedimentation with a particle number of 0.5N:  

a proportion of (1) settled particles and (2) the particles settled on the right side 

 

 

Рис. 11. Закономерности осаждения твердой фазы при числе частиц N:  

1 – доля осевших частиц, 2 – доля частиц, осевших в правой части. 

Fig. 11. Regularities of solid-phase sedimentation with a particle number of N:  

a proportion of (1) settled particles and (2) the particles settled on the right side 
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Рис. 12. Закономерности осаждения твердой фазы при числе частиц 1.5N:  

1 – доля осевших частиц, 2 – доля частиц, осевших в правой части. 

Fig. 12. Regularities of solid-phase sedimentation with a particle number of 1.5N:  

a proportion of (1) settled particles and (2) the particles settled on the right side 
 

Как можно видеть, доля осевших частиц возрастает с увеличением их диамет-

ра и не зависит от их количества. Это совпадает с теоретическими положениями 

о свободном осаждении частиц в вязкой жидкости [5, 6]. К тем же выводам мож-

но прийти, проанализировав формулу (2). Действительно, при малых концентра-

циях скорость осаждения, которая и определяет интенсивность процесса, зависит 

от диаметра и плотности частиц, физических свойств несущей среды, но не зави-

сит от количества распределенных в среде частиц. Стоит отдельно отметить, что 

данный вывод не будет справедлив для стесненного осаждения, при котором от-

дельные частицы взаимодействуют друг с другом, а также существует влияние 

потока твердой фазы на структуру потока сплошной среды. 

Сравнивая процент частиц, осевших в правой части расчетной области при 

различных условиях, мы можем обнаружить, что он также зависит только от диа-

метра и не зависит от количества частиц. Доля осевших справа частиц нелинейно 

возрастает с ростом диаметра, превышая значение 95% уже при размере частицы 

0.12 мм. Это говорит о том, что вывод твердой фазы должен быть организован 

как можно ближе к горелке, пока крупные частицы еще витают вблизи свободной 

поверхности. 
 

Заключение 
 

В рамках настоящего исследования проведено численное моделирование осаж-

дения твердых частиц в лабораторной установке погружного горения. Показано, 

что для принятых условий в аппарате погружного горения скорость свободного 

осаждения зависит от диаметра частиц и не зависит от их количества. Скорость 

восходящего течения жидкости в зоне возле горелки превышает скорость оса-

ждения во всем рассматриваемом диапазоне диаметров частиц. Выявлено, что 

твердая фаза следует за потоком жидкости как на начальных, так и на последую-
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щих участках траектории, отклоняясь заметно от линий тока жидкости только на 

горизонтальных участках. Процент частиц, оседающих в правой части расчетной 

области (в выпарной части установки), круто возрастает с ростом диаметра ча-

стиц, достигая значения 100%. Это говорит о том, что крупные частицы (0.12 мм 

и более) могут быть выведены из системы только в зоне быстрого восходящего 

потока жидкости, т.е. вблизи горелки. 
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Аннотация. Представлены результаты термодинамического расчета энергетических 

характеристик систем термитного типа CaI2O6/Al, CaI2O6/В и CaI2O6/Ti. Определе-

ны адиабатическая температура горения, энтальпия продуктов сгорания, удельный 

импульс, скорость истечения продуктов сгорания, массовая доля конденсированных 

фаз, содержание газообразных и конденсированных продуктов сгорания. Проведена 

оценка влияния содержания металлизированного окислителя и металлического го-

рючего в составе термитной системы на основные теплофизические и энергетиче-

ские характеристики. 
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Abstract. The article presents the results of a thermodynamic study of the component 

content influence and their physical and chemical properties on the regulation of the 
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main energy characteristics and combustion product characteristics of thermite systems 

based on calcium iodate containing Al, B and Ti.  

The adiabatic combustion temperature, enthalpy of combustion products, specific im-

pulse, exhaust velocity of combustion products, mass fraction of condensed phases, con-

tent of gaseous and condensed combustion products are determined. The influence of the 

metal oxide/metal fuel content in the thermite system composition on the main energy 

characteristics was assessed.  

Based on a comparison of the calculation results of the thermite systems thermodynamic 

and thermophysical characteristics, it seems possible to divide the studied thermite sys-

tems into 3 functional groups according to their application. Taking into account the ratio 

of components, these can be: 1) thermite systems for welding processes and 2) thermite 

systems for perforating, cutting metal structures (CaI2O6/Al and CaI2O6/Ti); 3) thermite 

systems as a component of energy compositions capable to inactivate harmful aerosol 

spores and bacteria (CaI2O6/B), since due to the low combustion temperature of 

CaI2O6/B, a longer burning time of such systems leads to a gradual release of iodine. 

Keywords: thermite system, adiabatic combustion temperature, specific impulse,  

condensed combustion products, thermodynamic calculation 
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Введение 

 

Термодинамическое моделирование возникло в связи с нуждами специали-

стов, занимающихся исследованием технологических процессов в металлургии, 

химии, производстве неорганических материалов. Термодинамическое моделиро-

вание целесообразно применять при решении задач, связанных с планированием 

и прогнозированием использования сырья, его количества, выбора эффективных 

параметров для реализации высокотемпературных процессов. Термодинамическое 

моделирование применяется для теоретического исследования и оценки энергети-

ческих характеристик термитных систем, что позволяет существенно сократить 

затраты на проведение в дальнейшем экспериментальных исследований. 

В настоящее время инженерные расчеты термодинамического моделирования 

в научных, образовательных и отраслевых лабораториях проводятся с использо-

ванием разработанных в России интегральных компьютерных программ термо-

динамического равновесия, таких как «Астра», TERRA (МГТУ им. Н.Э. Баумана [1]) 

и других, а за рубежом применяется программа NASA CEA. Программы термо-

динамического расчета содержат значительный архив данных, из которого ав-

томатически выбираются все вещества, состав которых совместим с заданной 

эквивалентной химической формулой исследуемой системы. Для расчета рав-

новесного состава гомогенной смеси решается система уравнений химического 

равновесия, включающая уравнения сохранения вещества, уравнения диссоци-

ации и уравнение закона Дальтона. Программа термодинамического равновесия 

позволяет рассчитывать теплоемкости продуктов сгорания, теплопотери, пока-

затель адиабаты, среднюю молекулярную массу газов и другие параметры ис-

следуемых систем. 
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Термитная система состоит из горючего (металла) и окислителя (оксида дру-

гого металла). Термитная реакция сопровождается значительным выделением 

тепла, образованием металла в жидком перегретом состоянии, что позволяет ис-

пользовать его для проведения технологических процессов. Продуктами термит-

ной реакции являются газообразные и конденсированные вещества. Термитные 

системы находят широкое применение в разных отраслях промышленности [2–8]. 

Безгазовые составы на термитной основе используются для создания тепловых 

источников импульсного действия, которые испоользуются при монтаже и ремонте 

магистральных трубопроводов. Термитная сварка применяется при изготовлении, 

восстановлении и ремонте крупных деталей, при сварке железобетонных конструк-

ций. При монтаже контактной сети, линий электропередачи применяют железо-

магниевые термитные системы. Интерес представляют исследования по разра-

ботке термитных систем для процесса сварки при низких давлениях, в вакууме; 

термитная реакция происходит за счет кислорода, содержащегося в окислах ме-

таллов. 

Термитные системы могут быть использованы как компоненты в составе топ-

лив, применяемых в специальных устройствах, а также в средствах пожаротуше-

ния, средствах биоцидного направления для обезвреживания биологических от-

ходов. 

Н.А. Имховик, В.В. Селиванов и соавт. [4] отмечают, что в США, Великобри-

тании, Китае, России и других странах проводятся исследования новых типов 

высокоплотных энергетических материалов, механохимических активных компо-

зиционных материалов. По отношению к энергетическим материалам термитные 

системы характеризуются большой запасенной энергией и более рациональным 

ее использованием.  

В последнее время широкое исследуются нанокомпозитные термиты [5]. Нано-

термиты содержат окислитель и восстановитель. Исследователи отмечают, что 

нанопорошки характеризуются стабильностью при нормальных условиях и при 

срабатывании запускающего импульса способны к взаимодействию друг с дру-

гом с выделением большого количества энергии [5]. Активно исследуются нано-

термиты, содержащие в качестве металлического горючего порошки Al, Mg, Zr и 

других металлов, а в качестве оксидов металлов – Fe2O3, MnO4, MoO3, Cr2O3 и др. 

На примере термической реакции алюминия и оксида железа (Fe2O3) [5] 

2Аl + Fe2O3 → Аl2O3 + 2Fe + 859 кДж/моль 

видно, что такая реакция сопровождается выделением большого количества теп-

ла. Добавляя к термитным системам на основе металла и оксида металла поли-

мерные материалы или связующие либо газообразующие реагенты, способные 

обеспечить получение необходимого рабочего тела в процессе горения в техно-

логической установке, можно при горении термитной системы получить реак-

тивную тягу. Таким образом, нанотермитные системы становится возможным 

использовать, например, в микроэнергетических устройствах, применяемых в сред-

ствах аварийного спасения людей. 

Авторы [6] исследовали влияние соотношения компонентов нанопорошков (НП) 

оксида алюминия (0.5–5.0 мас. %) и чистого алюминия (99.5–95.0 мас. %) в ис-

ходной термитной системе на изменение удельного тепловыделения при горении 

термитного топлива и снижение содержания жидкой фазы в продуктах сгорания. 

При горении такой смеси окислительно-восстановительные реакции идут в воз-
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духе без участия специального окислителя. Результаты исследования показали 

наиболее оптимальный состав термитной смеси при содержании НП Al2O3 в пре-

делах 1.5–3.0 мас. % и содержании НП Al 98.5–97 мас. %. При горении такого 

термита в продуктах его сгорания жидкая фаза не образуется. 
Технологии изготовления и ремонта, основанные на сжигании термитных 

смесей, представляют большой интерес для космических приложений из-за низ-

кого энергопотребления и самоподдерживающегося протекания химических ре-

акций. В работе [7] описывается два метода: экзотермическая сварка медных 

стрежней и производство конструкционных материалов из лунного реголита пу-

тем сжигания. Экзотермическая сварка хорошо известна как надежный метод  

с низким энергопотреблением, например, для сварки электрических проводни-

ков, таких как медные провода или кабели, особенно в полевых условиях. 

Реакция имеет следующий вид: 

2Al + 3CuO → Al2O3 + 3Cu. 

Проводятся исследования реакций термитного типа между лунным / марсиан-

ским реголитом и магнием. Результаты могут быть использованы для производ-

ства строительных материалов на Луне и Марсе. Авторы [8] провели термодина-

мическое и экспериментальное исследование горения двух марсианских имита-

торов реголита с магнием: 

SiO2 + 2 Mg → Si + 2 MgO, ∆H° = –146 кДж (на 1 моль Mg), 

Fe203 + 3 Mg → 2 Fe + 3 MgO, ∆H° = –328 кДж (на 1 моль Mg). 

Исследователи указывают, что каждая из реакций по-своему значима: кремне-

зем имеет наибольшую концентрацию в реголите (более 40 мас. %), а оксид же-

леза термодинамически показывает более высокое тепловыделение [8]. 

В последнее время отмечается интерес американских исследователей к разра-

ботке энергетических материалов для утилизации биологически опасных веществ. 

Энергетические составы, содержащие галогены, например йод, генерируют био-

цидные продукты горения, способные инактивировать вредные для здоровья че-

ловека аэрозольные споры и бактерии [9, 10]. 

Авторы [9] исследовали горение двух термитных систем, содержащих в каче-

стве окислителя йодат кальция, Ca(IO3)2, в качестве горючего одна система со-

держала алюминий, другая – бор. В ходе экспериментов было установлено, что 

более низкие температуры воспламенения, более короткие задержки воспламене-

ния и более длительное время горения приводят к постепенному высвобождению 

йода. Таким образом, термитные композиты B·Ca(IO3)2 лучше подходят в каче-

стве компонентов энергетических составов, предназначенных для уничтожения 

биологически опасных веществ, по сравнению с композитами Al·Ca(IO3)2. 

Исследование горения тройных композиций Al·B·I2 и Mg·B·I2 показало, что 

температуры воспламенения для композитов Mg·B·I2 были ниже, чем композитов 

Al·B·I2. Высвобождение йода происходит за счет образования AlB2 и MgB2. Вре-

мя горения композиций Al·B·I2 и Mg·B·I2 было больше, чем для чистых порош-

ков Al и Mg. Время горения частиц композиции Mg·B·I2 было короче, чем для 

того же размера частиц композиции Al·B·I2 [10]. 

В статье [11] предложено использование железоалюминиевого термита для 

перфорирования, резания металлических конструкций в малодоступных местах, 

например при ликвидации аварий на нефтепромыслах. Термит содержит 25% алю-

миния марки АСД-4 и 75% Fe2O3. Горение термита протекает с выделением 
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большого количества тепла – 3 878 кДж/кг, и образованием конденсированных 

веществ Al2O3 и Fe. Увеличение импульса газодисперсной среды достигалось за 

счет введения в состав образца чешуек газообразующей смеси эпоксидного клея 

с неорганическим веществом, содержащим калий в соотношении 1/1. 

Обобщая вышеприведенный анализ публикаций, можно выделить следующие 

области применения термитных систем как топлив для малогабаритных газоге-

нераторов, применяемых: в процессах сварки деталей из чугуна, стали, хрупких 

сплавов, арматуры железобетонных конструкций, телефонных коммуникаций, 

труб; в средствах пожаротушения; в средствах биоцидного направления для 

обезвреживания биологических отходов; в средствах аварийного спасения лю-

дей; в процессах сварки при низких давлениях; при проведении перфорирования 

или резания металлических конструкций под водой при ликвидации аварий. 

Также термитные системы могут быть использованы в газогенераторах для ути-

лизации отработанных деталей космических объектов в космосе. 

Цель данной работы – термодинамическая оценка энергетических параметров 

горения термитных систем на основе йодата кальция, содержащих Al, B и Ti. 

Представляет интерес термодинамическое исследование влияния содержания 

исходных компонентов и их физико-химических свойств на возможность регули-

рования теплофизических и энергетических характеристик и образования кон-

денсированных и газообразных продуктов горения, а также выявления термит-

ных систем, которые могут быть эффективно использованы в газогенераторах 

специального назначения. 

 

Выбор систем термитного типа и расчет изобарного потенциала 

 

Для исследования выбраны химические реакции взаимодействия йодата каль-

ция с алюминием, бором и титаном: 

 3CaI2O6 + 10Al → 5Al2O3 + 3CaO + 3I2; (1) 

 3СаI2O6 + 10В → 5В2O3 + 3CaO +3I2;  (2) 

 2СаI2O6 + 5Тi → 5ТiO2 + 2СаО + 2I2. (3) 

На возможность и интенсивность протекания химических реакций оказывают 

влияние химическая природа и количество реагентов термитной системы, а также 

параметры протекания реакции (прежде всего температура). 

Расчет изобарно-изотермического потенциала (∆G = ∆H – T∆S) позволяет опре-

делить возможность протекания химических реакций в различных температурных 

условиях.  

В табл. 1 представлены результаты расчета значений изобарных потенциалов 

для исследуемых реакций (1–3) в диапазоне температур от 2 000 до 5 000 К. 
 

Т а б л и ц а  1  

Изобарный потенциал выбранных реакций 

Номер  

реакции 

∆G (кДж) 

2 000 К 2 500 К 3 000 К 3 500 К 4 000 К 4 500 К 5 000 К 

1 –6 762 –6 638.5 –6 515 –6 391 –6 268 –6 144.5 –6 021 

2 –5 217 –5 211 –5 205 –5 199 –5 193 –5 187 –5 181 

3 –3 838 –3 811 –3 785 –3 758.5 –3 732 –3 705.5 –3 679 
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Отрицательное значение изобарного потенциала указывает на возможность са-

мопроизвольного протекания реакции при заданных температурах. 
 

Результаты термодинамических расчетов 
 

Термодинамическое моделирование химически реагирующих термитных си-

стем (ТС) проведено с помощью программного комплекса TERRA [12].  

Цель термодинамических расчетов – моделирование соотношений компонен-

тов термитных систем, эффективных для их применения в газогенераторах спе-

циального назначения. Для этого в ПК TERRA выбран расчет параметров адиа-

батического расширения. Термодинамический расчет проведен в допущении 

равновесных процессов преобразования химической энергии топлива в тепловую 

энергию в камере сгорания и далее в механическую работу при расширении про-

дуктов сгорания в сопловом блоке газогенератора.  

Течение газовых смесей, образующихся при сгорании термитных систем  

в камере сгорания, сопровождается изменением состава продуктов сгорания и их 

термодинамических свойств на всем пути истечения продуктов сгорания через 

сопло. На основе термодинамического моделирования скорость истечения про-

дуктов сгорания (w), тяга двигателя (R), удельный импульс (Iуд) определяются по 

следующим формулам: 

1

a
г к

к

2
1

1

k

kpk
w R T

k p

− 
  

= −   −    

, 

R = G ∙ w + Fa∙(pa – pн), 

Iуд = R/G,  

где Rг – индивидуальная газовая постоянная (Rг = Rу/μ), Rу – универсальная газовая 

постоянная, μ – молярная масса газа, Tк – температура в камере, k – показатель 

адиабаты, Fа – площадь выходного сечения, G – секундный массовый расход газа. 

При обращении к ПК TERRA были заданы следующие исходные данные: 

1) исходный состав исследуемой термитной системы: химические формулы 

веществ, энтальпии образования этих веществ и их массовое содержание; 

2) для проведения расчета по директиве «Расчет параметров адиабатического 

расширения в канале» задаются параметры камеры и сопла: давление в камере  

рк (МПа), полная энтальпия H (кДж/кг), давление на выходе из сопла pa (МПа). 

Полная энтальпия является аддитивной функцией и вычисляется как сумма 

вкладов всех простых веществ, образующих исследуемую систему. При стан-

дартной температуре 298.15 К полная энтальпия простого вещества численно 

равна его энтальпии образования. Это значение задается в исходных данных по-

сле химической формулы простого вещества. 

Термодинамические расчеты характеристик горения термитных систем про-

ведены при давлениях в камере сгорания 4 и 7 МПа, на срезе сопла 0.1 МПа. Для 

оценки энергетических характеристик термитных систем выбраны следующие 

термодинамические параметры: коэффициент избытка окислителя (α) термитных 

систем, адиабатическая температура горения (Tад), энтальпия исходного топли-

ва (H), энтальпия продуктов сгорания в выходном сечении сопла (Hвых), удель-

ный импульс (Iуд), скорость истечения продуктов сгорания (W), массовая доля 
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конденсированных фаз (z), содержание газообразных и конденсированных про-

дуктов сгорания (в значимом количестве). 

 

Результаты термодинамического расчета ТС CaI2O6/Al 
 

На основе анализа результатов термодинамического моделирования была про-

ведена оценка влияния соотношения компонентов металлизированный окисли-

тель / металлическое горючее в составе термитной системы на основные энерге-

тические характеристики. 

Анализ результатов (табл. 2, 3) показал существенное влияние соотношения 

компонентов окислитель / горючее в составе ТС на значения адиабатической 

температуры горения (Tад). При давлении в камере сгорания р = 4 МПа изменение 

содержания компонентов CaI2O6/Al в диапазоне 40/60–80/20 приводит к повыше-

нию Tад в 1.6 раза (от 2 828 до 4 552 К). При давлении 7 МПа наблюдается незна-

чительный рост Tад на 123, 149 и 161 К при соответствующих соотношениях 

CaI2O6/Al – 50/50, 60/40 и 80/20. 

Т а б л и ц а  2  

Термодинамические параметры и содержание продуктов сгорания ТС  

CaI2O6/Al при давлении 4 МПа 

Термодинамические 

параметры 

№ термитной системы 

1 2 3 4 5 

Содержание компонентов CaI2O6/Al (мас. %) 

40/60 45/55 50/50 60/40 80/20 

α 0.156 0.185 0.217 0.293 0.525 

Равновесные параметры в камере сгорания (СИ) 

Tад, К 2 828.02 2 881.42 2 972.16 3 043.12 4 552.31 

H, кДж/кг –1 028.52 –1 157.08 –1 285.65 –1 542.78 –2 057.04 

Равновесные параметры в выходном сечении (СИ) 

Hвых, кДж/кг –1 173.9 –1 392.51 –1 619.11 –2 084.74 –2 801.13 

Iуд, м/c 642.906 799.156 938.026 1 177.61 1 372.07 

W, м/с 539 686 816 1 041 1 219 

z 0.605 0.515 0.424 0.24 0.387 

Газообразные продукты сгорания, моль/кг 

I 0.011 0.016 0.019 0.027 3.590 

I2 следы следы следы следы 0.868 ∙10-3 

Конденсированные продукты сгорания, моль/кг 

Al2O3 1.732 1.782 1.825 1.905 3.470 

Al 15.894 12.35 8.799 1.7 – 

CaO следы следы следы следы 0.597 
 

Энтальпия характеризует энергетическое состояние системы в термодинами-

ческом равновесии, H=U + p∙v. 

Энтальпия системы – это энергия, которая доступна для преобразования  

в теплоту при определенных значениях температуры и давления. Энтальпия – 

величина аддитивная (экстенсивная), для сложной системы равна сумме энталь-

https://dic.academic.ru/dic.nsf/ruwiki/763517
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пий ее независимых частей. В случае экзотермических реакций система выделяет 

тепло, энтальпия является величиной отрицательной. 

Т а б л и ц а  3  

Термодинамические параметры и содержание продуктов сгорания ТС  

CaI2O6/Al при давлении 7 МПа 

Термодинамические  

параметры 

№ термитной системы 

6 7 8 

Содержание компонентов CaI2O6/Al (мас. %) 

50/50 60/40 80/20 

α 0.217 0.293 0.525 

Равновесные параметры в камере сгорания (СИ) 

Tад, К 3 095.34 3 192.84 4 713.12 

H, кДж/кг –1 285.65 –1 542.78 –2 057.04 

Равновесные параметры в выходном сечении (СИ) 

Hвых, кДж/кг –1 655.99 –2 153.62 –2 895.35 

Iуд, м/c 973.317 1 230.21 1 433.95 

W, м/с 861 1 105 1 295 

z 0.429 0.252 0.393 

Газообразные продукты сгорания, моль/кг 

I 0.019 0.026 3.581 

I2 следы следы 0.902 ∙10-3 

Конденсированные продукты сгорания, моль/кг 

Al2O3 1.851 1.955 3.487 

Al 8.931 1.953 – 

CaO следы следы 0.659 

 

Результаты расчетов энтальпии показали, что увеличение содержания окисли-

теля в термитной системе (соотношение CaI2O6/Al в диапазоне от 40/60 до 80/20) 

приводит к повышению выделения тепловой энергии системы (энтальпия про-

дуктов сгорания в выходном сечении сопла) в 2.4 раза: Hвых 40/60= –1173.9 кДж/кг, 

Hвых 80/20= – 2801.13 кДж/кг (при p=4 МПа), что согласуется с физикой процесса 

горения Al и окислителя йодата кальция. Изменение давления незначительно 

повышает значение энтальпии системы, и это говорит о том, что энтальпия  

в большей степени зависит от изменения внутренней энергии системы. 

Удельный импульс характеризует эффективность применения исследуемой 

топливной системы в газогенераторах специального назначения. Анализ расчетов 

показал, что в исследованном диапазоне соотношения компонентов ТС CaI2O6/Al 

(от 40/60 до 80/20) удельный импульс возрастает соответственно от 643 до 1 372 м/с 

при р = 4 МПа. Повышение давления от 4 до 7 МПа позволяет повысить удель-

ный импульс, и при соотношении компонентов CaI2O6/Al = 80/20 Iуд=1 434 м/с. 

Скорость истечения продуктов сгорания (W) при соотношении CaI2O6/Al  

в диапазоне 40/60–80/20 возрастает от 539 до 1 219 м/с при p = 4 МПа. Увеличе-

ние давления от 4 до 7 МПа приводит к возрастанию W от 45 до 76 м/с. 

Конденсированные и газообразные продукты сгорания термитных систем вно-

сят значительный вклад в процесс передачи тепла, наибольший интерес в данном 
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исследовании представляют конденсированные алюминий и Al2O3. Расчеты пока-

зали, что минимальное значение доли конденсированных фаз z = 0.240 реализу-

ется при p = 4 МПа в термитной системе CaI2O6/Al при соотношении компонен-

тов 60/40. Повышение давления незначительно увеличивает z, на 1.4–1.6%.  

Содержание конденсированного Al2O3 в продуктах сгорания увеличивается  

в 2 раза (1.732–3.470 моль/кг), при изменении соотношения компонентов CaI2O6/Al 

в диапазоне 40/60–80/20 при p = 4 МПа. Повышение давления до 7 МПа незначи-

тельно увеличивает содержание конденсированного Al2O3 в продуктах сгорания. 

С уменьшением содержания алюминия в термитной системе CaI2O6/Al в диа-

пазоне значений от 40//60 до 80/20 содержание конденсированного алюминия  

в продуктах сгорания убывает с 15.9 до 0 моль/кг при p = 4 МПа. Повышение давле-

ния до 7 МПа незначительно увеличивает содержание Al на 0.132–0.253 моль/кг при 

соотношении компонентов в термитной системе соответственно 50/50 и 60/40. 

При соотношении компонентов в ТС 80/20 конденсированный алюминий в про-

дуктах сгорания отсутствует. 

Наибольшее содержание газообразного атомарного йода определено в тер-

митной системе при соотношении компонентов CaI2O6/Al = 80/20 и составляет 

3.581 моль/кг (p = 7 МПа). 
 

Результаты термодинамического расчета ТС CaI2O6/B 
 

Расчеты показали, что изменение соотношения компонентов в ТС CaI2O6/B  

не оказывает влияния на значение Tад (табл. 4). Однако увеличение давления в ка-

мере сгорания от 4 до 7 МПа приводит к повышению адиабатической температу-

ры горения на 116 К.  

Т а б л и ц а  4  

Термодинамические параметры и содержание продуктов сгорания ТС CaI2O6/B 

Термодинами-

ческие  

параметры 

№ термитной системы 

1 2 3 4 5 6 

Содержание компонентов CaI2O6/B (мас. %) 

75/25 80/20 85/15 75/25 80/20 85/15 

Давление (p) 4 МПа 7 МПа 

α 0.249 0.307 0.386 0.249 0.307 0.386 

Равновесные параметры в камере сгорания (СИ) 

Tад, К 2 565.49 2 565.49 2 565.49 2 681.9 2 681.9 2 681.9 

H, кДж/кг –1928.47 –2 057.04 –2 185.6 –1 928.47 –2 057.04 –2 185.6 

Равновесные параметры в выходном сечении (СИ) 

Hвых, кДж/кг –2 266.87 –2 503.2 –2 739.25 –2 287.55 –2 549.16 –2 810.54 

Iуд, м/c 944.868 1 067.86 1 178.09 964.85 1 107.1 1 233.18 

W, м/с 823 945 1 052 847 992 1 118 

z 0.219 0.139 0.058 0.223 0.146 0.069 

Газообразные продукты сгорания, моль/кг 

I 0.058 0.066 0.073 0.058 0.065 0.072 

I2 следы следы следы следы следы следы 

Конденсированные продукты сгорания, моль/кг 

B2O3 1.111 0.82 0.526 1.152 0.912 0.669 

B 13.091 7.485 1.875 13.126 7.563 1.998 

CaO 0.012 0.013 0.014 0.012 0.013 0.014 
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В термитных системах CaI2O6/B энтальпия продуктов сгорания (тепловыделе-

ние) незначительно повышается при увеличении давления от 4 до 7 МПа. Боль-

шее влияние на важный термодинамический параметр Hвых оказывает соотноше-

ние компонентов в составе ТС. Так, при p = 4 МПа и изменении соотношения 

компонентов CaI2O6/B в диапазоне от 75/25 до 85/15 энтальпия Hвых изменяется 

от –2 266.87 до –2 739.25 кДж/кг. 

Расчеты показали возможность увеличения удельного импульса за счет повыше-

ния давления в камере сгорания и содержания йодата кальция при одновременном 

понижении содержания бора. Удельный импульс Iуд изменяется от 945 до 1 178 м/с 

при p = 4 МПа в диапазоне соотношений компонентов CaI2O6/B от 75/25 до 85/15. 

При давлении 7 МПа изменение соотношения компонентов CaI2O6/B от 75/25 до 

85/15 приводит к повышению удельного импульса: Iуд изменяется от 965 до 1 233 м/с. 

Скорость истечения продуктов сгорания аналогично удельному импульсу 

возрастает при увеличении давления от 4 до 7 МПа и содержания йодата кальция 

при одновременном понижении содержания бора. При p = 4 МПа W изменяется  

в диапазоне 823–1 052 м/с, при p = 7 МПа W изменяется от 847 до 1 118 м/с. 

Снижение содержания бора от 25 до 15 мас. % в термитной системе CaI2O6/B 

приводит к уменьшению массовой доли конденсированных фаз (z) с 0.219 до 

0.058 при p = 4 МПа. Увеличение давления до 7 МПа приводит к незначительно-

му повышению z на 0.004–0.011. 

Повышение давления от 4 до 7 МПа незначительно увеличивает содержание 

конденсированного бора и оксида бора в продуктах сгорания. При давлении  

4 МПа содержание конденсированного бора в продуктах сгорания понижается  

от 13.091 до 1.875 моль/кг при уменьшении содержания бора в исходной ТС с 25 

до 15 мас. %. Аналогично при давлении 7 МПа содержание конденсированного 

бора понижается от 13.126 до 1.998 моль/кг. 

Содержание конденсированного оксида бора в продуктах сгорания понижает-

ся пропорционально уменьшению содержания бора в исходной термитной систе-

ме, от 1.111 до 0.526 моль/кг при p = 4 МПа и от 1.152 до 0.669 при p = 7 МПа. 

Содержание газообразного атомарного йода в продуктах сгорания ТС CaI2O6/B 

варьирует в небольшом интервале 0.058–0.073 моль/кг и практически не зависит 

от давления. 

 

Результаты термодинамического расчета ТС CaI2O6/Ti 

 

Максимальная адиабатическая температура горения в термитной системе 

CaI2O6/Ti наблюдается при соотношении компонентов 70/30, давлении 7 МПа и 

равна 4 660 К (табл. 5). При p = 4 МПа при уменьшении содержания титана в ис-

ходной ТС значение Tад снижается от 4 524 до 3 067 К. 

В термитных системах CaI2O6/Ti энтальпия продуктов сгорания (тепловыде-

ление) незначительно повышается (на 77–80 кДж/кг) при увеличении давления  

от 4 до 7 МПа. При p = 4 МПа и изменении соотношения компонентов CaI2O6/Ti 

в диапазоне от 75/25 до 85/15 энтальпия Hвых имеет значения в от –2 532.67 до 

–2 722.39 кДж/кг. 

В термитных системах CaI2O6/Ti при содержании титана от 20 до 25 мас. % 

возможно повышение удельного импульса за счет увеличения давления в камере 

сгорания. Максимальное значение удельного импульса Iуд = 1 290 м/с достигается 
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при давлении 7 МПа и содержании титана в составе ТС 25 мас. %. При давлении 

4 МПа снижение содержания Ti в составе ТС от 25 до 15 мас. % приводит к по-

нижению удельного импульса от 1 234 до 1 156 м/с при одновременном понижении 

скорости истечения продуктов сгорания через сопловой блок камеры сгорания. 
 

Т а б л и ц а  5  

Термодинамические параметры и содержание продуктов сгорания ТС CaI2O6/Ti 

Термодинами-

ческие  

параметры 

№ термитной системы 

1 2 3 4 5 6 7 

Содержание компонентов CaI2O6/Ti (мас. %) 

75/25 80/20 85/15 60/40 70/30 75/25 80/20 

Давление (p) 4 МПа 7 МПа 

α 0.689 0.747 0.807 0.525 0.632 0.689 0.747 

Равновесные параметры в камере сгорания (СИ) 

Tад, К 4 523.99 3 855.7 3 066.59 4 475.6 4 660.36 4 644.85 3 902.62 

H, кДж/кг –1 928.47 –2 057.04 –2 185.6 –1 542.78 –1 799.91 –1 928.47 –2 057.04 

Равновесные параметры в выходном сечении (СИ) 

Hвых, кДж/кг –2 532.67 –2 658.6 –2 722.39 –2 009.22 –2 420.54 –2 609.91 –2 739.1 

Iуд, м/c 1 233.98 1 228.57 1 156.19 1 077.1 1 235.95 1 290.36 1 288.16 

W, м/с 1 099 1 097 1 036 966 1 114 1 167 1 168 

z 0.447 0.431 0.372 0.533 0.459 0.454 0.435 

Газообразные продукты сгорания, моль/кг 

I 3.808 4.093 4.299 2.232 3.1 3.809 4.093 

I2 0.001 0.003 0.028 следы 0.001 0.001 0.003 

Конденсированные продукты сгорания, моль/кг 

TiO – – – 7.428 – – – 

TiO2  – 0.951 – – – 0.653 

Ti2O3 – – – – 1,832 – – 

Ti3O5 0.87 – – – 0.246 0.897 – 

Ti4O7 – 0.499 – – – – 0.341 

CaTiO3 1.853 2.051 2.18 0.432 1.033 1.864 2.051 
 

Соотношения компонентов 75/25 и 80/20 в ТС CaI2O6/Ti показывают наиболее 

высокие скорости истечения продуктов сгорания в зависимости от давления.  

Так, максимальная скорость W при 4 МПа составляет 1 099 м/с, а при 7 МПа  

W = 1 168 м/с, минимальное значение W = 966 м/с соответствует ТС с соотноше-

нием компонентов CaI2O6/Ti = 60/40. 

Снижение содержания титана в термитной системе CaI2O6/Ti приводит к по-

нижению значений массовой доли конденсированных фаз (z) независимо от дав-

ления. Так при p =4 МПа z изменяется в диапазоне 0.447–0.372, а при p = 7 МПа  

z изменяется от 0.533 до 0.435. 

Содержание титаната кальция (CaTiO3) в конденсированных продуктах сгора-

ния ТС CaI2O6/Ti практически не зависит от давления. При p = 4 МПа при умень-

шении содержания Ti в исходной ТС от 25 до 15% содержание титаната кальция 

увеличивается от 1.853 до 2.18 моль/кг. 

Содержание газообразного атомарного йода в ТС CaI2O6/Ti не зависит от дав-

ления и повышается от 3.808 до 4.299 моль/кг при уменьшении содержания Ti  

в исходной термитной системе от 25 до 15%. 
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Заключение 

 

Термодинамические расчеты позволили установить, что основные термодина-

мические характеристики горения термитных систем CaI2O6/Al, CaI2O6/B, CaI2O6/Ti 

при соотношении компонентов 80/20 и при p = 7 МПа можно представить в виде 

убывающего ряда значений: 

– максимальное значение адиабатической температуры горения (Tад) 

4 713 К (CaI2O6/Al) – 3 903 К (CaI2O6/Ti) – 2 682 К (CaI2O6/B); 

– наибольшее тепловыделение (энтальпия продуктов сгорания, Hвых) в резуль-

тате химических реакций  

(–2 895.35 кДж/кг) (CaI2O6/Al) – (–2 739.1 кДж/кг) (CaI2O6/Ti) –  

(–2 549.16 кДж/кг) (CaI2O6/B); 

– удельный импульс (Iуд) 

1 433.95 м/с (CaI2O6/Al) – 1 288.16 м/с (CaI2O6/Ti) – 1 107.1 м/с (CaI2O6/B); 

– скорость истечения продуктов сгорания (W) 

1 295 м/с (CaI2O6/Al) – 1 168 м/с (CaI2O6/Ti) – 992 м/с (CaI2O6/B); 

– массовая доля конденсированных фаз (z) 

0.435 (CaI2O6/Ti) – 0.393 (CaI2O6/Al) – 0.146 (CaI2O6/B); 

– содержание в газообразных продуктах сгорания атомарного йода (I, моль/кг) 

4.093 (CaI2O6/Ti) – 3.581 (CaI2O6/Al) – 0.065 (CaI2O6/B). 

На основании сравнения результатов расчетов термодинамических и теплофи-

зических характеристик термитных систем представляется возможным разделить 

изученные термитные системы на три группы по их назначению. С учетом соот-

ношения компонентов это могут быть:  

1) термитные системы для сварочных процессов;  

2) термитные системы для перфорирования, резания металлических кон-

струкций (CaI2O6/Al и CaI2O6/Ti);  

3) термитные системы как компонент энергетических композиций, способных 

инактивировать вредные аэрозольные споры и бактерии (CaI2O6/B), так как за 

счет низкой температуры горения CaI2O6/B более длительное время горения та-

ких систем приводит к постепенному выделению йода. 

Термодинамическое моделирование сложных физико-химических процессов 

при горении термитных систем при использовании ПК TERRA позволило получить 

аналитическую оценку работоспособности и области применения исследованных 

термитных систем. Полученные результаты позволяют отобрать целесообразные 

компоновки термитных систем как топлива для газогенераторов в соответствии  

с конкретными инженерными задачами для их дальнейшего изучения при прове-

дении экспериментальных исследований. 
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Аннотация. Исследуется влияние вращения ударников на процесс их взаимодействия 

с преградой при высокоскоростном ударе. Рассмотрены различные типы головных 

частей ударников. Частота вращения варьировала от 0 до 10 000 об/с. Рассмотрен 

диапазон углов взаимодействия от 0 до 75°. Показано, что отличия в проникании 

вращающегося и невращающегося ударника обусловлены наличием во вращаю-

щемся ударнике напряженно-деформированного состояния, вызванного враща-

тельным движением. Определены условия возникновения рикошета ударников для 

различных углов взаимодействия, скоростей вращения и форм головной части. 
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Abstract. Numerical simulation methods are used to study the effect of rotation of cylin-

drical strikers made of high-strength steel on the high-velocity interaction with a steel 

barrier. Three types of striker head shapes are considered: ogival, hemispherical, and flat. 

The initial velocity of the striker is 1000 m/s, and the rotation frequency varies from 0 to 

10000 revolutions per second. The striker–barrier interaction angle varies from 0° to 75°. 

The modeling is carried out in a three-dimensional formulation using the author’s EFES 2.0 

software package. This allows the simulation of the fragmentation of interacting bodies 

with the formation of new contact and free surfaces, as well as the erosion of materials. 

The obtained results show that the difference in the penetrating power of rotating and 

non-rotating strikers is due to the presence of a stress–strain state in the rotating striker 

caused by rotational motion. The effect of the rotation of the striker on its penetrating 

power is studied. The conditions for the striker ricochet are determined for various striker–

barrier interaction angles, rotation velocities, and head part shapes. 
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Введение 

 

Представленные ранее результаты [1] показали, что вращение ударника ока-

зывает влияние на процесс его взаимодействия с преградой. Вместе с тем систе-

матические исследования влияния вращения ударника на динамику процесса вза-

имодействия и разрушения материалов отсутствуют. Это отчасти связано с пред-

положением, что при взаимодействии вращающегося ударника основное влияние 

будет оказывать трение. Но проведенные Джозефом Краффтом эксперименты по 

исследованию проникающей способности вращающихся и невращающихся удар-

ников показали, что вклад трения несуществен: для низкоскоростного взаимо-

действия он не превышает 3–4%, а при высокоскоростном ударе менее 1% [2].  

В дальнейшем, основываясь на выводах работы [2], влиянием вращения на про-

цесс проникания ударников в преграды пренебрегали [3], и влияние вращения не 

исследовалось. Кстати, эти результаты явились обоснованием использования 

условия идеального скольжения на контактной поверхности между ударником и 

преградой при математическом и численном моделировании процессов ударного 

взаимодействия твердых тел.  

Влиянию геометрических параметров взаимодействия ударника с преградой 

(форма головной части ударника, угол взаимодействия, толщина преграды и т.п.) 

посвящено достаточно много как экспериментальных, так аналитических и числен-

ных исследований. Можно выделить ряд работ, отражающих основные направле-

ния исследований [3–14]. В работе [14] экспериментально исследуется нормаль-
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ное внедрение жестких ударников с конической и с полусферической формами 

головной части в преграды из мягкой низкоуглеродистой стали со скоростями до 

600 м/с. Полученные результаты свидетельствуют, что форма головной части при 

рассмотренных условиях не оказывает существенного влияния на глубину крате-

ра в преграде. Аналогичный вывод содержится и в работе [9] для случая нор-

мального внедрения ударника в преграду. 

Данная работа посвящена подробному анализу влияния вращательного дви-

жения ударника и геометрии его головной части на кинематику взаимодействия  

и разрушение материалов. 

 
Основные уравнения математической модели 

 
Задача решается в трехмерной адиабатической постановке. В произвольной 

системе координат 
ix  ( 1,2,3i = ) система уравнений включает следующие урав-

нения [1, 9]:  

– неразрывности 

 
ρ

ρ υ 0i

i
t


+  =


; (1) 

– движения 

 ρ σk ik k

ia F=  + , (2) 

где 
υ

υ υ
k

k i k

ia
t


= + 


, ,σ Γ σ σik ik k im m ik

i i im im  = + +  ; 

– энергии 

 
1

σ
ρ

ij

ij

dE
e

dt
= . (3) 

Здесь kF  – компоненты вектора массовых сил; 
k

ij  – символы Кристоффеля; σij
 – 

контравариантные компоненты симметричного тензора напряжений; E – удельная 

внутренняя энергия; ρ – плотность среды; υi
 – компоненты вектора скорости;  

eij – компоненты симметричного тензора скоростей деформаций: 

( )
1

υ υ
2

ij i j j ie =  +  . 

Тензор напряжений представляется в виде суммы девиаторной 
kiS  и шаровой 

части (давления) P: 

 ij ij ijPg S = − + , (4) 

где ijg  – метрический тензор.  

Шаровая часть тензора напряжений (давление) определяется уравнением Ми-

Грюнайзена: 

 
3

0

1 0

1 ,

n

n

n

V
P K K E

V=

 
= − +  

 
  (5) 

где 0 1 2 3,  ,  ,  K K K K  – константы материала, V0 – начальный удельный объем, V – 

текущий удельный объем.  
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Связь компонент тензора скоростей деформаций и девиатора имеет вид: 

 ( )
1

2  , 0 .
3

ij
im jk mk ij ij

mk mk

DS
G g g e g e g S

Dt

 
− = +    

 
 (7) 

Влияние поворота на напряженно-деформированное состояние (НДС) описы-

вается коротационной производной Яуманна 
ij ij

im kj jm ik

mk mk

DS dS
g S g S

Dt dt
= −  −  , 

где 
1

( υ υ )
2

ij i j j i =  −  , G – модуль сдвига. 

Материал ведет себя упруго (λ = 0), если выполняется условие Мизеса 

   22

3

ij

ij dS S   , (8) 

и пластически (λ > 0), если оно нарушается, σd – динамический предел текучести.  

Для описания разрушения используется предельная величина интенсивности 

пластических деформаций 

 2

2 1

2
3

3
ue T T= − , (9) 

где T1, T2 – первый и второй инварианты тензора деформаций. 

 

Постановка задачи 

 

Исследуется как нормальное (α = 0°), так и косое (α ≠ 0°) взаимодействие ци-

линдрических стальных ударников с различной формой головной части: ожи-

вальной (рис. 1, a), полусферической (рис. 1, b) и плоской (рис. 1, c), со стальной 

преградой. Процесс удара рассматривается в декартовой системе координат XYZ  

(x1 = x, x2 = y, x3 = z, 0k

ij = , ,ij

ij =   
ij

ijg =  , 
ij  – символ Кронеккера, , 1, 2,3i j = ).  

 

                                       
a                                            b                                                    c 

Рис. 1. Типы исследуемых ударников 

Fig. 1. Design of the strikers under study 
 

В момент времени t = 0 ось симметрии ударника совпадает с Z (рис. 2, a), век-

тором скорости ударника 0υ  и образует с нормалью к преграде угол α. Помимо 

поступательного движения с скоростью 0υ , ударник вращается вокруг своей оси 

с начальной угловой скоростью 0 2= ω , где ν – частота вращения, показыва-
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ющая количество оборотов ударника в секунду (об/с). Линейную скорость вра-

щательного движения точек ударника определим из векторного произведения 

= υ ω R , где R – радиус-вектор точки. Проекции вектора скорости υ  на оси 

X и Y определяются соотношениями 
1υ sin = υ  и 

2υ cos = υ  соответствен-

но (рис. 2, b). Проекция υ  на ось Z будет равна нулю: 
3υ 0. =  

 

 
a                                                                                   b 

Рис. 2. Постановка задачи 

Fig. 2. Formulation of the problem 

 

Начальные условия (t = 0): 

 0ij P E = = =  при 
1 2( )ix D D  , 1, 2, 3i = , (10) 

 
1 2 3

0 ,  ,  ,sin cos  =  =   = −υ υυ  при 
1( )ix D , 1, 2, 3i = , (11) 

 υ 0i =  при 
2( )ix D , 1, 2, 3i = , (12) 

 i =   при ( )i

kx D , 1, 2, 3i = ; 1, 2k = . (13) 

Граничные условия: 

– на контактной поверхности между ударником и преградой реализовано 

условие скольжения без трения 

 ,  0, ,  υ υnn nn n n ns ns n nT T T T T T+ − + − + − + −= = = = = =   (14) 

– на свободных поверхностях задано условие отсутствия напряжений 

 0 .nn ns nT T T= = =  (15) 

Здесь n – единичный вектор нормали к поверхности в рассматриваемой точке,  

τ и s – взаимно перпендикулярные единичные векторы в плоскости, касательной 

к поверхности в этой точке, Tn – вектор силы на площадке с нормалью n, υ – век-

тор скорости. Нижние индексы у векторов Tn и υ означают проекции на соответ-

ствующие векторы базиса; знак «+» характеризует значение параметров в удар-

нике, знак «−» в преграде. Система уравнений (1)–(9) совместно с начальными и 

граничными условиями (10)–(15) полностью определяет краевую задачу. 

Материал ударника – высокопрочная сталь плотностью 3

0 8 020 кг/м =  с ди-

намическим пределом текучести 1.72 ГПаd = . Диаметр ударника D = 25.4 мм, 
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длина L = 142.9 мм, / 5.65L D = . Материал преграды – сталь плотностью 
3

0 7 850 кг/м =  и динамическим пределом текучести 1.01 ГПаd = . Толщина 

преграды h = 50 мм, диаметр 350 мм. Начальная скорость ударника в расчетах 

составляла 0 1 000 м/с=υ , частота вращения 0 10 000 об/с =  . Рассмотрен диа-

пазон углов взаимодействия 750 =   . Для численного решения задачи исполь-

зуется авторский программный 3D комплекс EFES 2.0 [1]. 

 

Результаты численных исследований 

 

Предложенная модель поведения материала и реализующие ее численные ал-

горитмы были протестированы сравнением с экспериментальными данными, ко-

торые подтвердили адекватность численных результатов [1, 15, 16]. 

На рис. 3 в сечении ZX представлены конфигурации ударников с различной 

формой головной части, преграды и распределение интенсивности пластической 

деформации (9) при нормальном ударе в момент времени 150 мкс после начала 

взаимодействия. В этом случае для всех типов ударников наблюдается перфора-

ция преграды. Наибольшие значения интенсивности пластической деформации  

в преграде локализованы на контактной поверхности с ударником и боковой по-

верхности кратера, переходящего в процессе взаимодействия в сквозное отвер-

стие. В ударнике при ν = 0 и ν = 3 000 об/с максимальные значения интенсивно-

сти пластической деформации локализованы в головной части ударника в зоне 

контакта с материалом преграды, при этом на боковой поверхности ударника и 

во внутренней области ударника уровень eu невысокий. При частоте вращения  

ν = 10 000 об/с за счет увеличения центробежной силы наблюдаются увеличение 

диаметра деформирующегося ударника и, как следствие, увеличение диаметра 

отверстия в преграде.  

В невращающемся ударнике НДС возникает только в результате его взаимо-

действия с преградой, во вращающемся ударнике дополнительно возникает НДС, 

вызванное его вращением вокруг своей оси, в этом случае в ударнике возникают 

как нормальные растягивающие напряжения σxx и σyy, вызванные действием цен-

тробежной силы на материал ударника, так и сдвиговые напряжения σxy, возника-

ющие за счет градиента линейной скорости материала ударника вдоль его радиуса 

(рис. 4). Таким образом, в момент взаимодействия с преградой во вращающемся 

ударнике уже существует ненулевое поле напряжений, интенсивность которого бу-

дет определяться частотой вращения ударника. Максимальные значения напряже-

ний, вызванных вращательным движением ударника, локализованы вблизи боковой 

поверхности. Особенно это характерно для сдвиговых напряжений (см. рис. 4, b). 

В табл. 1 представлены значения остаточной длины ударников и их остаточ-

ной скорости после перфорации преграды при нормальном ударе. Для всех рас-

смотренных форм головной части наблюдается уменьшение остаточной длины 

ударника с увеличением скорости его вращения. Это обусловлено интенсифика-

цией пластического деформирования и эрозионного разрушения ударника в ре-

зультате его вращения. Остаточная длина ударников при ν = 10 000 об/с состав-

ляет от 13 до 16%. Остаточная скорость ударника с оживальной головной частью 

с увеличением скорости вращения уменьшается, для ударников с полусфериче-

ской и плоской формой головной части, напротив, остаточная скорость ударника 
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с ростом частоты вращения увеличивается. Это связано с двумя факторами: увели-

чением областей пластического течения и разрушения в преграде за счет большей 

площади контактной зоны, обусловленной формой ударников, и большей кинети-

ческой энергией ударников с полусферической и плоской формой головной части: 

их массы на 11 и 14% соответственно больше массы оживального ударника. 
 

 

               
  ν = 0                                      ν = 3 000 об/с                              ν = 10 000 об/с 

a 

   
   ν = 0                                      ν = 3 000 об/с                             ν = 10 000 об/с 

b 

   
   ν = 0                                       ν = 3 000 об/с                            ν = 10 000 об/с 

c 

Рис. 3. Конфигурации ударников и преграды, распределение интенсивности пластической 

деформации (сечение ZX, α = 0°, t = 150 мкс): a – оживальная головная часть, b – полусфе-

рическая головная часть, c – плоская головная часть 

Fig. 3. Distribution of plastic deformation intensity in the barrier for different design of strikers 

(ZX-section, α = 0°, t = 150 μs): (a) ogival-headed, (b) hemispherical-headed, and (c) flat-headed 
 

                               

 

            
ν = 3 000 об/с              ν = 10 000 об/с                    ν = 3 000 об/с                ν = 10 000 об/с 

a                                                                                 b 

Рис. 4. Распределение в ударнике нормальной и сдвиговой компонент напряжения в Па 

при t = 1 мкс: a – σxx, b – σxy  

Fig. 4. Distribution of normal and shear stress components along the striker in Pa at t = 1 μs:  

(a) σxx and (b) σxy,  
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Т а б л и ц а  1  

Итоговые значения параметров взаимодействия для α = 0° 

Форма  
головной 

части 

Частота 
вращения 

ν, об/с 

Остаточная длина 
ударника lr, 

мм / % 

Остаточная  
скорость ударника 

υr, м/с 

Результат  
взаимодействия 

Оживало 

0 53 / 37 806 Перфорация 

3 000 51 / 36 804 Перфорация 

10 000 18 / 13 781 Перфорация 

Полусфера 

0 59 / 41 810 Перфорация 

3 000 58 / 40.6 817 Перфорация 

10 000 23 / 16 852 Перфорация 

Плоскость 

0 63 / 44 816 Перфорация 

3 000 63 / 44 835 Перфорация 

10 000 22 / 15 857 Перфорация 
 

На рис. 5 приведены конфигурации ударников и распределение интенсивно-

сти пластической деформации для угла взаимодействия α = 30° в момент времени 

200 мкс. В этом случае так же, как и при нормальном ударе, происходит перфо-

рация преграды для всех типов ударников. При ударе под углом увеличивается 

эффективная толщина преграды hef, определяемая соотношением hef = h/cosα, что 

приводит к большей потере скорости ударника (табл. 2).  
 

 

     
ν = 0                                    ν = 3 000 об/с                             ν = 10 000 об/с 

a 

     
ν = 0                                    ν = 3 000 об/с                             ν = 10 000 об/с 

b 

           
ν = 0                                    ν = 3 000 об/с                             ν = 10 000 об/с 

c 

Рис. 5. Конфигурации ударников и преграды, распределение интенсивности пластической 

деформации (сечение ZX, α = 30°, t = 200 мкс): a – оживальная головная часть, b – полу-

сферическая головная часть, c – плоская головная часть 

Fig. 5. Distribution of plastic deformation intensity in the barrier for different design of strikers 

(ZX-section, α = 30°, t = 200 μs): (a) ogival-headed, (b) hemispherical-headed, and (c) flat-headed 
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Т а б л и ц а  2  

Итоговые значения параметров взаимодействия для α = 30° 

Форма  
головной 

части 

Частота 
вращения ν, 

об/с 

Остаточная длина 
ударника lr, 

мм / % 

Остаточная  
скорость ударника 

υr, м/с 

Результат  
взаимодействия 

Оживало 

0 51 / 36 770 Перфорация 

3 000 49 / 34 769 Перфорация 

10 000 13 / 9 704 Перфорация 

Полусфера 

0 59 / 41 776 Перфорация 

3 000 58 / 40.5 764 Перфорация 

10 000 23 / 16 754 Перфорация 

Плоскость 

0 64 / 45 778 Перфорация 

3 000 63 / 44 790 Перфорация 

10 000 22 / 15 813 Перфорация 
 

Увеличение угла взаимодействия до α = 60° приводит к тому, что перфорация 

преграды происходит не для всех типов рассматриваемых ударников и скоростей 

вращения (рис. 6). Так, для оживального ударника перфорация преграды проис-

ходит только когда отсутствует вращение ударника (ν = 0). В случае вращающе-

гося ударника происходит торможение ударника в преграде без сквозного проби-

тия (см. рис. 6, a). 
 

             
ν = 0, t = 500 мкс                  ν = 3 000 об/с, t = 500 мкс       ν = 10 000 об/с, t = 300 мкс 

a 

             
ν = 0, t = 500 мкс                  ν = 3 000 об/с, t = 500 мкс       ν = 10 000 об/с, t = 300 мкс 

b 

           
ν = 0, t = 500 мкс                  ν = 3 000 об/с, t = 500 мкс       ν = 10 000 об/с, t = 300 мкс 

c 

Рис. 6. Конфигурации ударников и преграды (сечение ZX, α = 60°): a – оживальная голов-

ная часть, b – полусферическая головная часть, c – плоская головная часть 

Fig. 6. Configuration of the barrier with different design of strikers (ZX-section, α = 60°): 

(a) ogival-headed, (b) hemispherical-headed, and (c) flat-headed 
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Для ударников с полусферической и плоской формой головной части сквоз-

ное пробитие преграды происходит в случае отсутствия вращения ударника и для 

частоты вращения ν =3 000 об/с; при ν = 10 000 об/с (см. рис. 6, b, c) наблюдается 

торможение ударников. В табл. 3 приведены значения интегральных параметров, 

характеризующих процесс взаимодействия ударников с преградой при ударе под 

углом α = 60°. В данном случае эффективная толщина преграды увеличивается  

в два раза, что увеличивает время взаимодействия ударника с преградой и приво-

дит к большему разрушению ударника. Так, при ν = 10 000 об/с происходит прак-

тически полное срабатывание ударников. 
Т а б л и ц а  3  

Итоговые значения параметров взаимодействия для α = 60° 

Форма 
головной 

части 

Частота 
вращения 

ν, об/с 

Остаточная 
длина удар-

ника lr, мм / % 

Остаточная ско-
рость ударника 

υr, м/с 

Глубина кратера 
в преграде h, 

мм 

Результат 
взаимодей-

ствия 

Оживало 

0 14 / 10 290 – Перфорация 

3 000 8 / 5 – 50 Кратер 

10 000 – – 34 Кратер 

Полусфера 

0 14 / 10 347 – Перфорация 

3 000 15 / 12 378 – Перфорация 

10 000 – – 40 Кратер 

Плоскость 

0 13 / 9 408 – Перфорация 

30 00 12 / 8 389 – Перфорация 

10 000 – – 45 Кратер 
 

           
ν = 0                                                            ν = 10 000 об/с 

a 

                      
ν = 0                                                              ν = 10 000 об/с 

b 

                   
ν = 0                                                              ν = 10 000 об/с 

c 

Рис. 7. Конфигурации ударников и преграды (сечение ZX, α = 70°, t = 250 мкс): a – ожи-

вальная головная часть, b – полусферическая головная часть, c – плоская головная часть 

Fig. 7. Configuration of the barrier with different design of strikers (ZX-section, α = 70°,  

t = 250 μs): (a) ogival-headed, (b) hemispherical-headed, and (c) flat-headed 
 

При угле взаимодействия α = 70° происходит рикошет всех типов ударников 

как в случае отсутствия вращения ударника, так и при его вращении. На рис. 7 

представлены конфигурации невращающихся ударников и вращающихся с ча-
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стотой ν = 10 000 об/с. В данном случае происходит фрагментация ударников  

с образованием осколков различных размеров, а в преграде формируются крате-

ры, протяженные вдоль оси X. 

Т а б л и ц а  4  

Глубины кратеров в преграде для α = 70° 

Форма головной 
части 

ν, об/с 
Глубина кратера  
в преграде, h, мм 

Результат  
взаимодействия 

Оживало 

0 33 Рикошет 

3 000 32 Рикошет 

10 000 25 Рикошет 

Полусфера 

0 40 Рикошет 

3 000 36 Рикошет 

10 000 29 Рикошет 

Плоскость 

0 40 Рикошет 

3 000 35 Рикошет 

10 000 33 Рикошет 

 

    
a                 b 

 
c 

Рис. 8. Изменение во времени угла между вектором скорости центра масс ударника  

и нормалью к преграде для различных форм головной части ударника: a – оживальная,  

b – полусферическая, c – плоская 

Fig. 8. Time variation of the angle between the velocity vector of the striker's center of mass and 

the normal to the barrier for different striker head shapes: (a) ogival, (b) hemispherical, and (c) flat 

1 

2 
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В табл. 4 приведены значения глубин кратеров, образованных ударниками в пре-

граде при ударе под углом α = 70°. Для всех типов ударников наблюдается умень-

шение глубины кратера с увеличением скорости вращения. При частоте враще-

ния ударника ν = 10 000 об/с глубина кратера в преграде для оживального 

ударника по сравнению с невращающимся ударником уменьшается на 24%, для 

ударников с полусферической и плоской головной частью на 28 и 18% соответ-

ственно. 

Влияние вращения ударника на процесс взаимодействия ударников с прегра-

дой иллюстрируют графики изменения во времени угла между вектором скоро-

сти центра масс внедряющегося ударника αυ и нормалью к преграде n для угла 

взаимодействия α = 60°, приведенные на рис. 8. С течением времени значение αυ 

увеличивается для всех типов ударника. Если значения αυ ≥ 90°, то это свиде-

тельствует о рикошете ударника от преграды. Так, для оживального ударника для 

скоростей вращения ν = 3 000 об/с и ν = 10 000 об/с значения αυ = 90° достигаются 

в 300 и 210 мкс соответственно (см. рис. 8, a кривые 2, 3). Для ударников с полу-

сферической и плоской головной частью значения αυ = 90° достигаются только 

для частоты вращения ν = 10 000 об/с (см. рис. 8, b, c, кривые 3). Характер кри-

вых 3 для всех типов ударников одинаков, но для оживального ударника момент 

времени, когда начинается резкий рост αυ, наступает раньше, при t = 100 мкс, для 

ударников с полусферической и плоской формой головной части это происходит 

в 125 и 140 мкс соответственно. Для оживального ударника значения частот вра-

щения ν ≥ 3 000 об/с при угле взаимодействия α = 60° приводят к рикошету удар-

ника. 

 

Заключение 

 

Проведенные параметрические исследования показали: 

1. При вращении ударника в нем формируется напряженно-деформированное 

состояние, влияющее как на разрушение ударника и преграды, так и на кинема-

тические параметры процесса взаимодействия. 

2. Увеличение скорости вращения приводит к увеличению объема материала, 

находящегося в пластическом состоянии, и, как следствие, интенсификации эро-

зионного разрушения и срабатывания ударника. 

3. Рикошет вращающегося ударника для рассмотренного соотношения физико-

механических свойств материалов ударника и преграды зависит от формы голов-

ной части и может происходить при меньших углах взаимодействия, причем для 

ударника с оживальной формой головной части эта закономерность выражена 

наиболее ярко. 
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Динамический анализ двухмассовой механической  
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Аннотация. Проведен динамический анализ двухмассовой механической системы 

с разложением ее абсолютного импульса на переносный и относительный. При 

разложении показано, что в диссипативной среде относительные силы инерции 

оказывают существенное влияние на абсолютное движение этой механической си-

стемы. Выписано уравнение такого движения, в котором суммарная масса механи-

ческой системы условно сосредоточена в одном из ее тел, выбранном за опорное. 

Полученные результаты и выводы обеспечивают решение задачи двух и трех тел 

для диссипативной среды, оказывающей сопротивление движению опорного тела, 

с учетом относительных сил инерции. 

Ключевые слова: двухмассовая механическая система, импульс и силы инерции, 

инерционный домен, диссипативный параметр, угол диссипативных потерь 
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Abstract. In this paper, a dynamic analysis of a two-mass mechanical system is per-

formed. The aim of this work is to study the effect of the inertial forces of bodies in rela-

tive motion within the mechanical system on the motion of this system in a dissipative 

medium with linear viscous resistance to the motion of one of its bodies (a reference 

body). The analysis is based on the decomposition of the absolute impulse of the me-

chanical system into portable and relative components. The resolution shows that the  



Механика / Mechanics 

136 

relative inertia forces significantly affect the absolute motion of the mechanical system in 

a dissipative medium. The equation for such motion is presented, where the total mass of 

the mechanical system is conditionally concentrated in the reference body. The obtained 

results and conclusions can be used to solve the problem of two gravitating bodies, one 

of which is located in a dissipative medium, with the center of mass of the bodies moving 

relative to the center of the inertial domain. The results are also applicable to three-mass 

mechanical systems of the inertioid type. 

Keywords: two-mass mechanical system, momentum and inertial forces, inertial domain, 

dissipative parameter, dissipative loss angle 
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Введение 

 

В настоящее время силы инерции кФ Ф Ф Фr e= + +  (относительные Фr , пе-

реносные Фe , Кориолиса кФ  и др.) рассматривают с различных точек зрения [1]. 

Например, согласно одной из них, силы инерции Ф  взаимодействующих тел 

механических систем (МС) рассматриваются как фиктивные, условные, введенные 

для того, чтобы совместно с аксиомой связей придать уравнению Ньютона ma F=  

наиболее удобную форму равновесия в виде принципа Даламбера Ф 0F R+ + =   

в неинерциальной системе отсчета одного из тел МС, где iF F=   и ij
i j

R R


=   – 

главный вектор внешних сил iF , приложенных к i-м телам МС, и реакций ijR  

связи ее i-го и j-го тел. 

При этом уравнение движения механической МС в инерциальной системе от-

счета записывают в виде: 

 С i i
i

d d
m v m v F

dt dt
= = , (1) 

где i
i

m m=   и im  – суммарная масса МС и масса ее i-го тела; /С i i
i

v m v m=   и 

iv  – скорость ее центра масс (ЦМ) C и ее i-го тела. 

Уравнение (1) описывает движение ЦМ C (центра инерции) МС в инерциаль-

ной системе отсчета K. Если главный вектор 0F = , то ЦМ C покоится либо со-

вершает равномерное прямолинейное движение. Исходя из этого в задаче двух 

тел [2] в качестве инерциальной системы отсчета выбирают систему отчета KC, 

связанную с ЦМ C, в которой главный вектор сил инерции равен нулю: 

Ф ( ) / 0C iC iCd m v dt= − = . В диссипативной среде (например, с линейным вяз-

ким сопротивлением движению опорного тела m1) внешняя сила 1 0F  , система 

отсчета KC неинерциальна и решение задачи двух тел [2] некорректно. Поэтому 

для анализа движения тел m1 и m2, а также их ЦМ C удобнее выбрать собствен-

ную систему отсчета K1 опорного тела m1 (тело m2 выбирается за рабочее [3, 4]). 
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При анализе необходимо учитывать относительную силу инерции 21Ф Фr =  ра-

бочего тела m2, действующую в системе отсчета K1. Она в инерциальной системе 

K оказывает влияние на движение тел m1 и m2 и является реальной (другая точка 

зрения) [1, 3–6]. Такая точка зрения не согласуется с уравнением движения МС (1), 

так как в него относительные силы инерции Фr  в явном виде не входят. 

Цель работы – исследование влияния относительной силы инерции 21Ф  рабо-

чего тела m2 двухмассовой механической системы на движение ее опорного тела 

m1, находящегося в диссипативной среде. Результатом исследования является 

разработка описания, обеспечивающего анализ амплитудных и фазовых характе-

ристик движения опорного m1 и рабочего m2 тел механической системы, а также 

движения ее центра C в инерциальной системе отсчета K. 

 

Динамический анализ 

 

Рассмотрим МС2, которая показана на рис. 1. МС2 содержит рабочее (ускоря-

емое) тело с массой m2, которое с помощью жесткого идеального стержня с дли-

ной R шарнирно закреплено на опорном (ускоряющем) теле с массой m1, с воз-

можностью вращения рабочего тела m2 относительно опорного тела m1 внутрен-

ним активным моментом M, действующим на оси шарнира опорного тела m1. 

Движение опорного m1 и рабочего m2 тел может совершаться в общей плоскости, 

перпендикулярной оси шарнира опорного тела m1. 
  

21φ  

2φ C  

1m  

1φ C  

1 1н,m x  

1φ O  

2φ O  

21  

1K  

1x  

2m  

,C O  O  

ε  
1K  

1x
 

1r  

R  

OK  

2 2н,m x  

Ox  

0t =  

CK  

s  

2s  

1s  

K  

21Ф  

2m  

1m  

2 2н,m x  

1 12,Cr r  

1r  

Cx  

K  

C  

C  

1 0, 0Cdr

dt
 = =  

1 0   

a  

б  

0t =  
1 1н,m x  

x  x  

2 21,Cr r  

2r  

Cr  

21Ф  

Or  

2r  

1Or  

2Or  

M  

M  

M  

R  

R  

R  

1F  1OF  

21Ф  

1Ф O  

O  

1Oa  

OK  

ε
 

1Oy  

1Ox  

в  

m  

Ox  

1x  

1K  

M  

1s  

R  

21r  

τ
21 21Ф 0 при φ 0= =  

21φ 0=  

21Фr
 

 

Рис. 1. Двухмассовая механическая система в среде без потерь (μ1 = 0) – а;  

в среде с потерями (μ1 ≠ 0) – b; действующая на нее система сил – c 

Fig. 1. Two-mass mechanical system in the (a) lossless medium (μ1 = 0) and (b) lossy  

medium (μ1 ≠ 0); (c) a system of acting forces 
 

Коэффициент сопротивления диссипативной среды μ1 движению опорного 

тела m1 МС2 составляет μ1 = 0 на рис. 1, а и μ1 ≠ 0 на рис. 1, b. Для рабочего тела 

m2 он всегда составляет μ2 = 0. 

a 
b 

c 
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Для проведения динамического анализа МС2 введем неподвижную систему 

отсчета K, начало координат которой для случая μ1 = 0 (см. рис. 1, а) выберем 

произвольно, а для случая μ1 ≠ 0 (см. рис. 1, b) свяжем с начальным положением 

x1н опорного тела m1 в момент времени t = 0. При t = 0 рабочее тело m2 находится 

в начальном положении x2н, как показано на рис. 1, а, b. Начальные скорости 

опорного m1 и рабочего m2 тел при t = 0 нулевые: 1н 0x = , 2н 0x = . 

Кроме того, введем собственную систему K1 опорного тела m1, которая вместе 

с ним может двигаться в системе отсчета K только поступательно. Эту систему 

отсчета в дальнейшем будем рассматривать как опорную. 

Пусть в момент времени t = 0 рабочее тело m2 приводится в движение актив-

ным моментом M, который за малый интервал времени 0dt →  достигает стаци-

онарного значения. Исходя из мгновенной передачи взаимодействий в механике, 

одновременно достигает своего стационарного значения и угловая скорость 21ω  

вращательного движения рабочего тела m2. При этом опорное тело m1 при μ1 = 0 

вместе с системой отсчета K1 будет совершать движение в системе отсчета K по 

окружности s (см. рис. 1, а) и при μ1 ≠ 0 по окружности s1 (см. рис. 1, b). Рабочее 

тело m2 в системе отсчета K1 будет совершать вращательное движение по траек-

тории s (см. рис. 1, а) или s2 (см. рис. 1, b). 

Траекторией движения опорного m1 и рабочего m2 тел в системе отсчета K при 

1μ 0= , когда / 0C Cv dr dt= =  (см. рис. 1, а), также является окружность s , но 

при μ1 = 0, когда скорость /O Ov dr dt=  убывает экспоненциально от некоторого 

начального значения, зависящего от μ1, до нуля, эти тела будут двигаться по спи-

ральным траекториям [4], переходящим в траектории s1 и s2 (см. рис. 1, b, где 

спиральные траектории показаны частично). Зависимость изменения скорости 

/O Ov dr dt=  от μ1 подробно будет показана при дальнейшем анализе. 

Момент M (см. рис. 1) возникает в результате приложения к стержню R пары 

сил. Эту пару можно представить как совокупность сил, действующих на рабочее 

тело m2: силы  

 /F M R= , (2) 

перпендикулярной к стержню R, и силы, равной 

 /F M R= − , (3) 

которая приложена к шарниру, соединяющему стержень и опорное тело m1. Мо-

мент –M силы F (3) вызовет вращение (откат) /zdK dt M− = −  опорного тела m1  

в направлении, противоположном вращению рабочего тела m2, где 11φz zK I− = −  и 

zI  – кинетический момент и момент инерции опорного тела m1; 11φ  – угловая 

скорость вращения опорного тела m1 в системе отсчета K1 по оси z его шарнира. 

Результирующий кинетический момент МС2 Z z zK K K− += + , являющийся суммой 

ее кинетического момента zK +
 и кинетического момента zK −

 опорного тела m1 

(см. рис. 1, а), сохраняется: constZK =  при μ1 = 0 и μ2 = 0, а при μ1 ≠ 0 поддержи-

вается постоянным в стационарном состоянии МС2 (когда угловая скорость вра-
щательного движения рабочего тела m2 достигает своего стационарного значения 

21φ const=  за счет источника активного момента M) [4]. Величина стационарного 

значения 21φ const=  определяется мощностью источника активного момента M. 
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Подробный анализ результирующего кинетического момента zK  МС2 при  

μ1 ≠ 0 будет проведен при выводе полной системы уравнений ее движения. 

В общем случае радиусы-векторы, определяющие положение опорного m1 и 

рабочего m2 тел МС2 и ее ЦМ C (см. рис. 1) в системе отсчета K, можно предста-

вить в виде: 

 1 1 2 2
1 , 1 , 2 1 21

1 2

; ; .C O C O С

m r m r
r r r r r r r

m m

+
= + = + =

+
 (4) 

где 
,C Or  – радиусы-векторы, которые при 1μ 0=  имеют индекс Cr  и определяют 

положение начала координат собственной системы отсчета KC ЦМ C МС2  

(см. рис. 1, а), исходя из закона сохранения импульса, Cr const= , а при 1μ 0  

имеют индекс Or  и определяют положение начала координат собственной систе-

мы отсчета OK  (см. рис. 1, b) центра O  ИД, образованного взаимодействующи-

ми телами m1 и m2 [4], физический смысл которого будет более подробно рас-

крыт при дальнейшем анализе; 
1 ,C Or  и 

2 ,C Or  – радиусы-векторы, которые при 

1μ 0=  (см. рис. 1, а) имеют индекс 1Cr , 2Cr  и определяют положение опорного 

m1 и рабочего m2 тел в системе отсчета KC: 

 2
1 21

1 2

C

m
r r

m m
= −

+
; 1

2 21

1 2

C

m
r r

m m
=

+
 (5) 

(получены из уравнений 1 1 2 2 0С Сm r m r+ =  и 21 2 1C Cr r r= − , где 21r  – радиус-вектор 

рабочего тела m2 в системе отсчета K1) и аналогичные радиусы-векторы с индек-

сами 1Or  и 2Or , определяющие положение этих тел в системе отсчета OK  при 

1μ 0  (см. рис. 1, b), подлежащие дальнейшему определению. 

Импульс тел m1 и m2 МС2 в системе отсчета K, выраженный непосредственно 

через радиус-вектор 1r  и радиус-вектор 2r  (4), равен 

 1 1 1

d
p m r

dt
= ; 2 2 1 2 21

d d
p m r m r

dt dt
= + . (6) 

Суммарный (абсолютный) импульс МС2 запишем в виде: 

 1 2 1 2 21( )i e r
i

d d
p p p p m m r m r

dt dt
= = + = + + . (7) 

Он складывается из ее переносного и относительного импульсов 

 1 2 1( )e

d
p m m r

dt
= + , 2 21r

d
p m r

dt
= . (8) 

С учетом импульсов (6) запишем второй закон Ньютона отдельно для каждого 

из взаимодействующих тел m1 и m2 с учетом аксиомы связей и диссипативной 

силы 

 1 1 1μF v= − , (9) 

действующей на опорное тело m1 МС2 (см. рис. 1, b): 

 1 2
12 1 21; ,

dp dp
R F R

dt dt
= + =  (10) 

где 1v  – скорость опорного тела m1 в системе отсчета K; 12R  и 21R  – реакции связи R. 
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Суммируя левые и правые части уравнений (10) с учетом того, что по третье-

му закону Ньютона 
, 1,2;

0ij
i j i j

R
= 

= , и того, что i e r
i

p p p p= = +  (7), получим 

уравнение 

 1
e rdp dp

F
dt dt

+ = , (11) 

которое записано для системы отсчета K в терминах переносного ep  и относи-

тельного rp  импульсов (8). 

Первые два члена уравнения (11) можно обозначить переносной 1Ф  и относи-

тельной 21Ф  силами инерции: 

 
2 2

1 21
1 1 2 21 22 2

Ф ( ) ; Ф .e rdp d r dp d r
m m m

dt dtdt dt
= − = − + = − = −  (12) 

Для систем отсчета K1 и K с параллельными осями 1 ||x x  и 1 ||y y  проекции 

21 21cosxr R=   и 
21 21sinyr R=   радиуса-вектора 21r  в системе отсчета K1 инвари-

антны этим же проекциям в системе отсчета K 21 21xr х=  и 
21 21yr y= . Тогда урав-

нение (11) посредством раздельного или одновременного переноса сил инерции 

1Ф  и 21Ф  (12) в его правую часть можно свести как к форме второго закона 

Ньютона, так и к форме принципа Даламбера: 

 
2

1
1 2 21 12

( ) Ф
d r

m m F
dt

+ = + ; 1 21 1Ф Ф 0F+ + = . (13) 

Для удобства последующего анализа представим первое уравнение (13) в про-

екциях на оси координат x и y системы отсчета K: 

 2 2

1 2 1 2 21 21 1 1 2 1 2 21 21 1( ) ω cosφ ;( ) ω sin φ ,x ym m x m R F m m y m R F+ = + + = +  (14) 

где 12 21R r r= = ; 1 1xx r= , 
1 1yу r= ; 1 1 1μxF x= −  и 

1 1 1μyF y= −  – проекции диссипа-

тивной силы 1F  (9) на оси x и y системы отсчета K. 

Согласно принципу Даламбера, на МС2 как на целую с массой m = m1 + m2  

в системе отсчета K1 действует уравновешенная система сил 1 21 1Ф Ф 0F+ + = . 

При этом переносная сила инерции 1Ф  определена абсолютным ускорением 

2 2

1 1 /a d r dt= −  (13), взятым с обратным знаком. Согласно (4), абсолютное уско-

рение 1a  при 1μ 0  (см. рис. 1, b) есть сумма 
2 2 2 2 2 2

1 1/ / /O Od r dt d r dt d r dt= +  

переносного ускорения 
2 2/Od r dt  центра O  ИД и относительного ускорения 

2 2

1 /Od r dt  рабочего тела m2 в системе отсчета OK , связанной с центром O . 

Проанализируем систему сил, действующих в МС2 в системе отсчета OK , по-

казанную на рис. 1, c, где для наглядности принято 21φ 0= , когда связь R 

направлена по оси x1 системы отсчета K1. В этой системе отсчета на тело 

1 2m m m= +  также действуют относительная 21Ф  сила инерции (12) и диссипа-

тивная сила 1F  (9). Результирующая сила 10 1 21ФF F= +  вызывает ускорение 1Oa  
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тела m, направленное в системе отсчета OK  к центру O  ИД и, следовательно, 

силу инерции 

 

2

10
10 1 2 2

Ф ( )
d r

m m
dt

= − +  (15) 

этого тела в этой же системе отсчета OK , направленную в противоположном 

направлении, что будет подтверждено частным решением уравнений (14) относи-

тельно ускорений 1Ox  и 1Oy , определяющих вектор ускорения 1Oa  (см. рис. 1, c). 

Диссипативная сила 1F  (9) задает угол диссипативных потерь ε, который 

определяет угол запаздывания φ π ε= +  вектора переносной силы инерции 1Ф O  

по отношению к вектору относительной силы инерции 21Ф , который в системах 

отсчета 1K  и OK  инвариантен, так как их оси 1x  и Ox  параллельны 1 || Ox x . Ме-

тодика определения угла ε будет предложена в соответствующем разделе статьи. 

При 1 0F =  ( 1μ 0= ) значение ε 0= , и движение тела m будет совершаться 

относительно ЦМ C МС2 (см. рис. 1, а), с которым в данном случае совпадает 

центр O  ИД. 

Таким образом, уравнения (13) и (14) сводят МС2 к материальной точке с сум-

марной массой ее тел 1 2m m m= + , условно сосредоточенной в ее опорном теле 

1m , которое движется под действием силы инерции 21Ф  рабочего тела 2m  и дис-

сипативной силы 1F , оказывающей сопротивление движению опорного тела 1m . 

Эти уравнения по своему виду аналогичны уравнению вибратора (1.1), ис-

пользуемому в робототехнике, которое без вывода приведено в работе [6]. 

Определим вид частного решения уравнений (14). Согласно рис. 1, а, фаза 

1φ C  вращательного движения опорного тела 1m  в системе отсчета CK  ЦМ С  

связана с фазой 21φ  вращательного движения рабочего тела 2m  в системе отсче-

та 1K  преобразованием 

 1 21φ φ φC = + , (16) 

где 1 2φ φ φ πС С= − =  – угол запаздывания фазы 1φ C  вращательного движения 

опорного тела 1m  относительно фазы 2φ С  вращательного движения рабочего 

тела 2m  в системе отсчета СK  при 1μ 0=  (см. рис. 1, а). 

Для случая 1μ 0  (см. рис. 1, b) опорное 1m  и рабочее 2m  тела будут совер-

шать вращательное движение в системе отсчета OK  центра O  ИД по окружно-

стям 1s  и 2s , как показано на рис. 1, b. В этом случае фаза 1φ O  вращательного 

движения рабочего тела 1m  в системе отсчета OK  связана с фазой вращательного 

движения рабочего тела 2m  в системе отсчета 1K  подобным (16) преобразованием 

 1 21φ φ φO = + , (17) 

где теперь φ π ε= + , а ε  – угол диссипативных потерь [3, 4], учитывающий вли-

яние действия на опорное тело 1m  диссипативной силы 1F  (9). 
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С учетом преобразования (17) частное решение уравнений (14) для МС2 при 

1μ 0  (см. рис. 1, b), когда ε 0 , в системе отсчета OK  можно представить в виде: 

 
1 1 1 1 21 1 21 1 21

1 1 1 1 21 1 21 1 21

cosφ cos(φ φ) cos(φ π ε) cos(φ ε);

sinφ sin(φ φ) sin(φ ε) sin(φ ε),

O O

O O

x A A A A

y A A A A

= = + = + + = − +

= = + = + = − +
 (18) 

где A1 – амплитуда, подлежащая дальнейшему определению. 

В среде без потерь при 1μ 0= , когда ε 0=  (см. рис. 1, а), решения (18) опре-

деляют положение рабочего тела 1m  в системе отсчета CK  [1, 2]: 

 
1 1 1 1 21 1 21

1 1 1 1 21 1 21

cosφ cos(φ π) cosφ ;

sinφ sin(φ π) sin φ ,

C C

C C

x A A A

y A A A

= = + = −

= = + = −
 (19) 

начало координат которой связано с ЦМ C МС2, где 1A a=  и 2 1 2/ ( )a m R m m= + . 

Подстановка скоростей 1 1 /Cx dx dt=  и 1 1 /Cy dy dt= , полученных из (19) при 

Cx const=  и Cy const=  (4) в импульс p  (7), выраженный в проекциях на оси x  

и y  неподвижной системы отсчета K  

 
1 2 1 2 21 21

1 2 1 2 21 21

( ) ω sin(φ );

( ) ω cos(φ )

x ex rx

y ey ry

p p p m m x m R

p p p m m y m R

= + = + −

= + = + +
 (20) 

показывает, что xp = 0 и 0yp = , и, следовательно, при 1μ 0=  он сохраняется 

 const
d

p
dt

= . (21) 

Из (21) и (7) следует 

 e r

d d
p p

dt dt
= − . (22) 

Таким образом, при любом характере изменения угловой скорости 21ω /d dt  

относительного движения рабочего тела 2m  (любом изменении относительного 

импульса rp ) абсолютный импульс e rp p p= +  (7) замкнутой МС2 при 1μ 0=  

сохраняется (21). Следствием равенства (22) является то, что угол запаздыва-

ния φ  (16) замкнутой МС2 равен 1 2φ φ φ πС С= − = . 

 
Методика определения угла ε и координат xO, yO центра O ИД 

 
Общее решение неоднородных дифференциальных уравнений вида (14) есть 

сумма его частного и общего решений [2]. Частное решение в системе отсчета 

СK  (при ε 0= ) или в системе отсчета OK  (при ε 0 ) будем искать в общем для 

этих случаев виде (18). 

Для определения входящих в (18) амплитудного коэффициента 1A  и угла ε  

представим уравнения (14) в комплексной форме 

 
2

1 1 1 21 212γ ω exp ωq q a j t+ = , (23) 

где 1q  – обобщенная координата; 1 1 1 2γ μ / [2( )]m m= +  – коэффициент затухания 

движения опорного тела 1m . 
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Решение комплексного уравнения (23) будем искать в виде: 

 1 1 21exp ωq B j t= , (24) 

где B1 – комплексная амплитуда, подлежащая определению. 

Дифференцирование (24) по времени t дает 

 1 1 21 21ω exp ωq jB j t= ; 
2

1 1 21 21ω exp ωq B j t= − . (25) 

Подстановка (25) в уравнение (23) сводит его к виду: 

 
2 2

1 21 1 1 21 21ω 2 γ ω ωB j B a− + = . (26) 

Из (26) комплексную амплитуду 1B  можно выразить в виде: 

 
2

221
1 21 1 21 14 2 2

21 1 21

ω
( ω 2γ ω ) exp( φ)

ω 4γ ω

a
B j A j= − − =

+
, (27) 

которая находится в III четверти ее комплексной плоскости, где 1 1| |A B= . 

С учетом того, что амплитуда B1 (27) находится в III четверти ее комплексной 

плоскости, ее модуль 1 1| |A B=  и фазу φ  можно определить следующим образом: 

 1
2

; φ π ε; ε arctg
1

a
A = =  + = 

+ 
, (28) 

где 
1 211 1Im / Re 2γ / ωB B = =  – диссипативный параметр, зависящий как от ко-

эффициента сопротивления μ1 внешней среды, так и от собственных параметров 

МС2 m1, m2 и ω21; знак «+» или «–» соответствует равноценным по результату 

положительному и отрицательному отсчетам угла φ. 

Подстановка (27) в (24) для положительного отсчета угла 1φ φ π εO= = +  при 

21φ 0=  (см. рис. 1, b) дает 

 1 1 21 1 21 21exp ω exp( φ) [cos(ω ε) sin(ω ε)]q A j t j A t j t= = − + + + . (29) 

Действительная часть Req (29) является частным решением дифференциаль-

ных уравнений (14) в виде (18) для ε ≠ 0 или в виде (19) для ε = 0. 

Согласно (28) угол ε  зависит как от коэффициента сопротивления μ1, входя-

щего в коэффициент затухания 1γ  (23), так и от собственных параметров (m1, m2 

и ω21) МС2. 

Далее были записаны общие решения 

 1 2 1( ) exp( 2γ )O x xx t C C t= + − ; 
1 2 1( ) exp( 2γ )O y yy t C C t= + −  (30) 

однородных дифференциальных уравнений 

 12γ 0O Ox x+ = ; 12γ 0O Oy y+ = , (31) 

характеризующих переносную часть движения МС2 вместе с центром O  ИД как 

/O Ov dr dt=  в системе отсчета K (см. рис. 1, b). 

Сумма решений (18) и (30) дает решения дифференциальных уравнений (14)  

в системе отсчета K в виде: 

 

1 21 1 1 21

2 11 1 1 21 21

1 21 1 1 21

2 11 1 1 21 21

( ) exp( 2γ ) cos(ω ε);

( ) 2 γ exp( 2γ ) ω sin(ω ε);

( ) exp( 2γ ) sin(ω ε);

( ) 2 γ exp( 2γ ) ω cos(ω ε).

x x

x

y y

y

x t C C t A t

x t C t A t

y t C C t A t

y t C t A t

= + − − +

= − − + +

= + − − +

= − − − +

 (32) 
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Для нулевых начальных условий опорного тела m1 примем 1( 0) 0x t = = , 

1( 0) 0x t = =  и 1( 0) 0y t = = , 1( 0) 0y t = = . Тогда из (32) найдем 

 

21 21
1 1 2 1

1 1

21 21
1 1 2 1

1 1

ω ω
cos ε sin ε ; sin ε;

2γ 2γ

ω ω
sin ε cosε ; cosε.

2γ 2γ

x x

y y

C A C A

C A C A

 
= − = 

 

 
= + = − 

 

 (33) 

Подставив (33) в (32), получим общее решение дифференциальных уравне-

ний (14): 

 

21 1
1 21 1 21 21

1 21

1
1 21 1 21 21 21

21

21 1
1 21 1 21 21

1 21

1
1 21 1 21

2

ω 2γ
(φ ) cosε (1 exp( φ ))sin ε cos(φ ε) ;

2γ ω

2γ
(φ ) ω exp( φ )sin ε sin(φ ε) ;

ω

ω 2γ
(φ ) sin ε (1 exp( φ ))cos ε sin(φ ε) ;

2γ ω

2γ
(φ ) ω exp(

ω

x A

x A

y A

y A

 
= − − − − + 

 

 
= − − − + 

 

 
= + − − − + 

 

= − 21 21

1

φ )cos ε cos(φ ε) .
 

− + 
 

 (34) 

Координаты и скорость ЦМ C МС2 в системе отсчета K можно определить по 

формулам 

 
1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2

; ; ; ,C C C C

m x m x m y m y m x m x m y m y
x y x y

m m m m m m m m

+ + + +
= = = =

+ + + +
 (35) 

где координаты 2 1 21cosφx x R= + , 2 1 21sin φy y R= +  и определенные по ним ско-

рости 2 1 21 21ω sin φx x R= − , 2 1 21 21+ω cos φy y R= . 

Траектории движения 1 2,s s  и Cs  опорного 1m , рабочего 2m  тел и ЦМ C  

МС2 в системе отсчета K , рассчитанные по решениям (34) и формулам (35) при 

1 3.77; =   Н∙с/см, показаны на рис. 2. 

Координаты центра O  ИД можно определить из решений (34) в виде: 

 

21 1
21 1 21

1 21

21 1
21 1 21

1 21

ω 2γ
(φ ) cosε (1 exp( φ ))sin ε ;

2γ ω

ω 2γ
(φ ) sin ε (1 exp( φ ))cosε .

2γ ω

O

O

x A

y A

 
= − − − 

 

 
= + − − 

 

 (36) 

Образование ИД за малый интервал времени 0dt →  при 1 3.77 =  Н∙с/см со-

ответствует представлению о мгновенной передаче взаимодействий в классиче-

ской механике. Координаты центра O  ИД в системе отсчета K , определенные 

из (36) при t →  , составляют cosε 0.707Ox = =  см и sin ε 0.707Oy = =  см, где 

угол ε  равен 45° (см. рис. 2).  

Согласно выражениям (36), центр O  ИД при 1μ 0  и 21φ π  дрейфует по за-

тухающему закону из положения 0O  в положение O  (см. рис. 2) со скоростью 
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2 2

O O Ov x y= + , где скорости Ox  и Oy  можно определить дифференцированием 

этих выражений по времени t . 

 

 

2m  

2m  

2m  

1m  

1m  

1m  C  

5−  0  5  10  

0O  

O  

15  

0  

5−  

5  

1K  

1K  

K  

2Or  
1Or  

ε  

см  

см  

ε  
1K  

1Or  

Cs  

2s  1s  

t dt=  

t T=  

R  

R  

2s  

1μ 3.77 Н c/см; 1= =  

1μ ;=  =   

Ov  

M  

M  
M  

2Or  

 

Рис. 2. Движение МС2 в системе отсчета K для различных значений μ1 

Fig. 2. The motion of MS2 (mechanical system 2) in the frame of reference of K at various μ1 

 

Таким образом, в системе отсчета K опорное 1m  и рабочее 2m  тела, а также 

их ЦМ С  будут двигаться по спиральным траекториям 1 2,s s  и Сs  в стационар-

ное состояние [4]. При этом постоянное значение угловой скорости 21ω const=  

поддерживается активным моментом M. 

При 1μ 0=  центр O  ИД совпадает с ЦМ С  МС2 и опорное 1m  и рабочее 2m  

тела будут двигаться относительно ЦМ С  (см. рис. 1, а). 

При 1μ =   рабочее тело 2m  будет совершать движение по окружности 2s  

относительно неподвижного опорного тела 1m  (см. рис. 2). 

 
Полная система уравнений 

 
Координаты и скорости тел m1 и m2 МС2 в системе отсчета K выразим в виде: 

 
1 1 2 1 21 1 1 2 1 21 21

1 1 2 1 21 1 1 2 1 21 21

; cosφ ; ; φ sin φ ;

; sin φ ; ; φ cosφ .

x x x x R x x x x R

y y y y R y y y y R

= = + = = −

= = + = = +
 (37) 

Кинетическую энергию МС2 в этой системе отсчета K определим как 

 2 2 2 2 2

1 1 1 2 2 2 11

1 1 1
( ) ( ) φ

2 2 2
zT m x y m x y I= + + + + . (38) 

Подстановка в скоростей (37) в (38) определяет лагранжиан МС2 



Механика / Mechanics 

146 

 

2 2 2

1 2 1 2 21

2

2 21 1 21 1 21 11

1 1
( ) ( ) φ

2 2

1
φ ( sin φ cos φ ) φ ( ),

2
z

L T U R m m x m R

m R x y I U R

= − = + + −

− − + −

 (39) 

где U(R) – неизвестная потенциальная энергия рабочего тела m1, зависящая от 

длины стержня R. 

Составляя уравнения Лагранжа по координатам x1, y1, φ21 и углу отката φ11 те-

ла m1 в системе отсчета K1, получим следующую систему уравнений движения 

МС2 для ее нестационарного (40, а) и стационарного (40, b) состояний [4]: 

 

2 2

1 1 1 21 21 21 21 1 1 1 21 21 21 21

2 1 1 21 1 21 11

2γ (φ cos φ φ sin φ ); 2γ (φ sin φ φ cosφ );

2 γ ( sin φ cos φ ) ; φ ,z z

x x a y y a

dK dK
m R x y M I M

dt dt

+ −
+ −

 + = + + = −



= − = = − =


 (40, a) 

 

2 2

1 1 1 21 21 1 1 1 21 21

2 1 1 21 1 21

2γ φ cos φ ; 2γ φ sin φ ;

2 γ ( sin φ cos φ ) ; ,z z

x x a y y a

dK dK
m R x y M M

dt dt

+ −
+ −

 + = + =



= − = =


 (40, b) 

где члены, содержащие угловые ускорения 21φ  и 11φ , в стационарном состоянии 

упущены (40, b); 1 1вμ S =  и 1вμ πηr=  – обобщенный коэффициент сопротивле-

ния внешней среды вращению (откату) тела m1 в виде сферы с радиусом сферы r 

и коэффициент сопротивления его вращению (формула Стокса); 24πS r=  – пло-

щадь сферической поверхности тела m1; η  – вязкость внешней среды; M +
 – ак-

тивный момент M, действующий на оси шарнира тела m1; 1 11φM M− = − +   – 

момент отката. 

Согласно рис. 1, с первые слагаемые 
2

21 21φ cos φa  и 
2

21 21φ sin φa  правой части 

первых двух уравнений (40, а) образованы проекциями радиальной компоненты 
2

21 2 21Ф φm R= , а вторые 21 21φ sin φa  и 21 21φ cosφa  – проекциями тангенциальной 

компоненты 21 2 21Ф φm R =  силы инерции 21Ф  на оси 1, Ox x  и 1, Oy y  параллель-

ных систем отсчета 1K  и ОK , при делении этих проекций на 1 2m m+ . В стацио-

нарном состоянии 21φ 0=  и влияние компонент 21 21φ sin φ 0a =  и 

21 21φ cosφ 0a− =  в (40, а) равно нулю (
τ

21Ф 0= ) и (40, а) переходит (40, b). Если 

1 0F = , то согласно принципу наименьшего действия МС2 будет совершать дви-

жение относительно ее ЦМ С  (см. рис 1, а) при 21Ф 0 = , когда ее кинетический 

момент zK const= . 

Силы инерции 1кФ  и 2кФ  Кориолиса опорного m1 и рабочего m2 тел в систе-

му уравнений (40) не входят, так как по правилу Жуковского они направлены 

вдоль связи R и образуют равновесную систему сил 1к 2кФ Ф 0+ = . 

Третье уравнение (40, а) записано с учетом двух первых. 
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Четвертое уравнение (40, а) записано с учетом теоремы о кинетическом мо-

менте тела m1 в неинерциальной системе K1, ось z которой скреплена с ЦМ этого 

тела, движущейся в неподвижной системе отсчета K поступательно. 

Первые два уравнения (40, b) МС2 для ее стационарного состояния при 1μ 0=  

имеют решения (19), а при 1μ 0  – (18). 

Суммируя последние два уравнения (40, b), почленно найдем 

 
z z z

d d d
K K K M M

dt dt dt

+ − + −= + = − . (41) 

Так как стационарному значению 21ω const=  соответствует 11φ const= , то из 

(41) получим 

 0z

d
K

dt
= . (42) 

Таким образом, исходя из мгновенной передачи взаимодействий в механике, 

любому изменению угловой скорости 21ω  (кинетического момента /zdK dt+
 МС2) 

относительно оси Cz  системы отсчета CK  при 1μ 0= , вызванному действием 

активного момента M, соответствует равное по величине и обратное по знаку 

изменение откатного кинетического момента /zdK dt−−  опорного тела m1. При 

этом результирующий кинетический момент МС2 сохраняется, zK const=  при 

1μ 0= , а при 1μ 0  поддерживается постоянным за счет источника активного 

момента M, обеспечивающего 21ω const= . 

При 1μ =   рабочее тело 2m  будет совершать вращательное движение вокруг 

неподвижной оси z  системы отсчета K  при zK const  до перехода в стацио-

нарный режим 21ω const= , когда zK const= . При этом источник активного мо-

мента M компенсирует потери кинетической энергии МС2 в диссипативной сре-

де, поддерживая стационарное значение угловой скорости 21ω const= , величина 

которого зависит от мощности этого источника. 

 

Заключение 

 

В результате динамического анализа получено уравнение движения МС2 в дис-

сипативной среде (13), оказывающей линейное вязкое сопротивление ( 1μ 0 ) 

движению ее опорного тела 1m  с учетом относительной силы инерции 21Ф  рабо-

чего тела 2m , влияющей на ее абсолютное движение. Это уравнение обеспечива-

ет решение задачи двух тел для диссипативной среды. По физическому смыслу 

оно аналогично второму закону Ньютона для МС в инерциальной системе отсче-

та K. Если в качестве опорной выбрать систему отсчета CK  ЦМ C, то уравнение 

(13) переходит в классическое (1). 

Полученные теоретические выводы и результаты, в отличие от выводов рабо-

ты [7], позволяют в представлениях современной механики записать уравнение 

движения трехмассовой механической системы [3, 4], типа инерциоид Толчина [5], 
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а также построить его математическую модель [4] и обосновать независимость 

величины смещения ЦМ трехмассовой МС3 от диссипативного параметра МС3 

  (28), лежащего в пределах 0      [3, 4, 8]. 
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Аннотация. Исследуются аэродинамика закрученного турбулентного потока в тра-

диционной и предложенной модифицированной геометрии рабочей камеры воз-

душно-центробежного классификатора и фракционное разделение твердых частиц 

порошкового материала по размерам. Турбулентный режим течения моделировался 

на основе метода RANS с помощью модели k–ω. В силу малости объемной концен-

трации твердой примеси процесс сепарации частиц проводился на основе известного 

траекторного метода и предложенного стохастического подхода. Достоверность 

полученных результатов подтверждается тестовыми исследованиями и их сравне-

нием с опытными данными. 

Ключевые слова: турбулентность, воздушный классификатор, численное модели-
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Abstract. Centrifugal air classifiers are the promising devices for fractional separation of 

powders by size. Large particles of a powder material are thrown to the periphery due to 

the predominance of centrifugal forces over aerodynamic forces. This paper studies the 

aerodynamics of a swirling turbulent flow for different working area designs of the clas-

sifier. Turbulence is simulated using the RANS method and the Wilcox turbulence model. 
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To determine the efficiency of the classification of the powder material and to obtain  

a separation curve using the Tromp method, two calculation methods, i.e., trajectory and 

probabilistic methods, are proposed. The obtained results are validated with experimental 

data and through various test studies. Analysis of the numerical study of fine powder 

classification has shown the viability of the proposed geometry for a separation chamber 

in comparison with the traditional geometry. The most optimal mode of aerodynamic 

characteristics of the centrifugal classifier is revealed to obtain the best sharpness of par-

ticle size separation. 

Keywords: turbulence, air classifier, numerical simulation, Reynolds equations, turbu-

lence model 
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Введение 
 

Самой распространенной продукцией порошковой металлургии являются  

порошковые материалы конструкционного назначения. Из-за наличия высоких 

механических и тугоплавких свойств они используются в различных областях 

промышленности, таких как атомная, химическая и др. [1–3] Дальнейшее совер-

шенствование технологий получения мелкодисперсных порошков с заданными 

физическими свойствами осуществляется на основе математического моделиро-

вания. Поэтому в настоящее время актуальными являются исследования в обла-

сти аэродинамики турбулентных закрученных течений, которые применяются  

в сепарации и классификации порошковых материалов [4–8]. Разделение поли-

дисперсных систем в газовых потоках по крупности называют процессом клас-

сификации порошковых материалов, а аппараты, разделяющие эти полидисперс-

ные системы, – классификаторами. 

Одним из перспективных аппаратов для фракционного разделения порошков 

по размерам является воздушно-центробежный классификатор [5]. Через специ-

альные воздуховоды обрабатываемый материал поступает в рабочую область 

аппарата, где после попадания в основной поток воздуха из-за интенсивного 

вращения крупные частицы – за счет преобладания центробежных сил над аэро-

динамическими силами – отбрасываются на периферию к стенкам, где происхо-

дят дальнейшие процессы оседания и выгрузки. Частицы меньшего размера за 

счет больших аэродинамических сил трения между частицами и газом устремля-

ются вместе с несущим потоком на выход из аппарата.  

Цель работы – создание математической модели аэродинамики турбулентного 

закрученного потока в оригинальной сепарационной камере воздушно-центро-

бежного классификатора и процесса фракционного разделения частиц по разме-

рам на основе траекторного и предложенного вероятностного подхода. 

 

Физико-математическая постановка задачи 

 

Традиционная сепарационная зона воздушно-центробежного классификатора 

представляет собой цилиндрическую область с двумя вращающимися параллель-
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ными дисками, центры которых находятся на некотором расстоянии от оси вра-

щения [5]. Перпендикулярно вращающемуся диску располагается кольцевой канал 

для подачи несущего потока, содержащего твердые частицы (рис. 1, a). Как известно, 

одним из основных способов обеспечения высокой эффективности фракционного 

разделения частиц по размерам является однородность поля закрученного турбу-

лентного потока, а также равенство между центробежными и аэродинамическими 

силами для частиц граничного размера в сепарационной камере центробежного 

аппарата. Опираясь на результаты, полученные в работе [7], была предложена 

рабочая камера классификатора с симметрично расположенными кольцевыми 

соплами (рис. 1, b), так как в этом случае имеют место более однородные поля 

вектора скорости несущей среды. Цифрами 1–7 на рисунке изображены номера 

сечений, в которых представлены результаты численных исследований. 
 

    
a                                                            b 

Рис. 1. Схема рабочей камеры воздушно-центробежного классификатора 

с одним (a) и двумя (b) вертикальными кольцевыми соплами 

Fig. 1. Diagram of a working chamber in a centrifugal air classifier 

with (a) one and (b) two vertical annular nozzles 
 

Динамика закрученного потока в сепарационной камере носит турбулентный 

характер. Поэтому математическое моделирование аэродинамики в рабочей об-

ласти центробежного аппарата производится на основе уравнений Рейнольдса  

в цилиндрической системе координат. Данные уравнения переноса импульса и 

неразрывности в безразмерном виде представлены следующим образом: 
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Замыкание системы уравнений Рейнольдса (1)–(3) осуществлялось с помощью 

известной модели турбулентности Уилкокса. В соответствии с этой моделью за-

писывается два уравнения переноса для кинетической энергии турбулентности и 

удельной скорости диссипации турбулентной энергии в безразмерной форме: 
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где α, β, σ, β*, σ* – постоянные модели турбулентности Уилкокса. 

Рассматриваемая задача является осесимметричной, поэтому учитывается, что 

все производные по окружной координате во всех уравнениях равны нулю.   

 

Граничные условия 

 

В работе исследуется три режима турбулентного закрученного течения. Пер-

вый режим соответствует случаю, когда основной поток несущей среды образу-

ется за счет подачи газа через вертикальные кольцевые сопла, а горизонтальный, 

с относительно небольшой скоростью, используется для дополнительного воз-

врата мелких частиц в сепарационную зону. В качестве масштаба скорости для 

этого режима течения используется скорость U1 (см. рис. 1). Для второго режима 

рассматривается случай равенства несущих расходов из горизонтального входно-

го сечения и суммы расходов из обоих вертикальных кольцевых сопел. В этом 

режиме за масштаб скорости принимается значение U0, а значение U1 пересчиты-

вается для получения равенства расходов. Третий случай – динамика основного 

потока осуществляется через входное горизонтальное сечение, а расходы с вер-

тикальных сопел имеют существенно меньшие значения и служат только для 

введения в рабочую зону твердых частиц. Значение масштаба скорости в этом 
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случае U0. В качестве масштаба длины использовалось расстояние между вра-

щающимися дисками H. В силу небольших скоростей газа при процессе сепара-

ции используется постоянное значение плотности ρ. Таким образом, в системе 

уравнений (1)–(7) число Рейнольдса имеет вид: Re = UkH/ν, где Uk – масштаб ско-

рости соответствующего режима течения, ν, νt – коэффициенты молекулярной и 

турбулентной кинематической вязкости соответственно. 

Для получения единственного решения, применяются следующие граничные 

условия. 

Для первого режима течения в вертикальных входных сечениях задавались 

постоянные значения осевой и окружной составляющих вектора скорости uz = ±1, 

uφ = Rω1r, причем число Rω1 = ω1H/U1 есть обратный критерий Россби, где ω1 – 

угловая скорость вращения газа. Для значения радиальной составляющей скорости 

использовалось условие Неймана. Для горизонтального входного сечения исполь-

зовались условия ur = ur0, uφ = Rω0r0, а для осевой скорости – условие Неймана.  

Во втором и третьем режимах течения для горизонтального входного сечения 

имеем ur = –1, uφ = Rω0r0, значение осевой скорости во втором режиме определя-

лось из равенства расходов, а в третьем режиме – из условия Неймана. 

Уровень кинетической энергии и удельная скорость диссипации во входных 

сечениях задавались постоянными величинами, взятыми из известных опытных 

данных.  

В выходном сечении исследуемой области для всех переменных использова-

лось условие независимости искомых функций от координаты r, т.е. так называ-

емые мягкие условия.  

На стенках использовалось условие прилипания ur = uz = k = 0, uφ = Rωr, при-

чем Rω = ωH/Uk, где ω – угловая скорость вращения стенок; удельная скорость 

диссипации кинетической энергии определялась в соответствии со статьей [6] 

следующими формулами: 

2

4
|

Reβ(
ω

)w
r r

w
r r

→
=

−
;        

2

6
ω |

Reβ( )w
z z

w
z z

→
=

−
. 

Таким образом, полученная система уравнений (1)–(7) описывает закрученное 

турбулентное течение в сепарационной камере воздушно-центробежного класси-

фикатора.  

 

Метод решения динамики твердых частиц 

 

Как известно из научной литературы [5], высокая эффективность процесса 

разделения частиц по размерам достигается только при малой объемной концен-

трации твердой фазы. Поэтому моделирование поведения частиц порошкового 

материала в закрученном турбулентном потоке исследуется на основе известного 

дискретно-траекторного метода расчета [9], основой которого являются расчеты 

траекторий отдельных частиц под действием на них аэродинамических, центро-

бежных и других сил, приводящих их к попаданию в мелкие или крупные фрак-

ции. В силу малости объемной концентрации частиц взаимодействием частиц 

между собой и обратным силовым влиянием частиц на газ можно пренебречь. 

Предполагается, что на твердую сферическую частицу действуют только центро-

бежная, инерционная, гравитационная и аэродинамическая силы [9, 10]. В этом 
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случае уравнения для описания вектора скорости и траекторий движения частиц 

можно записать в виде:  

 
d

m
dt

=
W

F ;        .
d

dt
=

r
W  (8) 

Первое векторное уравнение (8) в проекциях на цилиндрическую систему коор-

динат с учетом действующих сил на твердую частицу можно представить в виде: 

  
( )

2

φ
ξ;

τ Stk

r r r
wdw u w

d r

−
= +  (9) 

 
1

ξ ;
τ Stk Fr

z z zdw u w

d

−
= −  (10) 

  
φ φ φ φ

ξ.
τ Stk

rdw w w u w

d r

−
= − +  (11) 

Здесь wr,, wφ, wz – составляющие вектора скорости частицы, ξ – коэффициент, 

учитывающий отклонение аэродинамического сопротивления частицы от закона 

сопротивления, определенного Стоксом, Rep = |V – W| δ/ν – критерий Рейнольдса, 

составленный для частицы диаметром δ, причем критерии Стокса Stk и Фруда Fr 

соответственно имеют вид: 
2

Stk =
18

p kU

H

 


;        

2

Fr = ;kU

gH
     

0.63 4 1.38  1 0.197 Re 0.64 10 Rep p

− = + +  , 

где ρp – плотность рассматриваемой частицы, g – ускорение свободного падения. 

 

Метод численного решения 
 

Решение уравнений переноса импульса для закрученного турбулентного по-

тока в сепарационной зоне классификатора производится численного в перемен-

ных «скорость–давление» путем физического расщепления полей скорости и 

давления по времени на разностной разнесенной сетке. Решение уравнений пере-

носа для кинетической энергии и удельной скорости ее диссипации проводится 

также установлением по времени на разнесенной сетке. Конвективные и диффу-

зионные слагаемые в уравнениях переноса расписываются конечными разностя-

ми методом контрольного объема на основе экспоненциальной схемы [11] на 

разнесенной разностной сетке, которая снимает ограничение с сеточного числа 

Рейнольдса. Система дифференциальных уравнений после их дискретизации ре-

шается неявным методом переменных направлений в «дельта»-форме [12]. По-

дробное описание метода численного решения аэродинамики газа и твердых ча-

стиц приведено в работах [6, 7, 13]. 

 

Анализ полученных результатов 
 

Достоверность проведенных численных исследований аэродинамики закру-

ченного турбулентного потока подтверждается проведением различных тестовых 

исследований, сравнением с численными данными турбулентного закрученного 

течения между плоскими вращающимися дисками [6, 8], а также сравнением  

с экспериментальными данными между плоскопараллельными дисками в направ-
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лении от периферии к оси (рис. 2, а). На рис. 2, b представлено такое сравнение 

опытных данных [14] с расчетом для распределения безразмерной радиальной 

скорости ur = Ur/U0 в зависимости от безразмерной координаты z = Z/H и при 

различных радиусах r = R/H, где U0 – среднее по сечению значение радиальной 

скорости. 
 

  
a b 

Рис. 2. Сравнение численного решения с экспериментальными данными: 

a – схема экспериментальной установки; b – распределение окружной скорости в зависи-

мости от высоты канала при параметрах Re = 2 204, r0 = 10$ сечение 1 соответствует r1 = 6;  

2 – r2 = 4; 3 – r3 = 2.75; 4 – r4 = 1.85; сплошной линией представлены результаты расчета,  

а точками – экспериментальные данные 

Fig. 2. Comparison of the numerical solution with experimental data: 

(a) experimental setup design; (b) circumferential velocity distribution at various channel heights 

for Re = 2204, r0 = 10: r1 = 6 (section 1), r2 = 4 (section 2), r3 = 2.75 (section 3), r4  = 1.85 (sec-

tion 4); the solid line indicates the calculated results, and the dotted line, the experimental data 
 

Воздушно-центробежный классификатор [5], сепарационная камера которого 

представлена на рис. 1. а, – это пространство между двумя вращающимися дис-

ками, по которому от периферии к оси вращения движется турбулентный закру-

ченный поток. Экспериментальные исследования показывают, что для более вы-

сокой эффективности процесса разделения частиц по размерам твердые частицы 

необходимо вводить в междисковое пространство вертикально для того, чтобы 

радиальная составляющая скорости в зоне сепарации была достаточно малой,  

и тогда направление частицы по радиусу определяется балансом центробежной и 

аэродинамической сил. Для этого и служит вертикальное кольцевое сопло, через 

которое подается дополнительный газ с частицами. 

Процесс сепарации порошковых материалов напрямую зависит от распреде-

ления полей радиальной и окружной составляющих вектора скорости: чем более 

однородные поля скоростей, тем выше острота разделения в центробежном аппа-

рате. С этой точки зрения исследовалась аэродинамика как традиционной зоны 

сепарации (см. рис. 1, a), так и предложенной симметричной камеры (см. рис. 1, b). 

Результаты расчетов турбулентного закрученного течения для этих двух случаев 

показаны на рис. 3, 4. 

Из этих графиков наглядно видно, что однородность линий тока, а следова-

тельно, радиальная и осевая составляющие вектора скорости в симметричной 

зоне сепарации имеют более однородный характер по сравнению с традиционной 
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геометрией. Это же можно отметить и относительно окружной составляющей 

скорости, сравнивая рис. 3, а и рис. 4, а.  
 

  
                                     a                                                                           b 

Рис. 3. Изолинии окружной компоненты скорости (a) и функции тока (b)  

классификатора с одним соплом при параметрах Re = 104, Rω = Rω0 = Rω1 = 0.2 

Fig. 3. (a) Isolines of a circumferential velocity and (b) streamlines for a classifier  

with one nozzle at Re = 104, Rω = Rω0 = Rω1 = 0.2 
 

  
                                       a                                                                          b 

Рис. 4. Изолинии окружной компоненты скорости (a) и функции тока (b) классифика-

тора с двумя соплами при параметрах Re = 104, ur0 = –0.1, Rω = Rω0 = Rω1 = 0.2 

Fig. 4. (a) Isolines of a circumferential velocity and (b) streamlines for a classifier  

with two nozzles at Re = 104, ur0 = –0.1, Rω = Rω0 = Rω1 =  0.2 
 

Анализ численных расчетов аэродинамики закрученного турбулентного течения 

для традиционной и предложенной камер показал, что геометрия последней позво-

ляет получать наиболее однородные профили вектора скорости и, таким образом, 

является более перспективной с точки зрения процесса фракционного разделения 

частиц. Поэтому далее проводился анализ только предложенной геометрии. 

Параметрические исследования аэродинамики турбулентного закрученного 

течения для перспективной сепарационной камеры (см. рис. 1, b) показали, что 

существует три характерных режима аэродинамики в зоне сепарации. Следует 

заметить, что имеют место два входных осевых вертикальных потока с одинако-

выми расходами несущей среды и один радиальный с периферии зоны сепара-

ции. На рис. 5 представлены распределения линий тока для трех режимов турбу-

лентного течения в зоне сепарации. 

Для всех трех режимов работы центробежного классификатора (см. рис. 1, b) 

представлены наиболее важные профили радиальной (рис. 6) и окружной (рис. 7) 

составляющих вектора скорости, которые определяют баланс центробежных и 

аэродинамических сил, действующих на частицы. Этот баланс сил и отвечает за 

эффективность фракционного разделения частиц по размерам. 
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   a                                                  b                                                 c 

Рис. 5. Линии тока для различных режимов работы классификатора: a – основные потоки 

вертикальные; b – равные расходы горизонтального и вертикальных потоков; с – основной 

поток горизонтальный при параметрах Re = 104, Rω = Rω0 = Rω1 = 0.2 

Fig. 5. Streamlines for different modes of the classifier operation: (a) the main flows are vertical, 

(b) the horizontal and vertical flows are of equal flow rate, and (c) the main flow is horizontal  

at Re = 104, Rω = Rω0 = Rω1 =  0.2 

 

       

    a                                                  b                                                    c 

Рис. 6. Графики радиальной составляющей вектора скорости: a – основные потоки  

вертикальные; b – равные расходы горизонтального и вертикальных потоков; 

с – основной поток горизонтальный при параметрах Re = 104, Rω = Rω0 = Rω1 = 0.2 

Fig. 6. Profiles of a radial velocity component: (a) the main flows are vertical, (b) the horizontal 

and vertical flows are of equal flow rate, and (c) the main flow is horizontal 

at Re = 104, Rω = Rω0 = Rω1 = 0.2 

 

       

   a                                                  b                                                 c 

Рис. 7. Графики окружной составляющей вектора скорости: a – основные потоки верти-

кальные; b – равные расходы горизонтального и вертикальных потоков; с – основной  

поток горизонтальный при параметрах Re = 104, Rω = Rω0 = Rω1 = 0.2 

Fig. 7. Profiles of a circumferential velocity component: (a) the main flows are vertical,  

(b) the horizontal and vertical flows are of equal flow rate, and (c) the main flow is horizontal  

at Re = 104, Rω = Rω0 = Rω1 = 0.2 
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На рис. 8 показаны профили кинетической энергии турбулентности для этих 

же трех характерных режимов работы центробежного аппарата. 
 

       
    a                                                    b                                                  c 

Рис. 8. Графики кинетической энергии турбулентности: a – основные потоки вертикальные; 

b – равные расходы горизонтального и вертикальных потоков; с – основной поток  

горизонтальный при параметрах Re = 104, Rω = Rω0 = Rω1 = 0.2 

Fig. 8. Distribution of kinetic energy of turbulence: (a) the main flows are vertical,  

(b) the horizontal and vertical flows are of equal flow rate, and (c) the main flow is horizontal  

at Re = 104, Rω = Rω0 = Rω1 = 0.2 
 

Из анализа численных расчетов аэродинамической обстановки в сепарацион-

ной камере следует, что профили окружной и радиальной составляющих вектора 

скорости турбулентного закрученного течения при первом и втором режимах 

имеют более градиентный вид по сравнению со скоростями третьего режима, что 

приводит к менее эффективному фракционному разделению частиц. Поэтому 

более подробно исследуется третий режим аэродинамики.  

Экспериментальные данные свидетельствуют, что наиболее эффективно про-

цесс классификации происходит при малой объемной концентрации твердой 

примеси. Как показано в [5], массовая концентрация твердой примеси должна 

находиться в области значений меньше 0.5 кг/кг. В силу малости концентрации 

примеси моделирование двухфазного течения «газ–твердые частицы» необходи-

мо проводить с помощью метода одиночных частиц [9]. Применяя такой метод, 

определяются поле скорости и, соответственно, траектории частицы, что позво-

ляет найти кривую разделения Тромпа. Одна из основных характеристик эффек-

тивности работы центробежных классификаторов – кривая фракционного разде-

ления частиц по размерам Тромпа, которая представляет собой вероятность по-

падания частиц данного размера в мелкий продукт разделения. Очевидно, что 

вероятностное значение попадания в мелкий продукт, равное 0.5 (50%) для кри-

вой Тромпа, характеризует так называемый граничный размер частиц, относи-

тельно которого и происходит процесс классификации. Однако недостатком  

такого метода является большое количество расчетов, связанных с влиянием 

пульсационных скоростей газа, размеров частиц и их положений во входных се-

чениях рабочей зоны аппарата. Причем для расчета одной пробной частицы при 

одном ее положении и скорости во входном сечении исследуемой области необ-

ходимо проводить 2 000–3 000 расчетов ее траекторий [9]. Статистика таких рас-

четов позволяет определить положение одной частицы в мелком или крупном 

продукте разделения. 
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В работе предлагается стохастический метод расчета кривой разделения, ко-

торый позволяет существенно сократить количество расчетов при определении 

граничного размера и кривой разделения. 

Известно, что для турбулентного режима течения в силу наличия пульсационных 

характеристик скоростей концентрация твердых частиц равномерно распределяется 

по всей рабочей камере классификатора. При установившемся стационарном режиме 

классификации каждая частица одного размера периодически проходит каждую точ-

ку исследуемой области. Поэтому, с одной стороны, в силу малой объемной концен-

трации и, с другой стороны, за счет влияния турбулентности рассматриваемая части-

ца фактически проходит через каждую локальную область зоны сепарации. 

Для частиц, размер которых близок к граничному, центробежная сила примерно 

уравновешивается аэродинамической. В результате этого баланса инерционная 

сила частиц мала, и тогда ею можно пренебречь, что приводит к приближенному 

равенству окружных скоростей частиц и газа в соответствии с уравнением (11). 

Таким образом, решая уравнение (9), на основании ранее рассчитанного поля 

скорости турбулентного закрученного течения можно определить значение и 

направление радиальной составляющей вектора скорости частицы: 

 

2Stk 

ξ
r r

u
w u

r


= + . (12) 

В результате для каждого размера частиц определяется сумма радиальной 

скорости частицы со своим знаком, которая статистически будет характеризовать 

вероятность попадания в мелкий или крупный продукт разделения.  
 

 

Рис. 9. Вероятность попадания заданного размера частиц δ (мкм) в мелкий продукт  

разделения при параметрах Re = 104, Rω = Rω0 = Rω1 = 0.2; светлые точки –  

предложенный метод, темные – метод пробной частицы 

Fig. 9. The probability of the given particle size falling into a fine separation product at Re = 104, 

Rω = Rω0 = Rω1 = 0.2; open circles denote the proposed method, and closed circles,  

the test particle method 
 

Проводя аналогичные расчеты для других частиц заданного фракционного соста-

ва, определяются граничный размер и кривая Тромпа. Совершенно очевидно, что 
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такой способ разделения частиц по размерам носит стохастический характер. Таким 

образом, предложенный способ позволяет достаточно просто оценивать граничный 

размер и определять остроту сепарации процесса разделения для данной геометрии, 

при этом ориентироваться в определении влиянии геометрии на процесс классифи-

кации без проведения трудоемких массовых расчетов траекторий движения частиц. 
Достоверность данного вероятностного подхода для определения граничного 

размера и эффективности процесса фракционного разделения частиц подтверждается 
численными расчетами традиционным методом кривой разделения Тромпа на основе 
расчета одиночной частицы. На рис. 9 показано сравнение этих двух методов. 

 

Заключение 
 

Представлено математическое моделирование аэродинамики турбулентного 
закрученного течения в традиционной и предложенной геометрии рабочей камеры 
воздушно-центробежного классификатора. Показано, что оригинальная симмет-
ричная геометрия зоны сепарации обладает лучшей аэродинамикой по сравне-
нию с традиционной. Проведено детальное исследование аэродинамики предло-
женной геометрии и показано наличие трех характерных режимов турбулентного 
закрученного течения. В работе также представлен вероятностный метод опреде-
ления граничного размера и остроты процесса классификации. 

Достоверность расчета аэродинамики и вероятностного метода оценки эффек-
тивности классификации подтверждается тестовыми расчетами и сравнением 
численных результатов с опытными данными. Результаты численного моделиро-
вания аэродинамики рабочей камеры воздушно-центробежного классификатора 
могут быть полезными при исследовании двухфазных закрученных турбулент-
ных течений, а также при разработке новых конструкций пневматических цен-
тробежных аппаратов порошковой технологии. 
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Аннотация. Теоретически и экспериментально исследованы колебания медной стру-

ны с учетом совокупности механических, тепловых и электромагнитных факторов воз-

действия. Предложен расчетно-экспериментальный метод, позволяющий достаточно 

точно определять кумулятивные факторы затухания при первой и второй формах коле-

баний. Экспериментально обнаружено явление термопараметрического резонанса, воз-

никающее в результате периодического нагревания струны за счет джоулева тепла и 

охлаждения при достаточно больших амплитудах колебаний в воздушной среде. 

Ключевые слова: струнные датчики, магнитная сила, параметрический резонанс 
 

Благодарности: Работа выполнена в рамках Программы повышения конкуренто-

способности ТПУ. Авторы выражают благодарность В.А. Томилину за помощь  

в выполнении расчетно-графических работ. Авторы заявляют, что у них нет кон-

фликта интересов. 
 

Для цитирования: Томилин А.К., Коноваленко Ив.С., Коноваленко Иг.С. Нели-

нейные колебания токонесущей струны в магнитном поле // Вестник Томского  

государственного университета. Математика и механика. 2024. № 87. С. 163–174. 

doi: 10.17223/19988621/87/13 
 

 

Original article 
 

Nonlinear oscillations of a current-carrying string  

in a magnetic field 
 

Aleksandr K. Tomilin 1, Ivan S. Konovalenko 2, Igor’ S. Konovalenko 3 
 

1, 2, 3 Tomsk Polytechnic University, Tomsk, Russian Federation 
1 aktomilin@tpu.ru 

2 ivkon@tpu.ru 
3 iskonovalenko@tpu.ru 

 

Abstract. The nonlinear properties of a string must be taken into account when creating 

string systems that are used in transducers and musical instruments. The forced oscillations 
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of an electrically conductive string in a magnetic field are described by a nonlinear integro-

differential equation. The amplitude–frequency characteristics of nonlinear resonances of the 

first and second orders are obtained. The damping factor of the first-mode oscillations is deter-

mined from the optimal coincidence of the experimental and theoretical amplitude-frequency 

characteristic graphs. The experimental amplitude-frequency characteristics for the first-order 

resonance is obtained using a laboratory setup with a copper string 0.4 mm in diameter and 

0.57 m long, having a certain initial tension. The cumulative damping factor of the first mode 

is obtained, which takes into account all the dissipative factors of a real string system. 

Low-frequency thermoparametric oscillations of the second mode are observed in experi-

ments with a string. It follows from the analysis of the Mathieu equation that parametric 

resonance arises even at very low amplitudes of the thermal tension of a string, and it 

must be taken into account in the frequency analysis of oscillations of string systems. 

Keywords: vibrating string transducers, magnetic force, parametric resonance 
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Введение 

 

Для исследования статических и динамических деформаций, возникающих  

в сложных конструкциях, часто используются струнные датчики [1]. Принцип их 

действия основан на зависимости частоты колебаний струны от ее натяжения. 

Они с высокой точностью тестируют деформационные изменения конструкций. 

Однако струнные датчики очень чувствительны к температуре и обладают нели-

нейными свойствами, которые следует учитывать при составлении градировоч-

ных графиков [2–5]. 

Аналогичные проблемы, связанные с качеством струнных систем, возникают 

при разработке и совершенствовании электромузыкальных инструментов, где 

используются магнитные поля звукосъемных датчиков или систем возбуждения 

колебаний. В связи с этим исследование воздействия электромагнитных сил на 

колебания струны является актуальной теоретической и экспериментальной за-

дачей. Качество генерируемого струной звука в значительной мере зависит от ее 

упругих свойств, которые обычно имеют нелинейные характеристики.  

Важно обратить внимание на способы возбуждения колебаний в струнных си-

стемах. Приоритетными считаются способы бесконтактного возбуждения колебаний. 

В частности, можно использовать распределенную силу Ампера, воздействующую 

на токонесущую неферромагнитную струну, расположенную во внешнем магнитном 

поле [6]. При пропускании по струне электрического тока могут заметно проявляться 

тепловые эффекты, связанные с ее нагреванием и последующим охлаждением при 

колебаниях во внешней среде. Теория и различные прикладные примеры параметри-

ческих колебаний в системах с распределенными параметрами приведены в рабо-

тах [7–15]. Таким образом, возникает актуальная проблема теоретического описания  
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и экспериментального исследования колебаний электропроводной струны с учетом 

совокупности механических, тепловых и электромагнитных факторов.  

Цель настоящего исследования заключается в сопоставлении теоретических и 

экспериментальных данных с учетом совокупности воздействия всех перечис-

ленных факторов на колебания струны: проявление нелинейности и возникнове-

ние параметрической неустойчивости. 

 

Постановка задачи 

 

Рассматриваются плоские нелинейные колебания струны с закрепленными 

концами. Струна находится в распределенном магнитном поле, вектор индукции 

которого направлен ортогонально плоскости колебаний струны. При пропуска-

нии по струне переменного электрического тока возникает вынуждающая элек-

тромагнитная сила. Теоретически и экспериментально исследуются вынужден-

ные колебания электропроводной струны с учетом совокупности механических, 

тепловых и электромагнитных факторов. 

 

Теория 

 

Элементарная теория плоских колебаний струны с закрепленными концами 

основана на гипотезе абсолютной гибкости [7], в соответствии с которой натяже-

ние струны в процессе колебаний считается неизмененным. Однако в экспери-

ментах при колебаниях струнных систем часто наблюдаются «срывы» и «скачки» 

амплитуды при плавном изменении частоты вынуждающей силы [8], что свиде-

тельствует о проявлении нелинейных свойств. Это связано со сложной зависимо-

стью силы упругости от деформации струны в процессе колебаний. Резкое изме-

нение амплитуды колебаний негативно отражается на точности измерений 

струнных датчиков, а также на качестве звука, воспроизводимого музыкальными 

инструментами. Возникает проблема устранения этого дефекта за счет правиль-

ного подбора диапазона рабочих частот, а также диссипативных сил, воздей-

ствующих на струну. При этом следует учитывать не только внешнее трение, 

возникающее за счет взаимодействия струны с окружающей средой, но и воздей-

ствие магнитных полей, которые часто используются в струнных системах. 

Теория нелинейных колебаний электропроводной струны во внешнем магнит-

ном поле содержится в монографии [6]. Пусть струна расположена вдоль оси z 

и вектор индукции распределенного магнитного поля B(z) направлен ортого-

нально плоскости колебаний струны. Вынужденные колебания нелинейной стру-

ны в магнитном поле описываются интегро-дифференциальным уравнением 
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Здесь использованы следующие обозначения: u(z, t) – функция поперечных сме-

щений струны, m0, l0, A, E, σ – соответственно погонная масса, длина, площадь 
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поперечного сечения, модуль упругости и электропроводность струны, T0 – ее 

предварительное натяжение с учетом постоянного термического удлинения за 

счет действующего значения силы тока, β – коэффициент внешнего сопротивле-

ния среды, J0 – амплитуда силы тока, созданного генератором электрических 

сигналов, ω – циклическая частота этого тока. 

Второй член в левой части дифференциального уравнения (1) учитывает не-

линейность упругой восстанавливающей силы, возникающей за счет изменения 

натяжения струны при прогибе. Третий и четвертый члены уравнения соответ-

ствуют линейному внешнему сопротивлению и электромагнитной демпфирую-

щей силе. Член, стоящий в правой части уравнения (1) выражает периодическую 

вынуждающую электромагнитную силу с частотой ω. 

Используя метод Фурье и учитывая, что собственные амплитудные функции 

струны имеют синусоидальную форму: 

0

sinr

r
X z

l


= , ( )1,r =  , 

уравнение в частных производных (1) можно привести к системе обыкновенных 

дифференциальных уравнений. Эта процедура подробно описана в монографии [6]. 

Рассмотрим два частных случая. Первый – имеется один активный участок 

шириной 2 1z z z = − , который располагается симметрично посередине струны. 

На нем действует однородное и стационарное магнитное поле индукции В (рис. 1). 

 

Рис. 1. Вынужденные колебания струны первой формы 

Fig. 1. Forced oscillations of a first-mode string  
 

В этом случае возбуждается стоячая волна первой амплитудной формы (r = 1),  

и колебания описываются дифференциальным уравнением 

 2 3

1 1 1 1 1 1 0 12 cosq h q p q Nq F t + + + = , (2) 

где q1 – обобщенная координата при первой форме колебаний, циклическая ча-

стота незатухающих линейных колебаний 
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и введены обозначения 

 
4

4

0 04

EA
N

m l


= ,     0

0

0

4BJ
F

m
= , (5) 

 
( ) ( )1 2 2 1

1

0 0

sin sin
2 2

z z z z

l l

 +  −
 = . (6) 

Во втором случае имеется два одинаковых активных участка со взаимно про-

тивоположным направлением векторов магнитной индукции. Середины этих 

участков располагаются в точках l0/4 и 3l0/4 (рис. 2). Линейные размеры участков 

обозначим 1 2 1z z = −  и 2 4 3z z = − , причем 1 2 =  . 

 

 

Рис. 2. Вынужденные колебания струны второй формы 

Fig. 2. Forced oscillations of a second-mode string  
 

В этом случае возбуждается стоячая волна второй амплитудной формы (r = 2). 

Колебания струны при этом описываются дифференциальным уравнением 

 2 3

2 2 2 2 2 2 0 22 16 cosq h q p q Nq F t + + + = , (7) 

где q2 – обобщенная координата при второй форме колебаний, циклическая ча-

стота незатухающих линейных колебаний  

 0

2

0 0

T
p

l m


= , (8) 

фактор затухания 

 
2 2

2

2 2

0

1

2

B A
h

m

 




 
= + 

 
 (9) 

и использовано обозначение 

 
( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 1 3 4 4 3

2

0 0 0 0

sin sin sin sin
z z z z z z z z

l l l l

 +  −  +  −
 = = . (10) 

Неоднородные уравнения Дюффинга (2) и (7) содержат нелинейные члены, 

которые возникают за счет растяжения струны при колебаниях. Воспользуемся 

методом гармонического баланса [9–10] для построения графика амплитудно-

частотной характеристики уравнения (2). Представим решение этого уравнения  

в виде: 

 ( )1 01 1sinq q t=  +  , (11) 

где θ1 – произвольно заданная начальная фаза. 
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Нелинейную функцию  

( ) 2 3

1 1 1 1 1 1 1, 2f q q h q p q Nq= + +  

разложим в ряд Фурье 

 ( )1 1 1 1, cos sinf q q t t=   +    (12) 

с коэффициентами 

( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 01

1
, cos 2f q q t d t h q



−

 =  +   +  = 
   ,  

( ) ( ) ( )
2

2 3

1 1 1 1 1 1 01 01

1 3
, sin

4
f q q t d t p q Nq



−

 =  +   +  = +
   . 

После подстановки (11) и (12) в (2), приравняв коэффициенты при одинако-

вых временных функциях, получим систему двух уравнений. Из них определяем 

начальную фазу 

 

2

2 2 2 2 2

1 01 1

1

1

3

4
tg

2

p Nq h

h

 
−  + +   

 
 =


. (13) 

Для струн из металла параметр N имеет большое значение (порядка 109). Зна-

менатель дроби (13) в сравнении с N относительно мал, следовательно 1tg  →  , 

поэтому можно принять 1θ 2  . С учетом этого получаем уравнение амплитудно-

частотной характеристики при резонансе первого порядка: 

 
2

2 2 2 2 2 2 2 2

1 01 1 01 0 1

3

4
p Nq h q F +   

  
− + =  

   

. (14) 

Для построения амплитудно-частотной характеристики конкретной струнной 

системы требуется измерить или вычислить все входящие в (14) параметры. При 

этом возникает проблема с адекватным определением фактора затухания колеба-

ний h1 в каждом конкретном случае. Предлагается принять значение h1, при ко-

тором экспериментальный и теоретический графики амплитудно-частотной ха-

рактеристики совпадают наилучшим образом. Методика измерений амплитуды 

колебаний струны в лабораторном эксперименте описана ниже. 

При резонансе второго порядка амплитудно-частотная характеристика пред-

ставляется уравнением 

 ( )
2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 02 2 02 0 212p Nq h q F −  + +   = 
  

, (15) 

которое также применимо при больших N и малых значениях фактора затухания h2. 

Заметим, что внутреннее трение, связанное со структурой материала струны, 

в рассмотренной теории, а следовательно, и в уравнениях (14), (15) не учтено. В от-

личие от теории поперечных колебаний стержней считается, что в струнных систе-

мах внутреннее трение заметно не проявляется. Однако тепловые и электромагнит-

ные воздействия могут существенно влиять на кристаллическую структуру материа-

ла струны и отражаться на внутренних диссипативных процессах. Следовательно,  

в реальных струнных системах при наличии внешних воздействий различной фи-

зической природы требуется экспериментально определять кумулятивный фактор 

затухания колебаний, учитывающий в совокупности все диссипативные процессы. 
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Эксперименты 
 

Эксперименты с целью построения амплитудно-частотной характеристики про-

изведены на специальной лабораторной установке со струнами из меди и латуни 

различных длин и размеров поперечного сечения. В качестве примера приведем 

результаты экспериментов с медной струной (плотность ρ = 8 960 кг/м3) диамет-

ром d = 0.4 мм, без изоляционного покрытия. Расстояние между закрепленными 

концами струны l0 = 0.57 м. Погонная масса струны m0 = 1.127∙10–3 кг/м, натяже-

ние с учетом нагревания при действующем значении пропускаемого тока состав-

ляет T0 = 0.981 Н. Амплитуда переменного тока, пропускаемого по струне, –  

J0 ≈ 0.56 А. При этом действующее значение силы тока д 0 2 0.4A.J J= =  Маг-

нитное поле создано постоянными магнитами на участке шириной Δz = 25 мм, 

расположенном посередине струны: z1 = 0.2725 м, z1 = 0.2975 м. Индукция маг-

нитного поля B ≈ 0.4 Тл.  

В первом эксперименте исследован нелинейный резонанс первого порядка. 

Струна совершает плоские вынужденные колебания по схеме, представленной на 

рис. 1. При этом коэффициенты (5) и (6) имеют следующие значения: 

20

0

0

4
260 м/с

BJ
F

m
= = ,     

( ) ( )1 2 2 1

1

0 0

sin sin 0.0688
2 2

z z z z

l l

 +  −
 = = , 

4
9 2 2

4

0 0

2.59 10 м с
4

EA
N

m l


 − −= = . 

Здесь учтено, что модуль упругости меди 1110 ПаЕ = . 

Линейным незатухающим колебаниям струны с указанными параметрами со-

ответствует частота, определенная по формуле (3): 1

1 163.3 сp −= , или 1 26 Гц  .  

На рис. 3 произведено наложение двух графиков амплитудно-частотной ха-

рактеристики: экспериментального и теоретически рассчитанного в соответствии 

с уравнением (14). Наилучшее их совпадение происходит при 1

1 6.5 сh −= . Это 

значение учитывает все диссипативные факторы, присутствующие в реальной 

струнной системе. Его можно назвать кумулятивным. 
 

 

Рис. 3. Амплитудно-частотная характеристика струны при 1r =  

Fig. 3. Amplitude–frequency characteristic of a string at 1r =  
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Используя формулу (4), вычислим коэффициент электромагнитного демпфи-

рования 

 
2 2

11

2

0

8
4сэм

B A

m

 




−= = . (16) 

Пренебрегать фактором электромагнитной диссипации в данном случае недо-

пустимо, поскольку его значение сравнимо с коэффициентом 1

12 9сэмh − = − = , 

характеризующем все прочие диссипативные факторы. Предложенный расчетно-

экспериментальный метод определения кумулятивного фактора затухания коле-

баний струны можно использовать при лабораторном исследовании свойств 

струнных систем, а также при решении инженерных задач в процессе проектиро-

вания конкретной аппаратуры.  
 

Термопараметрический резонанс 
 

При пропускании тока по струне происходит ее нагрев за счет джоулева теп-

ла. Следовательно, натяжение струны изменяется в зависимости от действующе-

го значения пропускаемого по ней тока. При возрастании амплитуды колебаний  

и скорости движения струны усиливается ее теплообмен с окружающей средой, 

что также влияет на натяжение. Таким образом, натяжение струны является 

функцией силы тока и обобщенных скоростей: ( )0 , rT J q . Это явление получило 

название «термопараметрическое возбуждение» колебаний [6, 16, 17]. 

В экспериментах с описанной выше струной наблюдается периодическое из-

менение (биение) амплитуды стоячих волн. Имеет место суперпозиция двух ко-

лебаний с различными частотами: резонансных электромеханических с частотой 

пропускаемого тока ω и термопараметрических, возникающих за счет изменения 

натяжения струны с частотой Ω. 

Перед началом эксперимента к струне с одним закрепленным концом прикла-

дывается растягивающая сила величиной G0. Одновременно по струне пропуска-

ется переменный электрический ток 0 cosJ J t=  , за счет которого происходит 

ее тепловое удлинение. Затем закрепляется второй конец струны. Если отклю-

чить ток, то натяжение струны с закрепленными концами составит 

0 0 0JT G T= + , 

где TJ0 – постоянное термическое натяжение. 

В процессе колебаний токонесущей струны ее натяжение с учетом термиче-

ского эффекта ослабляется по закону 
*

0 cosJT T T t = − −  . 

где *T  – амплитудное изменение натяжения струны за счет периодического 

нагревания и охлаждения. Тогда полное натяжение токонесущей струны в про-

цессе колебаний можно выразить законом 

 *

0 cosT G T t= −  . (17) 

При этом в эксперименте наблюдаются биения амплитуды стоячих волн при  

r = 2 с частотой f = 6 Гц. Следовательно, циклическая частота термопараметриче-

ского возбуждения составляет 

 1 12 12 с 37.6сf − − =  =  = . (18) 
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Учитывая вышесказанное, дифференциальное уравнение термопараметриче-

ских колебаний можно записать в виде: 

 

2
*

2 2

2 2 2 0 2

0 0

2 cos 0
T

h t
m l


    

  
 + + − = 
   

, (19) 

где χ2(t) – закон параметрических колебаний второй моды, Ω0 – циклическая ча-

стота параметрических колебаний струны при отсутствии сопротивления внеш-

ней среды. 

При помощи подстановки Хилла [9]  
2 2

2

2 2 2 2 2

00

1
exp exp

2

t
B A

h dt t
m

     
 =  − =  −  +   

     
  

приводим (19) к параметрическому уравнению 

 ( )
( )

2
*

2 2 2

2 0 2 22 2
00 0 2

1 cos 0
T

h t
lm h

  
  +  − −   = 

 −   

. (20) 

С использованием обозначений 

 ( )
2

*

2 2 2

0 2 2 2

00

24
2 ;

T
t a h

lm

 
 =  =  −  =  

   
 (21) 

приходим к уравнению Матье 

 ( )
2

2

22
2 cos 2 0

d
a

d


+ −    =


. (22) 

Амплитуда параметрического возбуждения определяется параметром ε в урав-

нении (22). При невысокой температуре нагрева струны параметр ε < 1, т.е. явля-

ется малым. При этом параметр a на диаграмме Айнса–Стретта [9] принимает 

значения, близкие к квадратам целочисленного ряда: 1, 4, 9... Точного совпадения 

с этими значениями не происходит, поскольку ε ≠ 0. Например, при 
2 2

0 2h   −  

значение a = 4. Периодическому процессу биений, наблюдаемому в эксперимен-

те, в диаграмме соответствует точка на линии, разграничивающей устойчивую и 

неустойчивую области. Из третьего соотношения (21) следует, что параметриче-

ский резонанс возникает даже при очень малых амплитудах термического натя-

жения струны *

2T , и его необходимо учитывать в частотном анализе колебаний 

струнных систем, разделяя высокочастотные и низкочастотные сигналы. 

 

Заключение 

 

В результате исследования предложен расчетно-экспериментальный метод 

определения кумулятивного фактора затухания нелинейной струнной системы, 

основанный на сравнении графиков амплитудно-частотных характеристик: экс-

периментального и теоретического. Эту методику можно применять для опреде-

ления свойств материала струны и внешних условий, в которых совершаются 

колебания конкретной струнной системы. 

Теоретически описан термопараметрический резонанс струны, наблюдаемый 

в эксперименте в виде низкочастотных биений при колебаниях токонесущей 
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струны во внешнем магнитном поле. Это явление возникает даже при малых из-

менениях натяжения струны, возникающих за счет периодического изменения ее 

температуры. 
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Аскар Аканович Туганбаев 

(к 70-летию со дня рождения) 
 

 
 
Аскар Аканович Туганбаев родился 11 июня 1953 г. в Алма-Ате в далекой от 

математики семье служащих. Отец – Акан Шарипович Туганбаев (1925–1993), 

сын рабочего Шарипа Туганбаева. Мать – Алма Муратбековна Туганбаева (1929–

1985), в девичестве Лаумулина, из репрессированной ссыльной семьи, дочь Му-

ратбека Лаумулина, расстрелянного в 1938 г. по политическому обвинению и 

впоследствии реабилитированного. 

В 1970 г. окончил в Алма-Ате с золотой медалью физико-математическую 

школу № 56 (будущая Республиканская физико-математическая школа). Уже  

в школьном возрасте Аскар проявил себя как незаурядный талантливый молодой 

человек. Трижды (в 1968, 1969, 1970 гг.) был призером Всесоюзной математиче-

ской олимпиады школьников (в 1969 году – третья премия). Неоднократно был 
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призером олимпиады школьников Азиатской части СССР, проводимой в Летней 

физико-математической школе в Новосибирском Академгородке, а также побе-

дителем городских школьных олимпиад Алма-Аты по математике, литературе, 

географии, английскому языку. 

А.А. Туганбаев в 1975 г. с отличием окончил механико-математический фа-

культет Московского государственного университета, аспирантуру МГУ – досроч-

но в апреле 1978 г. в связи с защитой кандидатской диссертации на механико-

математическом факультете МГУ под руководством профессора А.В. Михалева. 

Там же в 1990 г. защитил докторскую диссертацию по алгебре, а 1993 г. получил 

ученое звание профессора. 

Аскар Аканович Туганбаев – известный математик, один из ведущих в мире 

специалистов по теории колец и модулей. Он автор и соавтор 21 монографии, из 

которых 10 изданы в России и 11 в ЕС: 1 – в издательстве Springer, 1 – в Cam-

bridge University Press, 1 – в Oxford University Press, 3 – в Springer Netherlands 

(Kluwer), 4 – в Walter de Gruyter, 1 – в CRC Press (Gordon and Breach). Член ре-

дакционного совета журнала «Вестник Томского государственного университета. 

Математика и механика», член редколлегий журналов «Математика и теоретиче-

ские компьютерные науки», «Фундаментальная и прикладная математика», 

«Mathematics MDPI» и «Sci MDPI». Научный консультант двух успешно защи-

щенных диссертаций на соискание ученой степени доктора физико-математи-

ческих наук. Был официальным оппонентом более 20 докторских и более 70 кан-

дидатских диссертаций, успешно защищенных в России и СССР. Автор и соавтор 

22 печатных учебников и задачников, а также 10 электронных учебников и задач-

ников. Полный список из 325 публикаций А.А. Туганбаева, из которых 287 на-

учных, можно найти на его личной странице в общероссийской математической 

сети Math-Net.Ru (https://www.mathnet.ru/rus/person/8489). В конце статьи мы пе-

речислили некоторые его книги и последние статьи. 

С 1978 г. по настоящее время Аскар Аканович преподает на кафедре высшей 

математики Национального исследовательского университета «Московский энер-

гетический институт», с 1992 г. – профессор этой кафедры. 

Научные интересы А.А. Туганбаева лежат в области алгебры (теория колец, 

коммутативная и гомологическая алгебра, абелевы группы). Здесь ему принадле-

жит ряд глубоких замечательных теорем. Он разработал теорию дистрибутивных 

модулей над некоммутативными кольцами, решив несколько важных и трудных 

проблем. В частности, им решена проблема Л.А. Скорнякова об описании колец, 

над которыми каждый модуль разлагается в прямую сумму модулей с дистрибу-

тивной решеткой подмодулей. Аскар Аканович развил для некоммутативных 

колец технику, позволяющую построить некоммутативные аналоги нескольких 

важных результатов коммутативной алгебры. В частности, он построил теорию 

не обязательно коммутативных вполне целозамкнутых колец, объединив в этом 

классе все коммутативные области, вполне целозамкнутые в поле частных, и все 

самоинъективные кольца. Например, он доказал некоммутативный аналог клас-

сического результата о полной целозамкнутости нетеровых целозамкнутых обла-

стей. Кроме того, им построена теория локализаций некоммутативных дистрибу-

тивных колец, включающая некоммутативные аналоги важных результатов Йен-

сена о совпадении коммутативных арифметических колец с локально цепными 

кольцами и эндоструктуре коммутативных колец единичной слабой глобальной 
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размерности. Он также получил ряд крупных результатов о модулях над неком-

мутативными кольцами, являющихся далеко идущими расширениями классиче-

ских результатов для модулей над коммутативными дедекиндовыми кольцам,  

и завершил цикл работ ряда математиков путем построения окончательного опи-

сания строения близких к инъективным (проективным) модулей над некоммута-

тивными дедекиндовыми кольцами. Кроме того, А.А. Туганбаев получил важные 

и интересные результаты о нильидеалах и пересечении степеней радикала неком-

мутативных колец, о кольцах, над которыми каждый ненулевой модуль обладает 

максимальным подмодулем, построил контрпример к некоторым результатам 

Райта о полудистрибутивных кольцах. Он описал некоммутативные кольца фор-

мальных степенных рядов единичной слабой глобальной размерности, перекрыв 

результаты Бревера и других для коммутативного случая. А.А. Туганбаев также 

развил теорию колец, разложимых в прямую сумму дистрибутивных правых иде-

алов, которая включает в себя как хорошо развитую теорию полуцепных (в част-

ности, обобщенно однорядных) колец, так и теорию дистрибутивных колец  

(в частности, коммутативных арифметических колец).  

А.А. Туганбаев решил ряд важных проблем структурной теории формальных 

рядов Лорана с произвольным кольцом коэффициентов. В частности, он доказал 

нильпотентность радикала Джекобсона кольца рядов Лорана с нётеровым коль-

цом коэффициентов и показал, что этот результат не может быть распространен 

на случай произвольного кольца коэффициентов.  

А.А. Туганбаев решил много других важных задач структурной и гомологи-

ческой теории колец. В частности, вместе с В.Т. Марковым и О.В. Любимцевым 

он опубликовал много совместных статей, где получен ряд глубоких результатов 

о кольцах с существенным центром и показано на многочисленных примерах, 

что этот класс колец гораздо шире многих других классов колец, близких в ка-

ком-то смысле к коммутативным. Например, такие кольца не обязаны быть ал-

гебраическими над центром или удовлетворять какому-либо полиномиальному 

тождеству.  

А.А. Туганбаев вместе с профессором П.А. Крыловым осуществил системати-

ческое исследование ряда вопросов теории колец и модулей. Ими были получены 

различные результаты об идемпотентных функторах и локализациях в категориях 

модулей и абелевых групп. Цикл их статей посвящен кольцам формальных (го-

ворят также «обобщенных») матриц, модулям над ними и автоморфизмам таких 

колец. В последнее время они выполнили изучение автоморфизмов и дифферен-

цирований алгебр и коалгебр инцидентности предупорядоченных множеств.  

Сорок пять лет Аскар Аканович преподает на высочайшем педагогическом 

уровне на кафедре высшей математики НИУ МЭИ, проработав на этой кафедре 

ассистентом, старшим преподавателем, доцентом и профессором. В высшей сте-

пени образованный, многосторонне одаренный человек и талантливый педагог, 

он снискал глубокое уважение преподавателей кафедры и студентов. Аскар Ака-

нович начиная с первых занятий умеет расположить к себе студентов, вызвать  

у них интерес к математике. Трудный материал, с которым он знакомит студен-

тов, становится в его умелом и увлекательном изложении интересным. Талант 

ученого и педагога, жизненная мудрость, открытость, доброта, необыкновенная 

работоспособность, широкий кругозор, эрудиция, доскональное знание препода-

ваемого предмета, умение работать с людьми, готовность помочь в любой труд-
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ной ситуации, способность увлечь студентов красотой математики и научить их 

мыслить самостоятельно, доброжелательное, объективное и уважительное отно-

шение к студентам и коллегам – все это притягивает к нему людей. 

За научно-педагогические достижения Аскар Аканович награжден Почетной 

грамотой Министерства образования и науки Российской Федерации, он является 

ветераном труда РФ и ветераном МЭИ. Победил на конкурсе монографий, по-

священным 90-летию НИУ МЭИ. 

Аскар Аканович полон идей и планов, как всегда активно, много и результа-

тивно работает, пишет новые статьи и книги. Зная его, мы не сомневаемся, что 

все его идеи и планы будут осуществлены.  

Редакционная коллегия журнала «Вестник Томского государственного уни-

верситета. Математика и механика», авторы заметки поздравляют Аскара Акано-

вича с юбилеем, желают ему здоровья, благополучия в семье, творческой энер-

гии, новых замечательных статей и книг. 

 
Некоторые монографии А.А. Туганбаева 

 
1. Туганбаев А.А. Тензорные произведения. Классические локализации. Алгебры кватер-

нионов. М. : Флинта, 2024. 176 с. ISBN: 978-5-9765-5402-3 

2. Крылов П.А., Туганбаев А.А. Кольца инцидентности: автоморфизмы и дифференцирова-

ния. М. : Флинта, 2023. 116 с. ISBN: 978-5-9765-5343-9  

3. Туганбаев А.А. Центрально существенные кольца. М. : Флинта, 2022. 160 с. ISBN: 978-5-

9765-5093-3 

4. Srivastava A.K., Tuganbaev A., Guil Asensio P.A. Invariance of Modules under Automor-

phisms of their Envelopes and Covers. Cambridge University Press ; London Mathematical 

Society, 2021. 226 p. ISBN: 978-1-1089-5456-3 
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