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Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêîãî êîäà è äóàëüíîãî ê íåìó ÿâíî âû÷èñ-
ëåíû ïàðû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè. Òàêàÿ ïàðà ñîñòîèò èç êîäîâ, êîòîðûå íåîá-
õîäèìû äëÿ ýôôåêòèâíîãî àëãîðèòìà äåêîäèðîâàíèÿ çàäàííîãî êîäà. Âèä ïàð
çàâèñèò îò ñòåïåíåé äèâèçîðîâ, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ñòðîèòñÿ êàê èñõîäíûé êîä,
òàê è îäèí èç êîäîâ, âõîäÿùèõ â ïàðó. Äëÿ àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêîãî êîäà CL(D,G)
äëèíû n, àññîöèèðîâàííîãî ñ ôóíêöèîíàëüíûì ïîëåì F/Fq ðîäà g, ïàðàìè, èñ-
ïðàâëÿþùèìè t = ⌊(n− deg(G)− g − 1)/2⌋ îøèáîê, ïðè îïðåäåë¼ííûõ îãðàíè÷å-
íèÿõ íà ñòåïåíè äèâèçîðîâ, ó÷àñòâóþùèõ â èõ ïîñòðîåíèè, ÿâëÿþòñÿ ïàðû êîäîâ
(CL(D,F ), CL(D,G+ F )⊥) èëè (CL(D,F )⊥, CL(D,F −G)). Âûâåäåíû îãðàíè÷åíèÿ
íà ñòåïåíè äèâèçîðîâ êîäîâ (CL(D,F ), CL(D,G−F )), ñîñòàâëÿþùèõ ïàðó, èñïðàâ-
ëÿþùóþ t = ⌊(deg(G)−3g+1)/2⌋ îøèáîê äëÿ äóàëüíîãî êîäà CL(D,G)⊥. Ðàññìîò-
ðåíû ñëó÷àè ïðèíàäëåæíîñòè îäíîãî èç êîäîâ, ó÷àñòâóþùèõ â ïîñòðîåíèè ïàðû,
ê êëàññó MDS-êîäîâ è âûâåäåíû ïàðàìåòðû, ïðè êîòîðûõ äàííàÿ ñèòóàöèÿ âîç-
ìîæíà. Êðîìå òîãî, âû÷èñëåíû âîçìîæíûå ãðàíèöû äëÿ äèâèçîðîâ, ó÷àñòâóþùèõ
â ïîñòðîåíèè ïàð, èñïðàâëÿþùèõ îøèáêè äëÿ ïîäïîëåâûõ ïîäêîäîâ CL(D,G)|Fp

è CL(D,G)⊥|Fp èñõîäíîãî àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêîãî êîäà è äóàëüíîãî ê íåìó, ïðè
ñòåïåíè ðàñøèðåíèÿ m = 2 (Fq = Fp2).

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ôóíêöèîíàëüíîå ïîëå, àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèé êîä, èñïðàâëÿ-
þùàÿ îøèáêè ïàðà, ïîäïîëåâîé ïîäêîä.
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Error-correcting pairs are calculated explicitly for an arbitrary algebraic-geometric
code and its dual code. Such a pair consists of codes that are necessary for an
effective decoding algorithm for a given code. The type of pairs depends on the
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degrees of divisors with which both the original code and one of the codes from error-
correcting pair are constructed. So for the algebraic-geometric code CL(D,G) of the
length n associated with a functional field F/Fq of genus g the error-correcting pair
with number of errors t = ⌊(n− deg(G)− g − 1)/2⌋ is (CL(D,F ), CL(D,G+ F )⊥) or
(CL(D,F )⊥, CL(D,F−G)). For the dual code CL(D,G)⊥ the error-correcting pair with
number of errors t = ⌊(deg(G)− 3g+ 1)/2⌋ is (CL(D,F ), CL(D,G−F )). Considering
each component of pair as MDS-code, we obtain additional conditions on the degrees
of the divisors G and F . In addition, error-correcting pairs are calculated for subfield
subcodes CL(D,G)|Fp and CL(D,G)⊥|Fp , where Fp is a subfield of Fq. The form of a
first component in the pair depends on the degrees of the divisors G and F and, in
some cases, on the genus g.

Keywords: functional field, algebraic-geometric code, error-correcting pair, subfield
subcode.

Ââåäåíèå
Èññëåäîâàíèå çàäà÷è äåêîäèðîâàíèÿ êîäîâ, ïîñòðîåííûõ íà àëãåáðàè÷åñêèõ

êðèâûõ, ÿâèëîñü î÷åíü âîñòðåáîâàííûì çà ïîñëåäíèå òðèäöàòü ëåò. Èçíà÷àëüíî
Ò. Õ¼õîëüäò è äð. ïðåäëîæèëè ñèíäðîìíûé àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ äëÿ êîäîâ, àññî-
öèèðîâàííûõ ñ ïëîñêîé êðèâîé [1]. Çàòåì À. Ñêîðîáîãàòîâ è C. Âëýäóö îáîáùèëè ýòîò
àëãîðèòì íà ïðîèçâîëüíûå êðèâûå [2]. Äàëåå Ð. Ïåëëèêààí è Ð. Ê¼òòåð íåçàâèñèìî
äðóã îò äðóãà ïðåäëîæèëè àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ, èñêëþ÷àþùèé àáñòðàêòíûå ïî-
íÿòèÿ àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè è èñïîëüçóþùèé ïàðû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè [3, 4].
Ïàðîé, èñïðàâëÿþùåé îøèáêè äëÿ êîäà C, ÿâëÿåòñÿ ïàðà êîäîâ A è B, óäîâëåòâîðÿ-
þùàÿ íåêîòîðûì îãðàíè÷åíèÿì íà ðàçìåðíîñòü è ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå, à òàêæå
óñëîâèþ, ÷òî ïîêîìïîíåíòíîå ïðîèçâåäåíèå êîäîâûõ ñëîâ A è B ñîäåðæèòñÿ â äóàëü-
íîì êîäå C⊥. Ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ïàðû îáåñïå÷èâàåò ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì äåêîäè-
ðîâàíèÿ äëÿ àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèõ êîäîâ (ÀÃ-êîäîâ), êîòîðûé èñïîëüçóåò ëèøü ìåòî-
äû ëèíåéíîé àëãåáðû. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ïîñòðîåíèå òàêèõ ïàð, ïîñêîëüêó
ñàìà ïàðà ÿâëÿåòñÿ âõîäíûì ïàðàìåòðîì äëÿ àëãîðèòìà äåêîäèðîâàíèÿ. Ñòîèò òàêæå
îòìåòèòü, ÷òî ïàðû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè, çàñëóæèâàþò âíèìàíèÿ è ñ êðèïòîãðà-
ôè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ïîñêîëüêó ëåæàò â îñíîâå àòàêè íà ÀÃ-êîäû [5].

Ñòðóêòóðà ðàáîòû ñëåäóþùàÿ: â ï. 1 ìû äà¼ì ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ, êàñàþùè-
åñÿ áàçîâûõ îáúåêòîâ òåîðèè ôóíêöèîíàëüíûõ ïîëåé è àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ, íåîá-
õîäèìûõ äëÿ çàäàíèÿ ÀÃ-êîäà ñ ïîìîùüþ ïðîñòðàíñòâà Ðèìàíà �Ðîõà, à òàêæå äëÿ
çàäàíèÿ äóàëüíîãî ÀÃ-êîäà ñ ïîìîùüþ ïðîñòðàíñòâà äèôôåðåíöèàëîâ. Â ï. 2 ïðåä-
ñòàâëåí îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû, çàêëþ÷àþùèéñÿ â ðÿäå òåîðåì. Ïåðâîíà÷àëüíî
ìû çàäà¼ì ïàðû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè äëÿ ÀÃ-êîäà è äóàëüíîãî ê íåìó, íàêëàäûâàÿ
îãðàíè÷åíèÿ íà ñòåïåíè èõ äèâèçîðîâ. Çàòåì ìû èññëåäóåì, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ êîä
èç ïàðû èëè èñõîäíûé êîä, äëÿ êîòîðîãî íàõîäèòñÿ ïàðà, ÿâëÿåòñÿ MDS-êîäîì (ò. å. ìè-
íèìàëüíîå ðàññòîÿíèå êîäà äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ãðàíèöû Ñèíãëòîíà).
Äàëåå ìû äà¼ì ïîëíóþ êëàññèôèêàöèþ ïàð, èñïðàâëÿþùèõ îøèáêè äëÿ ïîäïîëåâûõ
ïîäêîäîâ èñõîäíîãî ÀÃ-êîäà è äóàëüíîãî ê èñõîäíîìó ÀÃ-êîäó ïðè óñëîâèè, ÷òî ýòè
êîäû îïðåäåëåíû íàä êâàäðàòè÷íûì ðàñøèðåíèåì êîíå÷íîãî ïîëÿ. Êëàññèôèêàöèÿ
âêëþ÷àåò â ñåáÿ ÿâíûé âèä êîäîâ èç ïàðû, çíà÷åíèå ðîäà êðèâîé, äëèíó êîäà, à òàêæå
óñëîâèÿ, íàëàãàåìûå íà ñòåïåíè äèâèçîðîâ, àññîöèèðîâàííûõ ñ èñõîäíûì êîäîì è åãî
ïîäïîëåâûì ïîäêîäîì.

Äàííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðàáîòû, ïðåäñòàâëåííîé íà êîíôåðåíöèè
SIBECRYPT'23 [6].
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1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ
1.1. À ë ã å á ð à è ÷ å ñ ê è å ê ð è â û å è ô ó í ê ö è î í à ë ü í û å ï î ë ÿ

Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Fq êîíå÷íîå ïîëå, ñîñòîÿùåå èç q ýëåìåíòîâ, ãäå q� ñòåïåíü
ïðîñòîãî ÷èñëà.

Ïîä ïðîåêòèâíîé êðèâîé íàä êîíå÷íûì ïîëåì Fq ïîíèìàåòñÿ ïðîåêòèâíîå ìíîãî-
îáðàçèå íàä Fq ðàçìåðíîñòè îäèí, ãäå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
íåïðèâîäèìîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå Pn [7]. Äàëåå áó-
äåì îáîçíà÷àòü ïðîåêòèâíóþ êðèâóþ ÷åðåç X .

Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ â òåîðèè êîäèðîâàíèÿ èñïîëüçóþòñÿ êðèâûå, îïðåäåë¼í-
íûå íàä êîíå÷íûì ïîëåì. Ïîä ïðîåêòèâíîé êðèâîé X , îïðåäåë¼ííîé íàä Fq, áóäåì
ïîíèìàòü êðèâóþ X ⊆ Pn(Fq), ãäå Fq � àëãåáðàè÷åñêîå çàìûêàíèå ïîëÿ Fq, ïðè÷¼ì
îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí, îïðåäåëÿþùèé êðèâóþ, èìååò êîýôôèöèåíòû â Fq.

Îïðåäåëèì ïîëå ôóíêöèé êðèâîé X :

Fq(X ) =
{g
h
: g, h ∈ Fq[x1, . . . , xn−1], h ̸= 0

}
.

Çäåñü ñàìà êðèâàÿ îïðåäåëåíà îäíîðîäíûì ìíîãî÷ëåíîì èç êîëüöà Fq[X1, . . . , Xn] è

x1 =
X1

Xn

, . . . , xn−1 =
Xn−1

Xn

. Ãîâîðÿò, ÷òî Fq(X ) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûì ïîëåì

êðèâîé X/Fq.
Ïóñòü P � òî÷êà êðèâîé X . Ôóíêöèÿ f ∈ Fq(X ) íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé â òî÷êå P ,

åñëè å¼ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå f =
g

h
è g(P ) ̸= 0. Ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé

â òî÷êå P îáðàçóåò êîëüöî, íàçûâàåìîå ëîêàëüíûì êîëüöîì OP . Îòìåòèì, ÷òî òî÷êà
êðèâîé ìîæåò èìåòü ñòåïåíü. Òî÷êè êðèâîé, èìåþùèå êîîðäèíàòû â Fq, íàçûâàþòñÿ
ðàöèîíàëüíûìè òî÷êàìè èëè òî÷êàìè ñòåïåíè îäèí. Åñëè êîîðäèíàòû òî÷êè êðèâîé
ëåæàò â ðàñøèðåíèè áàçîâîãî êîíå÷íîãî ïîëÿ, òî òî÷êà èìååò ñòåïåíü, ðàâíóþ ñòåïåíè
ýòîãî ðàñøèðåíèÿ.

Ïðèâåä¼ì áàçîâûå îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà ôóíêöèîíàëüíûõ ïîëåé, ÷òîáû ïîñìîò-
ðåòü, êàê îíè ñâÿçàíû ñ àëãåáðàè÷åñêèìè êðèâûìè.

Àëãåáðàè÷åñêèì ôóíêöèîíàëüíûì ïîëåì F/Fq îò îäíîé ïåðåìåííîé íàçûâàåò-
ñÿ ðàñøèðåíèå Fq(x) ïîëÿ Fq, ÿâëÿþùååñÿ êîíå÷íûì àëãåáðàè÷åñêèì ðàñøèðåíèåì
äëÿ íåêîòîðîãî òðàíñöåíäåíòíîãî íàä Fq ýëåìåíòà x ∈ Fq(x). Ñîîòâåòñòâåííî ôóíê-
öèîíàëüíûì ïîëåì îò n ïåðåìåííûõ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîå àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå
Fq(x1, . . . , xn), ãäå x1, . . . , xn òðàíñöåíäåíòíû íàä Fq.

Äëÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ïîëåé àíàëîãîì ëîêàëüíîãî êîëüöà â ñëó÷àå àëãåáðàè÷åñêèõ
êðèâûõ ÿâëÿåòñÿ êîëüöî íîðìèðîâàíèÿ. Êîëüöîì íîðìèðîâàíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî ïî-
ëÿ F/Fq íàçûâàåòñÿ êîëüöî O, òàêîå, ÷òî:
� Fq ⊊ O ⊊ F ;
� äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ F âûïîëíÿåòñÿ: x ∈ O èëè x−1 ∈ O.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî åñëè ìû ðàáîòàåì íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì, òî
ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êàìè êðèâîé è òî÷êàìè å¼
ôóíêöèîíàëüíîãî ïîëÿ, õîòÿ òî÷êà ôóíêöèîíàëüíîãî ïîëÿ èìååò ñîâñåì èíóþ ñïåöè-
ôèêó. Òî÷êîé P ôóíêöèîíàëüíîãî ïîëÿ F/Fq íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûé èäåàë íåêî-
òîðîãî êîëüöà íîðìèðîâàíèÿ O.

Ïî ñâîéñòâàì êîëüöà íîðìèðîâàíèÿ îíî ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì êîëüöîì, à çíà÷èò,
O ìîæíî àññîöèèðîâàòü ñ åãî åäèíñòâåííûì ìàêñèìàëüíûì èäåàëîì P :

OP = {x ∈ F : x−1 ̸∈ P}.
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Êðîìå òîãî, ïî ñâîéñòâàì êîëüöà íîðìèðîâàíèÿ P ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì èäåàëîì, ñëåäîâà-
òåëüíî, P = tPOP , ïðè ýòîì ýëåìåíò tP íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì ïàðàìåòðîì òî÷êè P .
Òåïåðü îïðåäåëèì ñòåïåíü òî÷êè P êàê ñòåïåíü ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ OP/P íàä Fq, à
èìåííî:

deg(P ) = [OP/P : Fp].

Äàëåå áóäåì îòîæäåñòâëÿòü êðèâóþ ñ å¼ ôóíêöèîíàëüíûì ïîëåì è ïåðåéä¼ì ê ðàñ-
ñìîòðåíèþ îñíîâîïîëàãàþùèõ îáúåêòîâ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÀÃ-êîäà � äèâèçîðàì êðèâîé
(èëè å¼ ôóíêöèîíàëüíîãî ïîëÿ).

Ãðóïïîé äèâèçîðîâ Div(X ) ïðîåêòèâíîé êðèâîé X íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíàÿ àáåëåâà
ãðóïïà, ïîðîæä¼ííàÿ òî÷êàìè X . Ýëåìåíòû ãðóïïû D ∈ Div(X ) íàçûâàþòñÿ äèâèçî-

ðàìè è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ôîðìàëüíóþ ñóììó òî÷åê:

D =
∑
P∈X

nPP,

ïðè÷¼ì òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî nP ∈ Z îòëè÷íî îò íóëÿ.
Îïðåäåëèì ñòåïåíü äèâèçîðà êàê

deg(D) =
∑
P∈X

nP · deg(P ).

Â ãðóïïå Div(X ) îïðåäåëåíî ÷àñòè÷íîå óïîðÿäî÷èâàíèå:∑
P∈X

nPP ⩾
∑
P∈X

mPP ⇔ nP ⩾ mP äëÿ ëþáîé òî÷êè P ∈ X .

Òåïåðü îïðåäåëèì äèâèçîð ôóíêöèè. Ïóñòü f ∈ Fq(X )∗. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Z (÷åðåç N)
ìíîæåñòâî íóëåé (ïîëþñîâ) ôóíêöèè f , îïðåäåëÿåìûõ ñ ïîìîùüþ òî÷åê P ∈ X . Òîãäà
äëÿ ôóíêöèè f îïðåäåëèì:

� å¼ äèâèçîð íóëåé:

(f)0 =
∑
P∈Z

nP P, ãäå nP � êðàòíîñòü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ òî÷êå P ;

� äèâèçîð ïîëþñîâ:

(f)∞ =
∑
P∈N

(−nP )P, ãäå nP � êðàòíîñòü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ òî÷êå P ;

� ãëàâíûé äèâèçîð:
(f) = (f)0 − (f)∞.

×òîáû îïðåäåëèòü äóàëüíûé êîä, ïîòðåáóåòñÿ ðÿä ïîíÿòèé, ñâÿçàííûõ ñ äèôôå-
ðåíöèðîâàíèåì è äèôôåðåíöèàëàìè.

Îïðåäåëèì äèôôåðåíöèðîâàíèå íàä Fq(X ) êàê Fq-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

△ : Fq(X )→ Fq(X ),

óäîâëåòâîðÿþùåå ïðàâèëó Ëåéáíèöà △(fg) = f△(g) + g△(f) äëÿ f, g ∈ Fq(X ).
Ìíîæåñòâî òàêèõ äèôôåðåíöèðîâàíèé Der(Fq(X )) îáðàçóåò âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
íàä Fq(X ).

Äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìîé èëè äèôôåðåíöèàëîì íà êðèâîé X íàçûâàåòñÿ Fq(X )-
ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå Der(Fq(X )) → Fq(X ). Ìíîæåñòâî âñåõ äèôôåðåíöèàëîâ êðè-
âîé X áóäåì îáîçíà÷àòü Ω(X ).
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Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

δ :

{
Fq(X )→ Ω(X ),
f 7→ δf,

ñîïîñòàâëÿþùåå âñÿêîé ôóíêöèè f äèôôåðåíöèàë δf : Der(Fq(X ))→ Fq(X ) ïî ïðàâè-
ëó δf(△) = △(f) äëÿ ëþáîãî △ ∈ Der(Fq(X )).

Îòìåòèì, ÷òî ëþáîé äèôôåðåíöèàë ω ∈ Ω(X ) ìîæíî óíèêàëüíî ïðåäñòàâèòü êàê
ω = fδtP äëÿ òî÷êè P ∈ X è ëîêàëüíîãî ïàðàìåòðà tP , ãäå f ∈ Fq(X ). Áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî P ÿâëÿåòñÿ íóë¼ì ω, åñëè P �íóëü ôóíêöèè f , àíàëîãè÷íî P �ïîëþñ ω, åñëè P
ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì ôóíêöèè f . Òîãäà ïî àíàëîãèè ñ ãëàâíûì äèâèçîðîì äëÿ ôóíêöèè
f ∈ Fq(X )∗ ìîæíî îïðåäåëèòü äèâèçîð äëÿ äèôôåðåíöèàëà ω ∈ Ω(X )∗:

(ω) =
∑
P∈N

nP P,

îäíàêî ñïåöèôèêà âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ nP äîñòàòî÷íî ñëîæíàÿ, ïîýòîìó çà äåòàëÿìè
ìîæíî îáðàòèòüñÿ ê [8]. Ïðè ýòîì äèâèçîð (ω) íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì. Îáîçíà÷èì
W = (ω), òîãäà, ñîãëàñíî [8], deg(W ) = 2g − 2.

Îäíèì èç âàæíûõ ïîíÿòèé ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ðîäà êðèâîé (å¼ ôóíêöèîíàëüíîãî
ïîëÿ). Åñëè X ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîé êðèâîé (êàê ïðàâèëî, èìåííî
òàêèå êðèâûå ðàññìàòðèâàþòñÿ äëÿ ïðèëîæåíèé â òåîðèè êîäèðîâàíèÿ) ñòåïåíè r, òî
g(X ) = (r − 1)(r − 2)/2.

1.2. À ë ã å á ð î ã å î ì å ò ð è ÷ å ñ ê è å ê î ä û è ä ó à ë ü í û å ê í è ì

Ðàññìîòðèì äâå êîíñòðóêöèè ÀÃ-êîäîâ, à èìåííî: êîíñòðóêöèþ ÀÃ-êîäà ñ ïðèâëå-
÷åíèåì ïðîñòðàíñòâà Ðèìàíà �Ðîõà è êîíñòðóêöèþ äóàëüíîãî ê íåìó ÀÃ-êîäà ñ ïðè-
âëå÷åíèåì ïðîñòðàíñòâà äèôôåðåíöèàëîâ.

Ïîñòðîåíèå CL(D,G)

Ïóñòü G�äèâèçîð êðèâîé X . Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

L(G) = {f ∈ Fq(X ) : (f) ⩾ −G}.

Îíî ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä Fq è íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Ðèìà-

íà � Ðîõà. Îáîçíà÷èì dimFq(L(G)) = ℓ(G). Áëàãîäàðÿ òåîðåìå Ðèìàíà �Ðîõà, ìîæíî
ïîëó÷èòü çíà÷åíèå ℓ(G).

Òåîðåìà 1 [8, Theorem 1.5.15]. Ïóñòü X � ãëàäêàÿ ïðîåêòèâíàÿ êðèâàÿ, W � å¼
êàíîíè÷åñêèé äèâèçîð. Òîãäà äëÿ ëþáîãî äèâèçîðà G ∈ Div(X ) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

ℓ(G) = deg(G) + 1− g(X ) + ℓ(W −G).

Êðîìå òîãî, åñëè deg(G) > 2g − 2, òî ℓ(G) = deg(G) + 1− g(X ).
Ïóñòü P1, P2, . . . , Pn �ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ðàöèîíàëüíûå òî÷êè êðèâîé X èëè òî÷-

êè ôóíêöèîíàëüíîãî ïîëÿ Fq(X ) ñòåïåíè îäèí. Îáîçíà÷èì D = P1 + . . . + Pn è G�
äèâèçîðû êðèâîé X , ïðè÷¼ì â çàïèñè äèâèçîðà G íå ó÷àñòâóþò òî÷êè äèâèçîðà D è
deg(G) < n. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

evD :

{
L(G)→ Fn

q ,

f 7→ (f(P1), . . . , f(Pn)).
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Îïðåäåëåíèå 1. ÀÃ-êîäîì CL(D,G), àññîöèèðîâàííûì ñ êðèâîé X è äèâèçîðà-
ìè D è G, íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî â Fn

q âèäà

CL(D,G) = {evD(f) : f ∈ L(G)}.

Îòìåòèì, ÷òî âñÿêèé êîä CL(D,G) ìîæíî çàäàòü ïàðàìåòðàìè [n, k, d], ãäå n�äëè-
íà êîäà (÷èñëî òî÷åê â çàïèñè äèâèçîðà D); k = k(C)�ðàçìåðíîñòü êîäà (ðàçìåðíîñòü
ïðîñòðàíñòâà Ðèìàíà �Ðîõà L(G)); d = d(C)�ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå êîäà.

Ñîãëàñíî [8, Theorem 2.2.2], êîä CL(D,G) ÿâëÿåòñÿ [n, k, d]-êîäîì, ïðè÷¼ì

k ⩾ deg(G) + 1− g, d ⩾ n− deg(G),

è åñëè 2g − 2 < deg(G) < n, òî k = deg(G) + 1− g.
Åñëè {f1, . . . , fk}� áàçèñ L(G), òî ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà êîäà CL(D,G) èìååò ñëå-

äóþùèé âèä: 
f1(P1) f1(P2) . . . f1(Pn)
f2(P1) f2(P2) . . . f2(Pn)

...
... . . .

...
fk(P1) fk(P2) . . . fk(Pn)

 .

Ïîñòðîåíèå CΩ(D,G)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ äóàëüíîãî êîäà ê êîäó CL(D,G) îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

Ω(G) = {ω ∈ Ω(X ) : (ω) ⩾ G}.

Îíî ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä Fq è íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì äèô-

ôåðåíöèàëîâ. Ðàçìåðíîñòü dimFq(Ω(G)) = i(G) íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì ñïåöèàëüíîñòè

äèâèçîðà G è ðàâíà
i(G) = ℓ(G)− deg(G) + g(X )− 1.

×òîáû çàäàòü äóàëüíûé êîä íåïîñðåäñòâåííî, íóæíî ââåñòè ïîíÿòèÿ âû÷åòà äèôôå-
ðåíöèàëà ω = fδtP â òî÷êå P , ãäå f ∈ Fq(X ) è tP �ëîêàëüíûé ïàðàìåòð. Äëÿ ýòîãî
ðàçëîæèì ôóíêöèþ f â ðÿä Ëîðàíà ïî ñòåïåíÿì tP :

f =
∞∑
i=α

αit
i
P ,

ãäå α ∈ Z. Âû÷åòîì äèôôåðåíöèàëà ω â òî÷êå P íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíò α−1 â ïðåä-
ñòàâëåííîì ðàçëîæåíèè, îí îáîçíà÷àåòñÿ Resω(P ).

Êàê è ðàíåå, ïóñòü P1, P2, . . . , Pn �ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ðàöèîíàëüíûå òî÷êè êðè-
âîé X , D = P1 + . . . + Pn è G�äèâèçîðû êðèâîé X , òàêèå, ÷òî â çàïèñè äèâèçîðà G
íå ó÷àñòâóþò òî÷êè äèâèçîðà D è deg(G) > 2g − 2. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

resD :

{
Ω(G)→ Fn

q ,

ω 7→ (Resω(P1), . . . ,Resω(Pn)).

Îïðåäåëåíèå 2. ÀÃ-êîäîì CΩ(D,G), àññîöèèðîâàííûì ñ êðèâîé X è äèâèçîðà-
ìè D è G è ÿâëÿþùèìñÿ äóàëüíûì ê CL(D,G), íàçûâàåòñÿ

CΩ(D,G) = {resD(ω) : ω ∈ Ω(G−D)}.
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Åñëè ïàðàìåòðû êîäà CΩ(D,G) îáîçíà÷èòü ÷åðåç [n, k′, d′], òî, ñîãëàñíî [8,
Theorem 2.2.7],

k′ = n+ g − 1− degG, d′ ⩾ degG− (2g − 2),

åñëè 2g − 2 < degG < n.
Ñ ó÷¼òîì ïîñòðîåíèÿ èìååì

CL(D,G)⊥ = CΩ(D,G) è CΩ(D,G) = CL(D,D −G+W ),

ãäå W = (ω)�êàíîíè÷åñêèé äèâèçîð êðèâîé X .
Â îáùåì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåìûå êîäû ìîãóò èñïðàâèòü äî ⌊(d(d′)−1)/2⌋ îøèáîê,

ãäå d è d′ �ìèíèìàëüíûå ðàññòîÿíèÿ êîäîâ CL(D,G) è CΩ(D,G) ñîîòâåòñòâåííî. Áó-
äåì íàçûâàòü êîä MDS-êîäîì, åñëè åãî ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äîñòèãàåò ãðàíèöû
Ñèíãëòîíà, ò. å. d(C) = n+ 1− k(C).

1.3. Ï à ð û , è ñ ï ð à â ë ÿ þ ù è å î ø è á ê è

Ïðîèçâåäåíèå Øóðà äâóõ âåêòîðîâ a, b ∈ Fn
q îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå èõ

ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîðäèíàò:

(a1, . . . , an) ∗ (b1, . . . , bn) = (a1b1, . . . , anbn),

(a1, . . . , an)
i = (ai1, . . . , a

i
n).

Äëÿ êîäîâ A,B ⊂ Fn
q ïðîèçâåäåíèå Øóðà A ∗ B îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A ∗ B = SpanFq
{a ∗ b | a ∈ A, b ∈ B}.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü C ∈ Fn
q �ëèíåéíûé êîä. Òîãäà ïàðà ëèíåéíûõ êîäîâ

(A,B), ãäå A,B ⊂ Fn
q , íàçûâàåòñÿ ïàðîé, èñïðàâëÿþùåé t îøèáîê äëÿ êîäà C, åñëè

âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) A ∗ B ⊆ C⊥;
2) dim(A) > t;
3) d(B⊥) > t;
4) d(A) + d(C) > n.

Â îáîçíà÷åíèÿõ îïðåäåëåíèÿ ñ÷èòàåì, ÷òî d(C) ⩾ 2t+ 1.
Â [9, 10] îïèñàíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïàðû A è B, èñïðàâëÿþùåé t îøèáîê.

2. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò
Íåñìîòðÿ íà íàëè÷èå ðÿäà ðàáîò, ïîñâÿù¼ííûõ âîïðîñó ñóùåñòâîâàíèÿ ïàð, èñ-

ïðàâëÿþùèõ îøèáêè äëÿ ëèíåéíûõ êîäîâ, íè â îäíîé èç íèõ íå ïðåäñòàâëåíî íà-
õîæäåíèå òàêîé ïàðû äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÀÃ-êîäà. Èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ ðàáîòà [5,
Theorem 14], ïîñâÿù¼ííàÿ êðèïòîàíàëèçó êðèïòîñèñòåìû Ìàê-Ýëèñà, â êîòîðîé ðàñ-
ñìîòðåí îáùèé âèä ïàðû, èñïðàâëÿþùåé îøèáêè äëÿ äóàëüíîãî êîäà. Â ñëåäóþùèõ
òåîðåìàõ ìû íå òîëüêî îïèñûâàåì âèä êîäîâ â ïàðå, èñïðàâëÿþùåé îøèáêè äëÿ
CL(D,G) è CL(D,G)⊥, íî òàêæå çàäà¼ì êëàññèôèêàöèþ îòíîñèòåëüíî ðîäà ôóíêöè-
îíàëüíîãî ïîëÿ è ñòåïåíåé äèâèçîðîâ, àññîöèèðîâàííûõ ñ êîäàìè èç ïàðû. Îòìåòèì,
÷òî òåîðåìó 14 èç [5] ìû ñïåöèàëèçèðóåì íà ñëó÷àé ïðèíàäëåæíîñòè îäíîãî èç êîäîâ
ïàðû, èñïðàâëÿþùåé îøèáêè, ê MDS-êîäàì.

Òåîðåìà 2 [11, Theorem 6]. Ïóñòü F/Fq �íåêîòîðîå ôóíêöèîíàëüíîå ïîëå ðî-
äà g; D = P1 + . . . + Pn �äèâèçîð, íîñèòåëü êîòîðîãî ñîñòîèò èç òî÷åê ñòåïåíè îäèí
ïîëÿ F ; G è H �äèâèçîðû, òàêèå, ÷òî supp(D) ∩ (supp(G) ∪ supp(H)) = ∅. Òîãäà

CL(D,G) ∗ CL(D,H) ⊆ CL(D,G+H).
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Åñëè deg(G) ⩾ 2g, deg(H) ⩾ 2g + 1, òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

CL(D,G) ∗ CL(D,H) = CL(D,G+H).

Íà îñíîâå òåîðåìû 2 ïîñòðîèì ïàðó, èñïðàâëÿþùóþ t îøèáîê äëÿ êîäà C =
= CL(D,G).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü C = CL(D,G)�ÀÃ-êîä, àññîöèèðîâàííûé ñ ôóíêöèîíàëüíûì
ïîëåì F/Fq ðîäà g. Òîãäà åñëè supp(G) ∩ supp(F ) = ∅, òî ïàðàìè, èñïðàâëÿþùèìè
t = ⌊(n− deg(G)− g − 1)/2⌋ îøèáîê äëÿ êîäà C, ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå êîäû:

1) A = CL(D,F ) è B = CL(D,G + F )⊥, åñëè t + g ⩽ deg(F ) < n − deg(G) − t è
2g − 2 < deg(G) < n− g − 1;

2) A = CL(D,F )⊥ è B = CL(D,F−G), åñëè deg(G)+t+2g−2 < deg(F ) ⩽ n+g−t−2
è 2g − 2 < deg(G) < n− g − 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûâåäåì âèä ïàðû (A,B), èñïðàâëÿþùåé îøèáêè äëÿ êîäà
C = CL(D,G) è ïîêàæåì, ïðè êàêèõ ïàðàìåòðàõ è îãðàíè÷åíèÿõ íà ñòåïåíè äèâèçîðîâ
áóäóò âûïîëíÿòüñÿ âñå óñëîâèÿ îïðåäåëåíèÿ 3.

Îáîñíóåì ðàâíîñèëüíîñòü óñëîâèé A∗B ⊆ C⊥ è B ⊆ (A∗C)⊥. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü
a ∈ A, b ∈ B è c ∈ C, òîãäà åñëè èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå A ∗ B ⊆ C⊥, òî ⟨a ∗ b, c⟩ = 0,
à ïî ñâîéñòâàì ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ⟨a ∗ b, c⟩ = ⟨b, a ∗ c⟩, îòêóäà ⟨b, a ∗ c⟩ = 0,
à çíà÷èò, B ⊆ (A ∗ C)⊥. Îáðàòíîå ðàññóæäåíèå, à èìåííî: åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
B ⊆ (A ∗ C)⊥, òî âåðíî è A ∗ B ⊆ C⊥, � àíàëîãè÷íî.

1) Îáîçíà÷èì A = CL(D,F ) äëÿ íåêîòîðîãî äèâèçîðà F . Äàëåå îöåíèì deg(F ), íî
ïðåæäå ïîñòðîèì êîä B òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå 1 îïðåäåëåíèÿ 3.

Ïîñêîëüêó óñëîâèå A ∗ B ⊆ C⊥ ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ B ⊆ (A ∗ C)⊥, ïîêàæåì, ÷òî
êîä B èìååò âèä CL(D,G+ F )⊥:

CL(D,F ) ∗ CL(D,G) ⊆ CL(D,G+ F ) ⇔ B = CL(D,G+ F )⊥ ⊆ (CL(D,F ) ∗ CL(D,G))⊥.

Äàëåå, èñõîäÿ èç òð¼õ îñòàâøèõñÿ óñëîâèé îïðåäåëåíèÿ 3, âûâåäåì ãðàíèöû
äëÿ deg(F ):

� Åñëè ñòåïåíü äèâèçîðà F ëåæèò â ãðàíèöàõ t + g ⩽ deg(F ) < n, òî ïî òåîðåìå
Ðèìàíà �Ðîõà

k(A) ⩾ deg(F ) + 1− g ⩾ t+ g + 1− g = t+ 1 > t.

Ó÷èòûâàÿ âåðõíþþ ãðàíèöó deg(G+ F ) < n íà ñòåïåíü äèâèçîðà G+ F , ïîëó÷àåì
îãðàíè÷åíèå deg(G) < n− g − t. Ðàñêðûâàÿ t, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

deg(G) < n− g − ⌊(n− deg(G)− g − 1)/2⌋,

îòêóäà, íàêëàäûâàÿ îãðàíè÷åíèå t ⩾ 0, ïîëó÷àåì âåðõíþþ ãðàíèöó

deg(G) ⩽ n− g − 1

íà ñòåïåíü äèâèçîðà G.
� Åñëè deg(F ) ⩽ n− deg(G)− t− 1, òî

d(B⊥) ⩾ n−deg(F+G) = n−deg(G)−deg(F ) ⩾ n−deg(G)−n+deg(G)+t+1 = t+1 > t.
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� Åñëè deg(F + G) < n (÷òî ñïðàâåäëèâî, ó÷èòûâàÿ ïðåäûäóùèå îãðàíè÷åíèÿ), òî
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 4 îïðåäåëåíèÿ 3:

d(A) + d(C) ⩾ n− deg(F ) + n− deg(G) = 2n− deg(F +G) > n.

2. Îáîçíà÷èì A = CL(D,F )⊥ äëÿ íåêîòîðîãî äèâèçîðà F . Äàëåå ïðîâåðèì âûïîëíè-
ìîñòü óñëîâèÿ 1 îïðåäåëåíèÿ 3.

Ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì ñëó÷àåì ïîêàæåì, ÷òî B = CL(D,F −G):

CL(D,F )⊥ ∗ CL(D,G) = CL(D,D − F + (ω)) ∗ CL(D,G)) ⊆ CL(D,D +G− F + (ω)) =

= CL(D,D−(D+G−F+(ω)) + (ω))⊥ = CL(D,F−G)⊥ ⇒ B = CL(D,F−G) ⊆ (A ∗ C)⊥.

Ðàññìîòðèì òðè îñòàâøèõñÿ óñëîâèÿ îïðåäåëåíèÿ 3 ñ öåëüþ óòî÷íåíèÿ ãðàíèö äëÿ
ñòåïåíè äèâèçîðà F :

� Åñëè deg(F ) > 2g − 2, òî ïî òåîðåìå Ðèìàíà �Ðîõà âûïîëíÿåòñÿ

k(A) ⩾ n+ g − 1− deg(F ).

Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå 2 âûïîëíÿåòñÿ ïðè deg(F ) ⩽ n+g−t−2. Ó÷èòûâàÿ íèæíþþ
ãðàíèöó deg(F − G) > 2g − 2 è òî, ÷òî t ⩾ 0, êàê è â ïðîøëîì ñëó÷àå, ïîëó÷àåì
îãðàíè÷åíèå deg(G) ⩽ n− g − 1 íà ñòåïåíü äèâèçîðà G.

� Åñëè deg(F ) ⩾ deg(G) + t+ 2g − 1, òî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå:

d(B⊥) ⩾ deg(F −G)− 2g + 2 ⩾ deg(G) + t+ 2g − 1− deg(G)− 2g + 2 = t+ 1 > t.

� Åñëè deg(F − G) > 2g − 2 (âñåãäà âåðíî, ó÷èòûâàÿ ïðåäûäóùèå îãðàíè÷åíèÿ), òî
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 4 îïðåäåëåíèÿ 3:

d(A) + d(C) ⩾ deg(F )− 2g + 2 + n− deg(G) = n+ deg(F −G)− 2g + 2 > n.

Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äà¼ò íåêîòîðóþ êëàññèôèêàöèþ îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ êàê
êîäîâ èç ïàðû, èñïðàâëÿþùåé îøèáêè, òàê è ñàìîãî êîäà, äëÿ êîòîðîãî ýòà ïàðà ïðåä-
ñòàâëåíà.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü C = CL(D,G)�ÀÃ-êîä, àññîöèèðîâàííûé ñ ôóíêöèîíàëüíûì
ïîëåì F/Fq ðîäà g. Åñëè ïàðà êîäîâ (A,B) ÿâëÿåòñÿ ïàðîé, èñïðàâëÿþùåé

t = ⌊(n− deg(G)− g − 1)/2⌋

îøèáîê äëÿ êîäà C, òî:
1. Â ñëó÷àå A = CL(D,F ) è B = CL(D,G+ F )⊥:

1.1) åñëè A = [n, t+1, n−t], òî g�ïðîèçâîëüíûé, 2g−2 < deg(G) < n−3g+3
è deg(F ) = t+ g;

1.2) åñëè B = [n, t, n− t+1], òî g = 0, 0 < deg(G) < n è deg(F ) = n−deg(G)−
− t− 1;

1.3) åñëè C = [n, n− 2t, 2t+ 1], òî g = 0, deg(G) = n− 2t− 1 è deg(F ) = t.
2. Â ñëó÷àå A = CL(D,F )⊥ è B = CL(D,F −G):

2.1) åñëè A = [n, t+1, n−t], òî g�ïðîèçâîëüíûé, 2g−2 < deg(G) < n−3g+3
è deg(F ) = n+ g − t− 2;
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2.2) åñëè B = [n, t, n−t+1], òî g = 0, 0 < deg(G) < n è deg(F ) = deg(G)+t−1;
2.3) åñëè C = [n, n−2t, 2t+1], òî g = 0, deg(G) = n−2t−1 è deg(F ) = n−t−2.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Âèä êîäîâ A = CL(D,F ) è B = CL(D,G+ F )⊥ ïîëó÷åí â òåîðåìå 3.
1.1. Î÷åâèäíî, åñëè êîä A èìååò ïàðàìåòðû [n, t + 1, n − t], òî A ÿâëÿåòñÿ MDS-

êîäîì. Òàêèì îáðàçîì, åñëè 2g − 2 < deg(F ) < n, òî

k(A) = deg(F ) + 1− g = t+ 1,

îòêóäà deg(F ) = t+g. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî deg(F ) > 2g−2, ïîëó÷àåì îãðàíè÷åíèå deg(G) <
< n− 3g + 3 íà ñòåïåíü äèâèçîðà G.

Òåïåðü ïðîâåðèì, ïðè êàêèõ îãðàíè÷åíèÿõ âûïîëíÿþòñÿ òðè îñòàâøèõñÿ óñëîâèÿ
îïðåäåëåíèÿ 3, åñëè A = [n, t+ 1, n− t]:

� Ïîñêîëüêó deg(F ) = t+ g, èìååì

k(A) = deg(F ) + 1− g = t+ 1 > t.

� Îöåíèì ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå êîäà B⊥, ó÷èòûâàÿ åãî íèæíþþ ãðàíèöó:

d(B⊥) = d(CL(D,G+ F )) ⩾ n− deg(G+ F ) = n− deg(G)− t− g.

Ïî óñëîâèþ îïðåäåëåíèÿ íåîáõîäèìî, ÷òîáû d(B⊥) ⩾ n−deg(G)− t− g > t. Äàííîå
íåðàâåíñòâî èìååò ìåñòî ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ deg(G), ïîñêîëüêó t = ⌊(n−deg(G)−
− g − 1)/2⌋.

� Ïðèìåíÿÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, ïðîâåðÿåì óñëîâèå 4 îïðåäåëåíèÿ 3:

d(A) + d(C) ⩾ n− deg(F ) + n− deg(G) = 2n− t− g − deg(G).

Ñîîòâåòñòâåííî d(A) + d(C) > n, åñëè t < n − g − deg(G). Ââèäó òîãî, ÷òî t =
= ⌊(n − deg(G) − g − 1)/2⌋, íåðàâåíñòâî (n − deg(G) − g − 1)/2 ⩽ n − g − deg(G)
âûïîëíÿåòñÿ âñåãäà.

1.2. Åñëè êîä B èìååò ïàðàìåòðû [n, t, n− t+1], òî îí ÿâëÿåòñÿ MDS-êîäîì. Òàêèì
îáðàçîì, åñëè 2g − 2 < deg(G+ F ) < n, òî

k(B) = n+ g − 1− deg(G+ F ) = t,

îòêóäà deg(F ) = n+ g − 1− t− deg(G).
Ïðîâåðèì, ïðè êàêèõ îãðàíè÷åíèÿõ âûïîëíÿþòñÿ òðè îñòàâøèõñÿ óñëîâèÿ îïðåäå-

ëåíèÿ 3, åñëè B = [n, t, n− t+ 1]:

� Ïîñêîëüêó deg(F ) = n+ g − 1− t− deg(G), èìååì

k(A) = deg(F ) + 1− g = n− t− deg(G) > t,

ñëåäîâàòåëüíî, t < (n − deg(G))/2, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ deg(G)
ïðè t = ⌊(n− deg(G)− g − 1)/2⌋.

� Îöåíèì ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå êîäà B⊥, ó÷èòûâàÿ åãî íèæíþþ ãðàíèöó:

d(B⊥) ⩾ n− deg(G+ F ) = n− deg(G)− deg(F ) = t+ 1− g.

Ïî óñëîâèþ îïðåäåëåíèÿ íåîáõîäèìî, ÷òîáû d(B⊥) ⩾ t + 1 − g > t, ÷òî âîçìîæíî
ëèøü ïðè g = 0.
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� Ïðèìåíÿÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, ïðîâåðÿåì óñëîâèå 4 îïðåäåëåíèÿ 3:

d(A) + d(C) ⩾ n− deg(F ) + n− deg(G) = n+ t+ 1.

Ñîîòâåòñòâåííî d(A) + d(C) > n, åñëè t > −1. Ïîñêîëüêó t = ⌊(n− deg(G)− 1)/2⌋,
íåðàâåíñòâî (n − deg(G) − 1)/2 > −1 âûïîëíÿåòñÿ ïðè deg(G) < n + 1, ÷òî âñåãäà
âåðíî â ñèëó ïåðâîíà÷àëüíîãî âûáîðà äèâèçîðà G.

1.3. Åñëè êîä C èìååò ïàðàìåòðû [n, n−2t, 2t+1], òî îí ÿâëÿåòñÿ MDS-êîäîì. Òîãäà
åñëè 2g − 2 < deg(G) < n, òî

k(C) = deg(G) + 1− g = n− 2t,

îòêóäà deg(G) = n+ g − 2t− 1.
Ïðîâåðèì, ïðè êàêèõ îãðàíè÷åíèÿõ âûïîëíÿþòñÿ òðè îñòàâøèõñÿ óñëîâèÿ îïðåäå-

ëåíèÿ 3, åñëè C = [n, n− 2t, 2t+ 1]:

� Óñëîâèå k(A) = deg(F ) + 1− g > t èìååò ìåñòî, åñëè deg(F ) > t+ g − 1.
� Îöåíèì ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå êîäà B⊥, ó÷èòûâàÿ åãî íèæíþþ ãðàíèöó:

d(B⊥) ⩾ n− deg(G+ F ) = −g + 2t+ 1− deg(F ).

Ïî óñëîâèþ îïðåäåëåíèÿ íåîáõîäèìî, ÷òîáû d(B⊥) ⩾ −g + 2t+ 1− deg(F ) > t, ò. å.
deg(F ) < t+ 1− g. Îêîí÷àòåëüíî èìååì

t+ g − 1 < deg(F ) < t+ 1− g,

÷òî âîçìîæíî ëèøü ïðè g = 0 è, êàê ñëåäñòâèå, deg(F ) = t.
� Ïðîâåðèì óñëîâèå 4 îïðåäåëåíèÿ 3 ïðè g = 0:

d(A) + d(C) ⩾ n− deg(F ) + n− deg(G) = n+ t+ 1.

Î÷åâèäíî, d(A) + d(C) > n.

2. Âèä êîäîâ A = CL(D,F )⊥ è B = CL(D,F −G) ïîëó÷åí â òåîðåìå 3.
2.1. Åñëè êîä A èìååò ïàðàìåòðû [n, t+1, n− t], òî îí ÿâëÿåòñÿ MDS-êîäîì. Òàêèì

îáðàçîì, åñëè 2g − 2 < deg(F ) < n, òî

k(A) = n+ g − 1− deg(F ) = t+ 1,

îòêóäà deg(F ) = n+ g − t− 2. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî deg(F ) > 2g − 2, ïîëó÷àåì îãðàíè÷åíèå
deg(G) < n− 3g + 3 íà ñòåïåíü äèâèçîðà G.

Ïðîâåðèì, ïðè êàêèõ îãðàíè÷åíèÿõ âûïîëíÿþòñÿ òðè îñòàâøèõñÿ óñëîâèÿ îïðåäå-
ëåíèÿ 3, åñëè A = [n, t+ 1, n− t]:

� Ïîñêîëüêó deg(F ) = n+ g − t− 2, èìååì

k(A) = n+ g − 1− deg(F ) = t+ 1 > t.

� Îöåíèì ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå êîäà B⊥, ó÷èòûâàÿ åãî íèæíþþ ãðàíèöó:

d(B⊥) = d(CL(D,F −G)) ⩾ deg(F −G)− 2g + 2 = n− g − t− deg(G).

Ïî óñëîâèþ îïðåäåëåíèÿ íåîáõîäèìî, ÷òîáû d(B⊥) ⩾ n− g− t−deg(G) > t. Äàííîå
íåðàâåíñòâî èìååò ìåñòî ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ deg(G) ïðè óñëîâèè, ÷òî t = ⌊(n−
− deg(G)− g − 1)/2⌋.
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� Ïðèìåíÿÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, ïðîâåðÿåì óñëîâèå 4 îïðåäåëåíèÿ 3:

d(A) + d(C) ⩾ deg(F )− 2g + 2 + n− deg(G) = 2n− t− g − deg(G).

Ñîîòâåòñòâåííî d(A) + d(C) > n, åñëè t < n − g − deg(G). Ââèäó òîãî, ÷òî t =
= ⌊(n − deg(G) − g − 1)/2⌋, íåðàâåíñòâî (n − deg(G) − g − 1)/2 ⩽ n − g − deg(G)
âûïîëíÿåòñÿ âñåãäà.

2.2. Åñëè êîä B èìååò ïàðàìåòðû [n, t, n− t+1], òî îí ÿâëÿåòñÿ MDS-êîäîì. Òàêèì
îáðàçîì, åñëè 2g − 2 < deg(F −G) < n, òî

k(B) = deg(F −G) + 1− g = deg(F )− deg(G) + 1− g = t,

îòêóäà deg(F ) = deg(G) + t+ g − 1.
Ïðîâåðèì, ïðè êàêèõ îãðàíè÷åíèÿõ âûïîëíÿþòñÿ òðè îñòàâøèõñÿ óñëîâèÿ îïðåäå-

ëåíèÿ 3, åñëè B = [n, t, n− t+ 1]:

� Ïîñêîëüêó deg(F ) = deg(G) + t+ g − 1, èìååì

k(A) = n+ g − 1− deg(F ) = n− t− deg(G) > t,

ñëåäîâàòåëüíî, t < (n − deg(G))/2, ÷òî ñïðàâåäëèâî ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ deg(G)
ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî t = ⌊(n− deg(G)− g − 1)/2⌋.

� Îöåíèì ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå êîäà B⊥, ó÷èòûâàÿ åãî íèæíþþ ãðàíèöó:

d(B⊥) ⩾ deg(F −G)− 2g + 2 = deg(F )− deg(G)− 2g + 2 = t+ 1− g.

Ïî óñëîâèþ îïðåäåëåíèÿ íåîáõîäèìî, ÷òîáû d(B⊥) ⩾ t + 1 − g > t, ÷òî âîçìîæíî
ëèøü ïðè g = 0.

� Ïðèìåíÿÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, ïðîâåðÿåì óñëîâèå 4 îïðåäåëåíèÿ 3:

d(A) + d(C) ⩾ deg(F ) + 2 + n− deg(G) = n+ t+ 1.

Ñîîòâåòñòâåííî d(A) + d(C) > n, åñëè t > −1. Ïîñêîëüêó t = ⌊(n− deg(G)− 1)/2⌋,
íåðàâåíñòâî (n − deg(G) − 1)/2 > −1 âûïîëíÿåòñÿ ïðè deg(G) < n + 1, ÷òî âñåãäà
âåðíî â ñèëó ïåðâîíà÷àëüíîãî âûáîðà äèâèçîðà G.

2.3. Åñëè êîä C èìååò ïàðàìåòðû [n, n−2t, 2t+1], òî îí ÿâëÿåòñÿ MDS-êîäîì. Òîãäà,
åñëè 2g − 2 < deg(G) < n, òî

k(C) = deg(G) + 1− g = n− 2t,

îòêóäà deg(G) = n+ g − 2t− 1.
Ïðîâåðèì, ïðè êàêèõ îãðàíè÷åíèÿõ âûïîëíÿþòñÿ òðè îñòàâøèõñÿ óñëîâèÿ îïðåäå-

ëåíèÿ 3, åñëè C = [n, n− 2t, 2t+ 1]:

� Óñëîâèå k(A) = n+ g − 1− deg(F ) > t èìååò ìåñòî, åñëè deg(F ) < n+ g − t− 1.
� Îöåíèì ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå êîäà B⊥, ó÷èòûâàÿ åãî íèæíþþ ãðàíèöó è

deg(G) = n+ g − 2t− 1:

d(B⊥) ⩾ deg(F −G)− 2g + 2 = deg(F )− deg(G)− 2g + 2 = deg(F )− n− 3g + 2t+ 3.

Ïî óñëîâèþ îïðåäåëåíèÿ íåîáõîäèìî, ÷òîáû d(B⊥) ⩾ deg(F )− n− 3g + 2t + 3 > t,
ò. å. deg(F ) > n+ 3g − t− 3. Îêîí÷àòåëüíî èìååì

n+ 3g − t− 3 < deg(F ) < n+ g − t− 1,

÷òî âîçìîæíî ëèøü ïðè g = 0 è, êàê ñëåäñòâèå, deg(F ) = n− t− 2.
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� Ïðîâåðèì óñëîâèå 4 îïðåäåëåíèÿ 3 ïðè g = 0:

d(A) + d(C) ⩾ deg(F ) + 2 + n− deg(G) = deg(F ) + 2t+ 3.

Ñîîòâåòñòâåííî d(A)+d(C) > n, åñëè deg(F ) > n−2t−3, ÷òî ñïðàâåäëèâî, ïîñêîëüêó
deg(F ) = n− t− 2.

Òåîðåìà 4 äîêàçàíà.

Ïîñòðîèì ïàðó, èñïðàâëÿþùóþ t îøèáîê äëÿ êîäà C⊥ = CL(D,G)⊥.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü C = CL(D,G)�ÀÃ-êîä, àññîöèèðîâàííûé ñ ôóíêöèîíàëüíûì
ïîëåì F/Fq ðîäà g, è C⊥ = CL(D,G)⊥ �êîä, äóàëüíûé ê C. Åñëè ïàðà êîäîâ (A,B)
ÿâëÿåòñÿ ïàðîé, èñïðàâëÿþùåé t = ⌊(deg(G) + 1 − 3g)/2⌋ îøèáîê äëÿ êîäà C⊥, òî
â ñëó÷àå A = CL(D,F ) è B = CL(D,G− F ):

1) åñëèA = [n, t+1, n−t], òî g�ïðîèçâîëüíûé, 5g−5 < deg(G) < n è deg(F ) = t+g;
2) åñëè B = [n, t, n− t+ 1], òî g = 0, 0 < deg(G) < n è deg(F ) = deg(G)− t+ 1;
3) åñëè C = [n, t− 2t, 2t+ 1], òî g = 0, deg(G) = 2t− 1 è deg(F ) = t.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì A = CL(D,F ) äëÿ íåêîòîðîãî äèâèçîðà F . Äàëåå
ìû îöåíèì deg(F ), íî ïðåæäå ïîñòðîèì êîä B òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå 1
îïðåäåëåíèÿ 3.

Ïîñêîëüêó A ∗ B ⊆ C, òî B ⊆ (A ∗ C⊥)⊥. Ïîëîæèì B = (A ∗ C⊥)⊥. Â îáîçíà÷åíèÿõ
ÀÃ-êîäîâ ïîëó÷àåì

CL(D,F )∗CL(D,G⊥)⊆CL(D,D−G+F+(ω))=CL(D,G−F )⊥ ⇒ B=CL(D,G−F )⊆(A∗C⊥)⊥.

1. Åñëè êîä A èìååò ïàðàìåòðû [n, t+ 1, n− t], òî îí ÿâëÿåòñÿ MDS-êîäîì. Òàêèì
îáðàçîì, åñëè 2g − 2 < deg(F ) < n, òî

k(A) = deg(F ) + 1− g = t+ 1,

îòêóäà deg(F ) = t+g. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî deg(F ) > 2g−2, ïîëó÷àåì îãðàíè÷åíèå deg(G) >
> 5g − 5 íà ñòåïåíü äèâèçîðà G.

Ïðîâåðèì, ïðè êàêèõ îãðàíè÷åíèÿõ âûïîëíÿþòñÿ òðè îñòàâøèõñÿ óñëîâèÿ îïðåäå-
ëåíèÿ 3, åñëè A = [n, t+ 1, n− t]:

� Ïîñêîëüêó deg(F ) = t+ g, èìååì

k(A) = deg(F ) + 1− g = t+ 1 > t.

� Îöåíèì ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå êîäà B⊥, ó÷èòûâàÿ åãî íèæíþþ ãðàíèöó:

d(B⊥) = d(CL(D,G− F )⊥) ⩾ deg(G− F )− 2g − 2 = deg(G)− t− 3g + 2.

Ïî óñëîâèþ îïðåäåëåíèÿ íåîáõîäèìî, ÷òîáû d(B⊥) ⩾ deg(G) − t − 3g + 2 > t.
Äàííîå íåðàâåíñòâî èìååò ìåñòî ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ deg(G) ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî
t = ⌊(deg(G) + 1− 3g)/2⌋.

� Ïðèìåíÿÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, ïðîâåðÿåì óñëîâèå 4 îïðåäåëåíèÿ 3:

d(A) + d(C⊥) ⩾ n− deg(F ) + deg(G)− 2g + 2 = n+ deg(G) + 2− t− 3g.

Ñîîòâåòñòâåííî d(A) + d(C⊥) > n, åñëè t < deg(G) + 2 − 3g. Ââèäó òîãî, ÷òî t =
= ⌊(deg(G)+1−3g)/2⌋, íåðàâåíñòâî (deg(G)+1−3g)/2 ⩽ deg(G)+2−3g âûïîëíÿåòñÿ
âñåãäà.
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2. Åñëè êîä B èìååò ïàðàìåòðû [n, t, n− t + 1], òî îí ÿâëÿåòñÿ MDS-êîäîì. Òàêèì
îáðàçîì, åñëè 2g − 2 < deg(G− F ) < n, òî

k(B) = deg(G− F ) + 1− g = deg(G)− deg(F ) + 1− g = t,

îòêóäà deg(F ) = deg(G) + 1− g − t.
Ïðîâåðèì, ïðè êàêèõ îãðàíè÷åíèÿõ âûïîëíÿþòñÿ òðè îñòàâøèõñÿ óñëîâèÿ îïðåäå-

ëåíèÿ 3, åñëè B = [n, t, n− t+ 1]:

� Ïîñêîëüêó deg(F ) = deg(G) + 1− g − t, èìååì

k(A) = deg(F ) + 1− g = deg(G) + 2− t− 2g > t,

ñëåäîâàòåëüíî, t < (deg(G)+2−2g)/2. Äàííîå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ïðè ëþáûõ
çíà÷åíèÿõ deg(G), ïîñêîëüêó t = ⌊(deg(G) + 1− 3g)/2⌋.

� Îöåíèì ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå êîäà B⊥, ó÷èòûâàÿ åãî íèæíþþ ãðàíèöó è
deg(F ) = deg(G) + 1− g − t:

d(B⊥) ⩾ deg(G− F )− 2g + 2 = deg(G)− deg(F )− 2g + 2 = t+ 1− g.

Ïî óñëîâèþ îïðåäåëåíèÿ íåîáõîäèìî, ÷òîáû d(B⊥) ⩾ t + 1 − g > t, ÷òî âîçìîæíî
ëèøü ïðè g = 0.

� Ïðèìåíÿÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, ïðîâåðÿåì óñëîâèå 4 îïðåäåëåíèÿ 3:

d(A) + d(C⊥) ⩾ n− deg(F ) + deg(G)− 2g + 2 = n+ t+ 1.

Î÷åâèäíî, ÷òî d(A) + d(C⊥) > n.

3. Åñëè êîä C èìååò ïàðàìåòðû [n, n− 2t, 2t+1], òî îí ÿâëÿåòñÿ MDS-êîäîì. Òîãäà
åñëè 2g−2 < deg(G) < n, òî k(C) = n+g−1−deg(G) = n−2t, îòêóäà deg(G) = 2t+g−1.

Ïðîâåðèì, ïðè êàêèõ îãðàíè÷åíèÿõ âûïîëíÿþòñÿ òðè îñòàâøèõñÿ óñëîâèÿ îïðåäå-
ëåíèÿ 3, åñëè C = [n, n− 2t, 2t+ 1]:

� Óñëîâèå k(A) = deg(F ) + 1− g > t èìååò ìåñòî, åñëè deg(F ) > t+ g − 1.
� Îöåíèì ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå êîäà B⊥, ó÷èòûâàÿ åãî íèæíþþ ãðàíèöó:

d(B⊥) ⩾ deg(G− F )− 2g + 2 = deg(G)− deg(F )− 2g + 2 = 2t− g + 1− deg(F ).

Ïî óñëîâèþ îïðåäåëåíèÿ íåîáõîäèìî, ÷òîáû d(B⊥) ⩾ 2t − g + 1 − deg(F ) > t, ò. å.
deg(F ) < t+ 1− g. Îêîí÷àòåëüíî èìååì

t+ g − 1 < deg(F ) < t− g + 1,

÷òî âîçìîæíî ëèøü ïðè g = 0 è, êàê ñëåäñòâèå, deg(F ) = t.
� Ïðîâåðèì óñëîâèå 4 îïðåäåëåíèÿ 3 ïðè g = 0:

d(A) + d(C⊥) ⩾ n− deg(F ) + deg(G)− 2g + 2 = n− deg(F ) + 2t+ 1.

Ñîîòâåòñòâåííî d(A)+d(C⊥) > n, åñëè deg(F ) < 2t+1, ÷òî ñïðàâåäëèâî, ïîñêîëüêó
deg(F ) = t.

Òåîðåìà 5 äîêàçàíà.

Èíòåðåñíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ îòíîñèòåëüíî êîäîâûõ êðèïòîñèñòåì ÿâëÿþò-
ñÿ ïîäïîëåâûå ïîäêîäû, ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò ãèïîòåçà, ÷òî èìåííî òàêèå êîäû ÿâëÿ-
þòñÿ ñòîéêèìè ê àòàêå íà îñíîâå ïàð, èñïðàâëÿþùèõ îøèáêè (ïî àíàëîãèè ñ êëàññè-
÷åñêèìè êîäàìè Ãîïïû, ÿâëÿþùèìèñÿ íåêîòîðîé ìîäèôèêàöèåé ïîäïîëåâûõ ïîäêîäîâ
îáîáù¼ííûõ êîäîâ Ðèäà�Ñîëîìîíà). Äàäèì îïðåäåëåíèå ïîäïîëåâîãî ïîäêîäà.
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Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü êîä C îïðåäåë¼í íàä ïîëåì Fq (C ⊆ Fn
q ) è Fp ⊆ Fq. Ïîä-

ïîëåâûì ïîäêîäîì ëèíåéíîãî êîäà C íàçûâàåòñÿ êîä C|Fp = C ∩ Fn
p .

Â äåéñòâèòåëüíîñòè åñëè C|Fp �ïîäïîëåâîé ïîäêîä êîäà C = CL(D,G), îïðåäåë¼í-
íîãî íàä Fq, è Fp ⊆ Fq, òî, ñîãëàñíî [9], ïàðà, èñïðàâëÿþùàÿ t îøèáîê äëÿ êîäà C,
ÿâëÿåòñÿ ïàðîé, èñïðàâëÿþùåé òàêîå æå êîëè÷åñòâî îøèáîê è äëÿ ïîäïîëåâîãî ïîä-
êîäà C|Fp. Ïðè ýòîì àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ ðàáîòàåò íàä ðàñøèðåíèåì Fq êîíå÷íîãî
ïîëÿ Fp çà âðåìÿ O((mn)3), ãäå q = pm. Ñîîòâåòñòâåííî âîïðîñ ðåäóêöèè ñëîæíîñòè
çàäà÷è äåêîäèðîâàíèÿ ïîäïîëåâûõ ïîäêîäîâ ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ïàðû, èñïðàâëÿ-
þùåé îøèáêè äëÿ ïîäïîëåâîãî ïîäêîäà íàä Fp.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü C = CL(D,G)�ÀÃ-êîä, àññîöèèðîâàííûé ñ ôóíêöèîíàëüíûì
ïîëåì F/Fq ðîäà g, ãäå q = p2. Òîãäà åñëè supp(G)∩ supp(F ) = ∅, òî ïàðîé, èñïðàâëÿ-
þùåé t = ⌊(n − deg(G) − g − 1)/2⌋ îøèáîê äëÿ êîäà C|Fp, ÿâëÿåòñÿ ïàðà êîäîâ (Ã, B̃)
ïðè óñëîâèè èõ ñóùåñòâîâàíèÿ:

1) Ã = (CL(D,F )⊥)|Fp , åñëè

g = 0 è

 n = 6, deg(G) = 1, deg(F ) = 1

èëè

n = 5, deg(G) ⩽ 2, deg(F ) = 1

èëè
g = 1, n = 5, deg(G) = 1, deg(F ) = 2.

2) Ã = (CL(D,F )|Fp)
⊥, åñëè

g = 0, n = 4, deg(G) = 1, deg(F ) ⩽ 2;

èëè

0 ⩽ g ⩽ 1,

n � ÷¼òíîå
è

 n⩾ 6, 2g−2< deg(G)<n−g−3, deg(F )⩽ (n− deg (G)+g+1)/2

èëè

n ⩾ 10, deg(G) = n− g − 3, deg(F ) ⩽ n− deg(G)− 1;

èëè
g = 2, n ⩾ 10, n�÷¼òíîå è 2 < deg(G) < n− 5, deg(F ) ⩽ (n− deg(G) + 3)/2;
èëè

g ⩾ 3, n > 5g − 4, n � ÷¼òíîå, 2g − 2 < deg(G) < n− 3g + 3,

deg(F ) ⩽ (n− deg(G) + g + 1)/2;

èëè

g ⩽ (n− 1)/3, n = 4, 6, 8, deg(G) = n− g − 3, deg(F ) ⩽ n− deg(G)− 1,

è â êàæäîì ñëó÷àå deg(F ) > 2g − 2.
3) Ã = CL(D,F )|Fp , åñëè

g = 0, n = 3, deg(G) = 1, deg(F ) = 1.

4) Ã = ((CL(D,F )⊥)|Fp)
⊥, åñëè

g = 0 è

 n = 4, deg(G) = 1, deg(F ) ⩾ deg(G)

èëè

n = 6, 8, 10, deg(G) ⩽ n− 5, deg(F ) ⩾ (n+ deg(G)− 5)/2;
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èëè

1 ⩽ g ⩽ 2

n � ÷¼òíîå
è


n ⩾ 3g + 1, deg(G) = n− g − 3, deg(F ) ⩾ deg(G) + 2g − 1

èëè

n ⩾ 4g + 2, 2g − 1 ⩽ deg(G) ⩽ n− g − 4 è

deg(F ) ⩾ (n+ deg(G) + 3g − 5)/2;

èëè

g = 3, n ⩾ 12 è n � ÷¼òíîå, 4 < deg(G) ⩽ n−6, deg(F ) ⩾ (n+deg(G)+4)/2;

èëè

g ⩾ 5, n ⩾ 5g − 5 è n � ÷¼òíîå, 2g − 2 < deg(G) ⩽ n− 3g + 3,

deg(F ) ⩾ (n+ deg(G) + 3g − 5)/2,

è â êàæäîì ñëó÷àå deg(F ) < n.

Âî âñåõ ÷åòûð¼õ ñëó÷àÿõ B̃ = (Ã ∗ C|Fp)
⊥.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì A = CL(D,F ) è îòìåòèì, ÷òî èçíà÷àëüíî êîä C
îïðåäåë¼í íàä êâàäðàòè÷íûì ðàñøèðåíèåì ïîëÿ Fp, ò. å. Fq = Fp2 .

1. Ïðîâåðèì, ÿâëÿåòñÿ ëè ïàðà êîäîâ Ã = A⊥|Fp è B̃ = (Ã ∗ C|Fp)
⊥ ïàðîé, èñïðàâ-

ëÿþùåé îøèáêè äëÿ êîäà C|Fp :

� Ó÷èòûâàÿ âèä Ã è B̃, ïîëó÷àåì Ã ∗ B̃ ⊆ (C|Fp)
⊥.

� k(Ã) = k(A⊥|Fp) ⩾ 2k(A⊥)− n = n+ 2g − 2− 2 deg(F ).
Òàê êàê t = (n − deg(G) − g − 1)/2, óñëîâèå k(Ã) > t èìååò ìåñòî, åñëè deg(F ) ⩽
⩽ (deg(G) + n+ 5g − 3)/4.

� d(B̃⊥) = d(A⊥|Fp ∗ C|Fp) ⩾ d((A⊥ ∗ C)|Fp) ⩾ d(A⊥ ∗ C).
Ïîñêîëüêó A⊥ = CL(D,D − F + (ω)) è C = CL(D,G), òî

A⊥ ∗ C ⊆ CL(D,D +G− F + (ω)) = CL(D,F −G)⊥,

òîãäà

d(A⊥ ∗ C) ⩾ d(CL(D,F −G)⊥)) ⩾ deg(F −G)− 2g + 2 = deg(F )− deg(G)− 2g + 2.

Òàê êàê t = ⌊(n− deg(G)− g− 1)/2⌋, óñëîâèå d(B̃⊥) > t âûïîëíÿåòñÿ ïðè deg(F ) ⩾
⩾ (deg(G) + n+ 3g − 5)/2.

� d(Ã) + d(C|Fp) = d(A⊥|Fp) + d(C|Fp) ⩾ d(A⊥) + d(C) ⩾ deg(F )− 2g + 2 + n− deg(G).
Î÷åâèäíî, ÷òî d(Ã) + d(C|Fp) > n, åñëè deg(F ) ⩾ deg(G) + 2g − 1.

Òàêèì îáðàçîì, Ã è B̃�ïàðà, èñïðàâëÿþùàÿ îøèáêè äëÿ êîäà C|Fp , åñëè èìååò
ìåñòî ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà:

deg(F ) ⩽ (deg(G) + n+ 5g − 3)/4,

deg(F ) ⩾ (deg(G) + n+ 3g − 5)/2,

deg(F ) ⩾ deg(G) + 2g − 1.

Çäåñü ñëåäóåò ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ:
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� Óñëîâèå (deg(G) + n + 3g − 5)/2 ⩽ deg(F ) ⩽ (deg(G) + n + 5g − 3)/4 âûïîëíÿåòñÿ,
åñëè deg(G) ⩽ n−g−3 è deg(G) ⩽ −n−g+7. Ñîîòâåòñòâåííî ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå
çíà÷åíèÿ äëÿ ðîäà g, äëèíû n è ñòåïåíè deg(G):

g = 0 è
n = 6, deg(G) = 1, îòêóäà deg(F ) = 1,
n = 5, deg(G) ⩽ 2, îòêóäà deg(F ) = 1;

g = 1 è n = 5, deg(G) = 1, îòêóäà deg(F ) = 2.

� Óñëîâèå deg(G) + 2g − 1 ⩽ deg(F ) ⩽ (deg(G) + n + 5g − 3)/4 âûïîëíÿåòñÿ, åñëè
n− g− 3 ⩽ deg(G) ⩽ (n− 3g+1)/3. Ñîîòâåòñòâåííî ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ
äëÿ ðîäà g, äëèíû n è ñòåïåíè deg(G):

g = 0 è n = 5, deg(G) = 2, îòêóäà deg(F ) = 1;

g = 1 è n = 5, deg(G) = 1, îòêóäà deg(F ) = 2.

2. Ïðîâåðèì, ìîæåò ëè ïàðà êîäîâ Ã = (A|Fp)
⊥ è B̃ = (Ã ∗ C|Fp)

⊥ ÿâëÿòüñÿ ïàðîé,
èñïðàâëÿþùåé îøèáêè äëÿ êîäà C|Fp :

� Ó÷èòûâàÿ âèä Ã è B̃, ïîëó÷àåì Ã ∗ B̃ ⊆ (C|Fp)
⊥.

� k(Ã) = k((A|Fp)
⊥) = n− k(A|Fp).

Òàê êàê t = ⌊(n− deg(G)− g − 1)/2⌋, óñëîâèå k(Ã) > t èìååò ìåñòî, åñëè deg(F ) ⩽
⩽ (deg(G) + 3n+ 5g − 3)/4.

� d(B̃⊥) = d((A|Fp)
⊥ ∗ C|Fp).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà êîä Ã ÿâëÿåòñÿ ñàìîäóàëüíûì, ò. å. (A|Fp)
⊥ = A|Fp . Ñëå-

äîâàòåëüíî, k(A|Fp) = n/2, ÷òî âîçìîæíî ïðè deg(F ) ⩽ (3n + 4g − 4)/4. Òîãäà
ïîëó÷àåì

d(B̃⊥) = d(A|Fp∗C|Fp) ⩾ d((A∗C)|Fp) ⩾ d(A∗C) ⩾ d(CL(D,F+G)) ⩾ n−deg(F )−deg(G).

Ïîñêîëüêó t = ⌊(n−deg(G)−g−1).2⌋, óñëîâèå d(B̃⊥) > t âûïîëíÿåòñÿ ïðè deg(F ) ⩽
⩽ (n+ g + 1− deg(G)).2.
Èìååì äâà ñëó÷àÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ deg(F ):
� Ñëó÷àé deg(F ) ⩽ (3n + 4g − 4)/4 èìååò ìåñòî ïðè deg(G) ⩽ (6− n− 2g)/2, ÷òî

âîçìîæíî, åñëè
g = 0, n = 2, 4, deg(G) ⩽ 2

èëè
g = 1, n = 2, deg(G) = 1.

� Ñëó÷àé deg(F ) ⩽ (n+g+1−deg(G))/2 èìååò ìåñòî ïðè deg(G) > (6−n−2g)/2.
� d(Ã)+d(C|Fp) = d((A|Fp)

⊥)+d(C|Fp) = d(A|Fp)+d(C|Fp) ⩾ d(A)+d(C) ⩾ 2n−deg(F )−
− deg(G). Î÷åâèäíî, ÷òî d(Ã) + d(C|Fp) > n, åñëè deg(F ) < n− deg(G).

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíèå ïàðû Ã è B̃, èñïðàâëÿþùåé îøèáêè äëÿ êîäà C|Fp ,
âîçìîæíî, åñëè ñïðàâåäëèâà îäíà èç ñèñòåì:
deg(F ) ⩽ (deg(G) + 3n+ 5g − 3)/4,

deg(F ) ⩽ (3n+ 4g − 4)/4,

deg(G) ⩽ (6− n− 2g)/2,

deg(F ) ⩽ n− deg(G)− 1

èëè


deg(F ) ⩽ (deg(G) + 3n+ 5g − 3)/4,

deg(F ) ⩽ (n+ g + 1− deg(G))/2,

deg(G) > (6− n− 2g)/2,

deg(F ) ⩽ n− deg(G)− 1.
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Óòî÷íÿÿ îáå ñèñòåìû, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

g = 0, n = 4, deg(G) = 1, deg(F ) ⩽ 2,

0 ⩽ g ⩽ 2, n ⩾ 9, 2g−2 < deg(G) < n−g−3, 2g−2 < deg(F ) ⩽ (n− deg(G)+g+1)/2,

g ⩾ 3, n > 5g−4, 2g−2 < deg(G) < n−3g+3, 2g−2 < deg(F ) ⩽ (n− deg(G)+g+1)/2,

0 ⩽ g ⩽ 1, n ⩾ 9, deg(G) = n− g − 3, 2g − 2 < deg(F ) ⩽ n− deg(G)− 1,

g = 0, 1, n = 6, 8, 2g−2 < deg(G) < n−g−3, 2g−2 < deg(F ) ⩽ (n− deg(G)+g+1)/2,

g ⩽ (n− 1)/3, n = 4, 6, 8, deg(G) = n− g − 3, 2g − 2 < deg(F ) ⩽ n− deg(G)− 1.

Âî âñåõ ñëó÷àÿõ n�÷¼òíîå.
3. Ïðîâåðèì, ÿâëÿåòñÿ ëè ïàðà êîäîâ Ã = A|Fp è B̃ = (Ã ∗ C|Fp)

⊥ ïàðîé, èñïðàâëÿ-
þùåé îøèáêè äëÿ êîäà C|Fp :

� Ó÷èòûâàÿ âèä Ã è B̃, ïîëó÷àåì Ã ∗ B̃ ⊆ (C|Fp)
⊥.

� k(Ã) = k(A|Fp) ⩾ 2k(A)− n = 2deg(F ) + 2− 2g − n.
Òàê êàê t = ⌊(n− deg(G)− g − 1)/2⌋, óñëîâèå k(Ã) > t èìååò ìåñòî, åñëè deg(F ) ⩾
⩾ (3n+ 3g − deg(G)− 5)/4.

� d(B̃⊥) = d(A|Fp ∗ C|Fp) ⩾ d((A ∗ C)|Fp) ⩾ d(A ∗ C).
Ïîñêîëüêó A = CL(D,F ) è C = CL(D,G), òî A ∗ C ⊆ CL(D,G+ F ) è

d(B̃⊥) ⩾ d(CL(D,F +G))) ⩾ n− deg(F +G) = n− deg(F )− deg(G).

Òàê êàê t = ⌊(n− deg(G)− g− 1)/2⌋, óñëîâèå d(B̃⊥) > t âûïîëíÿåòñÿ ïðè deg(F ) ⩽
⩽ (n+ g + 1− deg(G))/2.

� d(Ã) + d(C|Fp) = d(A|Fp) + d(C|Fp) ⩾ d(A) + d(C) ⩾ 2n− deg(F )− deg(G).
Î÷åâèäíî, ÷òî d(Ã) + d(C|Fp) > n, åñëè deg(F ) ⩽ n− deg(G)− 1.

Òàêèì îáðàçîì, Ã è B̃�ïàðà, èñïðàâëÿþùàÿ îøèáêè äëÿ êîäà C|Fp , åñëè ñïðàâåä-
ëèâà ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà:

deg(F ) ⩾ (3n+ 3g − deg(G)− 5)/4,

deg(F ) ⩽ (n+ g + 1− deg(G))/2,

deg(F ) ⩽ n− deg(G)− 1.

Çäåñü ñëåäóåò ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ:

� Óñëîâèå (3n + 3g − deg(G) − 5)/4 ⩽ deg(F ) ⩽ n − deg(G) − 1 âûïîëíÿåòñÿ, åñëè
deg(G) ⩾ n− g− 2 è deg(G) ⩽ (n+1− 3g)/3. Ñîîòâåòñòâåííî ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå
çíà÷åíèÿ ðîäà g, äëèíû n, ñòåïåíè deg(G), à òàêæå ñòåïåíè deg(F ):

g = 0, n = 3, deg(G) = 1, deg(F ) = 1.

� Óñëîâèå (3n+3g− deg(G)− 5)/4 ⩽ deg(F ) ⩽ (n+ g+1− deg(G))/2 íå âûïîëíÿåòñÿ
íèêîãäà, ïîñêîëüêó â ðåçóëüòàòå íàêëàäûâàíèÿ îãðàíè÷åíèé íà ñòåïåíè äèâèçîðîâ
ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå íåñîâìåñòíûå ñèñòåìû:
deg(F ) ⩾ (3n+ 3g − deg(G)− 5)/4,

deg(F ) ⩽ (n+ g + 1− deg(G))/2,

n ⩽ 3; 0 < deg(G) ⩽ n− g − 3

èëè


deg(F ) ⩾ (3n+ 3g − deg(G)− 5)/4,

deg(F ) ⩽ (n+ g + 1− deg(G))/2,

n ⩾ 4; 0 < deg(G) ⩽ 4− n− g.
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4. Ïðîâåðèì, ÿâëÿåòñÿ ëè ïàðà êîäîâ Ã = (A⊥|Fp)
⊥ è B̃ = (Ã∗C|Fp)

⊥ ïàðîé, èñïðàâ-
ëÿþùåé îøèáêè äëÿ êîäà C|Fp :

� Ó÷èòûâàÿ âèä Ã è B̃, ïîëó÷àåì Ã ∗ B̃ ⊆ (C|Fp)
⊥.

� k(Ã) = k((A⊥|Fp)
⊥) = n− k(A⊥|Fp).

Äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ 2 îïðåäåëåíèÿ 3 íåîáõîäèìî, ÷òîáû k(A⊥|Fp) < n − t.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, k(A⊥|Fp) ⩾ 2k(A⊥) − n = n + 2g − 2 deg(F ) − 2. Ïðèíèìàÿ âî
âíèìàíèå, ÷òî t = ⌊(n− deg(G)− g − 1)/2⌋, è óòî÷íÿÿ, ïðè êàêîì îãðàíè÷åíèè íà
deg(F ) âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

n+ 2g − 2 deg(F )− 2 ⩽ k(A⊥|Fp) < n− t,

ïîëó÷àåì deg(F ) ⩾ (n+ 3g − deg(G)− 5)/4.
� d(B̃⊥) = d((A⊥|Fp)

⊥ ∗ C|Fp).
Çäåñü ñíîâà áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé, êîãäà êîä Ã ÿâëÿåòñÿ ñàìîäóàëüíûì,
ò. å. (A⊥|Fp)

⊥ = A⊥|Fp . Ñëåäîâàòåëüíî, k(A⊥|Fp) = n/2, ÷òî âîçìîæíî ïðè deg(F ) ⩾
⩾ (n+4g−4)/4. Òîãäà d(B̃⊥) = d(A⊥|Fp ∗C|Fp) ⩾ d(A⊥ ∗C). Ïîñêîëüêó A = CL(D,F )
è C = CL(D,G), òî

d(B̃⊥) ⩾ d(CL(D,D−F+(ω))∗CL(D,G)) ⩾ d(CL(D,F−G)⊥) ⩾ deg(F )−deg(G)−2g+2.

Òàê êàê t = ⌊(n− deg(G)− g− 1)/2⌋, óñëîâèå d(B̃⊥) > t âûïîëíÿåòñÿ ïðè deg(F ) ⩾
⩾ (n+ deg(G) + 3g − 5)/2.
Ñëåäóåò ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ, ÷òîáû îïðåäåëèòü deg(F ):
� Ñëó÷àé deg(F ) ⩾ (n+deg(G)+3g−5)/2 èìååò ìåñòî ïðè deg(G) > (6−n−2g)/2.
� Ñëó÷àé deg(F ) ⩾ (n + 4g − 4)/4 èìååò ìåñòî ïðè deg(G) ⩽ (6 − n − 2g)/2, ÷òî

âîçìîæíî, åñëè
g = 0, n = 2, 4, deg(G) ⩽ 2

èëè
g = 1, n = 2, deg(G) = 1.

� d(Ã)+d(C|Fp) = d((A⊥|Fp)
⊥)+d(C|Fp) = d(A⊥|Fp)+d(C|Fp) ⩾ d(A⊥)+d(C) ⩾ deg(F )−

−2g+2+n−deg(G). Î÷åâèäíî, ÷òî d(Ã)+d(C|Fp) > n, åñëè deg(F ) > deg(G)+2g−2.
Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíèå ïàðû Ã è B̃, èñïðàâëÿþùåé îøèáêè äëÿ êîäà C|Fp ,

âîçìîæíî, åñëè ñïðàâåäëèâà îäíà èç ñèñòåì:
deg(F ) ⩾ (n+ 3g − deg(G)− 5)/4,

deg(F ) ⩾ (n+ deg(G) + 3g − 5)/2,

deg(G) > (6− n− 2g)/2,

deg(F ) > deg(G) + 2g − 2

èëè


deg(F ) ⩾ (n+ 3g − deg(G)− 5)/4,

deg(F ) ⩾ (n+ 4g − 4)/2,

deg(G) ⩽ (6− n− 2g)/2,

deg(F ) > deg(G) + 2g − 2.

Óòî÷íÿÿ îáå ñèñòåìû, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

g = 0, n = 4, deg(G) = 1, deg(G) ⩽ deg(F ) ⩽ n− 1,

g = 0, n = 6, 8, 10, (6− n)/2 < deg(G) ⩽ n− 5, (n+ deg(G)− 5)/2 ⩽ deg(F ) ⩽ n− 1,

g = 0, n ⩾ 5 è n � ÷¼òíîå, n− 2 ⩽ deg(G) ⩽ n− 1, deg(G)− 1 ⩽ deg(F ) ⩽ n− 1,

g = 1, n ⩾ 4 è n � ÷¼òíîå, n− 4 ⩽ deg(G) ⩽ n− 2, deg(G) + 1 ⩽ deg(F ) ⩽ n− 1,

g = 1, n ⩾ 6 è n � ÷¼òíîå, 1 ⩽ deg(G) ⩽ n− 5, (n+ deg(G)− 2)/2 ⩽ deg(F ) ⩽ n− 1,
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g = 2, n ⩾ 8 è n � ÷¼òíîå, n− 5 ⩽ deg(G) ⩽ n− 4, deg(G) + 3 ⩽ deg(F ) ⩽ n− 1,

g = 2, n ⩾ 9 è n � ÷¼òíîå, 3 ⩽ deg(G) ⩽ n− 6, (n+ deg(G) + 1)/2 ⩽ deg(F ) ⩽ n− 1,

g = 3, n ⩾ 12 è n � ÷¼òíîå, 4 < deg(G) ⩽ n− 6, deg(F ) ⩾ (n+ deg(G) + 4)/2,

g ⩾ 5, n ⩾ 5g−5 è n � ÷¼òíîå, 2g−2< deg(G)⩽n−3g+3, deg(F )⩾ (n+deg(G)+3g−5)/2.

Òåîðåìà 6 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü C = CL(D,G)�ÀÃ-êîä, àññîöèèðîâàííûé ñ ôóíêöèîíàëüíûì
ïîëåì F/Fq ðîäà g, ãäå q = p2, è C⊥ �äóàëüíûé ê C. Òîãäà åñëè supp(G)∩supp(F ) = ∅,
òî ïàðîé, èñïðàâëÿþùåé t = ⌊(deg(G)− 3g + 1)/2⌋ îøèáîê äëÿ êîäà (C⊥)|Fp , ÿâëÿåòñÿ
ïàðà êîäîâ (Ã, B̃) ïðè óñëîâèè èõ ñóùåñòâîâàíèÿ:

1) Ã = CL(D,F )|Fp , åñëè

g = 0 è


n = 7, deg(G) = 5, deg(F ) = 4,

èëè n = 6, deg(G) = 3, deg(F ) = 3,

èëè n = 5, deg(G) = 1, deg(F ) = 3,

èëè n = 3, deg(G) = 1, deg(F ) ⩽ 2.

2) Ã = (CL(D,F )⊥)|Fp , åñëè
g = 0 è n = 5, deg(G) = 1, deg(F ) = 1

èëè g = 1 è n = 5, deg(G) = 4, deg(F ) = 2.

3) Ã = (CL(D,F )|Fp)
⊥, åñëè

g = 0 è


n = 4, 6, (3n− 10)/2 ⩽ deg(G) ⩽ n, deg(F ) ⩽ (4n− deg(G)− 5)/4,

èëè

n = 10, 1 ⩽ deg(G) ⩽ 8, deg(F ) ⩽ (35− deg(G))/4,

èëè

n ⩾ 12 è n � ÷¼òíîå, 1 ⩽ deg(G) ⩽ n− 2, deg(F ) ⩽ (deg(G) + 3)/2,

èëè

g = 1, n ⩾ 4 è n � ÷¼òíîå, 2 ⩽ deg(G) ⩽ n− 1, deg(F ) ⩽ (deg(G) + 2)/2,

èëè g ⩾ 2, n ⩾ 6 è n�÷¼òíîå, deg(G) = 4, deg(F ) = 1,
èëè

g ⩾ 2, n ⩾ 5g−5 è n � ÷¼òíîå, 5g−6⩽ deg(G)⩽n−1, deg(F )⩽ (deg(G)+3−g)/2.

4) Ã = ((CL(D,F )⊥)|Fp)
⊥, åñëè

g = 0 è

 n = 4, deg(G) = 2, 1 ⩽ deg(F ) ⩽ 3

èëè

n = 6, 8, 2 ⩽ deg(G) ⩽ (3n− 11)/2, deg(F ) ⩾ (2n− deg(G)− 7)/2

èëè 1 ⩽ g ⩽ 3, n ⩾ 3g + 3 è n�÷¼òíîå, 3g + 2 < deg(G) ⩽ n− 1,

deg(F ) ⩾ (2n− deg(G) + 5g − 7)/2.

Âî âñåõ ÷åòûð¼õ ñëó÷àÿõ B = (A ∗ (C⊥)|Fp)
⊥.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì A = CL(D,F ) è îòìåòèì, ÷òî èçíà÷àëüíî êîä C⊥
îïðåäåë¼í íàä êâàäðàòè÷íûì ðàñøèðåíèåì ïîëÿ Fp, ò. å. íàä Fq = Fp2 .

1. Ïðîâåðèì, ÿâëÿåòñÿ ëè ïàðà êîäîâ Ã = A|Fp è B̃ = (Ã ∗ C⊥|Fp)
⊥ ïàðîé, èñïðàâ-

ëÿþùåé îøèáêè äëÿ êîäà C⊥|Fp :

� Ó÷èòûâàÿ âèä Ã è B̃, ïîëó÷àåì Ã ∗ B̃ ⊆ (C⊥|Fp)
⊥.

� k(Ã) = 2k(A|Fp) ⩾ k(A)− n = 2deg(F )− 2g − n+ 2.
Òàê êàê t = ⌊(deg(G) + 1 − 3g)/2⌋, óñëîâèå k(Ã) > t èìååò ìåñòî, åñëè deg(F ) ⩾
⩾ (2n+ deg(G) + g − 3)/4.

� d(B̃⊥) = d(A|Fp ∗ C⊥|Fp) ⩾ d(A ∗ C⊥).
Ïîñêîëüêó A = CL(D,F ) è C⊥ = CL(D,D −G+ (ω)), òî

A ∗ C⊥ ⊆ CL(D,D + F −G+ (ω)) = CL(D,G− F )⊥,

òîãäà
d(A ∗ C⊥) ⩾ d(CL(D,G− F )⊥) ⩾ deg(G) + 2− deg(F )− 2g.

Òàê êàê t = ⌊(deg(G) + 1 − 3g)/2⌋, óñëîâèå d(B̃⊥) > t âûïîëíÿåòñÿ ïðè deg(F ) ⩽
⩽ (deg(G) + 3− g)/2.

� d(Ã) + d(C⊥|Fp) ⩾ d(A) + d(C⊥) ⩾ n− deg(F ) + deg(G)− 2g + 2.
Î÷åâèäíî, ÷òî d(Ã) + d(C|Fp) > n, åñëè deg(F ) < deg(G)− 2g + 2.

Òàêèì îáðàçîì, Ã è B̃�ïàðà, èñïðàâëÿþùàÿ îøèáêè äëÿ êîäà C⊥|Fp , åñëè èìååò
ìåñòî ñèñòåìà 

deg(F ) ⩾ (2n+ deg(G) + g − 3)/4,

deg(F ) ⩽ (deg(G) + 3− g)/2,

deg(F ) < deg(G) + 2− 2g.

Çäåñü ñëåäóåò ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ:

� Óñëîâèå (deg(G) + g + 2n− 3)/4 ⩽ deg(F ) ⩽ (deg(G) + 3− g)/2 âûïîëíÿåòñÿ, åñëè

g = 0 è


n = 7, deg(G) = 5, deg(F ) = 4,

èëè n = 6, deg(G) = 3, deg(F ) = 3,

èëè n = 5, deg(G) = 1, deg(F ) = 3,

èëè n = 3, deg(G) = 1, deg(F ) ⩽ 2.

� Óñëîâèå (deg(G)+g+2n−3)/4 ⩽ deg(F ) < deg(G)−2g+2 íå âûïîëíÿåòñÿ íèêîãäà.

2. Ïðîâåðèì, ÿâëÿåòñÿ ëè ïàðà êîäîâ Ã = (A⊥)|Fp è B̃ = (Ã∗C⊥|Fp)
⊥ ïàðîé, èñïðàâ-

ëÿþùåé îøèáêè äëÿ êîäà C⊥|Fp :

� Ó÷èòûâàÿ âèä Ã è B̃, ïîëó÷àåì Ã ∗ B̃ ⊆ (C⊥|Fp)
⊥.

� k(Ã) = k((A⊥)|Fp) ⩾ 2k(A⊥)− n = n+ 2g − 2− 2 deg(F ).
Òàê êàê t = ⌊(deg(G) + 1 − 3g)/2⌋, óñëîâèå k(Ã) > t èìååò ìåñòî, åñëè deg(F ) ⩽
⩽ (2n+ 7g − deg(G)− 5)/4.

� d(B̃⊥) = d((A⊥)|Fp ∗ C⊥|Fp) ⩾ d((A⊥ ∗ C⊥)|Fp) ⩾ d(A⊥ ∗ C⊥).
Ïîñêîëüêó A⊥ = CL(D,D − F + (ω)) è C⊥ = CL(D,D − G + (ω)), òî A⊥ ∗ C⊥ ⊆
⊆ CL(D, 2D −G− F + 2(ω)), òîãäà

d(A⊥ ∗ C⊥) ⩾ d(CL(D, 2D −G− F + 2(ω))) ⩾ deg(G) + deg(F )− n− 4g + 4.

Ïîñêîëüêó t = ⌊(deg(G) + 1− 3g)/2⌋, óñëîâèå d(B̃⊥) > t âûïîëíÿåòñÿ ïðè deg(F ) ⩾
⩾ (2n+ 5g − deg(G)− 7)/2.
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� d(Ã) + d(C⊥|Fp) ⩾ d(A⊥) + d(C⊥) ⩾ deg(F ) + deg(G)− 4g + 4.
Î÷åâèäíî, ÷òî d(Ã) + d(C⊥|Fp) > n, åñëè deg(F ) > n+ 4g − deg(G)− 4.

Òàêèì îáðàçîì, Ã è B̃�ïàðà, èñïðàâëÿþùàÿ îøèáêè äëÿ êîäà C⊥|Fp , åñëè èìååò
ìåñòî ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà:

deg(F ) ⩽ (2n+ 7g − deg(G)− 5)/4,

deg(F ) ⩾ (2n+ 5g − deg(G)− 7)/2,

deg(F ) > n+ 4g − deg(G)− 4.

Çäåñü ñëåäóåò ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ:

� Óñëîâèå (2n+5g− deg(G)− 7)/2 ⩽ deg(F ) ⩽ (2n+7g− deg(G)− 5)/4 âûïîëíÿåòñÿ,
åñëè

g = 1 è n = 5, deg(G) = 4, deg(F ) = 2

èëè
g = 0 è n = 5, deg(G) = 1, deg(F ) = 1.

� Óñëîâèå n+4g− deg(G)− 4 ⩽ deg(F ) ⩽ (2n+7g− deg(G)− 5)/4 âûïîëíÿåòñÿ, åñëè

1 ⩽ n ⩽ 3 è (2n+ 9g − 11)/3 < deg(G) < 3g − 1.

3. Ïðîâåðèì, ÿâëÿåòñÿ ëè ïàðà êîäîâ Ã = (A|Fp)
⊥ è B̃ = (Ã∗C⊥|Fp)

⊥ ïàðîé, èñïðàâ-
ëÿþùåé îøèáêè äëÿ êîäà C⊥|Fp :

� Ó÷èòûâàÿ âèä Ã è B̃, ïîëó÷àåì Ã ∗ B̃ ⊆ (C⊥|Fp)
⊥.

� k(Ã) = k((A|Fp)
⊥) = n− k(A|Fp).

Îòìåòèì, ÷òî k(A|Fp) ⩾ 2k(A) − n = 2deg(F ) + 2 − 2g − n. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
íåîáõîäèìî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü k(Ã) > t. Ïîñêîëüêó t = ⌊(deg(G) − 3g + 1)/2⌋,
îêîí÷àòåëüíî èìååì deg(F ) ⩽ (4n+ 7g − deg(G)− 5)/4.

� d(B̃⊥) = d((A|Fp)
⊥ ∗ C|Fp).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà êîä Ã ÿâëÿåòñÿ ñàìîäóàëüíûì, ò. å. (A|Fp)
⊥ = A|Fp . Ñëå-

äîâàòåëüíî, k(A|Fp) = n/2, ÷òî âîçìîæíî ïðè deg(F ) ⩽ (3n + 4g − 4)/4. Òîãäà
ïîëó÷àåì

d(B̃⊥) = d(A|Fp ∗ C⊥|Fp) ⩾ d((A ∗ C⊥)|Fp) ⩾ d(A ∗ C⊥) ⩾
⩾ d(CL(D,G− F )⊥) ⩾ deg(G)− deg(F )− 2g + 2.

Òàê êàê t = (deg(G) + 1 − 3g)/2, óñëîâèå d(B̃⊥) > t âûïîëíÿåòñÿ ïðè deg(F ) ⩽
⩽ (deg(G) + 3− g)/2.
Ñëåäóåò ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ, ÷òîáû îïðåäåëèòü deg(F ):
� Ñëó÷àé deg(F ) ⩽ (3n+4g− 4)/4 èìååò ìåñòî ïðè deg(G) > (3n+6g− 10)/2, ÷òî

âîçìîæíî, åñëè

g = 0, n = 4, 6, 8, deg(G) ⩾ (3n− 10)/2, deg(F ) ⩽ (3n− 4)/4

èëè
g = 1, n = 2, deg(G) = 1, deg(F ) = 1.

� Ñëó÷àé deg(F ) ⩽ (deg(G) + 3− g)/2 èìååò ìåñòî ïðè deg(G) < (3n+6g− 10)/2.
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� d(Ã) + d(C|Fp) = d((A|Fp)
⊥) + d(C⊥|Fp) = d(A|Fp) + d(C⊥|Fp) ⩾ d(A) + d(C) ⩾ n −

− deg(F ) + deg(G)− 2g + 2.
Î÷åâèäíî, ÷òî d(Ã) + d(C|Fp) > n, åñëè deg(F ) < deg(G) + 2− 2g.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíèå ïàðû Ã è B̃, èñïðàâëÿþùåé îøèáêè äëÿ êîäà C⊥|Fp ,
âîçìîæíî, åñëè ñïðàâåäëèâà îäíà èç ñëåäóþùèõ ñèñòåì:

g = 0, n = 4, 6, 8,

deg(G) > (3n− 10)/2,

deg(F ) ⩽ (3n− 4)/4,

deg(F ) ⩽ (4n− deg(G)− 5)/4,

deg(F ) < deg(G) + 2,

èëè



g = 1, n = 2,

deg(G) = 1,

deg(F ) = 1,

deg(F ) ⩽ (4n+ 2− deg(G))/4,

deg(F ) < deg(G),

èëè


deg(G) < (3n+ 6g − 10)/2,

deg(F ) ⩽ (4n+ 7g − deg(G)− 5)/4,

deg(F ) ⩽ (deg(G) + 3− g)/2,

deg(F ) < deg(G) + 2− 2g.

Óòî÷íÿÿ âñå òðè ñèñòåìû, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

g = 0, n = 4, 6, (3n− 10)/2 ⩽ deg(G) ⩽ n− 2, deg(F ) ⩽ (4n− deg(G)− 5)/4,

g = 0, n = 10, deg(G) ⩽ 8, deg(F ) ⩽ (35− deg(G))/4,

g = 0, n > 10 è n � ÷¼òíîå, 1 ⩽ deg(G) ⩽ n− 2, deg(F ) ⩽ (deg(G) + 3)/2,

g = 1, n ⩾ 4 è n � ÷¼òíîå, 2 ⩽ deg(G) ⩽ n− 1, deg(F ) ⩽ (deg(G) + 2)/2,

g ⩾ 2, n ⩾ 6 è n � ÷¼òíîå, deg(G) = 4, deg(F ) = 1,

g ⩾ 2, n ⩾ 5g − 5 è n � ÷¼òíîå, 5g − 6 ⩽ deg(G) ⩽ n− 1, deg(F ) ⩽ (deg(G) + 3− g)/2.

4. Ïðîâåðèì, ÿâëÿåòñÿ ëè ïàðà êîäîâ Ã = (A⊥|Fp)
⊥ è B̃ = (Ã ∗ C⊥|Fp)

⊥ ïàðîé,
èñïðàâëÿþùåé îøèáêè äëÿ êîäà C⊥|Fp :

� Ó÷èòûâàÿ âèä Ã è B̃, ïîëó÷àåì Ã ∗ B̃ ⊆ (C⊥|Fp)
⊥.

� k(Ã) = k((A⊥|Fp)
⊥) = n− k(A⊥|Fp).

Äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ 2 îïðåäåëåíèÿ 3 íåîáõîäèìî, ÷òîáû k(A⊥|Fp) < n − t.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, k(A⊥|Fp) ⩾ 2k(A⊥) − n = n + 2g − 2 deg(F ) − 2. Ïðèíèìàÿ âî
âíèìàíèå, ÷òî t = ⌊(deg(G) + 1 − 3g)/2⌋, è óòî÷íÿÿ, ïðè êàêîì îãðàíè÷åíèè íà
deg(F ) âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

n+ 2g − 2 deg(F )− 2 ⩽ k(A⊥|Fp) < n− t,

ïîëó÷àåì deg(F ) ⩾ (deg(G) + g − 3)/4.
� d(B̃⊥) = d((A⊥|Fp)

⊥ ∗ C⊥|Fp).
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà êîä Ã ÿâëÿåòñÿ ñàìîäóàëüíûì, ò. å. (A|Fp)

⊥ = A|Fp . Ñëå-
äîâàòåëüíî, k(A|Fp) = n/2, ÷òî âîçìîæíî ïðè deg(F ) ⩾ (n + 4g − 4)/4. Òîãäà
d(B̃⊥) = d(A⊥|Fp ∗ C⊥|Fp) ⩾ d(A⊥ ∗ C⊥). Ïîñêîëüêó A = CL(D,F ) è C = CL(D,G), òî

d(B̃⊥) ⩾ d(CL(D,D − F + (ω)) ∗ CL(D,D −G+ (ω))) ⩾
⩾ d(CL(D, 2D −G− F + 2(ω))) ⩾ n+ 2g − 2− 2 deg(F ).

Òàê êàê t = ⌊(deg(G) + 1 − 3g)/2⌋, óñëîâèå d(B̃⊥) > t âûïîëíÿåòñÿ ïðè deg(F ) ⩾
⩾ (2n+ 5g − deg(G)− 7)/2.
Ñëåäóåò ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ, ÷òîáû îïðåäåëèòü deg(F ):
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� Ñëó÷àé deg(F ) ⩾ (2n+ 5g− deg(G)− 7)/2 èìååò ìåñòî ïðè deg(G) ⩽ (3n+ 6g−
− 10)/2.

� Ñëó÷àé deg(F ) ⩾ (n+ 4g− 4)/4 èìååò ìåñòî ïðè deg(G) > (3n+ 6g− 10)/2, ÷òî
âîçìîæíî, åñëè

g = 0, n = 4, 6, 8, deg(G) > (3n− 10)/2, deg(F ) ⩾ (n− 4)/4.

� d(Ã) + d(C⊥|Fp) = d((A⊥|Fp)
⊥) + d(C⊥|Fp) = d(A⊥|Fp) + d(C⊥|Fp) ⩾ d(A⊥) + d(C⊥) ⩾

⩾ deg(F ) + deg(G)− 4g + 4.
Î÷åâèäíî, ÷òî d(Ã) + d(C⊥|Fp) > n, åñëè deg(F ) > n− deg(G) + 4g − 4.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíèå ïàðû Ã è B̃, èñïðàâëÿþùåé îøèáêè äëÿ êîäà C⊥|Fp ,
âîçìîæíî, åñëè ñïðàâåäëèâà îäíà èç ñèñòåì:

g = 0,

n = 4, 6, 8,

deg(G) > (3n− 10)/2,

deg(F ) ⩾ (n− 4)/4,

deg(F ) ⩾ n− deg(G)− 3,

èëè



g = 1,

n = 2,

deg(G) = 1,

deg(F ) = 1,

deg(F ) ⩾ n+ 1− deg(G),

èëè


deg(G) ⩽ (3n+ 6g − 10)/2,

deg(F ) ⩾ (2n+ 5g − deg(G)− 7)/2,

deg(F ) > n+ 4g − deg(G)− 3.

Óòî÷íÿÿ ñèñòåìû, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

g = 0, n = 4, deg(G) = 2, 1 ⩽ deg(F ) ⩽ 3;

g = 0, 6 ⩽ n ⩽ 8 è n � ÷¼òíîå, 2 ⩽ deg(G) ⩽ (3n−11)/2, deg(F ) ⩾ (2n− deg(G)−7)/2;
1⩽ g⩽ 3, n⩾ 3g+3 è n � ÷¼òíîå, 3g+2< deg(G)⩽n−1, deg(F )⩾(2n− deg(G)+5g−7)/2.
Òåîðåìà 7 äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 1. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåì 6 è 7 âîâñå íå ãàðàíòèðóåò-
ñÿ, ÷òî ïàðà, èñïðàâëÿþùàÿ îøèáêè, ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîãî êîäà C ñ çàäàííûìè ïàðà-
ìåòðàìè; ïîëó÷åíû ãðàíèöû, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâîâàíèå ïàðû â ïðèíöèïå âîçìîæíî.
Â ï. 2 è 4 òåîðåìû 6 è â ï. 3 è 4 òåîðåìû 7 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ñàìîäóàëüíîñòè
êîäà Ã, ÷òî íà ïðàêòèêå òðóäíîäîñòèæèìî. Â äîïîëíåíèå, ââèäó ãðóáîñòè ãðàíèöû
äëÿ îöåíêè ðàçìåðíîñòè ïîäïîëåâîãî ïîäêîäà, â îáùåì ñëó÷àå êîäû, ñîñòàâëÿþùèå
ïàðó, ìîãóò âûðîæäàòüñÿ. Íåîáõîäèìû äîïîëíèòåëüíûå âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåí-
òû äëÿ óòî÷íåíèÿ ïîëó÷åííûõ ãðàíèö äëÿ ïàðàìåòðîâ ïàð, èñïðàâëÿþùèõ îøèáêè
äëÿ ïîäïîëåâîãî ïîäêîäà.

Çàêëþ÷åíèå
Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ óñëîâèÿ 2 â îïðåäåëåíèè ïàðû, èñïðàâëÿþùåé îøèáêè, â òåî-

ðåìàõ 4 è 5 ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àåâ, êîãäà deg(F ) = t + g è
deg(F ) = n+ g − t− 2, õîòÿ äàííûå çíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ íèæíåé è âåðõíåé ãðàíèöàìè
ñîîòâåòñòâåííî äëÿ deg(F ) â çàâèñèìîñòè îò âèäà êîäà A.

Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìû 6 è 7 äîêàçàíû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà èñõîäíûé ÀÃ-êîä îïðåäå-
ë¼í íàä êâàäðàòè÷íûì ðàñøèðåíèåì Fp2 , ÷òîáû ïîëó÷èòü áîëåå êîìïàêòíûå ñîîòíîøå-
íèÿ. Ïîñòðîåíèå ïàð, èñïðàâëÿþùèõ îøèáêè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÀÃ-êîäà, îïðåäåë¼í-
íîãî íàä ðàñøèðåíèÿìè á�oëüøèõ ñòåïåíåé, � âñ¼ åù¼ îòêðûòûé âîïðîñ. Êðîìå òîãî,
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ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ïîäñëó÷àÿõ, ãäå ìû ðàññìàòðèâàåì ñàìîäóàëüíûé êîä, íàëè-
÷èå ïàðû, èñïðàâëÿþùåé îøèáêè, âîçìîæíî, íî íåîáÿçàòåëüíî âûïîëíèìî. Äëÿ áîëåå
ñèëüíîãî óòâåðæäåíèÿ íåîáõîäèìî ïðîâåñòè ðÿä âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Âåñüìà èíòåðåñíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ òàêæå âû÷èñëåíèå ïàð, èñïðàâëÿþùèõ îøèá-
êè äëÿ òðýéñ-êîäîâ (òàêèå êîäû ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ ïðèìåíåíèÿ ê êîäîâûì ñëîâàì
êîäà C, îïðåäåë¼ííûì íàä Fq, ôóíêöèè ñëåäà tr : Fpm → Fp), ïîñêîëüêó òàêèå êîäû
ñâÿçàíû ñ äóàëüíûìè ñîîòíîøåíèåì (C|Fp)

⊥ = tr(C⊥).
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