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Ãðàôîâûå ìîäåëè çàíèìàþò âàæíîå ìåñòî â çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ çàùèòîé èíôîð-
ìàöèè è èíôîðìàöèîííîé áåçîïàñíîñòüþ, â òîì ÷èñëå ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëåé
è ìåòîäîâ óïðàâëåíèÿ íåïðåðûâíûì ôóíêöèîíèðîâàíèåì è âîññòàíîâëåíèåì ñè-
ñòåì, ïðîòèâîäåéñòâèÿ îòêàçàì â îáñëóæèâàíèè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ êîíå÷íàÿ äèíà-
ìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (ΓKn , α), n ⩾ 1, ñîñòîÿíèÿìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âñå âîçìîæíûå
îðèåíòàöèè ïîëíîãî ãðàôà Kn, à ýâîëþöèîííàÿ ôóíêöèÿ çàäà¼òñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì: äèíàìè÷åñêèì îáðàçîì îðãðàôà ÿâëÿåòñÿ îðãðàô, ïîëó÷åííûé èç èñõîä-
íîãî ïóò¼ì ïåðåîðèåíòàöèè âñåõ äóã, âõîäÿùèõ â ñòîêè, äðóãèõ îòëè÷èé ìåæäó
èñõîäíûì îðãðàôîì è åãî îáðàçîì íåò. Ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ ïîäñ÷¼òà êîëè÷å-
ñòâà öèêëè÷åñêèõ (ïðèíàäëåæàùèõ àòòðàêòîðàì) ñîñòîÿíèé ñèñòåìû; ñîñòîÿíèé,
íå ÿâëÿþùèõñÿ öèêëè÷åñêèìè; àòòðàêòîðîâ ñèñòåìû, â òîì ÷èñëå ðàçëè÷íûõ òè-
ïîâ. Ïðèâåäåíû ñîîòâåòñòâóþùèå òàáëèöû äëÿ n îò 1 äî 20 âêëþ÷èòåëüíî.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àòòðàêòîð, ãðàô, êèáåðáåçîïàñíîñòü, êîíå÷íàÿ äèíàìè÷å-

ñêàÿ ñèñòåìà, îòêàçîóñòîé÷èâîñòü, ïîëíûé ãðàô, öèêëè÷åñêîå ñîñòîÿíèå, ýâî-

ëþöèîííàÿ ôóíêöèÿ.

NUMBER OF ATTRACTORS AND CYCLIC STATES IN FINITE
DYNAMIC SYSTEMS OF COMPLETE GRAPHS ORIENTATIONS

A.V. Zharkova

Saratov State University, Saratov, Russia

Graph models occupy an important place in information security tasks, including the
construction of models and methods for managing the continuous operation of systems
and system recovery, countering denials of service. Finite dynamic systems of complete
graphs orientations are considered. States of a dynamic system (ΓKn , α), n ⩾ 1, are all
possible orientations of the complete graph Kn, and evolutionary function transforms
the graph orientation by reversing all the arcs that enter into sinks, and there are no
other differences between the given and the next digraphs. Formulas are obtained for
counting the number of cyclic (belonging to attractors) system states and the num-
ber of states that are not cyclic (not belonging to attractors), namely, the number of
states belonging to attractors is 1, if n = 1; 2(n−1)(n−2)/2(2n−1 − n) + n!, if n > 1,
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the number of states not belonging to attractors is 0, if n = 1; n · 2(n−1)(n−2)/2 − n!,
if n > 1. Formulas are obtained for counting the number of attractors of the system,
including various types, namely, the number of attractors of length 1 is 1, if n = 1;
2(n−1)(n−2)/2(2n−1 − n), if n > 1, the number of attractors of length n is (n− 1)!, the
number of attractors (basins) is 1, if n = 1; 2(n−1)(n−2)/2(2n−1−n)+(n−1)!, if n > 1.
The corresponding tables are given for n = 1, . . . , 20.

Keywords: attractor, complete graph, cybersecurity, cyclic state, evolutionary func-
tion, fault-tolerance, finite dynamic system, graph.

Ââåäåíèå
Ãðàôîâûå ìîäåëè çàíèìàþò âàæíîå ìåñòî â çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ èíôîðìàöèîííîé

áåçîïàñíîñòüþ. Â âîïðîñàõ êèáåðáåçîïàñíîñòè ñ ïîìîùüþ ãðàôîâûõ ìîäåëåé ìîæíî,
íàïðèìåð, âûÿâëÿòü ñâÿçè ìåæäó ñóùíîñòÿìè ñèñòåìû, ãðóïïèðîâàòü èõ, îöåíèâàòü
ïîâåäåíèå, âûÿâëÿòü ðàçëè÷íûå àíîìàëèè. Â çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ îòêàçîóñòîé÷èâî-
ñòüþ êîìïüþòåðíûõ ñåòåé, îòêàçû ïðîöåññîðîâ èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê óäàëåíèå ñîîò-
âåòñòâóþùèõ âåðøèí, à îòêàçû ñåòåâûõ êàíàëîâ � êàê óäàëåíèå äóã.

Ïðè èçó÷åíèè ìîäåëüíûõ ãðàôîâ ìîæíî ïðèìåíÿòü èäåè è ìåòîäû òåîðèè êîíå÷-
íûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Â ðàáîòå [1] ïðåäñòàâëåíû íåòðàäèöèîííûå ïðèëîæåíèÿ
àâòîìàòîâ â àëãåáðå, òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, òåîðèè ãðàôîâ è ñïåêòðàëüíîé
òåîðèè. Â ìîäåëè [2] â êà÷åñòâå ìåõàíèçìà âîññòàíîâëåíèÿ ðàáîòîñïîñîáíîñòè ñåòè
ïðåäëàãàåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ SER-äèíàìèêà áåñêîíòóðíûõ ñâÿçíûõ îðèåíòèðîâàííûõ
ãðàôîâ. Â [3] íà ìíîæåñòâå âñåõ äâîè÷íûõ âåêòîðîâ çàäàííîé ðàçìåðíîñòè ââîäèòñÿ
ñòðóêòóðà äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, èññëåäóþòñÿ å¼ ñâîéñòâà è óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü
ñ äèíàìèêîé èç ïðåäûäóùåé ìîäåëè. Â [4] ïðåäñòàâëåíû êîíñòðóêòèâíûå ìåòîäû ñèì-
âîëè÷åñêîé äèíàìèêè è èõ ïðèëîæåíèÿ ê èçó÷åíèþ íåïðåðûâíûõ è äèñêðåòíûõ äèíà-
ìè÷åñêèõ ñèñòåì. Â ðàáîòå [5] ðàññìîòðåíû ìåòîäîëîãè÷åñêèå àñïåêòû äèíàìè÷åñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ, â òîì ÷èñëå àíàëèçèðóþòñÿ îñíîâíûå ãðàôîâûå èíòåðïðåòàöèè
äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ïðåäñòàâëåíèå ñòðóêòóðû çàäà÷è äèíàìè÷åñêî-
ãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ ãðàôà âçàèìîñâÿçåé. Â [6] ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à
îïòèìàëüíîãî ñîïîñòàâëåíèÿ äëÿ âçâåøåííûõ ãðàôîâ è ðàçâèâàåòñÿ íîâàÿ àïïðîêñè-
ìàöèÿ ýòîé ïðîáëåìû ïóò¼ì ïîñòðîåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íà ìíîãîîáðàçèè îðòî-
ãîíàëüíûõ ìàòðèö. Â [7] õàðàêòåðèçóåòñÿ öèêëè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü êëàññà êîíå÷-
íûõ ãðàôîâûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ïðè ýòîì äâå êîíå÷íûå ãðàôîâûå äèíàìè÷åñêèå
ñèñòåìû öèêëè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû, åñëè èõ àòòðàêòîðû èçîìîðôíû êàê îðèåíòèðî-
âàííûå ãðàôû.

Ìîäåëü InterSim [8] ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãèáêóþ ñðåäó îáùåãî íàçíà÷åíèÿ äëÿ ìî-
äåëèðîâàíèÿ ãðàôîâûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è èõ îáîáùåíèé. Â [9] èçó÷àþòñÿ äè-
íàìè÷åñêèå ñèñòåìû, ñâÿçàííûå ñ êîíå÷íûìè äâóäîëüíûìè ðàçäåë¼ííûìè ãðàôàìè,
àëãåáðàìè ãðàôîâ è ïàðàäîêñàëüíûìè ðàçáèåíèÿìè. Â ðàáîòå [10] îïèñûâàåòñÿ âåá-
ïðèëîæåíèå GDSCalc äëÿ âû÷èñëåíèÿ è õàðàêòåðèñòèêè äèíàìèêè äèñêðåòíûõ ãðàôî-
âûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Â [11] õàðàêòåðèçóåòñÿ øèðîêîå îáîáùåíèå äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì íàä ãðàôàìè, ñîñòîÿíèÿ êîòîðûõ ìîãóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ â ïðîèçâîëüíîé áó-
ëåâîé àëãåáðå ñ 2p ýëåìåíòàìè, p ∈ N. Â ðàáîòå [12] èçëàãàþòñÿ êîíöåïòóàëüíûå îñíîâû
îáùåé òåîðèè äèñêðåòíûõ äèíàìè÷åñêèõ, ðåëåéíûõ è ëîãèêî-äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íà
îñíîâå èñïîëüçîâàíèÿ îáùèõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ñâîéñòâ ðàññìàòðèâàåìûõ êëàññîâ �
äèñêðåòíîñòè ñòðóêòóð è ôèçè÷åñêîé äåêîìïîçèöèè. Â [13] ïðåäëàãàþòñÿ ôîðìàëèçà-
öèÿ ãðàôîâûõ ìîäåëåé ñòðóêòóð ìíîãîêîìïîíåíòíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ïðèìåíå-
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íèåì ìàðêèðîâàííûõ ãðàôîâ è ìàòðè÷íûé ñïîñîá îïèñàíèÿ ïðîöåññà ôóíêöèîíèðîâà-
íèÿ îðèåíòèðîâàííûõ è íåîðèåíòèðîâàííûõ ìàðêèðîâàííûõ ãðàôîâ. Â [14] ðåøàåòñÿ
ïðîáëåìà ñîñóùåñòâîâàíèÿ àòòðàêòîðîâ â îäíîðîäíûõ áóëåâûõ ãðàôîâûõ äèíàìè÷å-
ñêèõ ñèñòåìàõ, êîòîðûå èíäóöèðóþòñÿ áóëåâûìè ôóíêöèÿìè ìèíòåðìà è ìàêñòåðìà,
ñ íàïðàâëåííûì áàçîâûì ãðàôîì çàâèñèìîñòåé. Â ìîäåëè [15] èçó÷àåòñÿ âëèÿíèå ãðà-
ôà âçàèìîäåéñòâèÿ íà êîíå÷íóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîëíûå ãðàôû èçó÷àþòñÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ äèíàìè÷åñêîãî ïîä-
õîäà ê êèáåðáåçîïàñíîñòè è îòêàçîóñòîé÷èâîñòè ãðàôîâûõ ñèñòåì. Ïîäñ÷èòûâàþòñÿ
êîëè÷åñòâà öèêëè÷åñêèõ è íå ÿâëÿþùèõñÿ öèêëè÷åñêèìè ñîñòîÿíèé, êîëè÷åñòâî àò-
òðàêòîðîâ â êîíå÷íûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ îðèåíòàöèé ïîëíûõ ãðàôîâ. Ïðåäâàðè-
òåëüíûå ðåçóëüòàòû ÷àñòè÷íî áûëè àíîíñèðîâàíû íà íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ [16, 17].
Äàííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé è çàâåðøàþùåé ýòè èññëåäîâàíèÿ.

1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè äèñêðåòíûõ ñèñòåì, â ÷àñòíîñòè ãðàôîâ, èñïîëüçóþòñÿ

ñîãëàñíî [18].
Ïîä êîíå÷íîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé ïîíèìàåòñÿ ïàðà (S, δ), ãäå S �êîíå÷íîå

íåïóñòîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé ñèñòåìû; δ : S → S � îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà ñîñòî-
ÿíèé â ñåáÿ, íàçûâàåìîå ýâîëþöèîííîé ôóíêöèåé ñèñòåìû. Êàæäîé êîíå÷íîé äèíà-
ìè÷åñêîé ñèñòåìå ñîïîñòàâëÿåòñÿ êàðòà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ôóíêöèîíàëüíûé îð-
ãðàô ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí S è äóãàìè, ïðîâåä¼ííûìè èç êàæäîé âåðøèíû s ∈ S
â âåðøèíó δ(s). Êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè îðãðàôà, çàäàþùåãî äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó,
íàçûâàþòñÿ å¼ áàññåéíàìè. Êàæäûé áàññåéí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíòóð ñ âõîäÿùèìè
â íåãî äåðåâüÿìè. Êîíòóðû, â ñâîþ î÷åðåäü, íàçûâàþòñÿ ïðåäåëüíûìè öèêëàìè, èëè
àòòðàêòîðàìè. Ïîä äëèíîé àòòðàêòîðà áóäåì ïîíèìàòü êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ñîñòî-
ÿíèé â ñîîòâåòñòâóþùåì êîíòóðå. Ñîñòîÿíèå, ïðèíàäëåæàùåå àòòðàêòîðó, íàçûâàåòñÿ
öèêëè÷åñêèì.

Îñíîâíûìè ïðîáëåìàìè òåîðèè êîíå÷íûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è
îòûñêàíèÿ ýâîëþöèîííûõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû áåç ïîñòðîåíèÿ êàðòû è ïðîâåäåíèÿ
äèíàìè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé íà å¼ îñíîâå. Ê ÷èñëó òàêèõ õàðàêòåðèñòèê îòíîñÿòñÿ
ïðèíàäëåæíîñòü ñîñòîÿíèÿ àòòðàêòîðó, êîëè÷åñòâî òàêèõ ñîñòîÿíèé, îïèñàíèå àòòðàê-
òîðîâ ñèñòåìû, èõ êîëè÷åñòâî.

Â [19] îïèñàíû ñâîéñòâà ïðèíàäëåæíîñòè ñîñòîÿíèé àòòðàêòîðàì, ñàìè àòòðàêòî-
ðû, ïîäñ÷èòàíî èõ êîëè÷åñòâî â êîíå÷íûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ îðèåíòàöèé íåêî-
òîðûõ òèïîâ ãðàôîâ. Â äàííîé ðàáîòå ïîäñ÷èòûâàþòñÿ êîëè÷åñòâà öèêëè÷åñêèõ è íå
ÿâëÿþùèõñÿ öèêëè÷åñêèìè ñîñòîÿíèé, êîëè÷åñòâî àòòðàêòîðîâ â êîíå÷íûõ äèíàìè÷å-
ñêèõ ñèñòåìàõ îðèåíòàöèé ïîëíûõ ãðàôîâ.

2. Îïèñàíèå êîíå÷íîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (ΓKn , α)

Ïóñòü äàí ïîëíûé ãðàô G = Kn, n ⩾ 1, m = n(n− 1)/2�÷èñëî ð¼áåð. Ïîìåòèì
åãî âåðøèíû è ïðèäàäèì åãî ð¼áðàì ïðîèçâîëüíóþ îðèåíòàöèþ, òåì ñàìûì ïîëó-
÷èâ íàïðàâëåííûé ãðàô

−→
G = (V, β), ãäå îòíîøåíèå ñìåæíîñòè β àíòèðåôëåêñèâíî è

àíòèñèììåòðè÷íî. Ïðèìåíèì ê ïîëó÷åííîìó îðãðàôó ýâîëþöèîííóþ ôóíêöèþ α, êî-
òîðàÿ ó äàííîãî îðãðàôà îäíîâðåìåííî ïåðåîðèåíòèðóåò âñå äóãè, âõîäÿùèå â ñòîêè,
à îñòàëüíûå äóãè îñòàâëÿåò áåç èçìåíåíèÿ, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì îðãðàô α(

−→
G). Åñëè

ïðîäåëàòü óêàçàííûå äåéñòâèÿ ñî âñåìè âîçìîæíûìè îðèåíòàöèÿìè äàííîãî ãðàôà, òî
ïîëó÷èì êàðòó êîíå÷íîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùóþ èç îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ
áàññåéíîâ.
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Òàêèì îáðàçîì, ðàññìîòðèì êîíå÷íóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó (ΓKn , α), n ⩾ 1,
ãäå ÷åðåç ΓKn îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ îðèåíòàöèé ïîëíîãî ãðàôà Kn,
|ΓKn| = 2m, à ýâîëþöèîííàÿ ôóíêöèÿ α çàäàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè äàí íåêî-
òîðûé îðãðàô

−→
G ∈ ΓKn , òî åãî äèíàìè÷åñêèì îáðàçîì α(

−→
G) ÿâëÿåòñÿ îðãðàô, ïî-

ëó÷åííûé èç
−→
G îäíîâðåìåííîé ïåðåîðèåíòàöèåé âñåõ äóã, âõîäÿùèõ â ñòîêè, äðóãèõ

îòëè÷èé ìåæäó
−→
G è α(

−→
G) íåò.

Íà ðèñ. 1 èçîáðàæ¼í ãðàô K3 è êàðòà êîíå÷íîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (ΓK3 , α).

K3

Ðèñ. 1. Ãðàô K3 è êàðòà êîíå÷íîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (ΓK3 , α)

Â [2] ðàññìàòðèâàåòñÿ êîíå÷íàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (Ω, α), ãäå Ω�ìíîæåñòâî
âñåõ áåñêîíòóðíûõ îðèåíòàöèé äàííîãî ñâÿçíîãî ãðàôà, è îòìå÷àåòñÿ, ÷òî äëÿ ïîëíîãî
ãðàôà ñóùåñòâóåò n! áåñêîíòóðíûõ îðèåíòàöèé, ãäå n!�êîëè÷åñòâî ïåðåñòàíîâîê åãî
âåðøèí, ïðè ýòîì ñèñòåìà èìååò (n − 1)! áàññåéíîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ñîñòîèò èñ-
êëþ÷èòåëüíî èç àòòðàêòîðà äëèíû n, òî åñòü âñå ñîñòîÿíèÿ äàííîé ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ
öèêëè÷åñêèìè.

Ïîä âåêòîðîì ñòåïåíåé çàõîäà îðãðàôà áóäåì ïîíèìàòü âåêòîð, êîìïîíåíòàìè
êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ðàñïîëîæåííûå â óáûâàþùåì ïîðÿäêå ñòåïåíè çàõîäà âñåõ åãî âåð-
øèí. Íàïðèìåð, íà ðèñ. 1 ðàñïîëîæåííûé ñâåðõó ñïðàâà îðãðàô èìååò âåêòîð ñòåïåíåé
çàõîäà (2, 1, 0).

3. Êîëè÷åñòâî öèêëè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé â êîíå÷íîé äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìå (ΓKn , α)

Òåîðåìà 1 [20]. Â êîíå÷íîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå (ΓKn , α), n ⩾ 1, ñîñòîÿíèå−→
G ∈ ΓKn ïðèíàäëåæèò àòòðàêòîðó (ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îðãðàô

−→
G :

1) íå èìååò ñòîêà èëè
2) èìååò âåêòîð ñòåïåíåé çàõîäà (n− 1, n− 2, . . . , 0).

Òåîðåìà 2. Â êîíå÷íîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå (ΓKn , α), n ⩾ 1, êîëè÷åñòâî ïðè-
íàäëåæàùèõ àòòðàêòîðàì (öèêëè÷åñêèõ) ñîñòîÿíèé ðàâíî{

1, åñëè n = 1,

2(n−1)(n−2)/2(2n−1 − n) + n!, åñëè n > 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êîëè÷åñòâî ñîñòîÿíèé ñèñòåìû (ΓKn , α) ðàâíî 2
n(n−1)/2. Â òåî-

ðåìå 1 ïðèâåä¼í êðèòåðèé ïðèíàäëåæíîñòè ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû àòòðàêòîðó (öèêëè÷å-
ñêîãî ñîñòîÿíèÿ).
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Ïóñòü n = 1.
Â ñèñòåìå ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñîñòîÿíèå

−→
G ∈ ΓK1 , êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷å-

ñêèì. Òàêèì îáðàçîì, â êîíå÷íîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå (ΓK1 , α) êîëè÷åñòâî ïðèíàä-
ëåæàùèõ àòòðàêòîðàì ñîñòîÿíèé ðàâíî 1.

Ïóñòü n > 1.
Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé, ïîäõîäÿùèõ ïîä ï. 1 è 2 òåîðåìû 1, íå ïåðåñå-

êàþòñÿ, òàê êàê êîìïîíåíòà n−1 â âåêòîðå ñòåïåíåé çàõîäà óêàçûâàåò íà íàëè÷èå ñòî-
êà â ñîîòâåòñòâóþùåì îðãðàôå. Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ÷èñëî öèêëè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé
ðàâíî ñóììå êîëè÷åñòâ ñîñòîÿíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ï. 1 è 2 òåîðåìû 1, ïîäñ÷èòàåì èõ.

1) Íàéä¼ì êîëè÷åñòâî ñîñòîÿíèé ñèñòåìû, ó êîòîðûõ íåò ñòîêà.
Î÷åâèäíî, ÷òî â îðèåíòàöèè ïîëíîãî ãðàôà ìîæåò áûòü íå áîëåå îäíîãî ñòîêà.
Ïóñòü äàíî ñîñòîÿíèå

−→
G ∈ ΓKn , ó êîòîðîãî åñòü ñòîê. Óäàëèì ó îðãðàôà

−→
G ñòîê

è îáîçíà÷èì ïîëó÷åííûé íîâûé îðãðàô ÷åðåç
−→
G ′. Îðãðàô

−→
G ′ èìååò n− 1 âåðøèíó è

åãî ñèììåòðèçàöèÿ G′ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ãðàôîì. Êîëè÷åñòâî âñåõ âîçìîæíûõ
îðèåíòàöèé ïîëíîãî ãðàôà G′ ñ n − 1 âåðøèíîé ðàâíî 2(n−1)(n−2)/2. Óäàë¼ííûé ñòîê
ìîã áûòü íà ìåñòå ëþáîé èç n âåðøèí îðãðàôà

−→
G . Òàêèì îáðàçîì, êîëè÷åñòâî ñîñòî-

ÿíèé
−→
G ∈ ΓKn , ó êîòîðûõ åñòü ñòîê, ðàâíî n · 2(n−1)(n−2)/2. Ïîëó÷àåì, ÷òî êîëè÷åñòâî

ñîñòîÿíèé
−→
G ∈ ΓKn , ó êîòîðûõ íåò ñòîêà, ðàâíî

2n(n−1)/2 − n · 2(n−1)(n−2)/2 = 2(n−1)(n−2)/2
(
2n−1 − n

)
.

2) Íàéä¼ì êîëè÷åñòâî ñîñòîÿíèé ñèñòåìû, êîòîðûå èìåþò âåêòîð ñòåïåíåé çàõî-
äà (n − 1, n − 2, . . . , 0). Äîêàæåì, ÷òî îíî ðàâíî ÷èñëó ïåðåñòàíîâîê n-ýëåìåíòíîãî
ìíîæåñòâà {n− 1, n− 2, . . . , 0}, òî åñòü n!.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê, à èìåííî: åñòü ïåðåñòàíîâêà n-ýëåìåíòíîãî ìíîæå-
ñòâà {n−1, n−2, . . . , 0}, íå ñîîòâåòñòâóþùàÿ íè îäíîìó èç ñîñòîÿíèé ñèñòåìû. Ïîïðîáó-
åì ïîñëåäîâàòåëüíî ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ îðèåíòàöèþ ãðàôà G ñ n âåðøèíàìè.
Ïðè ïîñòðîåíèè áóäåì íóìåðîâàòü âåðøèíû ñîãëàñíî èõ ñòåïåíè çàõîäà.

Íà÷èíàåì ñ âåðøèíû v
′
0, ñòåïåíü çàõîäà êîòîðîé ðàâíà 0: d−(v

′
0) = 0, òî åñòü îíà

ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì, âñå ð¼áðà îðèåíòèðóåì èç íå¼.
Íàõîäèì âåðøèíó v

′
1, ñòåïåíü çàõîäà êîòîðîé ðàâíà 1: d−(v

′
1) = 1, òî åñòü îíà

äîñòèæèìà òîëüêî èç îäíîé âåðøèíû, à èìåííî èç âåðøèíû v
′
0, âñå îñòàëüíûå ð¼áðà

îðèåíòèðóåì èç íå¼.
Ïåðåõîäèì ê âåðøèíå v

′
2, ñòåïåíü çàõîäà êîòîðîé ðàâíà 2: d

−(v
′
2) = 2, òî åñòü îíà äî-

ñòèæèìà òîëüêî èç äâóõ âåðøèí, à èìåííî èç v
′
0 è v

′
1, âñå îñòàëüíûå ð¼áðà îðèåíòèðóåì

èç íå¼.
Ïðîäîëæàÿ àíàëîãè÷íî, äîõîäèì äî âåðøèíû v

′
n−1, ó êîòîðîé ñòåïåíü çàõîäà ðàâíà

n− 1: d−(v
′
n−1) = n− 1, òî åñòü îíà ÿâëÿåòñÿ ñòîêîì, è íà äàííîì øàãå âñå ð¼áðà óæå

îðèåíòèðîâàíû â äàííóþ âåðøèíó.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè îðèåíòàöèþ ïîëíîãî ãðàôà G, ïðè÷¼ì åäèíñòâåííóþ, ó

êîòîðîé âåêòîð, êîìïîíåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ðàñïîëîæåííûå â çàäàííîì ïîðÿäêå
ñòåïåíè çàõîäà âåðøèí, ñîâïàäàåò ñ äàííîé ïåðåñòàíîâêîé� ïðîòèâîðå÷èå.

Òàêèì îáðàçîì, â êîíå÷íîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå (ΓKn , α), n > 1, êîëè÷åñòâî ïðè-
íàäëåæàùèõ àòòðàêòîðàì (öèêëè÷åñêèõ) ñîñòîÿíèé ðàâíî 2(n−1)(n−2)/2 (2n−1 − n) + n!.

Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

Íàïðèìåð, â êîíå÷íîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå (ΓK3 , α) âñå âîñåìü ñîñòîÿíèé ÿâëÿ-
þòñÿ öèêëè÷åñêèìè (ñì. ðèñ. 1), ïðè ýòîì ïî òåîðåìå 2 èìååì 21 (22 − 3) + 3! = 8.
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Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû äàííûå ïî êîëè÷åñòâó ïðèíàäëåæàùèõ àòòðàêòîðàì ñîñòîÿíèé
â êîíå÷íûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ (ΓKn , α) äëÿ 1 ⩽ n ⩽ 20. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî
àáñîëþòíîå áîëüøèíñòâî ñîñòàâëÿþò öèêëè÷åñêèå ñîñòîÿíèÿ.

Òà á ë è ö à 1
Êîëè÷åñòâî öèêëè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé â (ΓKn , α)

n |ΓKn
| Êîëè÷åñòâî öèêëè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé %

1 20 1 100
2 21 2 100
3 23 8 100
4 26 56 87,5
5 210 824 ≈ 80
6 215 27344 ≈ 83
7 221 1872816 ≈ 89
8 228 251698560 ≈ 94
9 236 66303920512 ≈ 96
10 245 34497180950272 ≈ 98
11 255 35641768965903616 ≈ 98,9
12 266 73354630731089640448 ≈ 99,4
13 278 301272224211830624013312 ≈ 99,7
14 291 2471648838202109434865068032 ≈ 99,8
15 2105 40527681006124779440955203213312 ≈ 99,9
16 2120 1328578958677599019450261671029080064 ≈ 99,95
17 2136 87089689055831903076784535138195324370944 ≈ 99,97
18 2153 11416413520500907364026648525411317876849311744 ≈ 99,986
19 2171 2992938411604397870579225677935591422639720079360000 ≈ 99,993
20 2190 1569215570739605117175417732871168545075536656127224971264 ≈ 99,996

Ñëåäñòâèå 1. Â êîíå÷íîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå (ΓKn , α), n ⩾ 1, êîëè÷åñòâî íå
ïðèíàäëåæàùèõ àòòðàêòîðàì (íå ÿâëÿþùèõñÿ öèêëè÷åñêèìè) ñîñòîÿíèé ðàâíî{

0, åñëè n = 1,

n · 2(n−1)(n−2)/2 − n!, åñëè n > 1.

4. Êîëè÷åñòâî àòòðàêòîðîâ â êîíå÷íîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå (ΓKn , α)

Òåîðåìà 3 [20]. Â êîíå÷íîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå (ΓKn , α), n ⩾ 1, ñóùåñòâóþò
ñëåäóþùèå àòòðàêòîðû:

1) äëèíû 1, êàæäûé èç êîòîðûõ îáðàçîâàí ñîñòîÿíèåì
−→
G ∈ ΓKn , ó êîòîðîãî íåò

ñòîêà;
2) äëèíû n, êàæäûé èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç ñîñòîÿíèé

−→
G ∈ ΓKn , ó êîòîðûõ âåê-

òîð ñòåïåíåé çàõîäà åñòü (n− 1, n− 2, . . . , 0), ïðè ýòîì àòòðàêòîð ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé êîíòóð, â êîòîðîì êàæäîå ñëåäóþùåå ñîñòîÿíèå ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäó-
ùåãî òàêèì îáðàçîì: åñëè (d−(v1), d−(v2), . . . , d−(vn))� âåêòîð, ñîñòàâëåííûé èç
ñòåïåíåé çàõîäà âåðøèí â ïîðÿäêå èõ íóìåðàöèè äëÿ

−→
G , òî äëÿ α(

−→
G) ∈ ΓKn ñî-

îòâåòñòâóþùèé âåêòîð ðàâåí (d−(v1)+1, d−(v2)+1, . . . , d−(vn)+1), ãäå ñëîæåíèå
îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ìîäóëþ n,

è òîëüêî îíè.
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Òåîðåìà 4. Â êîíå÷íîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå (ΓKn , α), n ⩾ 1, êîëè÷åñòâî àò-
òðàêòîðîâ äëèíû 1 ðàâíî{

1, åñëè n = 1,

2(n−1)(n−2)/2 (2n−1 − n) , åñëè n > 1.
(1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 3, êîëè÷åñòâî àòòðàêòîðîâ äëèíû 1 ñîâïà-
äàåò ñ êîëè÷åñòâîì ñîñòîÿíèé

−→
G ∈ ΓKn , ó êîòîðûõ íåò ñòîêà, ïîäñ÷èòàíî â äîêàçà-

òåëüñòâå òåîðåìû 2 è ñîâïàäàåò ñ (1).

Íàïðèìåð, â êîíå÷íîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå (ΓK3 , α) êîëè÷åñòâî àòòðàêòîðîâ äëè-
íû 1 ðàâíî 2 (ñì. ðèñ. 1), ïðè ýòîì ïî òåîðåìå 4 èìååì 2(3−1)(3−2)/2 (23−1 − 3) = 2.

Â òàáë. 2 ïðèâåäåíû äàííûå ïî êîëè÷åñòâó àòòðàêòîðîâ äëèíû 1 â êîíå÷íûõ äèíà-
ìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ (ΓKn , α) äëÿ 1 ⩽ n ⩽ 20. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ñ ðîñòîì n àòòðàê-
òîðû äëèíû 1 íà÷èíàþò ñîñòàâëÿòü àáñîëþòíîå áîëüøèíñòâî ïî ñðàâíåíèþ ñ àòòðàê-
òîðàìè äëèíû n.

Òà á ë è ö à 2
Êîëè÷åñòâî àòòðàêòîðîâ äëèíû 1 â (ΓKn , α)

n Êîëè÷åñòâî àòòðàêòîðîâ äëèíû 1 %
1 1 100
2 0 0
3 2 50
4 32 ≈ 84
5 704 ≈ 97
6 26624 ≈ 99,6
7 1867776 ≈ 99,96
8 251658240 ≈ 99,998
9 66303557632 ≈ 100
10 34497177321472 ≈ 100
11 35641768925986816 ≈ 100
12 73354630730610638848 ≈ 100
13 301272224211824396992512 ≈ 100
14 2471648838202109347686776832 ≈ 100
15 40527681006124779439647528845312 ≈ 100
16 1328578958677599019450240748239192064 ≈ 100
17 87089689055831903076784534782507896274944 ≈ 100
18 11416413520500907364026648525404915503143583744 ≈ 100
19 2992938411604397870579225677935591300994619670528000 ≈ 100
20 1569215570739605117175417732871168545073103754119048331264 ≈ 100

Òåîðåìà 5. Â êîíå÷íîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå (ΓKn , α), n ⩾ 1, êîëè÷åñòâî àò-
òðàêòîðîâ äëèíû n ðàâíî (n− 1)!

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè n = 1 èìååì 1 = 0! àòòðàêòîð äëèíû 1 (ïî òåîðåìå 4).
Ïóñòü n > 1. Â òåîðåìå 3 îïèñàíû àòòðàêòîðû äëèíû n â ñèñòåìå; ñîãëàñíî äîêà-

çàòåëüñòâó òåîðåìû 2, ï. 2, êîëè÷åñòâî ñîîòâåòñòâóþùèõ öèêëè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé ðàâ-
íî n!. Òàêèì îáðàçîì, â ñèñòåìå (ΓKn , α), n > 1, êîëè÷åñòâî àòòðàêòîðîâ äëèíû n
ðàâíî n!/n = (n− 1)!.

Íàïðèìåð, â êîíå÷íîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå (ΓK3 , α) êîëè÷åñòâî àòòðàêòîðîâ äëè-
íû 3 ðàâíî 2 (ñì. ðèñ. 1), ïðè ýòîì ïî òåîðåìå 5 èìååì (3− 1)! = 2.
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Â òàáë. 3 ïðèâåäåíû äàííûå ïî êîëè÷åñòâó àòòðàêòîðîâ äëèíû n â êîíå÷íûõ äèíà-
ìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ (ΓKn , α) äëÿ 1 ⩽ n ⩽ 20.

Òà á ë è ö à 3
Êîëè÷åñòâî àòòðàêòîðîâ äëèíû n â (ΓKn , α)

n Êîëè÷åñòâî àòòðàêòîðîâ äëèíû n %
1 1 100
2 1 100
3 2 50
4 6 ≈ 16
5 24 ≈ 3
6 120 ≈ 0,4
7 720 ≈ 0,04
8 5040 ≈ 0,002
9 40320 ≈ 6 · 10−5

10 362880 ≈ 1 · 10−6

11 3628800 ≈ 1 · 10−8

12 39916800 ≈ 5 · 10−11

13 479001600 ≈ 2 · 10−13

14 6227020800 ≈ 3 · 10−16

15 87178291200 ≈ 2 · 10−19

16 1307674368000 ≈ 1 · 10−22

17 20922789888000 ≈ 2 · 10−26

18 355687428096000 ≈ 3 · 10−30

19 6402373705728000 ≈ 2 · 10−34

20 121645100408832000 ≈ 8 · 10−39

Òåîðåìà 6. Â êîíå÷íîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå (ΓKn , α), n ⩾ 1, êîëè÷åñòâî àò-
òðàêòîðîâ (áàññåéíîâ) ðàâíî{

1, åñëè n = 1,

2(n−1)(n−2)/2 (2n−1 − n) + (n− 1)!, åñëè n > 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè n = 1, î÷åâèäíî, êîëè÷åñòâî àòòðàêòîðîâ ðàâíî 1.
Ïóñòü n > 1. Ñîãëàñíî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2 è òåîðåìå 3, îáùåå ÷èñëî àòòðàê-

òîðîâ â ñèñòåìå (ΓKn , α) ðàâíî ñóììå êîëè÷åñòâ àòòðàêòîðîâ äëèíû 1 è n, êîòîðûå
ïîäñ÷èòàíû â òåîðåìàõ 4 è 5.

Íàïðèìåð, â êîíå÷íîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå (ΓK3 , α) ÷åòûðå àòòðàêòîðà (ñì.
ðèñ. 1), ïðè ýòîì ïî òåîðåìå 6 èìååì 2(3−1)(3−2)/2 (23−1 − 3) + (3− 1)! = 4.

Â òàáë. 4 ïðèâåäåíû äàííûå ïî êîëè÷åñòâó àòòðàêòîðîâ â êîíå÷íûõ äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåìàõ (ΓKn , α) äëÿ 1 ⩽ n ⩽ 20.

Íàïðèìåð, êàðòà ñèñòåìû (ΓK7 , α), |ΓK7 | = 2097152, ñîñòîèò èç 1868496 áàññåéíîâ,
ïðè ýòîì 224336 ñîñòîÿíèé íå ÿâëÿþòñÿ öèêëè÷åñêèìè (÷òî ñîñòàâëÿåò ≈ 11% îò îá-
ùåãî ÷èñëà ñîñòîÿíèé), 1872816 ñîñòîÿíèé ÿâëÿþòñÿ öèêëè÷åñêèìè, êîòîðûå îáðàçóþò
1867776 àòòðàêòîðîâ äëèíû 1 (÷òî ñîñòàâëÿåò ≈ 99,96% îò îáùåãî ÷èñëà àòòðàêòîðîâ)
è 720 àòòðàêòîðîâ äëèíû 7.
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Òà á ë è ö à 4
Êîëè÷åñòâî àòòðàêòîðîâ â (ΓKn , α)

n Êîëè÷åñòâî àòòðàêòîðîâ (áàññåéíîâ)
1 1
2 1
3 4
4 38
5 728
6 26744
7 1868496
8 251663280
9 66303597952
10 34497177684352
11 35641768929615616
12 73354630730650555648
13 301272224211824875994112
14 2471648838202109353913797632
15 40527681006124779439734707136512
16 1328578958677599019450242055913560064
17 87089689055831903076784534803430686162944
18 11416413520500907364026648525405271190571679744
19 2992938411604397870579225677935591307396993376256000
20 1569215570739605117175417732871168545073225399219457163264

Çàêëþ÷åíèå
Â ðàáîòå ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ ïîäñ÷¼òà êîëè÷åñòâà öèêëè÷åñêèõ (ïðèíàäëåæà-

ùèõ àòòðàêòîðàì) è íå ÿâëÿþùèõñÿ öèêëè÷åñêèìè ñîñòîÿíèé êîíå÷íîé äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû (ΓKn , α), n ⩾ 1, âñåõ âîçìîæíûõ îðèåíòàöèé ïîëíîãî ãðàôà Kn; ïîëó÷åíû
ôîðìóëû äëÿ ïîäñ÷¼òà êîëè÷åñòâà àòòðàêòîðîâ ñèñòåìû, â òîì ÷èñëå ðàçëè÷íûõ òè-
ïîâ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïîëåçíûì äëÿ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ èíôîðìàöèîííîé áåçîïàñíîñòüþ,
íàïðèìåð äëÿ ïîñòðîåíèÿ îòêàçîóñòîé÷èâûõ ãðàôîâûõ ñèñòåì ñ íåïðåðûâíûì ôóíê-
öèîíèðîâàíèåì è âîññòàíîâëåíèåì.
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