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Â ðàìêàõ ãåíåðè÷åñêîãî ïîäõîäà èçó÷àåòñÿ ïîâåäåíèå àëãîðèòìîâ íà òèïè÷íûõ
(ïî÷òè âñåõ) âõîäàõ, à îñòàëüíûå âõîäû èãíîðèðóþòñÿ. À. Ìÿñíèêîâûì è àâòîðîì
ðàíåå áûë ïðåäëîæåí ìåòîä ãåíåðè÷åñêîé àìïëèôèêàöèè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãåíå-
ðè÷åñêè íåðàçðåøèìûõ àëãîðèòìè÷åñêèõ ïðîáëåì. Îñíîâíîé èäååé ýòîãî ìåòîäà
ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèå ýêâèâàëåíòíûõ âõîäîâ â äîñòàòî÷íî áîëüøèå ìíîæåñòâà.
Ýêâèâàëåíòíîñòü âõîäîâ îçíà÷àåò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ïðîáëåìà íà íèõ ðåøàåò-
ñÿ îäèíàêîâî. Ïðåäëàãàåòñÿ îáîáùåíèå ýòîãî ìåòîäà, ñòðîèòñÿ ïðèìåð ðàçðåøè-
ìîé â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå ïðîáëåìû, íå ÿâëÿþùåéñÿ ãåíåðè÷åñêè ðàçðåøèìîé
çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóþòñÿ äðóãèå ìåòîäû, òàê êàê, ñêî-
ðåå âñåãî, ìåòîä ãåíåðè÷åñêîé àìïëèôèêàöèè çäåñü íå ðàáîòàåò.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãåíåðè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü, àìïëèôèêàöèÿ, àëãîðèòìè÷åñêàÿ

ïðîáëåìà.

GENERICALLY UNDECIDABLE AND HARD PROBLEMS

A.N. Rybalov

Sobolev Institute of Mathematics, Omsk, Russia

The generic-case approach to algorithmic problems examines the behavior of an algo-
rithm on typical (almost all) inputs and ignores the rest of the inputs. The method
of generic amplification was proposed by A. Myasnikov and author for constructing of
generically undecidable problems. The main ingredient of this method is the cloning
technique, which combines the input data of a problem into sufficiently large sets of
equivalent input data. Equivalence is understood in the sense that the problem is
solved in the same way for them. We present a generalization of this method. We also
construct a problem that is decidable in the classical sense, but which is not generically
decidable in polynomial time. We use a different method to generic amplification, be-
cause generic amplification is unlikely to be applicable here.

Keywords: generic complexity, amplyfication, algorithmic problems.
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Ââåäåíèå
Ãåíåðè÷åñêèé ïîäõîä [1] � ýòî îäèí èç ïîäõîäîâ ê èçó÷åíèþ àëãîðèòìè÷åñêèõ ïðî-

áëåì äëÿ ¾ïî÷òè âñåõ¿ âõîäîâ. Èññëåäîâàíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè äëÿ ¾ïî÷òè
âñåõ¿ âõîäîâ íà÷àëèñü â 1970�80-õ ãã., ïîñëå òîãî êàê áûë âûäåëåí îãðîìíûé ïëàñò
òðóäíîðàçðåøèìûõ àëãîðèòìè÷åñêèõ ïðîáëåì�NP-ïîëíûõ ïðîáëåì, äëÿ êîòîðûõ íå
óäàëîñü íàéòè ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ, ðàáîòàþùèõ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ äëÿ
âñåõ âõîäîâ. Îêàçàëîñü, ÷òî åñëè íåìíîãî îñëàáèòü òðåáîâàíèå ýôôåêòèâíîñòè � ðàñ-
ñìàòðèâàòü íå âñå âõîäû, à ¾ïî÷òè âñå¿ èëè ñëó÷àéíûå âõîäû, òî èíîãäà ìîæíî áûñòðî
ðåøàòü çàäà÷ó äëÿ òàêèõ òèïè÷íûõ âõîäîâ. Ýòî èìååò ïðàêòè÷åñêèé ñìûñë, êîãäà àë-
ãîðèòì äîëæåí ðåøàòü çàäà÷ó äëÿ ñëó÷àéíûõ âõîäíûõ äàííûõ: åñëè âåðîÿòíîñòü ¾íà-
òêíóòüñÿ¿ íà ¾ïëîõîé¿ âõîä ïðåíåáðåæèìî ìàëà, òî àëãîðèòì áóäåò áûñòðî ðàáîòàòü
ïðàêòè÷åñêè âñåãäà. Â ðàìêàõ ãåíåðè÷åñêîãî ïîäõîäà èçó÷àåòñÿ ïîâåäåíèå àëãîðèò-
ìîâ íà ìíîæåñòâå ¾ïî÷òè âñåõ¿ âõîäîâ (ýòî ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ãåíåðè÷åñêèì) è
èãíîðèðóåòñÿ åãî ïîâåäåíèå íà îñòàëüíûõ âõîäàõ, íà êîòîðûõ àëãîðèòì ìîæåò ðàáî-
òàòü ìåäëåííî èëè âîîáùå íå îñòàíàâëèâàòüñÿ. Ïîíÿòèå ¾ïî÷òè âñå¿ ôîðìàëèçóåòñÿ
ââåäåíèåì àñèìïòîòè÷åñêîé ïëîòíîñòè íà ìíîæåñòâå âõîäíûõ äàííûõ.

Â èññëåäîâàíèÿõ ïî ãåíåðè÷åñêîé âû÷èñëèìîñòè è ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé ìîæíî
âûäåëèòü äâà îñíîâíûõ íàïðàâëåíèÿ. Ïåðâîå ñâÿçàíî ñ ïîñòðîåíèåì ãåíåðè÷åñêèõ (ïî-
ëèíîìèàëüíûõ) àëãîðèòìîâ äëÿ àëãîðèòìè÷åñêèõ ïðîáëåì, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íåðàç-
ðåøèìûìè èëè òðóäíîðàçðåøèìûìè â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå. Âòîðîå íàïðàâëåíèå êîí-
öåíòðèðóåòñÿ íà ïîèñêå àëãîðèòìè÷åñêèõ ïðîáëåì, êîòîðûå îñòàþòñÿ íåðàçðåøèìûìè
èëè òðóäíîðàçðåøèìûìè è â ãåíåðè÷åñêîì ñìûñëå. Äàííàÿ ðàáîòà îòíîñèòñÿ êî âòî-
ðîìó íàïðàâëåíèþ èññëåäîâàíèé.

Ïåðâûå ãåíåðè÷åñêè íåðàçðåøèìûå àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû áûëè íàéäåíû
À. Ã. Ìÿñíèêîâûì è À.Í. Ðûáàëîâûì â [2]. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ãåíåðè÷åñêîé íåðàç-
ðåøèìîñòè ïðåäëîæåí ìåòîä ãåíåðè÷åñêîé àìïëèôèêàöèè, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ïî ïðî-
áëåìå, íåðàçðåøèìîé â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå, ñòðîèòü ïðîáëåìó, êîòîðàÿ ãåíåðè÷å-
ñêè íåðàçðåøèìà. Äàííûé ìåòîä óñïåøíî ïðèìåí¼í ê ñëåäóþùèì àëãîðèòìè÷åñêèì
ïðîáëåìàì: ïðîáëåìà îñòàíîâêè äëÿ ìàøèí Òüþðèíãà [3], ïðîáëåìà ðàâåíñòâà äëÿ
ïîëóãðóïï [2], ïðîáëåìà ðàçðåøèìîñòè ýëåìåíòàðíûõ òåîðèé [2, 4], äåñÿòàÿ ïðîáëå-
ìà Ãèëüáåðòà [5]. Îäíàêî ôîðìàëèçàöèÿ ìåòîäà, ïðåäëîæåííàÿ â [2], îêàçàëàñü íå
ñîâñåì óäîáíîé: íàïðÿìóþ å¼ óäàåòñÿ ïðèìåíèòü òîëüêî äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîíå÷íî îïðå-
äåë¼ííîé ïîëóãðóïïû ñ ãåíåðè÷åñêè íåðàçðåøèìîé ïðîáëåìîé ðàâåíñòâà, à â îñòàëü-
íûõ ñëó÷àÿõ ãåíåðè÷åñêàÿ àìïëèôèêàöèÿ èñïîëüçóåòñÿ íåôîðìàëüíî. Â äàííîé ðàáîòå
ïðåäëàãàåòñÿ ôîðìàëèçàöèÿ áîëåå îáùåé ñõåìû ãåíåðè÷åñêîé àìïëèôèêàöèè, êîòîðàÿ
ðàáîòàåò âî âñåõ ñëó÷àÿõ.

Ïðèìåíåíèå ãåíåðè÷åñêîé àìïëèôèêàöèè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãåíåðè÷åñêè òðóäíîðàç-
ðåøèìûõ ïðîáëåì ñòàëêèâàåòñÿ ñ òðóäíîñòÿìè, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ íåîáõîäèìîñòüþ
êîíòðîëèðîâàòü ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòîò ìíîæåñòâà ¾ïëîõèõ¿
âõîäîâ. Ïîýòîìó òóò óäàåòñÿ ïîëó÷èòü ëèøü ðåçóëüòàòû îá îòñóòñòâèè ñèëüíî ãåíåðè-
÷åñêèõ ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ, êîòîðûå ðåøàþò ïðîáëåìó áûñòðî íà ìíîæåñòâå
âõîäîâ, îòíîñèòåëüíûå ÷àñòîòû êîòîðûõ ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî ñòðåìÿòñÿ ê åäèíè-
öå. Íàïðèìåð, â òàêîì âèäå ãåíåðè÷åñêàÿ àìïëèôèêàöèÿ ïðèìåíèìà äëÿ àðèôìåòèêè
Ïðåñáóðãåðà [6]. Â äàííîé ðàáîòå ñ ïîìîùüþ äðóãèõ ìåòîäîâ ñòðîèòñÿ ïðèìåð ðàçðå-
øèìîé â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå ïðîáëåìû, äëÿ êîòîðîé íå ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíîãî
ãåíåðè÷åñêîãî àëãîðèòìà.
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1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ
Ïóñòü I �íåêîòîðîå ìíîæåñòâî âõîäîâ. Äëÿ ïîäìíîæåñòâà S ⊆ I îïðåäåëèì ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü

ρn(S) =
|Sn|
|In|

, n = 1, 2, 3, . . . ,

ãäå In �ìíîæåñòâî âõîäîâ ðàçìåðà n, à Sn = S ∩ In �ìíîæåñòâî âõîäîâ èç S ðàçìå-
ðà n. Çäåñü äëÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà A ÷åðåç |A| îáîçíà÷åíî ÷èñëî åãî ýëåìåíòîâ.
Àñèìïòîòè÷åñêîé ïëîòíîñòüþ S íàçîâ¼ì ïðåäåë (åñëè îí ñóùåñòâóåò)

ρ(S) = lim
n→∞

ρn(S).

Ìíîæåñòâî S íàçûâàåòñÿ ãåíåðè÷åñêèì, åñëè ρ(S) = 1, è ïðåíåáðåæèìûì, åñëè
ρ(S) = 0. Íàçîâ¼ì ìíîæåñòâî S ñèëüíî ïðåíåáðåæèìûì, åñëè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ρn(S) ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî ñõîäèòñÿ ê íóëþ, ò. å. ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû σ,
0 < σ < 1, è C > 0, òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n

ρn(S) < Cσn.

Òåïåðü S íàçûâàåòñÿ ñèëüíî ãåíåðè÷åñêèì, åñëè åãî äîïîëíåíèå I \S ñèëüíî ïðåíåáðå-
æèìî.

Àëãîðèòì A ñ ìíîæåñòâîì âõîäîâ I íàçûâàåòñÿ (ñèëüíî) ãåíåðè÷åñêèì, åñëè ìíî-
æåñòâî {x ∈ I : A(x) ↓} (ñèëüíî) ãåíåðè÷åñêîå. Çäåñü A(x) ↓ îçíà÷àåò, ÷òî àëãîðèòì A
îñòàíàâëèâàåòñÿ íà âõîäå x. Ãåíåðè÷åñêèé àëãîðèòì A âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ f : I → J ,
åñëè

∀x ∈ I
(
A(x) ↓ ⇒ f(x) = A(x)

)
.

Ãåíåðè÷åñêèé àëãîðèòì A ðàáîòàåò çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè ñóùåñòâóåò ïîëè-
íîì p(n), òàêîé, ÷òî

∀x ∈ I
(
A(x) ↓ ⇒ tA(x) < p(size(x))

)
,

ãäå size(x)�ðàçìåð âõîäà x; à tA(x)� âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà A íà âõîäå x. Òàêèå
àëãîðèòìû áóäåì íàçûâàòü ïîëèíîìèàëüíûìè ãåíåðè÷åñêèìè.

Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, êîãäà òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü àëãîðèòì, ðåøàþùèé
êîíêðåòíóþ àëãîðèòìè÷åñêóþ ïðîáëåìó äëÿ ïî÷òè âñåõ âõîäîâ, óäîáíåå ðàññìàòðèâàòü
àëãîðèòìû ñëåäóþùåãî òèïà [7]. Êàæäûé òàêîé àëãîðèòì îñòàíàâëèâàåòñÿ íà âñåõ
âõîäàõ, íà âõîäàõ èç íåêîòîðîãî ãåíåðè÷åñêîãî ìíîæåñòâà âûäàåò ïðàâèëüíûé îòâåò, à
íà ïðåíåáðåæèìîì ìíîæåñòâå îñòàëüíûõ âõîäîâ âûäàåò ñïåöèàëüíûé îòâåò ¾?¿ � ¾Íå
çíàþ¿.

Àëãîðèòì A ñ ìíîæåñòâîì âõîäîâ I è ìíîæåñòâîì âûõîäîâ J ∪ {?} (? /∈ J) íàçû-
âàåòñÿ ýôôåêòèâíî (ñèëüíî) ãåíåðè÷åñêèì, åñëè

1) ∀x ∈ I A(x) ↓ ;
2) ìíîæåñòâî {x ∈ I : A(x) = ?} (ñèëüíî) ïðåíåáðåæèìî.
Ýôôåêòèâíî ãåíåðè÷åñêèé àëãîðèòì A âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ f : I → J , åñëè

∀x ∈ I
(
A(x) ̸= ? ⇒ f(x) = A(x)

)
.

Ìíîæåñòâî S ⊆ I è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ (S, I) (ýôôåêòèâíî)
(ñèëüíî) ãåíåðè÷åñêè ðàçðåøèìû (çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ), åñëè ñóùåñòâóåò (ýôôåê-
òèâíî) (ñèëüíî) ãåíåðè÷åñêèé (ïîëèíîìèàëüíûé) àëãîðèòì, âû÷èñëÿþùèé õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ S.
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èç ýôôåêòèâíîé ãåíåðè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè ñëåäóåò ãåíåðè-
÷åñêàÿ ðàçðåøèìîñòü. Äåéñòâèòåëüíî, ëþáîé ýôôåêòèâíûé ãåíåðè÷åñêèé àëãîðèòì
ìîæíî áåç òðóäà ïåðåäåëàòü â ãåíåðè÷åñêèé, çàìåíèâ âûäà÷ó îòâåòà ¾?¿ íà áåñêîíå÷-
íîå çàöèêëèâàíèå. Â îáðàòíóþ ñòîðîíó ýòî íåâåðíî � ñì., íàïðèìåð, [8, òåîðåìà 2.22 è
ñëåäñòâèå 2.24]. Îäíàêî äëÿ ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòè âåðíî è îáðàòíîå: èç ïîëèíî-
ìèàëüíîé ãåíåðè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè ñëåäóåò ïîëèíîìèàëüíàÿ ýôôåêòèâíàÿ ðàçðå-
øèìîñòü. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè èìååòñÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ îöåíêà p(n) íà âðåìÿ ðàáîòû
ãåíåðè÷åñêîãî àëãîðèòìà â ñëó÷àå, êîãäà îí îñòàíàâëèâàåòñÿ, òî ìîæíî çàâåñòè ñ÷¼ò-
÷èê T ÷èñëà øàãîâ è åñëè T > p(n), îáðûâàòü âû÷èñëåíèå è âûäàâàòü îòâåò ¾?¿, �
â ýòîì ñëó÷àå ãåíåðè÷åñêèé àëãîðèòì óæå íå îñòàíîâèòñÿ. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ
ýôôåêòèâíî ãåíåðè÷åñêèé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, ðåøàþùèé òó æå ïðîáëåìó.

2. Ãåíåðè÷åñêàÿ àìïëèôèêàöèÿ
Îïèøåì ñíà÷àëà ñõåìó, îáîáùàþùóþ êîíñòðóêöèþ ãåíåðè÷åñêîé àìïëèôèêàöèè,

ïðåäëîæåííóþ â [2].
Ïóñòü I � ìíîæåñòâî âõîäîâ. Êëîíèðîâàíèå ìíîæåñòâà I � ýòî ôóíêöèÿ

C : I → P (I), ãäå P (I) åñòü ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà I. Áóäåì íàçû-
âàòü êëîíèðîâàíèå C : I → P (I) ýôôåêòèâíûì, åñëè ñóùåñòâóåò âñþäó îïðåäåë¼ííàÿ
âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ E : I × N→ I, òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ I

C(x) = {E(x, 0), E(x, 1), . . . , }.

Òàêèì îáðàçîì, ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà E ìîæíî ýôôåêòèâíî ïåðå÷èñëÿòü âñå ýëåìåí-
òû êàæäîãî êëîíà C(x). Êëîíèðîâàíèå C : I → P (I) íàçûâàåòñÿ íåïðåíåáðåæèìûì

(íå ñèëüíî ïðåíåáðåæèìûì), åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ I ìíîæåñòâî C(x) íå ÿâëÿåòñÿ
ïðåíåáðåæèìûì (ñèëüíî ïðåíåáðåæèìûì).

Ïóñòü S ⊆ I. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êëîíèðîâàíèå C : I → P (I) ñîõðàíÿåò ìíîæå-
ñòâî S, åñëè:

1) ∀x ∈ S
(
C(x) ⊆ S

)
;

2) ∀x /∈ S
(
C(x) ⊆ I \ S

)
.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü I �ìíîæåñòâî âõîäîâ, S ⊆ I è C : I → P (I)� ýôôåêòèâíîå
êëîíèðîâàíèå, ñîõðàíÿþùåå S. Òîãäà:

1) åñëè C íåïðåíåáðåæèìîå êëîíèðîâàíèå è ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ (S, I) ãåíå-
ðè÷åñêè ðàçðåøèìà, òî ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ (S, I) ðàçðåøèìà;

2) åñëè C íå ñèëüíî ïðåíåáðåæèìîå êëîíèðîâàíèå è ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ (S, I)
ñèëüíî ãåíåðè÷åñêè ðàçðåøèìà, òî ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ (S, I) ðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ï. 1. Ïóñòü A� ãåíåðè÷åñêèé àëãîðèòì, ðàñïîçíàþ-
ùèé S, òàêîé, ÷òî ìíîæåñòâî

G(A) = {x ∈ I : A(x) ↓}

ãåíåðè÷åñêîå. Ïîñòðîèì àëãîðèòì B, êîòîðûé ðåøàåò ïðîáëåìó ðàñïîçíàâàíèÿ S äëÿ
âñåõ âõîäîâ. Íà âõîäå x ∈ I àëãîðèòì B ðàáîòàåò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) óñòàíîâèòü i = 0;
2) ñäåëàòü i+ 1 øàãîâ âû÷èñëåíèÿ àëãîðèòìà A íà E(x, 0), E(x, 1), . . ., E(x, i);
3) åñëè àëãîðèòì A îñòàíîâèëñÿ íà êàêîì-òî E(x, k), k ⩽ i, è âûäàë îòâåò, îñòàíî-

âèòüñÿ è âûäàòü ýòîò îòâåò;
4) èíà÷å óâåëè÷èòü i íà 1 è âåðíóòüñÿ íà øàã 2.
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Òàê êàê C(x) íåïðåíåáðåæèìî, òî C(x) èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ ìíîæå-
ñòâîì G(A). Ïîýòîìó, ïàðàëëåëüíî çàïóñêàÿ àëãîðèòì A íà ýëåìåíòàõ E(x, 0), E(x, 1),
. . ., ìû íàéä¼ì çàâèñÿùåå îò x ÷èñëî ix, òàêîå, ÷òî x′ = E(x, ix) ∈ G(A). Î÷åâèäíî,
x ∈ S òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x′ ∈ S, è òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A âûäà¼ò
îòâåò ¾ÄÀ¿ äëÿ x′. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ýôôåêòèâíî ðåøàòü, âûïîëíåíî ëè x ∈ S, è
ï. 1 äîêàçàí.

Äîêàçàòåëüñòâî ï. 2 àíàëîãè÷íî.

Òåîðåìó 1 ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ ãåíåðè÷åñêîé íåðàçðåøèìîñòè.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü I �ìíîæåñòâî âõîäîâ, S ⊆ I è C : I → P (I)� ýôôåêòèâíîå
êëîíèðîâàíèå, ñîõðàíÿþùåå S. Åñëè ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ (S, I) íåðàçðåøèìà, òî
èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå:

1) åñëè C �íåïðåíåáðåæèìîå êëîíèðîâàíèå, òî ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ (S, I) íå
ÿâëÿåòñÿ ãåíåðè÷åñêè ðàçðåøèìîé;

2) åñëè C �íå ñèëüíî ïðåíåáðåæèìîå êëîíèðîâàíèå, òî ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ
(S, I) íå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ãåíåðè÷åñêè ðàçðåøèìîé.

Ïåðåéä¼ì ê îïèñàíèþ ìåòîäà ãåíåðè÷åñêîé àìïëèôèêàöèè [2]. Íàçîâ¼ì êëîíèðî-
âàíèå C : I → P (I) ðàçäåëÿþùèì, åñëè

∀x, y ∈ I (x ̸= y)⇒ C(x) ∩ C(y) = ∅.

Äëÿ ìíîæåñòâà S ⊆ I îïðåäåëèì êëîí C(S) êàê îáúåäèíåíèå âñåõ êëîíîâ ýëåìåíòîâ
èç S:

C(S) =
⋃
x∈S

C(x).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî S ⊆ I ðàçäåëÿþùåå êëîíèðîâàíèå C : I → P (I) ñîõðà-
íÿåò ìíîæåñòâî C(S). Ïîýòîìó íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì èç òåîðåìû 2 ÿâëÿåòñÿ
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 3 [2]. Ïóñòü I �ìíîæåñòâî âõîäîâ, S ⊆ I è C : I → P (I)� ýôôåêòèâíîå
ðàçäåëÿþùåå êëîíèðîâàíèå. Òîãäà åñëè ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ (S, I) íåðàçðåøèìà,
òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå:

1) åñëè C �íåïðåíåáðåæèìîå êëîíèðîâàíèå, òî ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ (C(S), I)
íå ÿâëÿåòñÿ ãåíåðè÷åñêè ðàçðåøèìîé;

2) åñëè C �íå ñèëüíî ïðåíåáðåæèìîå êëîíèðîâàíèå, òî ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ
(C(S), I) íå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ãåíåðè÷åñêè ðàçðåøèìîé.

Îòìåòèì, ÷òî â êîíêðåòíûõ ñèòóàöèÿõ êëîíèðîâàíèå ðåäêî ïîëó÷àåòñÿ ðàçäåëÿþ-
ùèì. Íàïðèìåð, â äîêàçàòåëüñòâàõ ãåíåðè÷åñêîé íåðàçðåøèìîñòè ïðîáëåìû îñòàíîâêè
äëÿ íîðìàëèçîâàííûõ ìàøèí Òüþðèíãà [3] è òåîðèé ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ íîðìàëèçî-
âàííûõ ôîðìóë [4] êëîíû äëÿ ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ ïåðåñåêàþòñÿ. Îäíàêî ñîîòâåò-
ñòâóþùèå êëîíèðîâàíèÿ ñîõðàíÿþò ðàññìàòðèâàåìûå ìíîæåñòâà, à ïîòîìó, ïî òåîðå-
ìå 2, ýòè ïðîáëåìû íå ÿâëÿþòñÿ ãåíåðè÷åñêè ðàçðåøèìûìè.

3. Ãåíåðè÷åñêè òðóäíîðàçðåøèìûå ïðîáëåìû
Ðàññìîòðèì ìàøèíû Òüþðèíãà, êîòîðûå ðàñïîçíàþò ïîäìíîæåñòâà äâîè÷íûõ

ñòðîê èç {0, 1}∗. Òàêèå ìàøèíû èìåþò äâà çàâåðøàþùèõ ñîñòîÿíèÿ: qa �äîïóñêàþùåå
è qr � îòâåðãàþùåå. Çàêàí÷èâàòü ðàáîòó îíè ìîãóò òîëüêî â îäíîì èç ýòèõ ñîñòîÿíèé.
Òàêèì îáðàçîì, ýòè ìàøèíû âûäàþò òîëüêî îòâåòû ¾ÄÀ¿ èëè ¾ÍÅÒ¿. Ïîä ðàçìåðîì
ñòðîêè w ïîíèìàåòñÿ å¼ äëèíà |w|, ïîýòîìó ÷èñëî âõîäîâ ðàçìåðà n ðàâíî 2n.
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Ïîä ýôôåêòèâíîé íóìåðàöèåé âñåõ ïîëèíîìèàëüíûõ ìàøèí Òüþðèíãà áóäåì ïîä-
ðàçóìåâàòü ýôôåêòèâíóþ íóìåðàöèþ âñåõ ïàð {(Mi, pk(n)) : i ∈ N, k ∈ N}, ãäå Mi �
ìàøèíà Òüþðèíãà ñ íîìåðîì i; pk(n) = nk + k. Òàêàÿ ïàðà íà âõîäå x ìîäåëèðóåò
ðàáîòó íåêîòîðîé ïîëèíîìèàëüíîé ìàøèíû Òüþðèíãà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(Mi, pk(n))(x) =

{
Mi(x), åñëè Mi(x) ↓ çà ⩽ pk(|x|) øàãîâ,
ÍÅÒ èíà÷å.

ßñíî, ÷òî ëþáàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà âñòðåòèòñÿ â ýòîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè.

Òåîðåìà 4. Ñóùåñòâóåò ðåêóðñèâíîå ìíîæåñòâî, íå ÿâëÿþùååñÿ ãåíåðè÷åñêè
ðàçðåøèìûì çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü åñòü ýôôåêòèâíàÿ íóìåðàöèÿ ïîëèíîìèàëüíûõ ìàøèí
Òüþðèíãà P1, P2, P3, . . . Îáðàçóåì èç íèõ ñëåäóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü:

{Mi, i = 1, 2, 3, . . .} = {P1, P1, P2, P1, P2, P3, P1, P2, P3, P4, P1, P2, . . .}.
Â íåé êàæäûé ðàç, ïîñëå òîãî êàê áûëè âûïèñàíû ìàøèíû P1, . . . , Pk, âûïèñûâàþòñÿ
ìàøèíû P1, . . . , Pk+1. Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ ìàøèíà Pi âûïèñûâà-
åòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç.

Ïîñòðîåíèå íóæíîãî ìíîæåñòâà S áóäåò ïðîõîäèòü ïî øàãàì. Ñòàðòóÿ ñ ìíîæåñòâà
âñåõ äâîè÷íûõ ñòðîê {0, 1}∗ íà íóëåâîì øàãå, ìû áóäåì íà øàãå i âû÷åðêèâàòü èëè
îñòàâëÿòü íåêîòîðûå ÷èñëà â çàâèñèìîñòè îò ïîâåäåíèÿ ìàøèíû Mi. Îïèøåì ïîäðîá-
íî øàã i > 0. Çàïóñêàåì ìàøèíó Mi íà êàæäîì âõîäå ðàçìåðà i è ñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî
îòâåòîâ ¾ÄÀ¿ è ¾ÍÅÒ¿. Åñëè îòâåòîâ ¾ÄÀ¿ ïîëó÷èëîñü áîëüøå ïîëîâèíû, òî âû÷¼ð-
êèâàåì âñå âõîäû ðàçìåðà i, èíà÷å âñå èõ îñòàâëÿåì. Ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî â ýòîì
ïðîöåññå è åñòü èñêîìîå ìíîæåñòâî S.

Äåéñòâèòåëüíî, çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîëèíîìèàëüíîé ìàøèíû M ìíîæåñòâî
âõîäîâ, íà êîòîðûõ M äàåò íåïðàâèëüíûé îòâåò, èìååò âèä

E(M) =
∞⋃
i=1

Ai,

ãäå Ai = {w ∈ {0, 1}∗ : |w| = mi}, mi > mi−1, ïðè÷¼ì |Ai| ⩾ 2mi/2 äëÿ ëþáîãî i. Åñëè
òåïåðü ðàññìîòðåòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ρn(E(M)) =
|E(M)n|

2n
, n = 1, 2, 3, . . . ,

òî ëåãêî âèäåòü, ÷òî ρn(E(M)) ⩾ 1/2 äëÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîãî ÷èñëà çíà÷åíèé n.
Ïîýòîìó ìíîæåñòâî E(M) íåïðåíåáðåæèìî.

Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ãåíåðè÷åñêèé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì A, ðàñïîçíàþ-
ùèé ìíîæåñòâî S. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî A�ïîëèíîìèàëü-
íûé ýôôåêòèâíî ãåíåðè÷åñêèé àëãîðèòì. Ïî íåìó ëåãêî ïîëó÷èòü ïîëèíîìèàëüíóþ
ìàøèíó M , êîòîðàÿ íà ëþáîì âõîäå x ðàáîòàåò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) âû÷èñëÿåò A(x);
2) åñëè A(x) = 1, âûäà¼ò 1;
3) åñëè A(x) = 0, âûäà¼ò 0;
4) åñëè A(x) = ?, âûäà¼ò 0.
Î÷åâèäíî, ÷òî M , ðàñïîçíàâàÿ ýëåìåíòû S, îøèáàåòñÿ íà ïðåíåáðåæèìîì ìíîæå-

ñòâå. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïîñòðîåíèþ ìíîæåñòâà S.
Ðåêóðñèâíîñòü ìíîæåñòâà S ñëåäóåò èç àëãîðèòìè÷åñêîé ïðèðîäû ïðîöåäóðû åãî

ïîñòðîåíèÿ.
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Çàêëþ÷åíèå
Â ðàáîòå ïðåäëîæåíà ôîðìàëèçàöèÿ ñõåìû ãåíåðè÷åñêîé àìïëèôèêàöèè, êîòîðàÿ

îáîáùàåò ñõåìó [2]. Íîâûé ìåòîä ðàáîòàåò âî âñåõ ñëó÷àÿõ, â êîòîðûõ íàïðÿìóþ íå
óäà¼òñÿ ïðèìåíèòü ñõåìó èç [2]. Êðîìå òîãî, ñ ïîìîùüþ äðóãèõ èäåé ñòðîèòñÿ ïðèìåð
ðàçðåøèìîé â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå ïðîáëåìû, äëÿ êîòîðîé íå ñóùåñòâóåò ïîëèíîìè-
àëüíîãî ãåíåðè÷åñêîãî àëãîðèòìà. Â äàííîì ñëó÷àå, ïî-âèäèìîìó, ìåòîä ãåíåðè÷åñêîé
àìïëèôèêàöèè íåïðèìåíèì.

Â êà÷åñòâå äàëüíåéøèõ íàïðàâëåíèé èññëåäîâàíèé ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ñâÿçàòü
ïîíÿòèå ãåíåðè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè ñ ìåðîé Ì. Ãðîìîâà, îïðåäåëÿåìîé òàêæå ñ ïî-
ìîùüþ àñèìïòîòè÷åñêîé ïëîòíîñòè. Îñîáî èíòåðåñíû ñëó÷àè, êîãäà ýòà ïëîòíîñòü
îòëè÷íà îò íóëÿ è åäèíèöû. Â ýòîì íàïðàâëåíèè Ð. Ãèëìàíîì, À. Ã. Ìÿñíèêîâûì è
Â.À. Ðîìàíüêîâûì ïîëó÷åíû î÷åíü èíòåðåñíûå ðåçóëüòàòû î ïëîòíîñòè ðàçðåøèìûõ
óðàâíåíèé â ñâîáîäíûõ ãðóïïàõ [9] è â íèëüïîòåíòíûõ ãðóïïàõ [10].

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ðåöåíçåíòó çà ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ è ïðåäëîæåíèÿ
ïî óëó÷øåíèþ òåêñòà ñòàòüè.
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