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Ðàññìàòðèâàþòñÿ êîìáèíàòîðíûå ñâîéñòâà ìíîæåñòâà ðåøåíèé â çàäà÷å îá îãðà-
íè÷åííîì ðþêçàêå. Êàê è â îáùåì ñëó÷àå, ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé çàäà÷åé
êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè è å¼ òî÷íîå ðåøåíèå òðåáóåò ïðèìåíåíèÿ àëãîðèò-
ìîâ ïåðåáîðà ñ äåêîìïîçèöèåé ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé. Â ñâÿçè ñ ýòèì
àêòóàëåí âîïðîñ îïðåäåëåíèÿ è îöåíêè ñâîéñòâ ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé.
Ïîëó÷åíû ôîðìóëû, ïîçâîëÿþùèå âû÷èñëÿòü ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà çà-
äà÷è íà ìíîæåñòâå å¼ äîïóñòèìûõ ðåøåíèé è ìîùíîñòü ýòîãî ìíîæåñòâà ÷åðåç
÷èñëî ðåøåíèé ïîäçàäà÷ ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Áàçîâîé òåõíèêîé ïîëó÷åíèÿ ðå-
çóëüòàòîâ ñëóæèò ìåòîä ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé. Ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ðþêçàêå
ñ ïðîèçâîëüíûìè çíà÷åíèÿìè ïåðåìåííûõ, â êîòîðîé ñîâïàäàþò êîýôôèöèåíòû
âåêòîðà îãðàíè÷åíèé è öåëåâîé ôóíêöèè. Äëÿ íå¼ ïðåäïîëàãàåòñÿ ¾ñþðúåêòèâ-
íîñòü¿ ìíîæåñòâà ðåøåíèé. Íàéäåíû îöåíêè çíà÷åíèé ôóíêöèîíàëà â ýòîé çàäà-
÷å. Ðåçóëüòàòû ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü èíòåðåñ äëÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ âû÷èñëèòåëü-
íûõ àëãîðèòìîâ íàõîæäåíèÿ è îöåíêè ÷èñëà ðåøåíèé è çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà íà
îïòèìàëüíûõ ðåøåíèÿõ. Íàéäåííûå âûðàæåíèÿ òàêæå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû
âî âñïîìîãàòåëüíûõ ïðîöåäóðàõ äëÿ îöåíêè îïòèìàëüíîñòè ðåøåíèÿ â äåêîìïî-
çèöèîííûõ èëè ýâðèñòè÷åñêèõ àëãîðèòìàõ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðþêçàêå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: çàäà÷à î ðþêçàêå, ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè, NP-ïîëíûå çàäà÷è,
ìåòîä êîýôôèöèåíòîâ, âû÷åò, ìåòîäû äåêîìïîçèöèè.

COMBINATORIAL PROPERTIES
OF THE BOUNDED KNAPSACK PROBLEM

M.S.A. Volkov

Bauman Moscow State Technical University, Moscow, Russia

The combinatorial properties of the set of solutions to the bounded knapsack problem
are considered. As in the general case, this problem is an NP-complete combinato-
rial optimization problem and its exact solution requires the use of search algorithms
with the decomposition of a set of feasible solutions. In this regard, the question of
determining and evaluating the properties of the set of acceptable solutions to the
problem is relevant. In this paper, formulas are obtained which allow to calculate the
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average value of the functional of a problem on the set of its feasible solutions and
the power of this set through the number of solutions of subtasks of smaller dimen-
sion. The basic technique for obtaining results is the method of generating functions.
We also consider the knapsack problem with arbitrary values of variables, in which
the coefficients of the constraint vector and the objective function coincide. For this,
the “continuity” of the set of solutions is assumed. Estimates of the values of the
functional in this problem are found. The results may be of interest for the design of
computational algorithms for finding and estimating the number of solutions and the
value of the functional for optimal solutions. The expressions found can also be used
in auxiliary procedures to evaluate the optimality of the solution in decomposition or
heuristic algorithms for solving the knapsack problem.

Keywords: knapsack problem, generating functions, NP-complete problems, coeffi-
cient method, deduction, decomposition methods.

Ââåäåíèå
Çàäà÷à îá îãðàíè÷åííîì ðþêçàêå � ýòî âàðèàíò êëàññè÷åñêîé çàäà÷è î ðþêçà-

êå, â êîòîðîé êàæäûé ïðåäìåò äîñòóïåí â îïðåäåë¼ííîì îãðàíè÷åííîì êîëè÷åñòâå.
Èìååòñÿ íàáîð ïðåäìåòîâ, ñîäåðæàùèé m êîïèé êàæäîãî ïðåäìåòà, ãäå k-é ïðåäìåò
(1 ⩽ k ⩽ n) èìååò äâà íåîòðèöàòåëüíûõ öåëî÷èñëåííûõ ïàðàìåòðà � âåñ ak è öåí-
íîñòü ck. Îïðåäåëåíî îãðàíè÷åíèå ãðóçîïîäú¼ìíîñòè ðþêçàêà b. Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì,
÷òîáû âûáðàòü ïîäìíîæåñòâî ïðåäìåòîâ ñ ìàêñèìàëüíîé îáùåé öåííîñòüþ, ñóììàð-
íûé âåñ êîòîðîãî íå ïðåâûøàåò ãðóçîïîäú¼ìíîñòè ðþêçàêà. Â âèäå îïòèìèçàöèè çà-
äà÷à îá îãðàíè÷åííîì ðþêçàêå çàäà¼òñÿ âûðàæåíèåì [1]

n∑
j=1

cjxj → max; (1)

n∑
i=1

aixi ⩽ b, (2)

ãäå x = (x1, . . . , xn)� n-ìåðíûé âåêòîð ñ öåëî÷èñëåííûìè êîìïîíåíòàìè xi ∈ {0, 1,
. . . ,m}; c1, . . . , cn, a1, . . . , an, b�íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà.

Òàê êàê çàäà÷à (1), (2) ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé è äëÿ ïîëó÷åíèÿ å¼ òî÷íîãî ðåøå-
íèÿ èñïîëüçóþòñÿ ïåðåáîðíûå è äåêîìïîçèöèîííûå àëãîðèòìû, òî àêòóàëåí âîïðîñ î
ñâÿçè ñëîæíîñòè çàäà÷è ñî ñëîæíîñòüþ å¼ ïîäçàäà÷ ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Â ýâðèñòè-
÷åñêèõ ïîäõîäàõ èñïîëüçóþòñÿ ïðîöåäóðû ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæ¼ííûõ îöåíîê çíà÷åíèé
ôóíêöèîíàëà è ðàñïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèîíàëà â îáëàñòè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé
ïåðåìåííûõ, ïîýòîìó ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ òàêèõ îöåíîê ìîãóò íåïîñðåäñòâåííî
ïðèìåíÿòüñÿ â ïîäîáíûõ àëãîðèòìàõ ëèáî ñëóæèòü äëÿ ñðàâíåíèÿ èñïîëüçóåìûõ àë-
ãîðèòìîâ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçîâàí ìåòîä ïðî-
èçâîäÿùèõ ôóíêöèé. Áàçîâîé òåõíèêîé äëÿ âûðàæåíèÿ îãðàíè÷åíèé íà ìíîæåñòâî
äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ïîñëóæèë ìåòîä êîýôôèöèåíòîâ. Äàííûé ìåòîä îïðåäåëÿåò ëè-
íåéíûé ôóíêöèîíàë íà ìíîæåñòâå ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì
÷ëåíîâ îòðèöàòåëüíîé ñòåïåíè, êîòîðûé ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó ñòåïåííîìó
ðÿäó êîýôôèöèåíò ïðè åãî ÷ëåíå â ìèíóñ ïåðâîé ñòåïåíè. Äëÿ ñòåïåííûõ ðÿäîâ, ñõî-
äÿùèõñÿ â îêðåñòíîñòè íóëÿ, ýòîò êîýôôèöèåíò ñîâïàäàåò ñ âû÷åòîì â òî÷êå íîëü.
Â ðÿäå ñëó÷àåâ ýòîò ìåòîä ñóùåñòâåííî óäîáíåå êëàññè÷åñêîãî âàðèàíòà ñ ïðèìåíåíè-
åì âû÷åòîâ. Ïîäðîáíîå îïèñàíèå ìåòîäà ïðèâåäåíî â [2].
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Çàäà÷à î ðþêçàêå è å¼ ðàçíîâèäíîñòè íàõîäÿò ïðèìåíåíèå â îáëàñòè ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, â ÷àñòíîñòè â òåîðèè êîäèðîâàíèÿ è êðèïòîãðàôèè [3, 4].
Íàïðèìåð, çàäà÷à î ðþêçàêå ñòàëà îñíîâîé äëÿ íåñêîëüêèõ êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ñè-
ñòåì, áåçîïàñíîñòü êîòîðûõ çàâèñèò îò ñëîæíîñòè ïîëó÷åíèÿ å¼ ðåøåíèÿ [5]. Ïîñêîëü-
êó ðàçëè÷íûå âàðèàöèè çàäà÷è î ðþêçàêå ÷àñòî âîçíèêàþò ïðè îñëàáëåíèè çàäà÷ öå-
ëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, îíà èíòåíñèâíî èçó÷àëàñü â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ.
Êàê ñëåäñòâèå, ëèòåðàòóðà ïî íåé îáøèðíà è îõâàòûâàåò êàê âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ðàç-
ðàáîòêîé àëãîðèòìîâ, òàê è òåîðåòè÷åñêèå àñïåêòû, ñâÿçàííûå ñî ñâîéñòâàìè çàäà÷è.
Àëãîðèòìè÷åñêàÿ ñòîðîíà ðàññìàòðèâàåòñÿ, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [1, 6].

Â ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëî ïðèìåíåíèå ýâðèñòè-
÷åñêèõ è ìåòàýâðèñòè÷åñêèõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ äàííîé çàäà÷è. Â [7] ïðåäëîæåí àë-
ãîðèòì àìåáîèäíîãî îðãàíèçìà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î 0-1 ðþêçàêå. Â ðàáîòå [8] àâòîðû
èñïîëüçîâàëè àëãîðèòì êîãîðòíîãî èíòåëëåêòà � ìåòîä îïòèìèçàöèè, íàâåÿííûé åñòå-
ñòâåííîé ñêëîííîñòüþ ëþäåé ó÷èòüñÿ äðóã ó äðóãà. Ìîäèôèöèðîâàííûé ãåíåòè÷åñêèé
àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ìíîãîìåðíîì ðþêçàêå, îñíîâàííûé íà ïðåäâàðèòåëü-
íîì àíàëèçå äàííûõ, ïðåäëîæåí â [9]. Â [10] äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãîìåðíîé çàäà÷è î ðþêçà-
êå ïðåäñòàâëåíà ýâðèñòèêà, îñíîâàííàÿ íà ìåòîäå ïîèñêà ãàðìîíèè. Â ýòîì àëãîðèòìå
âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèþ âåðîÿòíîñòåé çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ âìåñòî ïîèñêà
èõ òî÷íîãî çíà÷åíèÿ. Ãèáðèäíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è î 0-1 ðþêçàêå, îñíîâàííûé
íà ðàçäåëåíèè ïðåäìåòîâ ïî ðåãèîíàì ïî ñòåïåíè ¾æàäíîñòè¿, ïîñòðîåí â ðàáîòå [11].
Â [12] ðàçðàáîòàíà ýâðèñòèêà, ñî÷åòàþùàÿ ìåòîäû óìåíüøåíèÿ ðàçìåðíîñòè çàäà÷è,
îñíîâàííûå íà ïðàâèëàõ ôèêñàöèè ïåðåìåííûõ, ñ ðåøåíèåì ðåçóëüòèðóþùåé öåëî÷èñ-
ëåííîé ëèíåéíîé çàäà÷è. Â [13] àâòîðû ïðåäñòàâèëè ïåðåôîðìóëèðîâêó ìíîãîìåðíîé
çàäà÷è î ðþêçàêå ñ ìíîæåñòâåííûì âûáîðîì êàê çàäà÷è ðàçäåëåíèÿ ìíîæåñòâà, ïîç-
âîëÿþùóþ óìåíüøèòü ðàçìåðíîñòü çàäà÷è ïðè ñîõðàíåíèè îáùåãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ
è îãðàíè÷åíèé.

Ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëè òàêæå ðàáîòû, ñâÿçàííûå ñ èññëåäîâàíèåì ñâîéñòâ îá-
ëàñòè äîïóñòèìûõ ðåøåíèé â çàäà÷àõ î ðþêçàêå. Â [14] ðåàëèçîâàí ðàñïðåäåë¼ííûé
èòåðàöèîííûé ìåòîä ñ ôèêñèðîâàííîé òî÷êîé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è âûïîëíèìîñòè ðþê-
çà÷íûõ îãðàíè÷åíèé. Â ðàáîòå [15] ïðåäëîæåíû ïîëèíîìèàëüíûå ïî âðåìåíè àëãîðèò-
ìû îöåíêè ÷èñëà ðåøåíèé îòäåëüíûõ îãðàíè÷åíèé. Â [16] èçó÷àåòñÿ ñòðóêòóðà ìíî-
ãîãðàííèêîâ çàäà÷ î ðþêçàêå ñïåöèàëüíîãî âèäà. Èñ÷åðïûâàþùèé îáçîð ïîñëåäíèõ
èññëåäîâàíèé ðþêçà÷íûõ ìíîãîãðàííèêîâ ïðèâåä¼í â [17].

Â äàííîé ðàáîòå ïîëó÷åíû êîìáèíàòîðíûå ôîðìóëû, ïîçâîëÿþùèå âû÷èñëÿòü è
îöåíèâàòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà â çàâèñèìîñòè îò íàáîðà çàäàííûõ ïàðàìåòðîâ çà-
äà÷è. Â ï. 1 ïðèâåäåíû âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ, âûðàæàþùèå ïðîèçâîäÿùèå
ôóíêöèè â âèäå ïîëèíîìîâ äëÿ ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé è çíà÷åíèé ôóíêöèî-
íàëà çàäà÷è íà ýòîì ìíîæåñòâå. Â ï. 2 íàéäåíû âûðàæåíèÿ äëÿ ÷èñëà ðåøåíèé è ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà çàäà÷è ÷åðåç ÷èñëî ðåøåíèé ïîäçàäà÷
ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Â ï. 3 ðàññìîòðåí ñëó÷àé ñîâïàäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ âåêòîðà
îãðàíè÷åíèé è öåëåâîé ôóíêöèè, íàéäåíû îöåíêè ôóíêöèîíàëà ïðè åãî ñþðúåêòèâ-
íîñòè íà âñ¼ì ìíîæåñòâå ðåøåíèé. Ðÿä ðåçóëüòàòîâ ñ ïðèìåíåíèåì ïîäõîäà íà îñíîâå
ìåòîäà ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé äëÿ çàäà÷è î ðþêçàêå ñ áóëåâûìè ïåðåìåííûìè ïðè-
âåä¼í â ðàáîòàõ [18, 19]. Ýòîò ïîäõîä èñïîëüçîâàí è â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ ïîëó÷åíèÿ
ôîðìóë äëÿ ñëó÷àÿ îãðàíè÷åííîãî ðþêçàêà ñ âîçìîæíîñòüþ ïîâòîðåíèÿ ïðåäìåòîâ.
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1. Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ
Âûðàçèì ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè â âèäå ïîëèíîìîâ äëÿ ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðå-

øåíèé è çíà÷åíèé ôóíêöèîíàëà çàäà÷è íà ýòîì ìíîæåñòâå. Ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðå-
øåíèé çàäà÷è Vb � ýòî ìíîæåñòâî n-ìåðíûõ âåêòîðîâ x, xi ∈ {0, 1, . . . ,m}, i = 1, . . . , n,
óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó (2). Ïî àíàëîãèè ñ íåïðåðûâíûì ñëó÷àåì áóäåì íàçû-
âàòü ìíîæåñòâî Vb ìíîãîãðàííèêîì äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è. Îáú¼ìîì Vb íàçîâ¼ì
÷èñëî |Vb| äîïóñòèìûõ ðåøåíèé íåðàâåíñòâà (2).

Äëÿ àíàëèçà ðàñïðåäåëåíèÿ òî÷åê â ìíîãîãðàííèêå Vb èñïîëüçóåòñÿ ïîëèíîì

Pb(z1, z2, . . . , zn) =
∑
x∈Vb

za1x1
1 za2x2

2 . . . zxnan
n . (3)

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ çíà÷åíèé ôóíêöèîíàëà çàäà÷è (1), (2) â äîïóñòèìûõ
òî÷êàõ ìíîãîãðàííèêà ðåøåíèé áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîëèíîì

Fb(z1, z2, . . . , zn) =
∑
x∈Vb

zc1x1
1 zc2x2

2 . . . zxncn
n . (4)

Ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ ýòèõ ïîëèíîìîâ äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê â ðàçëè÷íûõ òèïàõ
çàäà÷è î ðþêçàêå ïðèâåäåíû â ðàáîòàõ [20, 21].

Ëåììà 1. Äëÿ çàäà÷è îá îãðàíè÷åííîì ðþêçàêå (1), (2) ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

∞∑
b=0

Pb(z1, . . . , zn)u
b =

(1+(z1u)
a1+ . . .+(z1u)

ma1) . . . (1+(znu)
an+ . . .+(znu)

man)

1− u
. (5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåîáðàçóåì ñóììó (3), èñïîëüçóÿ ìåòîä êîýôôèöèåíòîâ.
Âíóòðåííåå ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî âñåìó ìíîæåñòâó âåêòîðîâ (x1, x2, . . . , xn)
ñ êîîðäèíàòàìè èç {0, 1, . . . ,m}. Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà êîýôôèöèåíòîâ ïîçâîëÿåò îò-
áèðàòü èç ýòîãî ìíîæåñòâà òîëüêî âåêòîðû, óäîâëåòâîðÿþùèå îãðàíè÷åíèÿì (2):

Pb(z1, . . . , zn) =
b∑

t=0

∑
{x1,...xn}

za1x1
1 za2x2

2 . . . zanxn
n

1

2πi

∮
|u|=ρ

u

n∑
i=1

aixi

ut+1
du =

=
1

2πi

∮
|u|=ρ

b∑
t=0

1

ut+1

m∑
x1=0

(z1u)
a1x1 . . .

m∑
xn=0

(znu)
anxndu =

=
1

2πi

∮
|u|=ρ

u−(b+2) − u−1

u−1 − 1

n∏
k=1

(1 + (zku)
ak + . . .+ (zku)

mak)du.

Ðàñêëàäûâàÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïî ÷èñëèòåëþ äðîáè, èìååì

Pb(z1, . . . , zn) =
1

2πi

∮
|u|=ρ

1

ub+1(1− u)

n∏
k=1

(1 + (zku)
ak + . . .+ (zku)

mak)du+

+
1

2πi

∮
|u|=ρ

1

(1− u)

n∏
k=1

(1 + (zku)
ak + . . .+ (zku)

mak)du.

Ââèäó òåîðåìû î âû÷åòàõ, ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ðàâíî íóëþ; îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

Pb(z1, . . . , zn) =
1

2πi

∮
|u|=ρ

1

ub+1(1− u)

n∏
k=1

(1 + (zku)
ak + . . .+ (zku)

mak)du. (6)
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Âîñïîëüçóåìñÿ ïðàâèëîì ñíÿòèÿ êîýôôèöèåíòà [2]:

1

2πi

∮
|u|=ρ

A(u)du = coef
u
{A(u)} = a−1,

ãäå a−1 �êîýôôèöèåíò ïðè ìèíóñ ïåðâîé ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà A(u).
Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (6) â ëåâóþ ÷àñòü ôîðìóëû (5), ïîëó÷èì

∞∑
b=0

Pb(z1, . . . , zn)u
b =

∞∑
b=0

ub 1

2πi

∮
|u|=ρ

1

ub+1(1− u)

n∏
k=1

(1 + (zku)
ak + . . .+ (zku)

mak)du =

=
∞∑
b=0

ubcoef
u

{ 1

ub+1(1− u)

n∏
k=1

(1 + (zku)
ak + . . .+ (zku)

mak)
}
.

Òåïåðü, âîñïîëüçîâàâøèñü ïðàâèëîì çàìåíû ïåðåìåííîé [2]

∞∑
k=0

zkcoef
u
{A(u)u−k−1} = A(z)

äëÿ u, ïîëó÷èì èñêîìîå ñîîòíîøåíèå.

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ îáú¼ìà îáëàñòè äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è (1), (2) ñ m ∈ N
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

|Vb| =
1

2πi

∮
|u|=ρ

(1 + ua1 + . . .+ uma1) . . . (1 + uan + . . .+ uman)

(1− u)ub+1
du. (7)

Çäåñü è äàëåå ïàðàìåòð ρ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 0 < ρ < 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷èñëà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è íåîáõî-
äèìî ïîäñòàâèòü z = 1 â ðÿä (3) è ïðîâåñòè ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå äîêàçàòåëüñòâó
ëåììû 1.

Ëåììà 2. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

Fb(z1, . . . , zn)=
1

2πi

∮
|u|=ρ

(1+zc11 ua1+ . . .+zmc1
1 uma1) . . . (1+zcnn uan+ . . .+zmcn

n uman)

(1− u)ub+1
du. (8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåîáðàçóåì ñóììó (4), èñïîëüçóÿ ìåòîä êîýôôèöèåíòîâ.
Àíàëîãè÷íî ëåììå 1, ââåäåíèå èíòåãðàëà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îãðàíè÷åíèå îáëàñòè
äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è:

Fb(z1, . . . , zn) =
b∑

t=0

∑
{x1,...xn}

zc1x1
1 zc2x2

2 . . . zcnxn
n

1

2πi

∮
|u|=ρ

u

n∑
i=1

aixi

ut+1
du =

=
1

2πi

∮
|u|=ρ

b∑
t=0

1

ut+1

m∑
x1=0

(zc11 ua1)x1 . . .
m∑

xn=0

(zcnn uan)xndu =

=
1

2πi

∮
|u|=ρ

1

ub+1(1− u)

n∏
k=1

(1 + zckk uak + . . .+ zmck
k umak)du. (9)

Íàïîìíèì, ÷òî ìåòîä êîýôôèöèåíòîâ � ýòî âûðàæåíèå êîýôôèöèåíòà ïðè ìèíóñ ïåð-
âîé ñòåïåíè ïåðåìåííîé ÷åðåç ñóììó âû÷åòîâ, ÷òî èìååò òîò æå ñìûñë, ÷òî è èíòåãðàë
Êîøè â ôîðìóëå (8). Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèå (9) ýêâèâàëåíòíî èíòåãðàëó (8).
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2. Ñâîéñòâà ôóíêöèîíàëà â çàäà÷å îá îãðàíè÷åííîì ðþêçàêå
Äëÿ ýôôåêòèâíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðþêçàêå ïðè ïîìîùè àëãîðèòìîâ äåêîìïî-

çèöèè è ïåðåáîðà íåîáõîäèìî èìåòü ñïîñîáû îöåíêè çíà÷åíèé ôóíêöèîíàëà ðåøåíèé
çàäà÷è. Â ýòîì êîíòåêñòå ìîæåò áûòü ïîëåçíà ôîðìóëà, êîòîðàÿ âûðàæàåò ñðåäíåå
çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà íà ìíîæåñòâå äîïóñòèìûõ ðåøåíèé.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ (3), êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåò ðàñïðåäåëåíèå

çíà÷åíèé ôóíêöèîíàëà f(x1, . . . , xn) =
n∑

j=1

cjxj çàäà÷è (1), (2). Äëÿ öåëîãî íåîòðè-

öàòåëüíîãî k îáîçíà÷èì ÷åðåç Ak ÷èñëî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è, äëÿ êîòîðûõ
f(x1, . . . , xn) = k. Òàêæå ââåä¼ì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå:

Φb(z) = Fb(z, . . . , z) =
∑
x∈Vb

zc1x1zc2x2 . . . zcnxn =
∞∑
k=0

Akz
k. (10)

Èç ââåä¼ííûõ îïðåäåëåíèé, îáîçíà÷åíèé è ôîðìóëû (10) ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

|Vb| = Φb(1) = Fb(1, . . . , 1) =
∑
x∈Vb

1c1x11c2x2 . . . 1cnxn =
∞∑
k=0

Ak.

Â ÷àñòíîñòè, çàìåòèì, ÷òî

max
x∈Vb

f(x1, . . . , xn) = max
x∈Vb

n∑
j=1

cjxj = max
k:Ak⩾1

k.

Äàëåå èç ëåììû 2 ïîëó÷èì ôîðìóëó

Φb(z) =
1

2πi

∮
|u|=ρ

(1 + ua1zc1 + . . .+ uma1zmc1) . . . (1 + uanzcn + . . .+ umanzmcn)

(1− u)ub+1
du. (11)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå òî÷êè ìíîãîãðàííèêà Vb ðàâíîâåðîÿòíû. Òîãäà çíà÷å-
íèÿ ôóíêöèîíàëà f(x1, . . . , xn)� ýòî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ = ξ(a1, . . . , an, c1, . . . , cn, b)

ñ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé âåðîÿòíîñòåé P (z) =
Φb(z)

Φb(1)
. Îáîçíà÷èì å¼ ìàòåìàòè÷åñêîå

îæèäàíèå µ(ξ). Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå (ïåðâûé ìîìåíò) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îïðå-
äåëÿåòñÿ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé å¼ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè âåðîÿòíîñòåé â òî÷êå z = 1.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè P (z) ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå

ϕ(z, u) =
n∏

k=1

(1 + zckuak + . . .+ zmckumak).

Òîãäà ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè ϕ(z, u) èìååò ñëåäóþùèé âèä:

ϕ
′
(z, u) =

=
n∑

k=1

(
(ckz

ck−1uak + 2ckz
2ck−1u2ak + . . .+mckz

mck−1umak)
n∏

i=1,
i ̸=k

(1 + zciuai + . . .+ zmciumai)
)
.

Âûðàæàÿ å¼ ÷åðåç ϕ(z, u), ïîëó÷èì

ϕ
′
(z, u) =

n∑
k=1

ckz
ck−1uak + 2ckz

2ck−1u2ak + . . .+mckz
mck−1umak

(1 + zckuak + . . .+ zmckumak)
ϕ(z, u).
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Îòñþäà íàéä¼ì çíà÷åíèå ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè Φb(z):

Φ
′
(z) =

1

2πi

∮
|u|=ρ

n∑
k=1

ckz
ck−1uak + 2ckz

2ck−1u2ak + . . .+mckz
mck−1umak

(1 + zckuak + . . .+ zmckumak)

ϕ(z, u)

(1− u)ub+1
du.

Ïîäñòàâèâ â ýòî âûðàæåíèå z = 1, ïîëó÷èì

Φ
′
(1) =

1

2πi

∮
|u|=ρ

n∑
k=1

cku
ak + 2cku

2ak + . . .+mcku
mak

(1 + uak + . . .+ umak)

n∏
i=1

(1 + uai + . . .+ umai)

(1− u)ub+1
du. (12)

Äëÿ êàæäîé èç n ïåðåìåííûõ ââåä¼ì m+1 ¾ñå÷åíèé¿ ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé
çàäà÷è Vb ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ ïåðåìåííîé xk (1 ⩽ k ⩽ n) ¾ñå÷åíèå¿ ñ íîìåðîì d
(0 ⩽ d ⩽ m) ñîäåðæèò âñå ðåøåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

n∑
i=1,
i ̸=k

aixi ⩽ b− dak, xi ∈ {0, 1, . . . ,m}.

Ýòè ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ïîäìíîæåñòâó ðåøåíèé çàäà÷è (1), (2) ñ xk = d. Îáîçíà÷èì
ýòî ìíîæåñòâî ÷åðåç V dk

b . Èç ñëåäñòâèÿ 1 ïîëó÷àåì

|V dk
b | =

1

2πi

∮
|u|=ρ

n∏
i=1,i ̸=k

(1 + uai + . . .+ umai)

(1− u)ub+1−dak
du. (13)

Òåîðåìà 1. Ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

µ(ξ) =
1

|Vb|
n∑

k=1

ck(|V 1k
b |+ 2|V 2k

b |+ . . .+m|V mk
b |). (14)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñïîìíèì, ÷òî P (z) = Φb(z)/Φb(1) è ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-
íèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû âûðàæàåòñÿ êàê ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ å¼ ïðîèçâîäÿùåé ôóíê-
öèè P (z) â òî÷êå z = 1:

µ(ξ) = P
′
(1) =

Φ
′

b(1)

Φb(1)
. (15)

Ïî ôîðìóëå (11) èìååì

Φ
′
(1) =

1

2πi

∮
|u|=ρ

n∑
k=1

cku
ak + 2cku

2ak + . . .+mcku
mak

1 + uak + . . .+ umak

n∏
i=1

(1 + uai + . . .+ umai)

(1− u)ub+1
du.

Ðàçëîæèì ýòî âûðàæåíèå ïî ïåðâîìó ìíîæèòåëþ íà m ñëàãàåìûõ:

Φ
′
(1) =

1

2πi

∮
|u|=ρ

n∑
k=1

(
cku

ak

(1− u)ub+1

n∏
i=1

(1 + uai + . . .+ umai)

1 + uak + . . .+ umak
+

+
2cku

2ak

(1− u)ub+1

n∏
i=1

(1 + uai + . . .+ umai)

1 + uak + . . .+ umak
+ . . .+

mcku
mak

(1− u)ub+1

n∏
i=1

(1 + uai + . . .+ umai)

1 + uak + . . .+ umak

)
du.
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Òåïåðü âûíåñåì ck çà çíàê èíòåãðàëà è çàìåòèì, ÷òî ñëàãàåìûå äàííîãî âûðàæåíèÿ
ñîäåðæàò ïðàâûå ÷àñòè âûðàæåíèé (13) äëÿ d = 1, . . . ,m:

Φ
′
(1) =

n∑
k=1

(
ck

1

2πi

∮
|u|=ρ

n∏
i=1,i ̸=k

(1 + uai + . . .+ umai)

(1− u)ub+1−ak
du+

+2ck
1

2πi

∮
|u|=ρ

n∏
i=1,i ̸=k

(1+uai+ . . .+umai)

(1− u)ub+1−2ak
du+ . . .+mck

1

2πi

∮
|u|=ρ

n∏
i=1,i ̸=k

(1+uai+ . . .+umai)

(1− u)ub+1−mak
du

)
.

Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ (13) ïðîèçâåä¼ì çàìåíû èíòåãðàëîâ èõ îáîçíà÷åíèÿìè è ïîëó÷èì
ñîîòíîøåíèå

Φ
′

b(1) =
n∑

k=1

ck(|V 1k
b |+ 2|V 2k

b |+ . . .+m|V mk
b |).

Èç âûðàæåíèé (11) è (7) ñëåäóåò

Φb(1) = |Vb| =
1

2πi

∮
|u|=ρ

(1 + ua1 + . . .+ uma1) . . . (1 + uan + . . .+ uman)

(1− u)ub+1
du.

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå çíà÷åíèÿ â (15), ïîëó÷èì èñêîìîå ñîîòíîøåíèå (14).

Âûðàæåíèå (14) ìîæåò áûòü ïîëåçíûì ïðè îöåíêå ýôôåêòèâíîñòè àëãîðèòìîâ,
ïðèìåíÿåìûõ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ î ðþêçàêå. Â ÷àñòíîñòè, ñðåäíåå çíà÷åíèå îïòèìè-
çèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà çàäà÷è ìîæåò ñëóæèòü ïîêàçàòåëåì êà÷åñòâà ðåøåíèÿ ïðè
ñðàâíåíèè ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ñ ïðèìåíåíèåì ýâðèñòè÷åñêèõ èëè àïïðîêñè-
ìàöèîííûõ àëãîðèòìîâ. Åñëè çíà÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå òàêèì àëãîðèòìîì, ñóùåñòâåííî
ïðåâûøàþò ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà, ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî àëãîðèòì îáåñïå-
÷èâàåò ðåøåíèÿ, áëèçêèå ê îïòèìàëüíûì. Êðîìå òîãî, äàííàÿ ôîðìóëà ìîæåò áûòü
ïðèìåíåíà äëÿ íàõîæäåíèÿ íèæíåé îöåíêè îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà çà-
äà÷è íà ïîäîáëàñòè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííîé ïðè èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìîâ
äåêîìïîçèöèè, íàïðèìåð â ìåòîäå âåòâåé è ãðàíèö.

Âûðàæåíèå |Vb| òàêæå ìîæíî ïðåäñòàâèòü ÷åðåç ñóììó |V dk
b |, ðàñêëàäûâàÿ ïî ñêîá-

êå, ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåìåííîé xk:

|Vb| =
1

2πi

∮
|u|=ρ

(1 + ua1 + . . .+ uma1) . . . (1 + ua
n + . . .+ uman)

(1− u)ub+1
du.

Äîìíîæèì è ðàçäåëèì íà (1 + uak + . . .+ umak):

|Vb| =
1

2πi

∮
|u|=ρ

(1 + uak + . . .+ umak)

(1 + uak + . . .+ umak)

(1 + ua1 + . . .+ uma1) . . . (1 + uan + . . .+ uman)

(1− u)ub+1
du.
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Ðàçëîæèì òåïåðü ïî ÷èñëèòåëþ (1+ uak + . . .+ umak) íà (m+1) ñëàãàåìûõ è çàìåòèì,
÷òî îíè ñîäåðæàò âûðàæåíèÿ (13) äëÿ d = 0, . . . ,m:

|Vb| =
(

1

2πi

∮
|u|=ρ

n∏
i=1,i ̸=k

1 + uai + . . .+ umai

(1− u)ub+1
du+

+
1

2πi

∮
|u|=ρ

n∏
i=1,i ̸=k

1 + uai + . . .+ umai

(1− u)ub+1−ak
du+ . . .+

1

2πi

∮
|u|=ρ

n∏
i=1,i ̸=k

1 + uai + . . .+ umai

(1− u)ub+1−mak
du

)
.

Çàìåíÿÿ èíòåãðàëû èõ îáîçíà÷åíèÿìè èç (13), ïîëó÷èì

|Vb| = |V 0k
b |+ |V 1k

b |+ . . .+ |V mk
b |. (16)

Òàêîé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ÷èñëà ðåøåíèé çàäà÷è ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíåå ïðÿìîãî
ïîäñ÷¼òà, ïîñêîëüêó äàííàÿ ôîðìóëà äåêîìïîçèðóåò ðåøåíèå çàäà÷è íà ïîäçàäà÷è
ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Ïðè ýòîì îáëàñòè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé äëÿ ýòèõ ïîäçàäà÷
âëîæåíû äðóã â äðóãà, ò. å. V di

b ⊂ V ci
b ïðè d ⩽ c äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n, ïîýòîìó ïðè

ïîñëåäîâàòåëüíîì âû÷èñëåíèè |V di
b | äëÿ d = 1, . . . ,m ìîæíî èñïîëüçîâàòü |V di

b | ïðè
íàõîæäåíèè |V ci

b |, c = d, . . . ,m, ÷òî ñîêðàùàåò îáú¼ì âû÷èñëåíèé.
Ôîðìóëà (16) ïîçâîëÿåò òàêæå ñîêðàòèòü êîëè÷åñòâî ðàññ÷èòûâàåìûõ çíà÷åíèé

â (14). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîäñòàâèòü â (14) çíà÷åíèå |Vb|, îïðåäåë¼ííîå ïî ôîðìó-
ëå (16) äëÿ êàêîé-íèáóäü îäíîé ïåðåìåííîé xj, íàïðèìåð íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ aj.
Òîãäà

µ(ξ) =
1

|Vb|
n∑

k=1

ck(|V 1k
b |+ 2|V 2k

b |+ . . .+m|V mk
b |) =

=
1

|V 0j
b |+ |V 1j

b |+ . . .+ |V mj
b |

n∑
k=1

ck(|V 1k
b |+ 2|V 2k

b |+ . . .+m|V mk
b |).

Âû÷èñëåíèå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà ïî äàííîé ôîðìóëå òàêæå óäîáíî,
ïîñêîëüêó îíî ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ ïàðàëëåëüíî. Ââèäó òîãî, ÷òî ¾ñå÷åíèÿ¿ V di

b ïî
êàæäîé ïåðåìåííîé i ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà, çíà÷åíèÿ
èõ îáú¼ìîâ |V di

b | ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû íåçàâèñèìî, à çàòåì ïðîñóììèðîâàíû äëÿ
ïîëó÷åíèÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ. Òàêîé ïîäõîä ìîæåò çíà÷èòåëüíî óñêîðèòü ïðîöåññ âû-
÷èñëåíèé, îñîáåííî ïðè ðàáîòå ñ áîëüøèìè ýêçåìïëÿðàìè çàäà÷.

Ôîðìóëû (14) è (16) ìîãóò áûòü óòî÷íåíû äëÿ ó÷¼òà óíèêàëüíûõ îñîáåííîñòåé
íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïðè èçó÷åíèè çàäà÷, âîçíèêàþùèõ â êîíêðåòíûõ îáëàñòÿõ ïðè-
ìåíåíèÿ. Íàïðèìåð, â êðèïòîãðàôèè èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ðåøåíèå çàäà÷è î ðþêçàêå

â íåñêîëüêî èçìåí¼ííîì âèäå: èçâåñòíî, ÷òî óðàâíåíèå
n∑

i=1

aixi = b èìååò ðåøåíèå â ÷èñ-

ëàõ {0, 1}, è òðåáóåòñÿ íàéòè ýòî ðåøåíèå. Â ýòîì ñëó÷àå âûðàæåíèå (14) èìååò âèä

µ(ξ) =
1

|Vb|
n∑

k=1

ak|V 1k
b |.

Äàííàÿ ôîðìóëà âûðàæàåò ñðåäíåå çíà÷åíèå äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è
n∑

i=1

aixi ⩽ b

è ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè óñïåøíîé àòàêè íà ðþêçà÷íûå
êðèïòîñèñòåìû ìåòîäîì ïåðåáîðà.

Ïðîèëëþñòðèðóåì âûïîëíåíèå íàéäåííûõ ôîðìóë íà ïðîñòûõ ïðèìåðàõ.
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Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:
x1 + 2x2 + 3x3 → max,

x1 + 2x2 + x3 ⩽ 3,

x1, x2, x3 ∈ {0, 1, 2}.

Ó ýòîé çàäà÷è 11 äîïóñòèìûõ ðåøåíèé: Vb = {(000), (001), (010), (011), (100), (101), (110),
(002), (200), (102), (201)}.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ Vb âû÷èñëèì |V 0k
b | äëÿ íàèìåíüøåãî ak = 1: V 01

b = {(00), (01), (10),
(11), (02)}�ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà 2x2 + x3 ⩽ 3, |V 01

b | = 5.
Äàëåå äëÿ íàõîæäåíèÿ µ(ξ) âû÷èñëèì |V ik

b | äëÿ k = 1, 2, 3, i = 1, 2 ïî ôîðìóëå (13):
V 11
b = {(00), (10), (01), (02)}�ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà 2x2 + x3 ⩽ 2, |V 11

b | = 4;
V 21
b = {(00), (01)}�ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà 2x2 + x3 ⩽ 1, |V 21

b | = 2;
V 12
b = {(00), (01), (10)}�ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà x1 + x3 ⩽ 1, |V 12

b | = 3;
V 22
b = ∅�ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà x1 + x3 ⩽ −1, |V 22

b | = 0;
V 13
b = {(00), (01), (10), (20)}�ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà x1 + 2x2 ⩽ 2, |V 13

b | = 4;
V 23
b = {(00), (10)}�ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà x1 + 2x2 ⩽ 1, |V 23

b | = 2.
Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ â (16) è (14), ïîëó÷àåì

|Vb| = |V 01
b |+ |V 11

b |+ |V 21
b | = 5 + 4 + 2 = 11,

µ(ξ) =
n∑

k=1

ck

(
|V 1k

b |
|Vb|

+ 2
|V 2k

b |
|Vb|

)
= 1
( 4

11
+

2 · 2
11

)
+2
( 3

11
+

2 · 0
11

)
+3
( 4

11
+

2 · 2
11

)
=

38

11
.

Ýòî ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ôóíêöèîíàëà çàäà÷è ïðè ïðÿ-
ìîì ïîäñ÷¼òå:

µ(ξ) =
1

11

(
0 + 1 + 2 + 3 + 5 + 4 + 3 + 6 + 2 + 7 + 5

)
=

38

11
.

Êàê âèäíî èç ïðèìåðà, ïðèâåä¼ííûå â òåîðåìå 1 ôîðìóëû ïîçâîëÿþò äåêîìïîçèðîâàòü
çàäà÷ó íà ïîäçàäà÷è ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè, â êîòîðûõ çíà÷åíèå îãðàíè÷åíèÿ b ìåíüøå
èñõîäíîãî.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:
x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 → max,

2x1 + 3x2 + 4x3 + 6x4 ⩽ 6,

x1, x2, x3, x4 ∈ {0, 1, 2, 3}.

Ó ýòîé çàäà÷è 10 äîïóñòèìûõ ðåøåíèé: {(0000), (0001), (0010), (0100), (0200), (1000),
(1010), (1100), (2000), (3000)}.

Ïî ôîðìóëå (13) ïîëó÷èì

|V 01
b | = 5, |V 11

b | = 3, |V 21
b | = 1, |V 31

b | = 1, |V 12
b | = 2, |V 22

b | = 1, |V 32
b | = 0,

|V 13
b | = 2, |V 23

b | = 0, |V 33
b | = 0, |V 14

b | = 2, |V 24
b | = 0, |V 34

b | = 0.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ â (16) äëÿ k = 1, íàõîäèì ÷èñëî ðåøåíèé èñõîäíîé çàäà÷è:

|Vb| = |V 01
b |+ |V 11

b |+ |V 21
b |+ |V 31

b | = 5 + 3 + 1 + 1 = 10.



Êîìáèíàòîðíûå ñâîéñòâà çàäà÷è îá îãðàíè÷åííîì ðþêçàêå 127

Ïîäñòàâëÿÿ âñå íàéäåííûå çíà÷åíèÿ â (14), íàõîäèì ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà:

µ(ξ) =
n∑

k=1

ck

( |V 1k
b |
|Vb|

+ 2
|V 2k

b |
|Vb|

+ 3
|V 3k

b |
|Vb|

)
=

= 2
3 + 2 · 1 + 3 · 1

10
+ 3

2 + 2 · 1 + 3 · 0
10

+ 4
2 + 2 · 0 + 3 · 0

10
+ 6

2 + 2 · 0 + 3 · 0
10

=
48

13
.

Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèþ, ïîëó÷åííîìó ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé:

µ(ξ) =
1

13

(
0 + 4 + 2 + 6 + 4 + 1 + 5 + 3 + 5 + 2 + 6 + 4 + 6

)
=

48

13
.

Êàê ïîêàçûâàþò ïðèâåä¼ííûå ïðèìåðû, áîëüøèíñòâî ÷ëåíîâ â ôîðìóëå (14) ðàâíû
íóëþ, ÷òî óìåíüøàåò êîëè÷åñòâî íåîáõîäèìûõ äëÿ âû÷èñëåíèé çíà÷åíèé.

Ïðèìåð 3. Ïóñòü ai = 2i−1 äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , n, à b = 2n+1, òîãäà ðåøåíèÿ

íåðàâåíñòâà
n∑

i=1

aixi ⩽ b, xi ∈ {0, 1, 2}� ýòî âñå ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà n-ìåðíûõ âåê-

òîðîâ ñ êîîðäèíàòàìè èç {0, 1, 2}. Ïîëó÷àåì |Vb| = 3n.

Äëÿ ëþáîãî k íàõîäèì ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà
n∑

i=1,i ̸=k

aixi ⩽ b − ak, xi ∈ {0, 1, 2}.

Ýòî âñå ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà (n − 1)-ìåðíûõ âåêòîðîâ ñ êîîðäèíàòàìè èç {0, 1, 2},
ïîýòîìó |V 1k

b | = 3n−1. Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ïîëó÷àåì |V 2k
b | = 3n−1. Îòñþäà ñðåä-

íåå çíà÷åíèå µ(ξ) =
n∑

k=1

ck(1/3 + 2/3) =
n∑

k=1

ck, à ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà

ðàâíî
n∑

k=1

2ck.

3. Ñþðúåêòèâíîñòü â çàäà÷å î ðþêçàêå
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, ïðè êîòîðîì êîýôôèöèåíòû öåëåâîé ôóíêöèè è âåêòîðû îãðà-

íè÷åíèé ñîâïàäàþò, ò. å. ai = ci, i = 1, . . . , n.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü M = {0, 1, . . . ,m}; Mn �ìíîæåñòâî âñåõ n-ìåðíûõ âåê-

òîðîâ ñ êîîðäèíàòàìè èç M . Íàçîâ¼ì ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn) =
n∑

j=1

cjxj ñþðúåêòèâ-

íîé íà ìíîæåñòâå N ⊂ Mn, åñëè îíà ïðèíèìàåò íà N âñå çíà÷åíèÿ èç èíòåðâàëà
[fmin, . . . , fmax], ãäå fmin, fmax �ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå äàííîé ôóíê-
öèè íà ìíîæåñòâå N .

Ðàíåå îïðåäåëåíèå ëèíåéíîé ôóíêöèè ñ áóëåâûìè ïåðåìåííûìè f(x1, . . . , xn) =

=
n∑

j=1

cjxj, ïðèíèìàþùåé âñå çíà÷åíèÿ èç èíòåðâàëà [0,
n∑

j=1

cj], áûëî äàíî, íàïðèìåð,

â ðàáîòå [22]. Ïîäðîáíûé àíàëèç ñâîéñòâ òàêèõ ôóíêöèé ïðèâåä¼í â [23].
Ïðèìåðàìè ñþðúåêòèâíûõ ôóíêöèé íà âñ¼ì Mn ïðè ëþáîì m ÿâëÿþòñÿ:

f(x1, . . . , xn) =
n∑

j=1

2j−1xj; f(x1, . . . , xn) =
n∑

j=1

jxj. Ôóíêöèÿ 2x1+3x2+4x3 ïðè ëþáîì m

íå ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíîé, ïîñêîëüêó îíà íå ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1.

Òåîðåìà 2. Åñëè f(x1, . . . , xn) =
n∑

j=1

cjxj � ñþðúåêòèâíàÿ ôóíêöèÿ íà Vb, ãäå xi ∈
∈ {0, 1, . . . ,m}, i = 1, . . . , n, òî

(m+ 1)n − 1 ⩾ max f(x1, . . . , xn) ⩾
n∑

k=1

ck

( |V 1k
b |
|Vb|

+ 2
|V 2k

b |
|Vb|

+ . . .+m
|V mk

b |
|Vb|

)
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü C = {c1, c2, . . . , cn} è S(C, n)�÷èñëî ðàçëè÷íûõ
ñóìì èç ýëåìåíòîâ C. Î÷åâèäíî, ÷òî S(C, n) ⩽ (m+ 1)n − 1. Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå
f(x1, . . . , xn) ðàâíî íóëþ. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) ñþðúåêòèâíàÿ, îíà äîëæ-
íà ïðèíèìàòü âñå çíà÷åíèÿ, íà÷èíàÿ ñ íóëÿ, ïîýòîìó å¼ ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå íå
ìîæåò ïðåâîñõîäèòü ÷èñëà S(C, n):

(m+ 1)n − 1 ⩽ max f(x1, . . . , xn).

Íèæíÿÿ îöåíêà ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.

Ïðèìåð 4. Âåðõíÿÿ îöåíêà èç òåîðåìû 2 äîñòèãàåòñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî m ïðè

ci = (m+ 1)i−1, i = 1, . . . , n, è b ⩽
n∑

j=1

cj. Â ýòîì ñëó÷àå S(C, n) = (m+ 1)n − 1

è f(x1, . . . , xn) =
n∑

j=1

cjxj � ñþðúåêòèâíàÿ ôóíêöèÿ ñ ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì

(m+ 1)n − 1.

Çàêëþ÷åíèå
Ðàññìîòðåíû âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ âû÷èñëåíèåì è îöåíêîé çíà÷åíèé ôóíêöèîíàëà

çàäà÷è îá îãðàíè÷åííîì ðþêçàêå. Ïðèâåäåíû ôîðìóëû è îöåíêè ÷èñëà äîïóñòèìûõ ðå-
øåíèé çàäà÷è â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà ðåøåíèé ïîäçàäà÷ ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Ìåòîä
ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé ìîæåò áûòü óñïåøíî ïðèìåí¼í äëÿ àíàëèçà ïîäîáíûõ çàäà÷,
èìåþùèõ êîìáèíàòîðíóþ ïðèðîäó. Ïîëó÷åííûå ôîðìóëû ìîãóò áûòü óòî÷íåíû ïðè
ðàññìîòðåíèè çàäà÷ ñïåöèàëüíîãî âèäà, êîòîðûå âîçíèêàþò â êîíêðåòíûõ ïðèêëàä-
íûõ îáëàñòÿõ, â ÷àñòíîñòè â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ èíôîðìàöèîííîé áåçîïàñíîñòè,
ó÷èòûâàþùèõ ðåàëüíûå îñîáåííîñòè èñõîäíûõ ïîñòàíîâîê. Èçëîæåííûå ðåçóëüòàòû
ìîãóò ïîñëóæèòü áàçîé äëÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé ñâîéñòâ ñòðóêòóðû ìíîãîãðàí-
íèêîâ çàäà÷ î ðþêçàêå. Íàéäåííûå âûðàæåíèÿ ìîãóò áûòü òàêæå èñïîëüçîâàíû íåïî-
ñðåäñòâåííî â âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìàõ â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíûõ ïðîöåäóð.
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