
ВЕСТНИК ТОМСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА 

2024                                                 Математика и механика                                                 № 87 
Tomsk State University Journal of Mathematics and Mechanics 

© А.К. Томилин, Ив.С. Коноваленко, Иг.С. Коноваленко, 2024 

 

 
Научная статья 

УДК 534.112 

doi: 10.17223/19988621/87/13 
 

Нелинейные колебания токонесущей струны  

в магнитном поле 
 

Александр Константинович Томилин1, Иван Сергеевич Коноваленко2,  
Игорь Сергеевич Коноваленко3 

 
1, 2, 3 Томский политехнический университет, Томск, Россия 

1 aktomilin@tpu.ru 

2 ivkon@tpu.ru 
3 iskonovalenko@tpu.ru 

 

Аннотация. Теоретически и экспериментально исследованы колебания медной стру-

ны с учетом совокупности механических, тепловых и электромагнитных факторов воз-

действия. Предложен расчетно-экспериментальный метод, позволяющий достаточно 

точно определять кумулятивные факторы затухания при первой и второй формах коле-

баний. Экспериментально обнаружено явление термопараметрического резонанса, воз-

никающее в результате периодического нагревания струны за счет джоулева тепла и 

охлаждения при достаточно больших амплитудах колебаний в воздушной среде. 
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Abstract. The nonlinear properties of a string must be taken into account when creating 

string systems that are used in transducers and musical instruments. The forced oscillations 
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of an electrically conductive string in a magnetic field are described by a nonlinear integro-

differential equation. The amplitude–frequency characteristics of nonlinear resonances of the 

first and second orders are obtained. The damping factor of the first-mode oscillations is deter-

mined from the optimal coincidence of the experimental and theoretical amplitude-frequency 

characteristic graphs. The experimental amplitude-frequency characteristics for the first-order 

resonance is obtained using a laboratory setup with a copper string 0.4 mm in diameter and 

0.57 m long, having a certain initial tension. The cumulative damping factor of the first mode 

is obtained, which takes into account all the dissipative factors of a real string system. 

Low-frequency thermoparametric oscillations of the second mode are observed in experi-

ments with a string. It follows from the analysis of the Mathieu equation that parametric 

resonance arises even at very low amplitudes of the thermal tension of a string, and it 

must be taken into account in the frequency analysis of oscillations of string systems. 
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Введение 

 

Для исследования статических и динамических деформаций, возникающих  

в сложных конструкциях, часто используются струнные датчики [1]. Принцип их 

действия основан на зависимости частоты колебаний струны от ее натяжения. 

Они с высокой точностью тестируют деформационные изменения конструкций. 

Однако струнные датчики очень чувствительны к температуре и обладают нели-

нейными свойствами, которые следует учитывать при составлении градировоч-

ных графиков [2–5]. 

Аналогичные проблемы, связанные с качеством струнных систем, возникают 

при разработке и совершенствовании электромузыкальных инструментов, где 

используются магнитные поля звукосъемных датчиков или систем возбуждения 

колебаний. В связи с этим исследование воздействия электромагнитных сил на 

колебания струны является актуальной теоретической и экспериментальной за-

дачей. Качество генерируемого струной звука в значительной мере зависит от ее 

упругих свойств, которые обычно имеют нелинейные характеристики.  

Важно обратить внимание на способы возбуждения колебаний в струнных си-

стемах. Приоритетными считаются способы бесконтактного возбуждения колебаний. 

В частности, можно использовать распределенную силу Ампера, воздействующую 

на токонесущую неферромагнитную струну, расположенную во внешнем магнитном 

поле [6]. При пропускании по струне электрического тока могут заметно проявляться 

тепловые эффекты, связанные с ее нагреванием и последующим охлаждением при 

колебаниях во внешней среде. Теория и различные прикладные примеры параметри-

ческих колебаний в системах с распределенными параметрами приведены в рабо-

тах [7–15]. Таким образом, возникает актуальная проблема теоретического описания  
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и экспериментального исследования колебаний электропроводной струны с учетом 

совокупности механических, тепловых и электромагнитных факторов.  

Цель настоящего исследования заключается в сопоставлении теоретических и 

экспериментальных данных с учетом совокупности воздействия всех перечис-

ленных факторов на колебания струны: проявление нелинейности и возникнове-

ние параметрической неустойчивости. 

 

Постановка задачи 

 

Рассматриваются плоские нелинейные колебания струны с закрепленными 

концами. Струна находится в распределенном магнитном поле, вектор индукции 

которого направлен ортогонально плоскости колебаний струны. При пропуска-

нии по струне переменного электрического тока возникает вынуждающая элек-

тромагнитная сила. Теоретически и экспериментально исследуются вынужден-

ные колебания электропроводной струны с учетом совокупности механических, 

тепловых и электромагнитных факторов. 

 

Теория 

 

Элементарная теория плоских колебаний струны с закрепленными концами 

основана на гипотезе абсолютной гибкости [7], в соответствии с которой натяже-

ние струны в процессе колебаний считается неизмененным. Однако в экспери-

ментах при колебаниях струнных систем часто наблюдаются «срывы» и «скачки» 

амплитуды при плавном изменении частоты вынуждающей силы [8], что свиде-

тельствует о проявлении нелинейных свойств. Это связано со сложной зависимо-

стью силы упругости от деформации струны в процессе колебаний. Резкое изме-

нение амплитуды колебаний негативно отражается на точности измерений 

струнных датчиков, а также на качестве звука, воспроизводимого музыкальными 

инструментами. Возникает проблема устранения этого дефекта за счет правиль-

ного подбора диапазона рабочих частот, а также диссипативных сил, воздей-

ствующих на струну. При этом следует учитывать не только внешнее трение, 

возникающее за счет взаимодействия струны с окружающей средой, но и воздей-

ствие магнитных полей, которые часто используются в струнных системах. 

Теория нелинейных колебаний электропроводной струны во внешнем магнит-

ном поле содержится в монографии [6]. Пусть струна расположена вдоль оси z 

и вектор индукции распределенного магнитного поля B(z) направлен ортого-

нально плоскости колебаний струны. Вынужденные колебания нелинейной стру-

ны в магнитном поле описываются интегро-дифференциальным уравнением 
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Здесь использованы следующие обозначения: u(z, t) – функция поперечных сме-

щений струны, m0, l0, A, E, σ – соответственно погонная масса, длина, площадь 
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поперечного сечения, модуль упругости и электропроводность струны, T0 – ее 

предварительное натяжение с учетом постоянного термического удлинения за 

счет действующего значения силы тока, β – коэффициент внешнего сопротивле-

ния среды, J0 – амплитуда силы тока, созданного генератором электрических 

сигналов, ω – циклическая частота этого тока. 

Второй член в левой части дифференциального уравнения (1) учитывает не-

линейность упругой восстанавливающей силы, возникающей за счет изменения 

натяжения струны при прогибе. Третий и четвертый члены уравнения соответ-

ствуют линейному внешнему сопротивлению и электромагнитной демпфирую-

щей силе. Член, стоящий в правой части уравнения (1) выражает периодическую 

вынуждающую электромагнитную силу с частотой ω. 

Используя метод Фурье и учитывая, что собственные амплитудные функции 

струны имеют синусоидальную форму: 

0

sinr

r
X z

l


= , ( )1,r =  , 

уравнение в частных производных (1) можно привести к системе обыкновенных 

дифференциальных уравнений. Эта процедура подробно описана в монографии [6]. 

Рассмотрим два частных случая. Первый – имеется один активный участок 

шириной 2 1z z z = − , который располагается симметрично посередине струны. 

На нем действует однородное и стационарное магнитное поле индукции В (рис. 1). 

 

Рис. 1. Вынужденные колебания струны первой формы 

Fig. 1. Forced oscillations of a first-mode string  
 

В этом случае возбуждается стоячая волна первой амплитудной формы (r = 1),  

и колебания описываются дифференциальным уравнением 

 2 3
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где q1 – обобщенная координата при первой форме колебаний, циклическая ча-

стота незатухающих линейных колебаний 
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и введены обозначения 
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Во втором случае имеется два одинаковых активных участка со взаимно про-

тивоположным направлением векторов магнитной индукции. Середины этих 

участков располагаются в точках l0/4 и 3l0/4 (рис. 2). Линейные размеры участков 

обозначим 1 2 1z z = −  и 2 4 3z z = − , причем 1 2 =  . 

 

 

Рис. 2. Вынужденные колебания струны второй формы 

Fig. 2. Forced oscillations of a second-mode string  
 

В этом случае возбуждается стоячая волна второй амплитудной формы (r = 2). 

Колебания струны при этом описываются дифференциальным уравнением 

 2 3

2 2 2 2 2 2 0 22 16 cosq h q p q Nq F t + + + = , (7) 

где q2 – обобщенная координата при второй форме колебаний, циклическая ча-

стота незатухающих линейных колебаний  
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и использовано обозначение 
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Неоднородные уравнения Дюффинга (2) и (7) содержат нелинейные члены, 

которые возникают за счет растяжения струны при колебаниях. Воспользуемся 

методом гармонического баланса [9–10] для построения графика амплитудно-

частотной характеристики уравнения (2). Представим решение этого уравнения  

в виде: 

 ( )1 01 1sinq q t=  +  , (11) 

где θ1 – произвольно заданная начальная фаза. 
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Нелинейную функцию  

( ) 2 3

1 1 1 1 1 1 1, 2f q q h q p q Nq= + +  

разложим в ряд Фурье 

 ( )1 1 1 1, cos sinf q q t t=   +    (12) 

с коэффициентами 
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После подстановки (11) и (12) в (2), приравняв коэффициенты при одинако-

вых временных функциях, получим систему двух уравнений. Из них определяем 

начальную фазу 
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Для струн из металла параметр N имеет большое значение (порядка 109). Зна-

менатель дроби (13) в сравнении с N относительно мал, следовательно 1tg  →  , 

поэтому можно принять 1θ 2  . С учетом этого получаем уравнение амплитудно-

частотной характеристики при резонансе первого порядка: 

 
2
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Для построения амплитудно-частотной характеристики конкретной струнной 

системы требуется измерить или вычислить все входящие в (14) параметры. При 

этом возникает проблема с адекватным определением фактора затухания колеба-

ний h1 в каждом конкретном случае. Предлагается принять значение h1, при ко-

тором экспериментальный и теоретический графики амплитудно-частотной ха-

рактеристики совпадают наилучшим образом. Методика измерений амплитуды 

колебаний струны в лабораторном эксперименте описана ниже. 

При резонансе второго порядка амплитудно-частотная характеристика пред-

ставляется уравнением 

 ( )
2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 02 2 02 0 212p Nq h q F −  + +   = 
  

, (15) 

которое также применимо при больших N и малых значениях фактора затухания h2. 

Заметим, что внутреннее трение, связанное со структурой материала струны, 

в рассмотренной теории, а следовательно, и в уравнениях (14), (15) не учтено. В от-

личие от теории поперечных колебаний стержней считается, что в струнных систе-

мах внутреннее трение заметно не проявляется. Однако тепловые и электромагнит-

ные воздействия могут существенно влиять на кристаллическую структуру материа-

ла струны и отражаться на внутренних диссипативных процессах. Следовательно,  

в реальных струнных системах при наличии внешних воздействий различной фи-

зической природы требуется экспериментально определять кумулятивный фактор 

затухания колебаний, учитывающий в совокупности все диссипативные процессы. 
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Эксперименты 
 

Эксперименты с целью построения амплитудно-частотной характеристики про-

изведены на специальной лабораторной установке со струнами из меди и латуни 

различных длин и размеров поперечного сечения. В качестве примера приведем 

результаты экспериментов с медной струной (плотность ρ = 8 960 кг/м3) диамет-

ром d = 0.4 мм, без изоляционного покрытия. Расстояние между закрепленными 

концами струны l0 = 0.57 м. Погонная масса струны m0 = 1.127∙10–3 кг/м, натяже-

ние с учетом нагревания при действующем значении пропускаемого тока состав-

ляет T0 = 0.981 Н. Амплитуда переменного тока, пропускаемого по струне, –  

J0 ≈ 0.56 А. При этом действующее значение силы тока д 0 2 0.4A.J J= =  Маг-

нитное поле создано постоянными магнитами на участке шириной Δz = 25 мм, 

расположенном посередине струны: z1 = 0.2725 м, z1 = 0.2975 м. Индукция маг-

нитного поля B ≈ 0.4 Тл.  

В первом эксперименте исследован нелинейный резонанс первого порядка. 

Струна совершает плоские вынужденные колебания по схеме, представленной на 

рис. 1. При этом коэффициенты (5) и (6) имеют следующие значения: 

20

0

0

4
260 м/с

BJ
F

m
= = ,     

( ) ( )1 2 2 1

1

0 0

sin sin 0.0688
2 2

z z z z

l l

 +  −
 = = , 

4
9 2 2

4

0 0

2.59 10 м с
4

EA
N

m l


 − −= = . 

Здесь учтено, что модуль упругости меди 1110 ПаЕ = . 

Линейным незатухающим колебаниям струны с указанными параметрами со-

ответствует частота, определенная по формуле (3): 1

1 163.3 сp −= , или 1 26 Гц  .  

На рис. 3 произведено наложение двух графиков амплитудно-частотной ха-

рактеристики: экспериментального и теоретически рассчитанного в соответствии 

с уравнением (14). Наилучшее их совпадение происходит при 1

1 6.5 сh −= . Это 

значение учитывает все диссипативные факторы, присутствующие в реальной 

струнной системе. Его можно назвать кумулятивным. 
 

 

Рис. 3. Амплитудно-частотная характеристика струны при 1r =  

Fig. 3. Amplitude–frequency characteristic of a string at 1r =  
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Используя формулу (4), вычислим коэффициент электромагнитного демпфи-

рования 

 
2 2

11

2

0

8
4сэм

B A

m

 




−= = . (16) 

Пренебрегать фактором электромагнитной диссипации в данном случае недо-

пустимо, поскольку его значение сравнимо с коэффициентом 1

12 9сэмh − = − = , 

характеризующем все прочие диссипативные факторы. Предложенный расчетно-

экспериментальный метод определения кумулятивного фактора затухания коле-

баний струны можно использовать при лабораторном исследовании свойств 

струнных систем, а также при решении инженерных задач в процессе проектиро-

вания конкретной аппаратуры.  
 

Термопараметрический резонанс 
 

При пропускании тока по струне происходит ее нагрев за счет джоулева теп-

ла. Следовательно, натяжение струны изменяется в зависимости от действующе-

го значения пропускаемого по ней тока. При возрастании амплитуды колебаний  

и скорости движения струны усиливается ее теплообмен с окружающей средой, 

что также влияет на натяжение. Таким образом, натяжение струны является 

функцией силы тока и обобщенных скоростей: ( )0 , rT J q . Это явление получило 

название «термопараметрическое возбуждение» колебаний [6, 16, 17]. 

В экспериментах с описанной выше струной наблюдается периодическое из-

менение (биение) амплитуды стоячих волн. Имеет место суперпозиция двух ко-

лебаний с различными частотами: резонансных электромеханических с частотой 

пропускаемого тока ω и термопараметрических, возникающих за счет изменения 

натяжения струны с частотой Ω. 

Перед началом эксперимента к струне с одним закрепленным концом прикла-

дывается растягивающая сила величиной G0. Одновременно по струне пропуска-

ется переменный электрический ток 0 cosJ J t=  , за счет которого происходит 

ее тепловое удлинение. Затем закрепляется второй конец струны. Если отклю-

чить ток, то натяжение струны с закрепленными концами составит 

0 0 0JT G T= + , 

где TJ0 – постоянное термическое натяжение. 

В процессе колебаний токонесущей струны ее натяжение с учетом термиче-

ского эффекта ослабляется по закону 
*

0 cosJT T T t = − −  . 

где *T  – амплитудное изменение натяжения струны за счет периодического 

нагревания и охлаждения. Тогда полное натяжение токонесущей струны в про-

цессе колебаний можно выразить законом 

 *

0 cosT G T t= −  . (17) 

При этом в эксперименте наблюдаются биения амплитуды стоячих волн при  

r = 2 с частотой f = 6 Гц. Следовательно, циклическая частота термопараметриче-

ского возбуждения составляет 

 1 12 12 с 37.6сf − − =  =  = . (18) 
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Учитывая вышесказанное, дифференциальное уравнение термопараметриче-

ских колебаний можно записать в виде: 

 

2
*

2 2

2 2 2 0 2

0 0

2 cos 0
T

h t
m l


    

  
 + + − = 
   

, (19) 

где χ2(t) – закон параметрических колебаний второй моды, Ω0 – циклическая ча-

стота параметрических колебаний струны при отсутствии сопротивления внеш-

ней среды. 

При помощи подстановки Хилла [9]  
2 2

2

2 2 2 2 2

00

1
exp exp

2

t
B A

h dt t
m

     
 =  − =  −  +   

     
  

приводим (19) к параметрическому уравнению 

 ( )
( )

2
*

2 2 2

2 0 2 22 2
00 0 2

1 cos 0
T

h t
lm h

  
  +  − −   = 

 −   

. (20) 

С использованием обозначений 

 ( )
2

*

2 2 2

0 2 2 2

00

24
2 ;

T
t a h

lm

 
 =  =  −  =  

   
 (21) 

приходим к уравнению Матье 

 ( )
2

2

22
2 cos 2 0

d
a

d


+ −    =


. (22) 

Амплитуда параметрического возбуждения определяется параметром ε в урав-

нении (22). При невысокой температуре нагрева струны параметр ε < 1, т.е. явля-

ется малым. При этом параметр a на диаграмме Айнса–Стретта [9] принимает 

значения, близкие к квадратам целочисленного ряда: 1, 4, 9... Точного совпадения 

с этими значениями не происходит, поскольку ε ≠ 0. Например, при 
2 2

0 2h   −  

значение a = 4. Периодическому процессу биений, наблюдаемому в эксперимен-

те, в диаграмме соответствует точка на линии, разграничивающей устойчивую и 

неустойчивую области. Из третьего соотношения (21) следует, что параметриче-

ский резонанс возникает даже при очень малых амплитудах термического натя-

жения струны *

2T , и его необходимо учитывать в частотном анализе колебаний 

струнных систем, разделяя высокочастотные и низкочастотные сигналы. 

 

Заключение 

 

В результате исследования предложен расчетно-экспериментальный метод 

определения кумулятивного фактора затухания нелинейной струнной системы, 

основанный на сравнении графиков амплитудно-частотных характеристик: экс-

периментального и теоретического. Эту методику можно применять для опреде-

ления свойств материала струны и внешних условий, в которых совершаются 

колебания конкретной струнной системы. 

Теоретически описан термопараметрический резонанс струны, наблюдаемый 

в эксперименте в виде низкочастотных биений при колебаниях токонесущей 
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струны во внешнем магнитном поле. Это явление возникает даже при малых из-

менениях натяжения струны, возникающих за счет периодического изменения ее 

температуры. 
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