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The modification consists in replacing the coefficient at the second spatial derivative 

with an integral load. In our case, it is a power function of the integral of the squared 

modulus of the derivative of the equation solution with respect to the spatial variable. 

Equations with such a load are associated with some practically important hyperbolic 

equations with a power nonlinearity in the main part. This makes it possible to use previ-

ously found solutions of loaded problems to start the process of successive approximation 

to solutions of nonlinear problems reduced to them. In this case, with respect to the original 

nonlinear equation, the loaded equation contains a weakened nonlinearity. Linearization 

of the loaded equation makes it possible to find its approximate solution. The article con-

siders three cases of the integral load. It is the squared norm of the derivative of the solution 

with respect to x in the space L2 in natural, inverse to natural, and two integer negative 

powers. The corresponding a priori inequalities are established. Their right-hand side is 

used to pass to linearized equations. Examples of linearization by this method of wave 

equations with an integral load in the main part are given. 

Keywords: hyperbolic equation, integral load, a priori estimation, linearization 
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Введение 

 

Заданное в области {( , ) : , (0, )}nQ x t x R t T=    дифференциальное урав-

нение принято называть нагруженным, если оно содержит один или несколько 

следов операций от искомого решения на принадлежащих   многообразиях 

размерности меньше n. В случае, когда дифференциальное уравнение в частных 

производных содержит какую-либо функцию от интеграла по пространственной 

переменной некоторой степени решения или его производной, будем говорить об 

интегральной нагрузке. На практике интегральная нагрузка может возникать, 

например, в случае, когда при невозможности определения точного значения 

какого-либо коэффициента уравнения используется его усредненное значение на 

некотором промежутке.  

Впервые гиперболическое уравнение с интегральной нагрузкой в главной ча-

сти рассматривалось в работе [1], в которой для уравнения 

( )
22 2

0, , [0, ].tt x xx x xu a u u u u dx l


− = =  =  

приводился способ решения некоторых краевых задач при помощи бесконечных 

систем дифференциальных уравнений. К числу более поздних работ, связанных  

с данным уравнением, относятся [2, 3]. В статьях [4, 5] и других исследуются 

вопросы однозначной разрешимости начально краевых задач в многомерном 

случае, при этом в [5] уравнение дополнено младшими членами, один из которых 

является нелинейным. 

Многомерное неоднородное уравнение  

2

, ,n

tt xxu a u dx u f R


 
−  =   

 
  
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рассматривается в работах [6, 7]. В настоящее время подобное уравнение с млад-

шими членами интенсивно исследуется. Среди большого количества работ мож-

но указать [8–10]. К уравнениям, содержащим интегральную нагрузку, можно 

редуцировать гиперболические уравнения, содержащие степенную нелинейность 

как в главной части, так и в младших членах, путем замены нелинейного члена 

его интегралом по пространственной переменной [11, 12]. Во всех упомянутых 

случаях интегральная нагрузка представляет собой норму производной искомо-

го решения в пространстве L2() или некоторую функцию от этой нормы. Этот 

факт позволяет использовать правую часть априорного неравенства, оценива-

ющего данную норму, для линеаризации нагруженного уравнения. Точное или 

приближенное решение линеаризованного уравнения можно впоследствии при-

нять за исходное приближение к решению ассоциированного нелинейного 

уравнения.  

В работе рассматривается вторая начально-краевая задача с однородными 

граничными условиями для модифицированного одномерного неоднородного 

волнового уравнения  

( )2
( , ), 0.tt x xxu a u u f x t a− =   

Модификация уравнения состоит в замене константы a2 интегральной нагруз-

кой ( )2

xa u , т.е. функцией, зависящей от квадрата нормы производной решения 

в пространстве L2(): 
22

, [0, ].x xu u dx l


=  =  

В указанной норме устанавливаются априорные неравенства для пространствен-

ной производной решения нагруженного гиперболического уравнения с краевыми 

условиями второго рода с интегральной нагрузкой, принимающей один из сле-

дующих видов: 
2

, , , , 1, 2.
p p

p
x x xu u p N u p

−
 =  

Случай p = 2 был отдельно рассмотрен в [13]. Приводятся примеры, в которых 

с целью линеаризации первоначального уравнения интегральная нагрузка заме-

няется некоторой известной функцией от t, определяемой посредством правой 

части априорной оценки.  

В приведенных ниже рассуждениях неоднократно используется следующее 

вспомогательное утверждение. 

Лемма [14. Теорема 1.4]. Если функция u(t) удовлетворяет неравенству  

0

0( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,

t

t

u t t u d f t t t      +   

где функция f(t) и неотрицательные функции α(t), β(t) интегрируемы, то справед-

ливо неравенство 

0

( ) ( ) ( ) ( )exp ( ) ( ) ( ).

t t

t

u t t f s s d f t


 
       + 

 
   

Всюду в приводимых ниже рассуждениях скалярное произведение понимает-

ся в смысле пространства L2(Ω). 
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1. Интегральная нагрузка ( )2
,

p

x xa u u p N=   

 

Рассмотрим уравнение 

 ( , )
p

tt x xxu u u f x t− =  (1) 

при условиях 

 1 2( ,0) ( ), ( ,0) ( ), 0 , (0, ) ( , ) 0, 0 .t x xu x x u x x x l и t и l t t T=  =    = =     (2) 

Теорема 1. Пусть функция 1( )u H   такая, что 2, ( ),t ttu u L   является ре-

шением задачи (1), (2), 1 2 2, , ( ).x f L     Тогда функция 
2p

xu
+

 ограничена кон-

стантой, зависящей только от t. 

Доказательство. Рассмотрим скалярное произведение (1) и функции ut: 

( ) ( ) ( ), , , .
p

tt t x xx t tu u u u u f u− =  

Легко убедиться, что в предположении 1( )u H   имеют место равенства  

2 2

2, 2,

1 1
( ) , ( ) .

2 2
tt t t xx t x

d d
u , u u u ,u = u

dt dt 
= −  

Заметим также, что 

( ) ( ) ( )
2

2 2 2 2 22 2

2,

1 1 1
, .

2 2 2

p p
p

x xx t x x x x

d d d
u u u u u u u

dt p dt p dt

+
+


− = = =

+ +
 

Эти преобразования приводят к соотношению 

2 21 1
,

2 2

p

t x t

d d
u u fu dx

dt p dt

+



+ =
+   

интегрируя которое, получаем 

2 2 2 2

0

( 2) 2 2( 2) ( 2) ( ,0) ( ,0) .

t
p p

t x t t xp u u p fu dxd p u x u x
+ +



+ + = + + + +    

Функцию под интегралом в правой части оценим по модулю и перейдем к не-

равенству 

 

2 2

2 2 2 2

2 1

0 0

( 2) 2

( 2) ( 2) 2 .

p

t x

t t
p

t x

p u u

p u d p f d

+

+

+ + 

 
 +  + +  +  +  

 
 

 (3) 

Опуская второе слагаемое левой части, получим 

2 2

0

( ),

t

t tu u d F t +  

2 2 2

2 1

0

2
( ) .

2

t
p

xF t f d
p

+
= +  + 

+  

Применяя к последнему неравенству лемму, будем иметь 
2

0 ( ),tu K t  

0

0

( ) ( ) ( ).

t

tK t F e d F t−=   +  
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Возвращаясь к (3), опустим в левой части первое слагаемое, а в правой части 

заменим 
2

tu  на K0(t). В результате получим оценку 

 
2

( ),
p

xu K t
+
  (4) 

0

0

2
( ) ( ) ( ),

2

t
p

K t K d F t
+

=   +  

выполняющуюся для всех t  [0, T]. Теорема 1 доказана. 
Выбирая равенство в (4), запишем 

( ) 2( ) ,
p

p
p

xu K t +  

что при подстановке в (1) приводит к линейному уравнению 

 ( ) 2( ) ( , ).
p

p
tt xxu K t u f x t+− =  (5) 

Пример 1. Пусть p = 2, а в условиях (2)  

 1 21, ( ) ( 1), ( ) , ( , ) .l x x x x x f x t xt=  = −  = =  (6) 

Тогда  

 

2
1 1

2 4 22 2

1 1 2

0 0

1 3
2 2 2 2

0 0 0 0

1 1
(2 1) , ,

9 3

1
,

3 9

p

x x

t t t

x dx x dx

t
f d x dxd d

+  
 =  = − =  = = 

 

 =   =   =

 

   

 (7) 

3 21 1
( ) (2 7), ( ) (19 6 12 12).

18 9

tF t t K t e t t= + = − − −  

Отметим, что ( ) 0K t   при 0.t   Подставляя в (7), переходим к линеаризованно-

му уравнению  

21
19 6 12 12 .

3

t

tt xxu e t t u xt− − − − =  

 

2. Интегральная нагрузка ( )
2

2
,p

x xa u u p N=   

 

При условиях (2) рассмотрим уравнение  

 
2

( , ).p
tt x xxu u u f x t− =  (8) 

Теорема 2. Пусть функция 1( )u H   такая, что 2, ( ),t ttu u L   является ре-

шением задачи (3), (4), 1 2 2, , ( ).x f L     Тогда функция 
2( 1)p

p
xu

+

 ограничена 

константой, зависящей только от t. 
Доказательство. Рассмотрим скалярное произведение (8) с ut 

( ) ( ) ( )
2

, , ,p
tt t x xx t tu u u u u f u− =  

и заметим, что 

( ) ( ) ( )
1 1

2
2 2 21 1

, .
2 2 1

p

p p
p

x xx t x x x

d p d
u u u u u u

dt p dt

+

− = =
+
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С помощью последнего запишем соотношение 

( )
1

2 2
2 .

1

p

p

t x t

d p d
u u fu dx

dt p dt

+



+ =
+   

Его интегрирование приводит к равенству 

( ) ( )
1 1

2 2 2 2

0

( ,0) ( ,0) .
1 1

p pt

p p

t x t t x

p p
u u fu dxd u x u x

p p

+ +



+ = + +
+ +    

Функцию под интегралом в правой части оценим по модулю и применим  

к нему неравенство Коши с  = 0,5: 

2 2 2 21 1 1
.

2 4
t t tfu dx f dx u dx f u

  

 
  + = + 

 
    

Это позволяет перейти к неравенству 

 

( )

( )

1
2 2

1
2 2 2 2

2 1

0 0

1

0,25 ( ) ( ) .
1

p

p

t x

pt t

p

t x

p
u u

p

p
u d f d x x

p

+

+

+ 
+

  +  +  + 
+ 

 (9) 

Опуская в левой части второе слагаемое, получим 

2 2

0

( ),

t

t tu u d F t +  

2( 1)
2 2

2 1

0

( ) 0,25 .
1

t p

p
x

p
F t f d

p

+

= +  + 
+  

Очередное применение леммы приводит к оценке 
2

0 ( ),tu K t  

0

0

( ) ( ) ( ).

t

tK t F e d F t−=   +  

Возвращаясь к (9), опустим в левой части первое слагаемое, а в правой части 

заменим 
2

tu  на K0(t): 

2( 1)

0

0

( ) ( ).
1

tp

p
x

p
u K d F t

p

+

   +
+   

От данного неравенства перейдем к оценке 

 
2( 1)

( ),
p

p
xu K t

+

  (10) 

0

0

1
( ) ( ) ( ) ,

t
p

K t K d F t
p

 +
=   + 

 
  

выполняющейся для всех t  [0, T]. Теорема 2 доказана. 

Выбирая в (10) верхнюю границу оценки, можем записать, что 
1

2
1( ) ,p

p
xu K t +=  

что позволяет перейти от (8) к линейному уравнению 
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1

1( ) ( , ).p

tt xxu K t u f x t+− =  (11) 

Пример 2. Пусть p = 2 и имеет место (6). С помощью (7) получаем  
2( 1)

3

1 1 2,

3 3

1
( ) 0.19245,

3 3

1 1 3 3 2
( ) 0.02778 1.26581,

9 4 3 3

p

p
x xx

F t t t

+


 =  = 

 +
= +  +  

 

 

2( ) 1.5(1.43249 0.08334 0.16668 0.16668).tK t e t t= − − −  

Заметим, что ( ) 0K t   при 0.t   Подстановка в (8) приводит к линейному урав-

нению 

3 21.14471 1.43249 0.08334 0.16668 0.16668 .t

tt xxu e t t u xt− − − − =  

 

3. Интегральная нагрузка ( )2
,

p

x xa u u p N
−

=   

 

При условиях (2) рассмотрим уравнение  

 ( , ).
p

tt x xxu u u f x t
−

− =  (12) 

Заметим, что в скалярном произведении 

 ( ) ( ) ( ), , ,
p

tt t x xx t tu u u u u f u
−

− =  (13) 

имеет место равенство 

( ) ( )2 2 221 1
, .

2 2

p
p p

x xx t x x x x

d d
u u u u u u u

dt dt

−
− −

− = =  

Продолжим его при p = 1 и p = 2. 

Пусть p = 1. Тогда 

 ( ) ( ) ( )
1 1

1 2 2 22 21
, .

2
x xx t x x x x

d d d
u u u u u u u

dt dt dt

−
−

− = = =  (14) 

Пусть p = 2. В этом случае 

 ( ) ( )2 2 2 2
, ln .x xx t x x x

d d
u u u u u u

dt dt

− −
− = =  (15) 

Вернемся к случаю p = 1. 

Теорема 3.1. Пусть функция 1( )u H   такая, что 2, ( ),t ttu u L   является 

решением задачи (12), (2) при p = 1. Пусть также 1 2 2, , ( ).x f L     Тогда функ-

ция 
xu  ограничена константой, зависящей только от t.     

Доказательство. Рассмотрим (13) при p = 1. С учетом (14) запишем 

( )2
2 2 ,t x t

d
u u fu dx

dt


+ =   

После интегрирования последнего перейдем к неравенству 

 
2 2

0

2 ( ),

t

t x tu u u d F t+  +  (16) 
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2 2

2 1

0

( ) ( ) 2 ( ) .

t

xF t f d x x= +  +   

Опуская в (16) второе слагаемое левой части и применяя лемму, получаем  
2

0 ( ),tu K t  

0

0

( ) ( ) ( ).

t

tK t F e d F t−=   +  

Подстановка в (16) дает оценку 

 ( ),xu K t  (17) 

0

0

( ) 0,5 ( ) ( ) ,

t

K t K d F t
 

=   + 
 
  

выполняющуюся для всех t  [0, T]. Теорема 3.1 доказана. 
Считая, что (17) выполняется как равенство, можно записать 

( )
1 1

( ) .xu K t
− −
=  

Это позволяет перейти от (14) к линейному уравнению 
1( ) ( , ).tt xxu K t u f x t−− =  

Пример 3.1. Пусть имеет место (6). С помощью (7) получаем 
3

2 2 3

1 2

0

1 1
, , , ( ) 0.11111 0.71823,

3 93

t

x

t
f d F t t =  =  = = +  

2( ) 0.69245 0.16666 0.33333 0.33333.tK t e t t= − − −  

Отметим, что ( ) 0K t   при 0.t   Подстановка в (15) приводит к линейному 

уравнению 
2 1(0.69245 0.16666 0.33333 0.33333) .t

tt xxu e t t u xt−− − − − =  

Перейдем к случаю p = 2. 

Теорема 3.2. Пусть функция 1( )u H   такая, что 2, ( ),t ttu u L   
2

0,xu   

является решением задачи (12), (2) при p = 2. Пусть, кроме того, 
2

1 2 2 1, , ( ), ( ) 0.x xf L x       Тогда функция 
2

xu ограничена константой, за-

висящей только от t. 
Доказательство. С помощью (15) перейдем от (13) к уравнению 

( )2 2
2ln 2 ,t x t

d
u u fu dx

dt


+ =   

интегрируя которое, получим 

2 4 2 4

0

ln 2 ( ,0) ln ( ,0) .

t

t x t t xu u fu dxd u x u x


+ = + +    

Отсюда перейдем к неравенству 

 
2 4 2

0

ln ( ),

t

t x tu u u dt F t+  +  (18) 

2 2 4

2 1

0

( ) ( ) ln ( ) .

t

xF t f dt x x= +  +   
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Опуская второе слагаемое левой части, получим 

2 2

0

( ).

t

t tu u d F t +  

Очередное применение леммы дает 
2

0 ( ),tu K t  

0

0

( ) ( ) ( ).

t

tK t F e d F t−=   +  

Подстановка в (18) приводит к неравенству 

4

0

0

ln ( ) ( ).

t

xu K d F t   +  

Из него следует оценка 

 
2

( ),xu K t  (19) 

0

0

( ) exp 0,5 ( ) ( ) ,

t

K t K d F t
  

=   +   
  
  

выполняющаяся для всех t  [0, T]. Теорема 3.2 доказана. 

Считая, что (19) выполняется как равенство, запишем 

( )
2 1

( ) .xu K t
− −
=  

Линеаризуя уравнение (12) при p = 2 с помощью последнего равенства, получаем 

уравнение 
1( ) ( , ).tt xxu K t u f x t−− =  

Пример 3.2. Пусть имеет место (6). С помощью (7) имеем 
4 3

1ln 2.19722, ( ) 0.11111 1.86389,x F t t = − = −  

( )2( ) exp 0.59862 0.16666 0.33333 0.33333 .tK t e t t= − − − −  

При этом ( ) 0K t   при 0.t   Подстановка в (15) приводит к линейному уравнению 

2exp(0.59862 0.16666 0.33333 0.33333) .t

tt xxu e t t u xt− + + + =  

 

Заключение 

 

В работе установлены априорные оценки производных решений смешанной 

задачи (2) для одномерных неоднородных уравнений теплопроводности (1) с инте-

гральной нагрузкой в главной части. Рассмотрено три случая, в которых интеграль-

ная нагрузка ( )2

xa u  последовательно принимает вид 
2

, , , ,
p p

p
x x xu u p N u

−
  

1,2.p =  Первому случаю соответствует оценка (4), второму – оценка (10), треть-

ему – оценки (17) и (20) при p = 1 и p = 2 соответственно. Правые части оценок 

используются для линеаризации нагруженных уравнений. Данный способ линеа-

ризации в отличие от других позволяет переходить от нагруженного уравнения  

к линейному с сохранением в общих чертах физического (биологического, эколо-

гического) смысла процесса, моделируемого нагруженным уравнением. Точное 



Математика / Mathematics 

14 

или приближенное решение линеаризованного уравнения, найденное при исход-

ных начальном и граничных условиях, можно принять за приближенное решение 

нагруженного уравнения, которое может быть использовано для запуска итера-

ционного процесса последовательных приближений к точному решению нагру-

женной задачи.  

Аналогичные результаты получены ранее для одномерных неоднородных 

уравнений теплопроводности, содержащих в главной части интегральную 

нагрузку рассмотренных видов [15]. Здесь в первых двух случаях вывод априор-

ных оценок оказывается достаточно простым, так как их удается получить лишь 

с помощью преобразования скалярного произведения исходного уравнения с ut. 
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Аннотация. На основе трехмерного аффинного пространства A3 строится шестимерное 
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Вступительные замечания 

 

Понятие инварианта – одно из центральных в различных разделах математики 

и физики. Отметим, что в разных контекстах проявляются смысловые отличия. 

Так, в [1] по существу определена геометрия как теория инвариантов некоторой 

группы преобразований пространства. В [2] помещено исследование (и обзор) 

инвариантов групп, приводящих к геометриям в смысле Клейна. Обзорное изло-

жение классической (на 1960-е гг.) теории инвариантов – в [3]. Инвариантность 

как групповая симметрия существенно используется в [4]. 

Пусть в некотором пространстве задана геометрия некоторой группы Г, то 

есть система S объектов и отношений, инвариантных относительно этой группы. 

Если задать некий геометрический образ, допускающий описание в рамках си-

стемы S, то его Г-инвариантность не нуждается в отдельном подтверждении. Так, 

отношение Р между фигурами точечно-векторного пространства, описываемое  

в терминах коллинеарности и простого отношения коллинеарной тройки точек, 

заведомо инвариантно относительно полной аффинной группы. Имея это в виду, 

говорят, что отношение Р «имеет геометрический смысл». Пример построения 

геометрической теории на этой основе можно видеть в [5]. 

Тензорное исчисление располагает удобным аппаратом для построения инвари-

антов (относительно допустимых замен координат), например полная свертка. 

Исчисление внешних дифференциальных форм (метод внешних форм Карта-

на) [6] есть в значительной своей части теория совместности систем пфаффовых 

уравнений. В соединении с методом подвижного репера оно позволяет строить 

(как правило) канонический репер геометрического образа, а элементы такого 

репера выражаются через инварианты данного образа. Неканонизированный (не 

прошедший специализацию до конца) репер зависит от параметров, задающих 

исследуемый образ (т.е. главных параметров), и от тех, которые управляют  

смещением репера при фиксированных главных параметрах (так называемые 

вторичные параметры). Метод Картана позволяет оценить влияние вторичных 

параметров, что способствует отысканию инвариантных либо относительно ин-

вариантных величин. Примеры имеются, например, в [6–8]. 

В данной работе строится точечно-векторное пространство [9] приложенных 

ковекторов. Это пространство естественным образом наделяется структурой 

дифференцируемого многообразия. Решается вопрос о нетривиальной псевдо-

евклидовой метрике. Строится связность Леви-Чивита и интегрируются уравне-

ния геодезических. Указанное пространство построено подобно другим про-

странствам, рассмотренным автором [10–12]. 

Существенную роль в конструкциях данной статьи играют метод подвижного 

репера и метод внешних форм Картана. Все функции предполагаются достаточно 

гладкими. 
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1. Определение пространства E6 

 
Рассмотрим трехмерное аффинное пространство A3, U – его точечное множе-

ство, V – пространство векторов в A3 с базисом 1 2 3( , , , )e e e e=  и *V  – сопряженное 

ему пространство ковекторов с базисом * 1 2 3( , , )e e e e= , дуальным для базиса e. 

Пусть R – репер в A3: 

1 2 3( , , , )R M e e e= . 

GA(3) – полная аффинная группа, действующая в пространстве A3. Если g ∈ GA(3), то 

( ) i

ig M M a e= + ,    ( ) i

i i i ig e e A e = = ,    ( )i i i i

ig e e A e
 

= = . 

Кроме того, рассмотрим следующие объекты: 
*

6U U V=   

(элементами множества U6 являются, таким образом, упорядоченные пары вида 

( , )M v , где M U , *v V ) и *V V . 

Рассмотрим далее отображение *

6 6:U U V V  →  , заданное следующим 

правилом: если 6( , )x A v U=   и 6( , )y B u U=  , то 

( )( , ) ,x y AB u v = − . 

Примем для ( , )x y  обозначение xy . Без труда проверяется, что тройка 

( )*

6 3, ,U V V   удовлетворяет следующим двум аксиомам: 

1. Для каждого элемента 6x U  и каждого вектора *V V   найдется един-

ственный элемент 6y U  такой, что xy =  . 

2. Если x , y , z  принадлежат 6U , то xy yz xz+ = . 

Следовательно, построенная нами структура ( )*

6 3, ,U V V   является 6-мерным 

точечно-векторным пространством [9].  

Определим действие группы (3)GA  на 6U  и на *V V  следующими правила-

ми. Если 6( , )A v U , *( , ) ( )a b V V  , то 

 ( , ) (( , ))g A v gA gv= ,    ( , ) ( , )g a b ga gb= . (1) 

Заметим, что действие g на U есть параллельный перенос, а действие g на 
*( )V V  – невырожденное линейное преобразование. Это верно и для действия 

g  на v .  

Обозначим i  ( 1,2)i =  проекцию множества 6U  на его i -ю компоненту. Со-

ответственно, i

•  – проекция прямой суммы *V V  на i -ю компоненту. Из (1) 

вытекает коммутативность следующих диаграмм: 

1

1

6

6

U U

g g

U U

⎯⎯→

 

⎯⎯→


,        

2

2

*

6

*

6

U V

g g

U V

⎯⎯→

 

⎯⎯→


,        

1

1

*

*

V V V

g g

V V V

•

•

 ⎯⎯→

 

 ⎯⎯→


, 
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2

2

* *

* *

V V V

g g

V V V

•

•

 ⎯⎯→

 

 ⎯⎯→


 

Репер в этом пространстве зададим объектом 

 ( )1 2 3

1 2 3, , , , , ,R = x ε ε ε ε ε ε , (2) 

где 

 ( )3, , ( ,0), (0, )i i

i iM e e e= = =x ε ε . (3) 

Определение. Построенное нами выше шестимерное точечно-векторное про-

странство, на котором определено действие группы G преобразований простран-

ства A3 (формулами (1)), называется пространством E6. 

Заметим, что действие группы GA(3) не порождает в пространстве E6 действие 

подгруппы полной аффинной группы шестимерного точечно-векторного про-

странства, поскольку действие группы GA(3) на начало репера не есть параллель-

ный перенос. Это объясняет, почему E6 названо точечно-векторным простран-

ством (а не аффинным).  

Запишем формулы преобразования репера. 

( ) ( )3 3 1 3 2 3 3

1 2 3, , , , .i j i i j

i i i j jM e M a e A e A e A e A A
 

 

 = = + + + = =x ε ε ε ε  

Матрица преобразования базиса имеет вид: 
1 2 3

1 1 1

1 2 3

2 2 2

1 2 3

3 3 3

1 1 1

1 2 3

2 2 2

1 2 3

3 3 3

1 2 3

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

A A A

A A A

A A A

A A A

A A A

A A A

  

  

  

  

  

  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Для вектора *( , ) ( )a b V V=  α  определяем скалярный квадрат правилом 

 2 1 2 3

1 2 3,a b a b a b a b= = + +α . (4) 

Ясно, что тем самым мы фиксируем в E6 псевдоевклидову метрику сигнатуры (3,3). 
 

2. Подвижной репер в пространстве E6 
 

В пространстве A3 подвижной репер  1 2 3, , ,M e e e  имеет деривационные фор-

мулы 

 ( ), , 1,2,3i j

i i i jdM e de e i j=  =  = , (5)

 где i

j  – формы Пфаффа [6], подчиненные уравнениям структуры 

 ( ), , , 1, 2,3i j i j k j

j i i kd d i j k =    =   = . (6) 

в пространстве E6 рассматриваем репер (2), 

 ( )1 2 3

1 2 3, , , , , ,R = x ε ε ε ε ε ε , (7) 

элементы которого определены в (3). 
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Поскольку для векторов пространства E6 операции определены покомпонент-

но, то деривационные формулы подвижного репера (7) имеют (в силу (5)) вид: 
3 ,

, .

i i

i i

j i i j

i i j j

d

d d

=  −

=  = −

x ε ε

ε ε ε ε
 

Базовая форма пространства E6, рассматриваемого как дифференцируемое 

многообразие, есть матричнозначная форма 

 ( ) ( )1 2 3 3 3 3 1 2 3 4 5 6

1 2 3, , , , , , , , , , ,=    − − −        . (8) 

Слоевая форма имеет вид: 

 

1 2 3

1 1 1

1 2 3

2 2 2

1 2 3

3 3 3

1 1 1

1 2 3

2 2 2

1 2 3

3 3 3

1 2 3

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

  

  

  
 =

− − −

− − −

− − −

. (9) 

Поскольку пространство E6 точечно-векторное, то базовая форма   и слоевая 

форма   определяют на нашем пространстве локально плоскую аффинную 

связность [17], что, впрочем, подтверждается и непосредственным вычислением 

с использованием (6)–(9): 

0, 0d d− = − = . 

Псевдоевклидова метрика (4) индуцирует инфинитезимальную метрику 

 ( )2 3 1 3 2 3 3 3

1 2 3,ds dM de = −   +  +  . (10) 

Матрица соответствующей квадратичной дифференциальной формы имеет вид: 

 

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 11

1 0 0 0 0 02

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

g

−

−

−
=

−

−

−

. (11) 

Метрика (10) – псевдоевклидова метрика кокасательного пространства, ее сигна-

тура (3,3). Без труда проверяется, что обнаруженная нами связность   простран-

ства E6 является связностью Леви-Чивита для инфинитезимальной метрики (10). 

В самом деле, из (9) и (11) видно, что 

( )
T

0g dg g g = − −  = . 

Пространство E6 со связностью   есть плоское пространство [14]. Ниже мы по-

строим на E6 1-семейство инфинитезимальных метрик псевдориманова типа (с – 

параметр семейства), для которых связность Леви-Чивита при 0c   уже не плос-

кая, а при 0c =  получаем метрику (10). 
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3. Нетривиальная псевдориманова метрика на E6 
 

Построенная выше инфинитезимальная квадратичная метрика является в оче-

видном смысле тривиальной, поскольку истолковывается как стандартная псев-

доевклидова метрика (4), перенесенная в кокасательное пространство. В этой 

связи естественным выглядит вопрос о том, какие вообще квадратичные формы 

от базовых пфаффовых форм (8) инвариантны для группы, действующей в про-

странстве E6. Это задача аналогична задаче, поставленной и решенной в [15].  

В указанной статье речь шла о полуинвариантных однородных полиномах второ-

го порядка от базовых форм. Здесь мы ставим ту же самую задачу. Неожиданно 

окажется, что найденное семейство решений не исчерпывается (10), а несколько 

шире. 

Вторичные формы [6] для подвижного репера определяются в нашем случае 

формулами 

( )3
, 1,2,3

0, 0

j j

i i i

i

i j =  =
 =  =

. 

Таким образом, смещением репера при фиксированном элементе управляют 

формы 

 ( ) ( )1 1 1 2 2 2 1 2 3 4 5 6

1 2 3 1 2 3, , , , , , , , , ,P =              . (12) 

Матрица вторичных форм 
1 2

1 1

1 2

2 2

1 2

3 3

1 1 1

1 2 3

2 2 2

1 2 3

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0 0 0

  


  
  

 = 
− − − 

 − − −


 
 

. 

Теорема 1. Пространство E6 допускает однопараметрическое семейство GA(3) – 

полуинвариантных невырожденных квадратичных дифференциальных форм с по-

стоянными коэффициентами. 

Доказательство. Среди квадратичных форм 

 ( ), , 1,...,6i j

ija i j =   =  (13) 

с постоянными коэффициентами найдем те, которые полуинвариантны для груп-

пы преобразований, определяемой формами (12) и имеют максимальный ранг. 

Используя матрицу коэффициентов 

 ( )ijL a= , (14) 

запишем условие относительной инвариантности искомого полинома в виде: 

 ( )
T

( )L L L L L   − −  =  . (15) 

Множитель при L есть линейная комбинация вторичных форм: 

 ( ), 1,...,6i

ix i =  = . (16) 

С учетом постоянства коэффициентов запишем условие (15) 

 ( ) 0
T

L L L +  + = . (17) 
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Матричное уравнение (17), записанное покомпонентно, дает систему уравнений 

( )1 2 1 1 1 2 2 2

1 11 1 12 1 1 2 2 3 3 4 1 5 2 6 3 112 02a a x x x x x x a +  +  +  +   +  +  =+ , 

( )1 2 1 2 1 1 1 2 2 2

1 12 1 22 2 11 2 12 1 1 2 2 3 3 4 1 5 2 6 3 12 0a a a a x x x x x x a +  +  +  +  +  +  +  + +  = , 

( )1 2 1 2 1 1 1 2 2 2

1 13 1 23 3 11 3 12 1 1 2 2 3 3 4 1 5 2 6 3 13 0a a a a x x x x x x a +  +  +  +  +  +  +  + +  = , 

( )2 1 1 1 1 1 2 2 2

1 24 2 15 3 16 1 1 2 2 3 3 4 1 5 2 6 3 14 0a a a x x x x x x a −  −  +  +  +  +   +  =+ , 

 
( )

1 2 2 2 2

1 15 1 25 1 14 2 15 3 16

1 1 1 2 2 2

1 1 2 2 3 3 4 1 5 2 6 3 15 0,

a a a a a

x x x x x x a

 +  −  −  −  +

+  +  +  +  + + = 
 (18) 

( )1 2 1 1 1 2 2 2

1 16 1 26 1 1 2 2 3 3 4 1 5 2 6 3 16 0a a x x x x x x a +  +  +  +  +   +  =+ , 

( )1 2 1 2 1 1 1 2 2 2

1 12 1 22 2 11 2 12 1 1 2 2 3 3 4 1 5 2 6 3 12 0a a a a x x x x x x a +  +  +  +  +  +  +  + +  = , 

( )1 2 1 1 1 2 2 2

2 12 2 22 1 1 2 2 3 3 4 1 5 2 6 3 222 02a a x x x x x x a +  +  +  +   +  +  =+ , 

( )1 2 1 2 1 1 1 2 2 2

2 13 2 23 3 12 3 22 1 1 2 2 3 3 4 1 5 2 6 3 23 0a a a a x x x x x x a +  +  +  +  +  +  +  + +  = , 

( )1 2 1 1 1 1 1 1 2 2 2

2 14 2 24 1 24 2 25 3 26 1 1 2 2 3 3 4 1 5 2 6 3 24 0a a a a a x x x x x x a +  −  −  −  +  +  +  +  + +  = , 

( )1 2 2 1 1 1 2 2 2

2 15 1 24 3 26 1 1 2 2 3 3 4 1 5 2 6 3 25 0a a a x x x x x x a −  −  +  +  +  +   +  =+ , 

( )1 2 1 1 1 2 2 2

2 16 2 26 1 1 2 2 3 3 4 1 5 2 6 3 26 0a a x x x x x x a +  +  +  +  +   +  =+ , 

( )1 2 1 2 1 1 1 2 2 2

1 13 1 23 3 11 3 12 1 1 2 2 3 3 4 1 5 2 6 3 13 0a a a a x x x x x x a +  +  +  +  +  +  +  + +  = , 

( )1 2 1 2 1 1 1 2 2 2

2 13 2 23 3 12 3 22 1 1 2 2 3 3 4 1 5 2 6 3 23 0a a a a x x x x x x a +  +  +  +  +  +  +  + +  = , 

( )1 2 1 1 1 2 2 2

3 13 3 23 1 1 2 2 3 3 4 1 5 2 6 3 332 02a a x x x x x x a +  +  +  +   +  +  =+ , 

( )1 2 1 1 1 1 1 1 2 2 2

3 14 3 24 1 34 2 35 3 36 1 1 2 2 3 3 4 1 5 2 6 3 34 0a a a a a x x x x x x a +  −  −  −  +  +  +  +  + +  = , 

( )1 2 2 2 2 1 1 1 2 2 2

3 15 3 25 1 34 2 35 3 36 1 1 2 2 3 3 4 1 5 2 6 3 35 0a a a a a x x x x x x a +  −  −  −  +  +  +  +  + +  = , 

( )1 2 1 1 1 2 2 2

3 16 3 26 1 1 2 2 3 3 4 1 5 2 6 3 36 0a a x x x x x x a +  +  +  +  +   +  =+ , 

( )2 1 1 1 1 1 2 2 2

1 24 2 15 3 16 1 1 2 2 3 3 4 1 5 2 6 3 14 0a a a x x x x x x a −  −  +  +  +  +   +  =+ , 

( )1 2 1 1 1 1 1 1 2 2 2

2 14 2 24 1 24 2 25 3 26 1 1 2 2 3 3 4 1 5 2 6 3 24 0a a a a a x x x x x x a +  −  −  −  +  +  +  +  + +  = , 

( )1 2 1 1 1 1 1 1 2 2 2

3 14 3 24 1 34 2 35 3 36 1 1 2 2 3 3 4 1 5 2 6 3 34 0a a a a a x x x x x x a +  −  −  −  +  +  +  +  + +  = , 

( )1 1 1 1 1 1 2 2 2

1 44 2 45 3 46 1 1 2 2 3 3 4 1 5 2 6 3 44 02 2 2a a a x x x x x x a−  −  −  +  +  +  +  +  + = , 

( )

1 1 1 2 2 2

1 45 2 55 3 56 1 44 2 45 3 46

1 1 1 2 2 2

1 1 2 2 3 3 4 1 5 2 6 3 45 0,

a a a a a a

x x x x x x a

− −  −  −  −  −  +

+  +  +  +    =+ +
 

( )1 1 1 1 1 1 2 2 2

1 46 2 56 3 66 1 1 2 2 3 3 4 1 5 2 6 3 46 0a a a x x x x x x a− −  −  +  +  +  +   +  =+ , 

( )1 2 2 2 2 1 1 1 2 2 2

1 15 1 25 1 14 2 15 3 16 1 1 2 2 3 3 4 1 5 2 6 3 15 0a a a a a x x x x x x a +  −  −  −  +  +  +  +  + +  = , 

( )1 2 2 1 1 1 2 2 2

2 15 1 24 3 26 1 1 2 2 3 3 4 1 5 2 6 3 25 0a a a x x x x x x a −  −  +  +  +  +   +  =+ , 
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2 2 2 2 1 1 1 2 2 2

3,1 1,5 3 25 1 34 2 35 3 36 1 1 2 2 3 3 4 1 5 2 6 3 35( 0)a a a a a x x x x x x a +  −  −  −  +  +  +  +  + +  = , 

( )

1 1 1 2 2 2

1 45 2 55 3 56 1 44 2 45 3 46

1 1 1 2 2 2

1 1 2 2 3 3 4 1 5 2 6 3 45 0,

a a a a a a

x x x x x x a

− −  −  −  −  −  +

+  +  +  +    =+ +
 

( )2 2 2 1 1 1 2 2 2

1 45 2 55 3 56 1 1 2 2 3 3 4 1 5 2 6 3 55 02 2 2a a a x x x x x x a−  −  −  +  +  +  +  +  + = , 

( )2 2 2 1 1 1 2 2 2

1 46 2 56 3 66 1 1 2 2 3 3 4 1 5 2 6 3 56 0a a a x x x x x x a− −  −  +  +  +  +   +  =+ , 

( )1 2 1 1 1 2 2 2

1 16 1 26 1 1 2 2 3 3 4 1 5 2 6 3 16 0a a x x x x x x a +  +  +  +  +   +  =+ , 

( )1 2 1 1 1 2 2 2

2 16 2 26 1 1 2 2 3 3 4 1 5 2 6 3 26 0a a x x x x x x a +  +  +  +  +   +  =+ , 

( )1 2 1 1 1 2 2 2

3 16 3 26 1 1 2 2 3 3 4 1 5 2 6 3 36 0a a x x x x x x a +  +  +  +  +   +  =+ , 

( )1 1 1 1 1 1 2 2 2

1 46 2 56 3 66 1 1 2 2 3 3 4 1 5 2 6 3 46 0a a a x x x x x x a− −  −  +  +  +  +   +  =+ , 

( )2 2 2 1 1 1 2 2 2

1 46 2 56 3 66 1 1 2 2 3 3 4 1 5 2 6 3 56 0a a a x x x x x x a− −  −  +  +  +  +   +  =+ , 

( )1 1 1 2 2 2

1 1 2 2 3 3 4 1 5 2 6 3 66 0x x x x x x a +  +  +   +  =+ . 

Уравнения (18) не должны налагать ограничений на вторичные формы j

i . Сле-

довательно, все (приведенные) коэффициенты при этих формах должны быть 

нулями. Это приводит к 216 уравнениям на ix  и 
ija . Выписывать их нет необхо-

димости. Заметим, что допущение 1 0x   имеет следствием 

14 22 23 25 26 33 35 36 55 56 66 0a a a a a a a a a a a= = = = = = = = = = = , 

что противоречит невырожденности матрицы (14). Таким образом, 1 0x = . Под-

ставив в (18), заключаем, что 

12 13 15 16 24 34 45 46 0a a a a a a a a= = = = = = = = . 

Продолжая этот анализ (для существенно упростившейся системы (18)) мы при-

ходим к результату 

0, ( 1,2,...,6)ix i= = ,  

и матрица искомого полинома (определенного с точностью до постоянного ко-

эффициента) имеет вид: 

 

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

c
g

− 


− 
 −

= 
− 

 −
 − 

, (19) 

где с – произвольная вещественная константа. ◼ 

Сигнатура квадратичной формы (13) при любом с равна (3,3). Геометрический 

смысл (19) таков: если ( )3,M e=x , то для инфинитезимальной метрики, задан-

ной тензором (19), имеем 

 ( )
2

2 3 3 3 3 22 2 , ,i

id dM de dM e= −   +  =   +  x . (20) 
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Отметим и никак не очевидный факт, что в разложении (16) все коэффициен-

ты xi оказались (с необходимостью) нулями. Это означает, что полученное 1-семей-

ство квадратичных форм не только полуинвариантно, но инвариантно. Полученный 

результат сильнее, нежели анонсированный в формулировке теоремы. 

 
4. Связность Леви-Чивита в пространстве E6  

 
Действуя обычным путем [7, 16], для метрики (20) находим матрицу связно-

сти Леви-Чивита 

1 3 2 3 3

1 1 1 1

1 2 3 3 3

2 2 2 2

1 1 2 2 3 3 3 3 2 3 3

3 3 3 1 2 3

1 3 1 1 1

1 2 3

2 2 3 2 2

1 2 3

3 3 3 3

1 2 3

0 0
2 2

0 0
2 2

2 2 2 2

0 0 0
2 2

0 0 0
2 2

0 0 0

c c

c c

c c c c
c c c

c c

c c

c


 +     


   +   


 +   +   +     + 

 = 


− −  − − −  



− − −  − −  


 − − −  − 

. 

Разность матриц −  есть матрица, отвечающая тензору аффинной деформа-

ции [17]: 

3 3

1

3 3

2

1 2 3 3 3 2 3 3

1 2 3

3 1

3 2

3

0 0 0 0
2 2

0 0 0 0
2 2

2 2 2 2

0 0 0 0
2 2

0 0 0 0
2 2

0 0 0 0 0

c c

c c

c c c c
c c c

c c

c c

c


  


  


       + 

− = 


−  −  



−  −  
 −  

. 

Тензор аффинной деформации нулевой при 0с = , что вполне ожидаемо. От-

метим, что связность Леви-Чивита при 0c   имеет ненулевую кривизну. 

 
5. Геодезические линии связности Леви-Чивита 

 
Теорема 2. Геодезическая линия связности Леви-Чивита в общем случае есть 

1-семейство вида ( ),M v , где траектория точки M  есть (локально) прямая, а 1-се-

мейство ковекторов параллельно двумерному линейному подпространству в V  .  
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Доказательство. Поскольку на дифференцируемом многообразии E6 базовая 

форма   и слоевая форма   определяют аффинную связность, то уравнения 

геодезических имеют [7] вид: 

 ( )0, , 1,6
I

I J I
Jd I J +  − = = . (21) 

где   – некоторая форма Пфаффа. Образующий элемент нашего многообразия – 

упорядоченная пара (вершина репера в A3 и ковектор 
3e ). Свернем (21) с бази-

сом (2) и запишем эти уравнения для каждой из двух компонент пары в отдель-

ности. Получаем систему векторных уравнений  
2 3, ,d M c d M e d M d M+   =   

2 3 3 3 3 3 2 3 2 3 3, , , .d e c dM e de c dM de e c dM e e de−   −   +   =   

Пусть t – параметр геодезической линии 
3( ), ( )M r t e v t= = . 

Тогда, следуя [7] и полагая ln ( )d u t = , запишем уравнения, выполняющиеся 

вдоль геодезической, в виде: 

 

2

2

22
2

2

ln ( )
, ,

ln ( )
, , , .

d r dr dv d u t dr
c v

dt dt dt dtdt

d v dr dv dr dv dr d u t dr
c v c v c v v

dt dt dt dt dt dt dtdt

+ =

− − + =

 (22) 

Действуя, как обычно (например, [7]), переходим к параметру  

0
1 2( ) ( )

t

t
s t C C u t dt= +  , 

и уравнения (22) принимают вид: 

 

2

2

22
2

2

, 0,

, , , 0.

d r dr dr
c v

ds ds ds

d v dr dv dr dv dr
c v c v c v v

ds ds ds ds ds ds

+ =

− − + =

 (23) 

Введем в рассмотрение (достаточно гладкую) функцию 

 ( ) ,
dr

f s v
ds

= . (24) 

Система (23) перепишется в виде: 

 
2

2
( ) 0

d r dr
cf s

ds ds
+ = , (25) 

 ( )
2

22

2
( ) , ( ) 0.

d v dv dr dv
cf s c v c f s v

ds ds ds ds
− − + =  (26) 

Ясно, что линия : ( )L R r s=  – прямая (локально). Из (26) видно, что  

2

2
0

dv d v
v

ds ds
  = . 

Следовательно, 1-семейство ковекторов параллельно двумерному линейному под-

пространству в V  .◼ 
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Уравнения (23) интегрируются в элементарных функциях. Именно, зададим в A3 

неподвижный репер ( )1 2 3, , ,O E E E  так, что 
3E L  Относительно нашего репера  

(и взаимного репера ( )1 2 3, , ,O E E E ) имеем 

( ) ( )
T

3 1 2 30,0, ( ) , ( ), ( ), ( )r x s v y s y s y s= = . 

Уравнение (25) принимает вид: 

( ) ( ) ( )
2

3 32
0

d d
x s cf s x s

ds ds
+ = , 

и его решение  

( )

3 1 2( ) e
cf s ds

x s C C ds
−= +  . 

Из (24) определяем, что 

 
( )

( )

2

3

C

(

e

)
cf s ds

y
f

s
s

−
= . (27) 

Уравнение (26), записанное для трех его компонент, проводит к трем скаляр-

ным уравнениям, и в третьей компоненте имеем уравнение 

( ) ( ) ( )
2

2
0

d d
f s cf s f s

ds ds
+ = , 

семейство решений которого состоит из двух множеств: первое – ( )f s const  

(мы исключаем его из рассмотрения), второе же содержит функции вида: 

 
( )( )1 2 12 tanh

( )
a s a a

f s
c

+
= . (28) 

С учетом (27) находим, что 

( )( )

( )( )( )( )
1 2 1

3 2

1 2 2

2tanh
( )

1 tanh

a s a a
y s

c a s a C

− +
=

− +
. 

Для первых двух компонент уравнения (26) с учетом (28) получаем уравнения 

( ) ( )( )( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( )( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

2
2

1 1 22

2

1 2 1 1 1 2 1 1

2
2

2 1 22

2

1 2 1 2 1 2 1 2

cosh

2sinh cosh 2 0,

cosh

2sinh cosh 2 0.

d
y s a s a

ds

d
a s a a y s a s a a y s

ds

d
y s a s a

ds

d
a s a a y s a s a a y s

ds

 
− + + 
 

 
+ + + + = 

 

 
+ − 

 

 
− + + − = 

 

 

Их общие решения 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

1 3 1 2 1 4 1 2 1

2 5 1 2 1 6 1 2 1

( ) cosh 2 1sinh cosh 2 1cosh ,

( ) cosh 2 1sinh cosh 2 1cosh .

y s a a s a a s a a s a a s

y s a a s a a s a a s a a s

= + + + + +

= + + + + +
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Для первой компоненты имеем 

( )( )1 2 2

1

1

tanh
0,0,

a s a
C

a
r

C  +
− 


=


 

. 

Для второй компоненты 

( )( )

( )( )( )( )
1 2 1

2

1

2

2 2

1

2 tanh
( ), ( ),

1 tanh

a s a a

c a s a C
v y s y s




= 


+

+



−

− 

. 

Надлежащим выбором констант, переходом к новой переменной и переобо-

значениями приводим последние формулы к виду: 

( ) 5[0,0, tanh ]R S p= , 

( )

( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2

5

1 1 2

2 3 4

2 tanh
( ), ( ),2 ,

1 tanh

( ) cosh 2 1sinh cosh 2 1cosh ,

( ) cosh 2 1sinh cosh 2 1cosh .

S
V y S y S

S p

y S p S S p S S

y S p S S p S S




=


− 
 

= + + +

= + + +

 

 

6. Векторная интерпретация геодезических линий связности Леви-Чивита 

 

Геометрическим образом, сопоставляемым приложенному ковектору, приня-

то, согласно [13], полагать упорядоченную пару гиперплоскостей аффинного 

пространства (в нашем случае – просто плоскостей), что неудобно для изображе-

ния на рисунках. Для преодоления затруднения мы будем ковектору ( )V S  сопо-

ставлять вектор V  с теми же компонентами1.  

Заметим, что определитель, составленный из 
2

2
, ,
dV d V

V
dS dS

, тождественно равен 

нулю. Это означает, что в рамках приведенного выше сопоставления все векторы 

V  полученного 1-семейства окажутся компланарными, и прямые – носители 

этих векторов – образуют цилиндроид. Если векторы V  откладывать из соответ-

ствующих точек отрезка, пробегаемого точкой ( )R S , то получится картина, 

представление о которой дает рис. 1 (он составлен для 1 2 3 4 5[ , , , , ]p p p p p  =  

= [1,2, 3,4,6]−  и 1c = ).  

Направляющей плоскостью цилиндроида служит плоскость 

( )4 1 2 2 2 3 1 4 5 32 2 0p x p x p p p p cp x− + − = . 

При условии  

1 4 2 3 0p p p p− =  

цилиндроид вырождается в плоское семейство лучей, пересекающих прямую АВ. 

 
1 Заметим, что построения этого раздела совершаются в некотором неподвижном репере. 

Следовательно, вопрос об инвариантности соответствия «ковектор–вектор» не возникает. 
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Рис. 1. АВ – траектория точки R; CD – линия концевых точек векторов,  

отложенных из текущей точки R 

Fig. 1. AB is the trajectory of the point R; CD is the line between the endpoints  

of the vectors, drawn from the current point R 

 

Исключенный из рассмотрения случай ( )f s   const приводит к тривиальным 

решениям системы (23). 

 

Заключение 

 

Точечно-векторное пространство E6 рассматривалось как пространство пред-

ставления полной аффинной группы трехмерного пространства GA(3). Структу-

ра, индуцированная данной группой, не совпадает со структурой шестимерного 

аффинного пространства. Пространство E6 естественным образом наделено ска-

лярным квадратом псевдоевклидова типа. В касательном пространстве имеется  

1-семейство псевдоримановых метрик (параметр – с), для которого псевдоевкли-

дова метрика является вырожденным элементом семейства. Геодезические линии 

заданы дифференциальными уравнениями, содержащими этот параметр, эти 

уравнения проинтегрированы. Отметим, что заметен интерес к цилиндроидам со 

стороны специалистов, работающих в машиностроении, архитектуре и строи-

тельстве [18]. 
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Аннотация. Рассматриваются размерностные свойства подпространств простран-

ства P(X) вероятностных мер, для которых определены трансфинитные размер-

ностные функции ind, Ind и dim. Показано, что счетномерность компакта X эквива-

лентна существованию размерностей ( )indP X , ( )IndP X , ( )dim P X , ( )findP X , 

( )fIndP X  и ( )dim fP X  для подпространств ( )P X , ( )fP X , ( )nP X  соответственно. 

Также замечено, что для любого компактного C-пространства подпространств 

( )nP X , ( )P X , ( )fP X  пространства P(X) являются компактными C-пространствами. 

Если для бесконечного компакта X подпространство ( )P X  содержит гильбертов 

куб Q, то существует число n N , 1n  , такое что 1n nX −  содержит гильбертов 

куб Q. Далее для бесконечного компакта X выделен ряд подпространств Y компакта 

P(X), которые являются 2 2-, -, -fQ  и Σ-многообразиями. В частности, для соб-

ственного замкнутого подмножества A X  подпространства ( )PS A  есть 2 - много-

образия для любого n N  ( 1n  ), ( ) \ ( )nP X P X  есть Q-многообразия, для любого 

собственного всюду плотного счетного подпространства A X  подпространство 

( )P A  является граничным множеством компакта P(X). Если ( )P X  содержит 

гильбертов куб Q, то подпространство ( )P X  гомеоморфно пространству Σ. 

Показано, в каких случаях всюду плотные подмножества A пространств P(X), 

определенных в бесконечном компакте X, являются его граничным множеством,  

а также выделено, какие всюду плотные подмножества ( )A P X  и ( )B P Y  для 

бесконечных компактов X и Y соответственно пространств P(X) и P(Y) являются 

одновременно взаимно гомеоморфными.  

Ключевые слова: вероятностные меры, размерности ind, Ind, dim, граничные 

множества 
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Abstract. In this note, we consider dimensional properties of the subspace of probability 

measure spaces P(X) for which transfinite dimensional functions ind, Ind and dim are  

defined. It is shown that countability of a compact set X is equivalent to the existence of 

dimensions ( )indP x , ( )IndP x , ( )dim P x , ( )findP x , ( )fIndP x  and ( )dim fP x  

for the subspaces ( )P x , ( )fP x , ( )nP x  respectively. It is also noted that for any 

compact C-space of the subspaces ( )nP x , ( )P x , ( )fP x  the space ( )P x  are compact 

C-spaces. If for an infinite compact set X the subspace ( )P x  contains the Hilbert cube Q, 

then there exists a number n N , 1n  , such that 1n nX −  contains the Hilbert cube Q. 

Further, for an infinite compact set X, a number of subspaces Y of the compact set ( )P x  

which are 2 2-, -, -fQ  and Σ-manifolds are identified. In particular, for a proper closed 

subset A X , the subspaces ( )PS A  are 2 - manifolds; for any n N , 1n  , 

( ) ( )\ nP x P x  are Q-manifolds; for any proper everywhere dense countable subspace 

A X , the subspace ( )P A  is the boundary set of the compact set ( )P x . If ( )P x  

contains the Hilbert cube Q, then the subspace ( )P x  is homeomorphic to the space Σ. 

It is considered in which cases everywhere dense subsets A of the spaces P(X) defined in 

an infinite compactum X are its boundary set. It is also shown which everywhere dense 

subsets ( )A P X  and ( )B P Y  for infinite compact sets X and Y of the spaces P(X) 

and P(Y), respectively, are at the same time mutually homeomorphic. 

Keywords: probability measures, dimensions ind, Ind, dim, boundary sets 
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Введение 

 
Пространством P(X) всех вероятностных мер компакта X называется множе-

ство всех регулярных борелевских вероятностных мер на X, снабженных слабей-

шей из топологий, для которых непрерывен каждый функционал : ( )uf C X R→ , 

переводящий меру μ в μ(U) (U – открытое в X множество). Известно, что простран-

ство P(X) вероятностных мер любого бесконечного метрического компакта X 

гомеоморфно гильбертовому кубу 0Q I


= . Известно также, что для любой 1  – 

степени неодноточечного компакта K, пространство вероятностных мер 1( )P K
  

гомеоморфно тихоновскому кубу 1I
 , 1 1( )P K I

 
 , I – отрезок [0, 1]. Отметим,  

в частности, что все эти пространства являются топологически однородными.  

А для пространств 1( )P K
  при 1   ситуация иная [1–4]. 

Для произвольного компакта X и меры ( )P X  определен ее носитель 

supp( )  – наименьшее из замкнутых множеств F X , для которых ( ) ( ),F X =   

т.е. supp( ) { : , , ( )}A A X A A P A =  =  . 

( ) { ( ) : supp }nP X P X n=    , 

1

( ) ( )n

n

P X P X




=

=  – множество всех вероятностных мер с конечными носителями.  

Напомним, что пространство ( ) ( )fP X P X  состоит из всех вероятностных мер  

1 1 2 2( ) ( ) ... ( )n nm x m x m x =  +  + +   

с конечными носителями, для каждой из которых 
1

i

n
m

n


+
 при некотором i.  

, ( ) { ( ) : supp }f n fP X P X n=    . 

Очевидно, что для метрического компакта X и любого n N  множества ( )nP X  

замкнуты в ( )P X , ( )fP X  и , ( )f nP X  замкнуты в ( )P X
 
[5–6].  

Тогда подпространство ( ) ( )P X P X  , и ( )P X  всюду плотно в ( )P X . Следо-

вательно, компакт ( )fP X  есть объединение компактов 
, ( )f nP X

 
и ,

1

( ) ( )f f n

n

P X P X


=

= . 

Очевидно, что , ( ) P ( )f n nP X X  и ( ) ( )fP X P X
 
[7–9]. 

 

1. Значение трансфинитных размерностных функций ind, Ind и dim  

в подпространстве вида Pn(X), Pf(X) и Pω(X) пространства  

вероятностных мер P(X), определенных в бесконечном компакте X 

 

С недостающими геометрическими и топологическими понятиями и обще-

принятыми обозначениями, относящимися к функтору :P Comp Comp→  веро-

ятностных мер его подфункторов, можно ознакомиться в работах [1, 3–9], с об-

щими свойствами действующего в категории Comp  – в [2], с размерностными 

свойствами топологических пространств и обозначениями – в работах [2, 3, 10–14]. 
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Понятия и факты, относящихся к размерностным функциям ind, Ind и dim, можно 

найти в [15]. 

Пусть N – множество натуральных чисел. Через FinN  обозначим множество 

всех непустых конечных подмножеств N, снабженных следующим линейным по-

рядком Брауэра–Клини :   , это означает существование такого \n  , что 

{1,2,... 1} {1,2,..., 1}n n − =  − . 

Пусть L – произвольное множество, и пусть M FinM . Для { } FinL   

положим  

{ : , }M FinL M =      = . 

Для L  множество { }M   будем обозначать M  .  

Если σ, FinL  и   =  , то  

( )M M   = , 

M M    . 

Предковое число  Ord M  определяют по индукции: 

1.  0Ord M M=  =   

2.   Ord M Ord M       для любого L . 

3.   Ord M Ord M =      и  Ord M    – не выполняется  

4.  Ord M =   (не существует)  Ord M   для всякого порядкового числа α. 

Очевидно, что   N M Ord N Ord M   .  

Множество M FinL  называется выключающим, если для любых 1 2, FinL    

из 1 M   и 2 1    вытекает 2 M  . 

Последовательность ki, ,i  натуральных чисел ≥ 2 будем называть m-после-

довательностью, если все ki = m при конечном m. 

Семейство открытых (замкнутых) подмножеств пространства X, состоящих не 

более чем из k элементов, будем называть открытым (замкнутым) k-семейством 

пространства X. Открытые k-семейства, являющиеся покрытиями, будем назы-

вать k-покрытиями пространства X и обозначать covk X .  

Пусть 1 2{ , ,..., }kF F F =  – k-система пространства X (в записи k-семейства мы 

предполагаем, что оно состоит ровно из k множеств, некоторые из которых могут 

быть пустыми). Всякое дизъюнктное семейство 1 2{ , ,..., }kO OF OF OF =  окрест-

ностей элементов Φ называется окрестностью системы Φ. m-последовательность 

(ki) всякой последовательности (Φi) ki-систем пространства X называется несуще-

ственной, если существуют такие окрестности OΦi, что семейство { : }iO i   

является покрытием пространства X.  

Последовательность { : }iR U i N=   попарно различных m-покрытий компак-

та X называется m-выписываемой, если для любого существенного покрытия 

cov ( )mU X  бесконечно множество 

{ : }ii N U  , 

где отношение v   означает, что m-покрытие v комбинаторно вписано в m-по-

крытые ω. Для произвольной m-вписываемой последовательности R компакта X 

положим 
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( ) { :RM X FinN= 
 
семейство { : , }i iU i U R   – существенно}  

( ) { cov ( ) :m mM X Fin X=  
 
– существенно}  

Теорема 1.1 [3]. Для нормального пространства X имеем  

dim ( )mX n OrdM X n   . 

Определение 1.2 [3]. Для нормального пространства X полагаем  

dim ( )m mX OrdM X= . 

В случае dimm X =   будем говорить, что размерность dimm X  не определе-

на. Согласно теореме 1.1 инвариант dimm X  является трансфинитным продолже-

нием лебеговой размерности dim  на бесконечномерном пространстве [3].  

Определение 1.3 [10]. Пусть A, B – замкнутые дизъюнктные подмножества 

пространства X. Подмножество E пространства X называется разгородкой между 

множествами A и B, если \X E U V= , где U и V – открытые дизъюнктные 

подмножества в X такие, что ,A U B V  . 

Определение 1.4 [10]. Говорят, что на пространстве X определена малая ин-

дуктивная размерность ind, если выполнены следующие условия: 

i) 1,indX = −  если X =  ; 

ii) indX   , если для каждого x X  и каждого замкнутого подмножества 

,F X  ,x F  существует разгородка A между { }x  и F, что indA    для    .  

Скажем, что indX =  , если indX   , но indX   , для     не выполняется  

Определение 1.5 [10]. Говорят, что на пространстве X определена большая 

индуктивная размерность IndX , если верны следующие условия: 

i) 1,IndX = −  если X =  ; 

ii) IndX   , если для каждой пары A, B дизъюнктных замкнутых подмно-

жеств пространства X существует такая разгородка E между A и B, что IndE    

для    . 

A (конечная) последовательность {( , ) : 1,..., , }i iA B i m=   пар замкнутых дизъ-

юнктных подпространств пространства X называется несущественной, если для 

каждого n N  (соответственно, n m ) существует разгородка Ei между Ai и Bi 

такая, что 
( )

1

m

i

n

E


=

=  . В ином случае она называется существенной. 

Определение 1.6 [3]. Пространство X называется счетной размерности, если X 

представляется как счетное объединение подпространств конечной размерности. 

Предложение 1.7 [10]. Пространство X счетной размерности, если оно пред-

ставимо счетным объединением своих подпространств размерности ноль.  

Определение 1.8 [10]. Пространство X называется сильно счетной размерно-

сти, если X представляется счетной суммой замкнутых подпространств конечной 

размерности. 

Определение 1.9 [15]. Пространство X называется A-(S-)слабой бесконечной 

размерности, если каждая последовательность замкнутых пар дизъюнктных под-

пространств несущественна (для каждой последовательности 1{( , )}i i iA B 

=  дизъ-

юнктных замкнутых пар пространства X существует n N  такое, что семейство 
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1{( , )}n

i i iA B =  несущественно). Если пространство не является A-(S-)слабой беско-

нечной размерности, оно называется сильной бесконечной размерности.  

В классе метрических компактов определения A-слабой бесконечной размер-

ности и S-слабой бесконечной размерности совпадают [10]. 

Нормальное пространство X называется бесконечномерным, если для любой 

последовательности 1 2( , ),i iF F i  дизъюнктных пар замкнутых в X множеств 

существуют перегородки Pi между 1

iF  и 2

iF  с пустым пересечением.  

Пространство, не являющееся слабо бесконечномерным, называется сильно 

бесконечномерным. Формальное определение счетномерного, т.е. пространства, 

являющегося суммой счетного числа конечномерных, а значит, нульмерных  

(в классе сепарабельных метрических пространств) множеств, было дано В. Гу-

ревичем [13], который доказал несчетномерность гильбертова куба Q. 

В работе [12] В. Гуревичем и Г. Волмэном показано, что сепарабельное пол-

ное метрическое пространство счетномерно тогда и только тогда, когда для него 

определена малая трансфинитная размерность. Формальное определение малой 

трансфинитной размерности ind  было определено в [13] Гуревичем, а большая 

трансфинитная размерность Ind  была определена В. Смирновым [14]. 

Скажем, что пространство σ конечномерно,если оно является объединением 

счетного числа своих замкнутых конечномерных подпространств (в русской ли-

тературе такие пространства называются слабо счетномерными, в западной – 

сильно счетномерными).   

Определение [3]. Пусть d – размерностный инвариант ( , ,dim)F ind Ind= , при-

нимающий конечные или трансфинитные значения. Для пространства X полагаем 

( ) { :d sc X− =    замкнутое F X  размерности ( ) }d F =  . 

Множество ( )d sc X−  называется d-шкалой пространства X. 

Если 

( ) { : ( )},d sc X d X− =     

то d-шкала ( )d sc X−  называется элементарной. d-шкала ( )d sc X−  называется 

сложной, если она не элементарна и 1 ( )d sc F −  для всякого замкнутого множе-

ства F X  размерности ( ) 1d F  . Условившись, что 0dim X =  , если dim X =  , 

отнесем к числу функций d лебеговой размерности. Шкалой пространства X 

называется его dim-шкала dim ( ) ( )sc X sc X−  .  

Назовем нормальное пространство нуль-счетномерным, если его можно пред-

ставить в виде объединения счетного числа нульмерных подпространств. Извест-

но, что всякое счетномерное метризуемое пространство нуль-счетномерно.  

Гильбертов кирпич не является счетномерным [13]. 

1T -пространство X называется счетнонормальным пространством, если для 

любой конечной или счетной системы замкнутых множеств iF , имеющих пустое 

пересечение 
1

i

i

F


=

=  , найдется система открытых множеств i iO F , также 

имеющих пустое пересечение 
1

i

i

O


=

=  . Очевидно, всякое счетнонормальное 
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пространство нормально и любой паракомпакт счетнонормален. Следовательно, 

класс счетнонормальных пространств совпадает с классом нормальных счетно-

паракомпактных пространств 

Теорема 1. Пусть X – слабосчетномерное компактное пространство. Тогда для 

любого локально выпуклого нормального подфунтора F функтора Pn, в частности 

функтора Pn, пространство F(X) слабосчетномерно. 

Доказательство. Пусть X – слабосчетномерный компакт, т.е. X есть счетное 

объединение своих замкнутых подмножеств Xi конечной размерности dim iX    

для каждого i N .  

Значит, 
1

i

i

X X


=

= , X – компакт, Xi – замкнут, и dim iX   . В данном случае 

F(X) компактно, так как :F Comp Comp→  – нормальный подфунктор функтора 

Pn. В силу работы [11] пространство F(Xi) конечномерно, если X конечномерно, 

т.е. dim ( )F X   , если dim iX   . Тогда ( ) ( ) ( )i i

i i

F X F X F X
 

= =

= = . Для каж-

дого i N  подпространство F(Xi) конечномерно, так как Xi конечномерно. Зна-

чит, компакт F(X) есть счетное объединение конечномерных пространств, т.е. 

F(X) слабосчетномерно. Если же nF P= , то 
1 1

( ) ( ) ( )n n i n i

i i

P X P X P X
 

= =

= = . В этом 

случае для каждого n N  для подпространства ( )n iP X  имеет место 

dim ( ) dim 1n i iP X n X n + − . Теорема 1 доказана. 

Известно, что, как мы отметили, для бесконечного компакта X пространство 

( )P X Q , т.е. компакт ( )P X  несчетномерен. Если X – конечный компакт, то 

dim ( ) 1P X X= − , т.е. ( )P X  конечномерен. 

Для любого компакта X подпространство ( )P X  есть счетное объединение 

( )nP X . В данном случае в силу теоремы 1 имеет место следующее  

Следствие 2. Если X – слабосчетномерный σ-компакт, то ( )F X  – тоже слабо-

счетномерный σ-компакт, где F локально выпуклый подфунктор функтора Pn. 

Следствие 3. Для любого слабосчетномерного компакта X пространство 

( )P X  слабосчетномерно.  

Известно, что для компакта X пространство Pf (X) является счетным объеди-

нением подпространств Pf,n(X), т.е. ,

1

( ) ( )f f n

n

P X P X


=

=  [9], где Pn,f есть подфунк-

тор функтора Pn. В этом случае в силу теоремы 1 имеем 

Следствие 4. Для любого слабосчетномерного компакта X пространство Pf (X) 

есть слабосчетномерный компакт. 

В работе [10] имеется следующее 

Предложение 2.2.31 [10]. Если X представляется как счетное объединение 

своих нульмерных ( 0 dim− ) подпространств, то X счетномерно. 

Теорема 2.2.34 [10]. Если пространство X  S-слабо бесконечномерно, то в X 

размерность dim X  определена. 
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Также в работе [10] имеется следующее  

Следствие 2.2.33 [10]. Для компакта X следующие условия эквивалентны: 

а) X счетномерно; 

б) существует indX ; 

с) существует IndX .  

Суммируя теорему 1, следствия 1–4 и приведенные результаты можем утвер-

ждать 

Теорема 2. Для компакта X следующие условия эквивалентны: 

а) X счетномерно; 

б) indX  существует; 

в) IndX  существует; 

г) ( )indP X  существует; 

д) ( )IndP X  существует; 

е) dim ( )P X  существует. 

Следствие 5. Для компакта X следующие условия эквивалентны: 

а) X счетномерно; 

б) indX  существует; 

в) IndX  существует; 

г) ( )findP X  существует; 

д) ( )fIndP X  существует; 

е) dim ( )fP X  существует. 

Определение [3]. Нормальное пространство X называется C-пространством 

( )X C , если для любой последовательности ( )iU , i , его открытых покры-

тий существует последовательность ( )iV  дизъюнктных открытых семейств про-

странства X, C-вписанная в последовательность ( )iU . Последнее означает, что 

каждое семейство iV  вписано в покрытые iU , а совокупность семейств iV  явля-

ется покрытием пространства X, т.е.  

 { : }iX V i=   (1) 

В этом случае говорят также, что последовательность ( )iU  (бесконечная или 

конечная) несущественна.  

1. Всякое C-пространство (счетное пространство) слабо счетномерно [3]. 

2. Если наследственно коллективно нормальное пространство X может быть пред-

ставлено в виде объединения счетного числа подпространств i iC C , то X C  [3].  

3. Любое наследственно паракомпактное конечномерное пространство явля-

ется C-пространством [3].  

4. Любое метрическое пространство, представимое в виде объединения счет-

ного числа компактов со свойством C, является C-пространством [3].  

Из определения C-пространств, приведенных фактов из работы [3], следствий 

1–5, и теорем 1, 2 вытекает 

Следствие 6. Для любого компактного C-пространства X имеет место: 

а) пространство ( )P X  есть C-пространство; 
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б) пространство ( )fP X  есть C-пространство; 

в) пространство , ( )f nP X  есть C-пространство. 

 

2. Размерности граничных множеств пространства P(X) вероятностных мер, 

определенных в бесконечном компакте X 

 

Пусть X – произвольный компакт. Для функтора Pn пространство Pn(X) состо-

ит из всех мер вида:
 11 ...

nx n xm m + +  , т.е. 

11

1

( ) { ... : 0,  1,  1
n

n

n x n x i i i

i

P X m m m m m
=

=  =  + +    = ,  

ix  – мера Дирака в точке }ix X . 

С другой стороны, компакт Pn(X) является непрерывным образом компакта 
1n nX −  при отображении  

1

, 1 1(( ,..., ), ( ,..., ) : ( ),
n

n n

P X n n n nx x m m X P X−  →  

где 
1n−  – симплекс размерности 1n − . 

Покажем, что для любого n N  компакт nX  вложен в компакт Pn(X). При 

1n =  компакт 1( ) ( )P X X  – пространство мер Дирака. 

Фиксируем 
0 0 0

0 1 2 ... nm m m = + + + , где 0im  , 1im  , 1 2 ... nm m m   . Каж-

дой точке 1 2( , ,..., )nx x x x=  компакта nX  ставим в соответствие точку 0 ( )x  ком-

пакта Pn(X), определенную следующим образом:  

1 2

0 0 0

0 1 2( ) ...
nx x n xx m m m =  +  + +  . 

Очевидно, что 0 ( ) ( )nx P X  , т.е. определено отображение 0 ( ) : ( ).n

nx X P X →   

Заметим, если x y , то 0 0( ) ( )x y   . Это означает, что отображение 0 ( )x  

взаимно однозначно. По точечной непрерывности отображения 0 ( ) : ( )n

nx X P X →  

легко установить, что это отображение 0 ( )x  есть вложение. Значит, имеет место 

следующая  

Теорема 3. Для любого компакта X и для любого n N  пространство nX  

вложено в Pn(X). 

В данном случае в силу определения пространства Pn(X), непрерывности 

отображений ,nP X n  и 0 ( )x . 

Таким же образом можно доказать 

Теорема 4. Для любого компакта X и для любого n N  компактное про-

странство 
1n nX −  вложено в Pn(X).   

Следствие 7. Пусть X – компакт, и n N . Если X содержит множество 

A X , то P(X) содержит множество P(A). В частности A вложено в P(X).   

Это тоже следует из определения пространства Pn(X) и отображений ,nP X n  и 0 ( )x . 

Имеет место следующая 

Теорема 5. Для компакта X, если пространство Pn(X) содержит множество 

A X , то 
1n nX −
 
содержит множество ,A  гомеоморфное множеству A.  
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Теорема 6. Если для бесконечного компакта X пространство ( )P X  содержит 

гильбертов куб Q, то существует число n N  такое, что Pn(X) содержит гильбер-

тов куб Q. 

Доказательство. Пусть X – такой бесконечный компакт, что пространство 

( )P X  содержит гильбертов куб Q. Из результатов работ [4, 10] вытекает, что  

1) ( )P X  является граничным подмножеством для пространства ( )P X Q ; 

2) ( )P X  обладает сильным компактным Z-свойством, т.е. любое компактное 

подмножество пространства ( )P X  является сильным Z-множеством; 

3) ( )P X AR   и ( )P X  есть всюду плотное подмножество в P(X); 

4) ( )P X  является σ–Z-множеством, т.е. ( )P X  является счетным объедине-

нием Z-множеств; 

5) ( )P X  гомеоморфно пространству ;   

6) ( )P X  является склетоидом для произвольных компактов [4]. 

Итак, по определению склетоидов для произвольных компактов имеется такое 

отображение : ( )f A P X→ , что | : ( )B mf B P X→  – вложение, где B замкнуто в A, 

A – произвольный компакт. В силу произвольности компакта А в определении 

склетоида для произвольных компактов, можно считать, что A гомеоморфно Q.  

В этом случае множество B вложено в A и B замкнуто в A.  

В силу того что ( )P X  является склетоидом для произвольных компактов, 

для 0   существует вложение : ( )nh A P X→  для некоторого m n  такое, что 

| |B Bh f=  и ( ( ), ( ))d f a h a   . Значит, подпространство ( )mP X  содержит гильбер-

тов куб Q, так как множество A содержало подмножество? гомеоморфное Q, или 

A было бы гомеоморфным Q. Что и требовалось доказать. 

Теорема 7. Для любого бесконечного компакта X и любого его всюду плотно-

го счетного подмножества Ф подпространства ( )P A  и ( )P A  пространства ( )P X  

слабо счетномерны. 

Доказательство. Пусть X – бесконечный компакт, и A X , A X , A =  , 

A X= . Тогда ( )P X Q , ( ) ( )P A P X  и ( )P A  всюду плотно в ( )P X . Пусть 

1 2{ , ,... ,...}nA x x x= . Для натурального числа 2k   положим 1 2{ , ,... }k kA x x x= . 

Очевидно, что kA X , 1k kA A +  и 
1

k

k

A A


=

= . В этом случае  

1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )k k n k

k k k k

P A P A P A P A
   

  

= = = =

= = = . 

В силу результата работы [7] для каждого n N  и k N  подпространство 

( )n kP A  конечномерно, т.е. dim ( )n kP A   . Значит, ( )P A  является счетным объ-

единением конечномерных подпространств т.е. ( )P A  слабо счетномерно. 

С другой стороны, для A имеем 
1 1

( ) ( ) ( )k k

k k

P A P A P A
 

= =

= = . Для каждого 

k N  пространство ( )kP A  гомеоморфно симплексу 
1n−  размерности 1n − , т.е. 
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1dim ( ) n

kP A −=  . Значит, пространство ( )P A  является счетным объединением 

своих конечномерных подпространств, т.е. ( )P A  также слабосчетномерно. Мож-

но заметить, что в данном случае, для множества A пространства ( )P A  и ( )P A  

гомеоморфны. Теорема 7 доказана. 

В силу теоремы 7 и результата работы [10] имеют место следующие 

Теорема 8. Для любого бесконечного компакта X и любого его собственного 

счетного всюду плотного подмножества U имеет место 

( ( ), (U)) ( , ( ))P X P Q B Q , 

( ( ), ( )) ( , ( ))P X P U Q B Q . 

Теорема 9. Пусть X – бесконечный компакт, 1 2 ...A A   – замкнутые под-

множества компакта X такие, что 
1

i

i

A A


=

=  всюду плотно в X и 
1

i

i

X A


=

   

Тогда: 

а) ( )P A  слабосчетномерно, если A слабосчетномерно; 

б) 
1

( )i

i

P A


=

 сильно бесконечномерно, если существует такое i N , что iA  

бесконечно.  

Теорема 10. Пусть X – бесконечный компакт, A – его непустое замкнутое 

подмножество такое, что \X A  всюду плотно в X. Тогда: 

а) ( \ )P X A  сильно счетномерно, если \X A  содержит бесконечное компакт-

ное подмножество; 

б) ( \ )P X A  слабосчетномерно, если \X A  есть счетное множество; 

в) ( \ )P X A  слабосчетномерно, если \X A  слабосчетномерно; 

г) ( \ )P X A  сильно счетномерно, если \X A  содержит гильбертов куб Q.  

Доказательство. Пусть X – бесконечный компакт, тогда P(X) гомеоморфно Q. 

В работах [4, 7] показано, что во всех таких случаях эти подпространства явля-

ются граничными множествами, т.е. имеет место 

( ( ), ( \ )) ( , ( ))P X P X A Q B Q  

( ( ), ( \ )) ( , ( ))P X P X A Q B Q . 

Следовательно, 2( ) \ ( \ )P X P X A  и 2( ) \ ( \ )P X P X A . 

В случае а) если \X A  содержит компактное бесконечное подмножество, то 

пространство вероятностных мер этого подмножества гомеоморфно Q, т.е. 

( \ )P X A  содержит гильбертов куб. Следовательно, ( \ ) .P X A   Это означает, 

что ( \ )P X A  сильно счетномерно. 

Случай б) вытекает из теоремы 7. 

в) в теореме 2 пространство ( )P X  слабосчетномерно для слабосчетномерно-

го пространства X; 

г) выпуклое множество ( \ )P X A  содержит гильбертов куб Q, тогда ( \ )P X A  

гомеоморфно ,  т.е. ( \ )P X A  сильно счетномерно. Теорема 10 доказана. 
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О гомеоморфности подпространств A ⸦ P(X) и B ⸦ P(Y)
 

соответственно пространств P(X) и P(Y) 

 

Напомним, что топологическое пространство X называется многообразием, 

моделированным на пространстве Y, или Y-многообразием [10], если всякая точка 

пространства X имеет окрестность, гомеоморфную открытому подмножеству 

пространства Y. 

1[ 1,1]i iQ


== −  – гильбертов куб, {( ) : 1}i j iW g Q g =  =   – i-я грань куба Q, 

1 ii
BdQ W

 

=
=  – псевдограница куба Q, а \S Q BdQ=  – псевдовнутренность 

куба Q. 

Известно, что 1( 1,1)i iS


== −  и 0S R


 [10]. Следовательно, l2-гильбертово 

пространство гомеоморфно S и 0R


, Σ – линейная оболочка стандартного кирпи-

ча 1

1
[0, ]

2
n n

Q


=
 =  в гильбертовом пространстве l2; через 

2

fl  или σ обозначается 

линейное подпространство пространства l2, состоящее из всех точек, лишь ко-

нечное число координат которых отлично от нуля, а Qf – подпространство гиль-

бертова куба Q, состоящее из всех точек, лишь конечное число координат кото-

рых отлично от нуля. Через rintQ обозначается радиальная внутренность гиль-

бертова куба Q, состоящая из точек { ( ) ; 1,n nx x Q x t=     для всех }n N . 

Известно, что 
2

f fl Q , а Σ гомеоморфно rintQ. Очевидно, что rintQ BdQ  

и BdQ  . Известно, что пространства Q, Σ и l2 сильно бесконечномерны, а про-

странства 
2

fl , σ и Qf слабо бесконечномерны, и все эти пространства однородны. 

Следуя по [10], σ–Z-множество в гильбертова куба Q называют граничным 

множеством в Q (обозначается через B(Q)), если 2\Q B l . 

Более общим образом граничным множеством в Q-многообразии называют  

σ–Z-множество, дополнение до которого является l2-многообразием. 

Из вышеприведенного следует, что псевдограница BdQ гильбертова куба Q 

является его граничным множеством.  

Пусть X – бесконечный компакт, и iA X  – такие замкнутые подмножества 

компакта X, что \ iX A  всюду плотно в X и отлично от X для каждого .i N  

В силу компактности X и замкнутости множества iA  для каждого i N  имеет 

место 
1

i

i k

k

A G


=

= , где 1

i i

k kG G+   и 
i

kG  открыто для каждого k N . 

Тогда 1\ \i i

k kX G X G +  для каждого k N  и 1( \ ) ( \ )i i

k kP X G P X G + . Из всю-

ду плотности множества \ iX A  в X вытекает, что ( \ )iP X X  всюду плотны в ( ).P X  

Рассмотрим объединение 
1

( \ )i

i

P X A


=

. Для него имеем  

1 1 1 1 1

( \ ) ( \ ) ( ( \ ))i i

i k k

i i k i k

P X X P X G P X G
    

= = = = =

= =  
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Обозначим \ i i

k kX G B= , т.е. ( \ ) ( )i i

k kP X G P B=   

Известно, что 1( ) ( )i i

k kP B P B +  и 
1

( )i

k

i

P B


=

 выпукло, всюду плотно, σ-ком-

пактно и 
1

( )i

k

i

P B AR


=

 . Было показано, что 
1

( )i

k

i

P B


=

 является граничным мно-

жеством в ( )P X
 
для каждого i N  (Теорема 3).   

Значит, имеет место следующая 

Теорема 11. Пусть X – бесконечный компакт, и iA X  – его такие замкнутые 

подмножества, что \ iX A  всюду плотны и отличны от X для каждого i N .  

Тогда пространство 
1

( \ )i

i

P X A


=

 является граничным множеством в ( )P X ,  

т.е. 
1

( ) \ ( \ )i

i

P X P X A


=

 гомеоморфно 2 . 

Следствие 8. Пусть X – бесконечный компакт, и 1 2, ,..., ...nx x x  – последова-

тельность точек компакта X такое, что множество { : }ix i N  счетно и \{ }iX x  

всюду плотно в X для каждого i N . Тогда пространство 
1

( \ )i

i

P X x


=

 является 

граничным множеством в ( )P X , т.е. 
1

( ) \ ( \ )i

i

P X P X x


=

 гомеоморфно 2 .  

В случае когда X – бесконечный компакт, пространство ( \ )iP X A  является 

граничным множеством для любого замкнутого подмножества iA  такого, что 

\ iX A  всюду плотно и отлично от X для каждого i N .  

Поэтому имеет место следующая 

Теорема 12. Пусть X – бесконечный компакт, и iA X  – его такие замкнутые 

подмножества, что \ iX A  всюду плотны и отличны от X для каждого i N .  

Тогда пространство 
1

( \ )i

i

P X A



=

 является граничным множеством в ( )P X , т.е. 

1

( ) \ ( \ )i

i

P X P X A



=

 гомеоморфно 2 . 

Следствие 9. Пусть X – бесконечный компакт, и 1 2, ,..., ...nx x x  – последова-

тельность различных точек компакта X такая, что \{ }iX x  всюду плотно в X для 

каждого .i N  Тогда пространство 
1

( \ )i

i

P X x



=

 есть граничное множество в ( ),P X  

т.е. 
1

( ) \ ( \ )i

i

P X P X x



=

 гомеоморфно 2 .  

Теорема 13. Пусть X – бесконечный компакт, 1 2, ,... nA A A  – такие замкнутые 

подмножества компакта X, что \ iX A  всюду плотны и отличны от X для каждого 
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1,i n= . Тогда 
1

( \ )
n

i

i

P X A
=

 есть граничное множество в P(X), т.е. 
1

( ) \ ( \ )
n

i

i

P X P X A
=

 

гомеоморфно 2 .  

Доказательство. Пусть X – бесконечный компакт, и эту теорему докажем для 

2n = . 1A  и 2A  – такие замкнутые подмножества компакта X, что 1\X A  и 2\X A  

всюду плотны в X и отличны от X. Тогда каждое ( \ )iP X A  всюду плотны в P(X)  

и отличны от P(X). В этом случае, по теореме 8, эти подпространства 1( \ )P X A   

и 2( \ )P X A  являются граничными множествами в P(X). Пересечение 

1 2( \ ) ( \ )P X A P X A  выпукло и всюду плотно в P(X). Следовательно, 

2( \ ) ( \ )P X A P X A  является AR-пространством.  

В силу замкнутости множеств 1A  и 2A  в компакте X имеем  

1

1 1 1

( \ ) ( \ ) ( ( \ )) ( \ U )i i i

i i i

P X A P X U P X U P X
  

= = =

= = = , 

2

1 1 1

( \ ) ( \ ) ( ( \ )) ( \ )i i i

i i i

P X A P X V P X V P X V
  

= = =

= = = . 

Заметим, что 1( \ ) ( \ )i iP X U P X U +  и 1( \ ) ( \ )i iP X V P X V + , и ( \ )iP X U  и 

( \ )iP X V  – выпуклые компакты. Значит, 1( \ )P X A  и 2( \ )P X A  σ-компактны.  

Теперь 

1 2 1

1

( \ ) ( \ ) ( ( \ ) ( ( \ )))i

i

P X A P X A P X U P X V


=

= , 

2 1

1 1

( ( \ ) ( ( \ )) ... ( ( \ ) ( ( \ ))...i n

i i

P X U P X V P X U P X V
 

= =

=  

1 1 2 2( ( \ ) ( \ )) ( ( \ ) ( \ )) ...P X U P X V P X U P X V=  

1

... ( ( \ ) ( \ )) ... ( ( \ ) ( \ ))n n i i

i

P X U P X V P X U P X V


=

= . 

Очевидно, что пространство 1 2( \ ) ( \ )P X A P X A  – растущая последователь-

ность компактных выпуклых подмножеств компакта P(X), так как  

1 2( \ ) ( \ ) ...P X U P X U  , 

1 2( \ ) ( \ ) ...P X V P X V   

есть растущие последовательности компактных выпуклых подмножеств в P(X). 

Обозначим ( \ ) ( \ )i i iC P X U P X V= . Получим, что 
1

i

i

C C AR


=

=  . Для каждого 

i N  показывается, iC  есть Z-множество в С. Следовательно, C  есть σ–Z-

множество и C  есть граничное множество в P(X) [8, 9], т.е. 2

1

( ) \ i

i

P X C


=

. 

Теорема 13 доказана. 

Для функтора P , переводящего компакты в σ-компактные пространства, до-

казывается следующая 
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Теорема 14. Пусть X – бесконечный компакт, 1 2, ,..., nA A A  – такие замкнутые 

подмножества компакта X, что \ iX A  всюду плотны в X и отличны от X для каж-

дого 1,i n .  

Тогда 
1

( \ )
n

i

i

P X A

=

 есть граничное множество в P(X), т.е. 2

1

( ) \ ( \ ) .i

n

P X P X A




=

 

Следствие 10. Пусть X – бесконечный компакт, 1 2, ,..., nx x x  – различные точки 

компакта X такие, что \{ }iX x  всюду плотны в X для каждого 1,i n= . Тогда про-

странство 
1

( \ )
n

i

i

P X x
=

 есть граничное множество в P(X), т.е. 2

1

( ) \ ( \ ) .i

n

P X P X X




=

 

Следствие 11. Пусть X – бесконечный компакт, 1 2, ,..., nx x x
 
– различные точки 

этого компакта X такие, что \{ }iX x  всюду плотно в X для каждого 1,i n= . Тогда 

1

( \ )
n

i

i

P X x

=

 есть граничное множество в P(X), т.е. 2

1

( ) \ ( \ )i

n

P X P X X



=

.   

Теорема 15. Для любого бесконечного компакта X пространство ( ) \ ( )fP X P X  

является граничным множеством компакта P(X), т.е. 2( ) \ ( ( ) \ ( )) .fP X P X P X    

Доказательство. Пусть X – бесконечный компакт, тогда P(X) гомеоморфно 

гильбертовому кубу Q. В работах [5, 6] было показано, что ( )P X  образует гра-

ничное множество компакта P(X), т.е. 2( ) \ ( )P X P X . Было показано, что 

( )P X  обладает компактным Z-свойством, т.е. каждое компактное подмножество 

пространства ( )P X  есть Z-множество. Значит, компакт ( )fP X  является Z-мно-

жеством в ( )P X .  

а) Теперь покажем, что подпространство ( )P X \ ( )fP X  гомотопически плот-

но в ( )P X . Фиксируем точку 
0 ( ) \ ( )fP X P X  . Положим 

1 20

1 1

2 2
x x =  +  , 

где 
1x

  и 
2x  – произвольные точки компакта ( ) ( )X P X  . Искомую гомото-

пию ( , ) : ( ) [0,1] P ( )h t P X X   →  построим, полагая 0( , ) t (1 )h t t =  + −  .                 

При 0t =  гомотопия 0( ,0) 0 (1 0)h  =  + −  =  , т.е. ( )( ,0) P Xh id


 = .  

При 0t   0( , ) (1 )h t t t =  + −  . Легко проверить, что для любого ( )P X  и 

(0,1]t  мера ( , ) ( )fh t P X  , так как 0 ( )fP X   и при любом значении μ мера 

( , ) ( )fh t P X  .  

Значит, пространство ( ) \ ( )fP X P X  гомотопически плотно в ( )P X .  

б) Известно, что для любого компакта X компакт ( )fP X  является счетным объ-

единением компактов , ( )f nP X , где , ( )f nP X  есть подмножество компакта ( ).nP X  

Значит, ,

1

( ) ( )f f n

n

P X P X


=

=  здесь ( )fP X  принимает вид:  

,1 ,2 ,( ) ( ) ( ) ... P ( ) ...f f f nP X X P X X=       
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В этом случае имеем  

, ,

1 1

( ) \ ( ) ( ) \ ( ) ( ( ) \ ( ))f f n f n

n n

P X P X P X P X P X P X
 

  

= =

= = . 

Для каждого n N  подпространство ,( ) \ ( )f nP X P X  выпукло и локально вы-

пукло. Тогда пересечение ,

1

( ( ) \ ( ))f n

n

P X P X




=

 выпукло. Следовательно, про-

странство ( ) \ ( )fP X P X  выпукло, и ( ) \ ( )fP X P X  есть AR-пространство. С дру-

гой стороны, подпространство ( ) \ ( )fP X P X  всюду плотно в P(X) и 

( ) \ ( )fP X P X  является Zσ-множеством. В этом случае из результата 1.5.4 [10] 

подпространство ( ) \ ( )fP X P X  сильно C-универсально, где C – класс метриче-

ских компактов. В данном случае из результата вытекает, что пара 

( ( ), ( ) \ ( ))fP X P X P X  гомеоморфна паре ( , ( ))Q B Q . Значит, имеем 

2( ) \ ( ( ) \ ( ))fP X P X P X . Теорема 15 доказана. 

В условиях теорем 9–15, следствий 9–10 и в силу равенства  

( \ ) ( ) \ ( )PP X A P X S A=  

получаем: 

а) 2

1 1 1

( ) \ ( \ ) ( ) \ ( ( ( ) \ ( )) ( )i P i P i

i i i

P X P X A P X P X S A S A
  

= = =

= = ; так, ( )PS A  

гомеоморфно гильбертовому пространству 2  для любого замкнутого подмно-

жества A компакта X [6, 7]; 

б) 2

1 1 1

( ) \ ( \ ) ( ) \ ( ( ( ) \ ( )) ( )i P i P i

i i i

P X P X x P X P X S x S x
  

= = =

= = ; 

в) 2

1 1 1

( ) \ ( \ ) ( ) \ ( ( ) \ ( )) ( )
n n n

i P i P i

i i i

P X P X A P X P X S A S A
= = =

= = . 

Известно, что для любых бесконечных компактов X и Y пространства P(X) и 

P(Y) гомеоморфны Q, т.е. ( ) ( )P X P Y Q .  

Вопрос. Для таких компактов X и Y пространства ( )P X  и ( )P Y  гомеоморфны?  

Из результатов работ [1–8] и теорем 2–15 следует: 

а) для конечномерных компактов X и Y пространства ( )P X  и ( )P Y  гомео-

морфны; 

б) для счетных компактов X и Y пространства ( )P X  и ( )P Y  
гомеоморфны; 

в) для компактов X и Y, содержащих Q, пространства ( )P X  и ( )P Y  
гомео-

морфны; 

г) для компактов X и Y таких, что 
n nX   и 

n nY   содержат Q, пространства 

( )P X  и ( )P Y гомеоморфны. 

Пусть X и Y – бесконечные метрические компакты. Тогда имеют место сле-

дующие равенства:  

1. ( ) ( )P X P Y и ( ) \ ( ) ( ) \ ( )P X P X P Y P Y . 
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2. ( ) \ ( \ ) ( ),PP X P X A S A=  где A X , и ( ) \ ( \ ) ( ),PP Y P X B S B=
 
где B Y . 

3. ( )U X  и ( )U Y  открыты и всюду плотны соответственно в X и Y, тогда 

( ) \ ( ( )) ( ) \ ( ( ))P X P U X P Y P U Y  и ( ) \ ( ( )) ( ) \ ( ( ))P X P U X P Y P U Y  , 

где ( )U X X  и ( )U Y Y . 

4. 0 0( ) \ ( \ ) ( ) \ ( \ )P X P X x P Y P Y y= , где 0x X  и 0y Y . 

5. ( ) \ ( ) ( ) \ ( )P X P A P Y P B= ,
 
где , , ,A X A X A X A A  =   и , ,B Y B Y B Y  = . 

6. ( ) \ ( ) ( ) \ ( )P X P A P Y P B  тогда и только тогда, когда ( \ ) ( \ ),P PS X A S Y B  

где A X , B Y . 

7, а. ( \ ) ( \ )P X A P Y B  тогда и только тогда, когда ( ) ( )P PS A S B , где A  

замкнуто в X и A X , B замкнуто в Y и B Y .  

7, б. ( \ ) ( \ )P PS X A S Y B  тогда и только тогда, когда ( ) \ ( ) ( ) \ ( ),P X P A P X P B  

( ) ( )P PS A S B , где A замкнуто в X и A X , B замкнуто в Y и B Y . 

8. Для любых σ-компактных всюду плотных подмножеств A и B соответ-

ственно X и Y, отличных от X и Y, верно  

( ) \ ( ) ( ) \ ( )P X P A P Y P B
/
 

9. Если 
1

i

i

A A


=

=  плотно в X, и 
1

i

i

B B


=

=  плотно в Y, 1 2 ...A A  , iA  замкнуто 

в X, A X , 1 2 ...B B  , iB  замкнуто в Y, ,B Y  тогда 

1 1

( ) \ ( ) ( ) \ ( )i i

i i

P X P A P Y P B
 

= =

 . 

10. Для любых счетных всюду плотных собственных подпространств A X  

и B Y  компактов X и Y имеют место 

( ) \ ( ) ( ) \ ( )P X P A P Y P B  и ( ) \ ( ) ( ) \ ( )P X P A P Y P B  . 
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Аннотация. Численно исследуются двумерный тетрахиральный метаматериал и 

влияние его структуры на механическое поведение. Изучено влияние изменения 

параметров хиральной структуры образца на его деформацию, напряжения и эффек-

тивные упругие свойства. Показано, что уменьшение объема базового материала  

в образце влечет уменьшение эффективного модуля Юнга. Выявлены параметры 

структуры метаматериала, обеспечивающие ауксетические свойства. Наибольшее 

значение интегральной деформации, оцениваемой по отклонению образца из мета-

материала от его исходного положения, замечено при рациональном соотношении 

длин элементов структуры. 
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Abstract. This paper presents a numerical study of a two-dimensional tetrachiral meta-

material and the effect of unit cell parameters on its mechanical behavior. Finite element 

simulations are performed using independently varied geometric parameters of the chiral 

unit cell. Chiral structures can induce the compression–torsion effect and the deflection 

in mechanical metamaterials. The sample deflection is affected by the following factors: 

ring deformation, ligament deformation, and structure twisting. The highest strain esti-

mated by the deflection of the metamaterial sample from the initial position is observed 

at an optimal ratio of ligament length to ring size. The effect of structural parameters on 

the deformation, stress distribution, and effective elastic properties of a two-dimensional 

metamaterial sample under uniaxial compression is studied and analyzed. For all variable 

parameters, a qualitatively similar nature of the equivalent stress distribution is revealed. 

It is found that a decrease in the volume of the main material in the metamaterial sample 

entails a decrease in effective Young’s modulus. The parameters accounting for the auxetic 

properties of the metamaterial are obtained. Effective Poisson’s ratio is determined in the 

range from –0.1 to 0.95. 

Keywords: numerical simulation, finite element method, structure–property relationship, 

chiral structure, uniaxial deformation, mechanical metamaterial 
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Введение 

 

Механические метаматериалы представляют собой упорядоченные мелко-

масштабные архитектуры из обычных материалов, подстраивая структуру кото-

рых можно добиться достижения ими требуемых механических или физических 

характеристик [1]. В настоящее время метаматериалы активно разрабатываются, 

исследуются и уже продемонстрировали потенциал для широкого спектра при-

менений, в частности для теплоизоляции, электродов аккумуляторов, носителей 
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катализаторов и гашения акустической, вибрационной или ударной энергии [2]. 

Вызывает интерес их применение для преобразования или демпфирования меха-

нических волн. В метаматериалах энергия может быть сконцентрирована в эле-

ментах структуры и эффективно поглощена [3]. Усовершенствованные производ-

ственные процессы сделали эти уникальные композитные материалы более  

доступными и жизнеспособными для других отраслей промышленности. 

Среди прочих видов метаматериалов более эффективными являются ячеистые 

структуры благодаря хорошей комбинации удельных характеристик [4]. Персо-

нализированная трехмерная печать образцов позволяет создавать подобные 

структуры, которые практически не производятся традиционными методами [5]. 

Готовые образцы могли бы использоваться в качестве защитных конструкций, 

как того требует модернизация традиционных материалов [6]. Ячеистые твердые 

тела широко используются в различных инженерных приложениях [7]. Среди них 

преобладают структуры в форме пчелиных сот [8], так как они обладают рядом 

преимуществ, среди которых можно выделить синкластическую кривизну и от-

рицательное значение эффективного коэффициента Пуассона. По сообщениям 

авторов [9–11], подобными нетривиальными свойствами обладают хиральные 

структуры. Хотя до сих пор можно найти учебники, в которых категорически 

утверждается, что коэффициент Пуассона не может принимать отрицательные 

значения, на самом деле существует ряд примеров твердых тел, особенно анизо-

тропных, с отрицательным коэффициентом Пуассона [12, 13]. 

Заметим, что хиральность в геометрии может не только наделять механиче-

ские метаструктуры отрицательным коэффициентом Пуассона, но также приво-

дить к эффекту «нагружение–скручивание» [14–17]. Это свойство может также 

быть использовано в практических приложениях изделий из метаматериалов. 

Механическое поведение трехмерных метаматериалов зависит от их структу-

ры [18], которая часто состоит из элементов, построенных на плоскости. Однако 

исследований, посвященных детальному изучению двумерных метаматериалов, 

мало. В данной работе пристальное внимание обращено на плоский тетрахираль-

ный метаматериал и проведено его комплексное исследование. Детальное иссле-

дование особенности структурной организации механических метаматериалов на 

мезоуровне (масштабном уровне элементарной ячейки структуры) позволяет нам 

определить эффективные упругие свойства метаматериала на макроуровне в ре-

зультате процедуры численного усреднения. 

Количество связок в хиральной структуре будет определять ее название: к при-

меру, четыре связки – это тетрахиральная структура. В работе выбрана именно 

такая структура, потому что она реализует наперед заданное механическое пове-

дение. Степень проявления отклика зависит от параметров тетрахиральной 

структуры. Именно этот вопрос рассматривается в представленной работе. 

Статья имеет следующую структуру. Вначале мы приводим описание геомет-

рических особенностей плоских образцов с различными характерными размера-

ми элементов тетрахиральной структуры. Потом рассматриваем механизмы фор-

моизменения тетрахиральной структуры при одноосном нагружении образцов  

с помощью моделирования методом конечных элементов и рассчитываем эффек-

тивные характеристики двумерных метаматериалов, такие как модуль Юнга  

и коэффициент Пуассона. Завершает статью анализ полученных результатов. 
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Особенности математического моделирования 

 

Геометрическая модель тетрахиральной структуры 

 

Рассмотрим двумерный (планарный) тетрахиральный механический метама-

териал, представленный на рис. 1. Элементарная (единичная) ячейка хиральной 

структуры состоит из кольца и прилегающих к нему по касательной связок. Она 

может иметь несколько связок и называться в соответствии с их количеством. 

Структура с четырьмя связками, которая исследуется в данной работе, называет-

ся тетрахиральной (см. рис. 1). Исходные геометрические параметры принимали 

значения: L1 = 50 мм – размер элементарной ячейки, r1 = 12.5 мм – внутренний 

радиус кольца, r2 = 17.5 мм – внешний радиус кольца, t = 5 мм – толщина связки, 

h = 5 мм – ширина связки. Последний параметр характеризует не двумерную тет-

рахиральную структуру, а толщину пластины из двумерного тетрахирального 

метаматериала. Его введение обусловлено тем, что моделирование механическо-

го поведения двумерных структур предполагается в полноразмерной трехмерной 

постановке. 
 

 

Рис. 1. Геометрическая модель: структура образца из тетрахирального метаматериала  

и элементарная ячейка 

Fig. 1. Geometric model: a structure of the tetrachiral metamaterial sample and a unit cell 
 

Варьируя исходные геометрические параметры тетрахиральной структуры, мы 

получаем разные варианты метаматериала. Заметим, что эти параметры можно 

выбирать либо независимо друг от друга, либо с учетом влияния на остальные 

характеристики элементарной ячейки. В данном исследовании рассматривается 

первый способ варьирования параметров: например, при изменении ширины 

связки толщина и другие параметры оставались исходными. Таким же образом 

варьировали и другие параметры, за исключением параметра r2, для которого 

принималось условие r2 – r1 = 5 мм. Это было сделано для того, чтобы исследо-

вать влияние не толщины кольца (что обеспечило изменение r1), а среднего ради-

уса кольца. Также если принять в качестве необходимого условия соединение 
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ребра с кольцом по касательной, то появится геометрическая связь межу средним 

радиусом кольцевого элемента, длиной ребра и углом наклона ребра θ.  
 

Математическая постановка численного эксперимента 
 

Чтобы не ограничиваться идеальными структурами, геометрическая модель 

образца двумерного метаматериала строится как трехмерный объект. И задача 

описания его механического поведения рассматривается как трехмерная.  

Для интересующих нас полей перемещений ui и напряжений σij ставится крае-

вая задача, определяемая системой уравнений теории упругости. Система вклю-

чает уравнения равновесия, соотношения Коши и закон Гука в качестве опреде-

ляющих соотношений: 

 0,j ij  =  (1) 

 
1

,
2

ji
ij

j i

uu

x x

 
 = + 

   

 (2) 

 2 ,ij ij kk ij =    +    (3) 

где σij – компоненты тензора напряжений, εij – компоненты тензора деформаций, 

xi – пространственные координаты, ui – компоненты вектора перемещений, 

( ) ( )
,

1 1 2

E
 =

+   − 
 

( )
,

2 1

E
 =

 + 
 μ – коэффициенты Ламе, связанные с моду-

лем Юнга (E) и коэффициентом Пуассона (υ), δij – символ Кронекера, i, j = 1, 2, 3.  

В работе рассмотрена задача одноосного сжатия образца из механического 

метаматериала. Граничные условия для такой задачи имеют следующий вид: 

ui = 0 для xi  S1, u2 = –0.03L и σ12 = σ23 = 0 для xi  S2, σijnj =0 для xi  S3, i, j = 1, 2, 3, 

где S1 – нижняя грань (жесткая заделка), S2 – верхняя грань (перемещение по оси Y, 

соответствующее деформации в 3%), S3 – оставшиеся грани образца (свободные 

граничные условия), L = 410 мм – начальная длина образца вдоль оси Y, nj – ком-

поненты вектора нормали к поверхности S3. 

Численное моделирование проводилось методом конечных элементов. Обра-

зец из метаматериала при расчете методом конечных элементов моделируется, 

как совокупность трехмерных твердотельных элементов. Деформирование образца 

происходит без контактных взаимодействий составляющих его элементов. 

В данной работе для упругих постоянных были приняты следующие значе-

ния: E = 2.6 ГПа, υ = 0.4. Эти значения упругих констант соответствуют ABS-

пластику. Заметим, что деформационное поведение метаматериалов в большей 

степени зависит не от значений упругих модулей, а от геометрии макрострукту-

ры метаматериала.  

 

Результаты и обсуждение 
 

Нетривиальный отклик – скручивание структуры 
 

Тетрахиральная структура обладает уникальной конструкционной особенно-

стью – наличием кольца со связками, что позволяет ей скручиваться при одноос-

ном нагружении. Коллективное скручивание колец приводит к тому, что образец 
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начинает отклоняться от исходного положения (рис. 2, а). Отклонения происхо-

дят как по оси X, так и по оси Y. 
 

  
а b 

Рис. 2. Схема деформирования структуры (а) и зависимости отклонения образца  

из двумерного метаматериала от переменных параметров хиральной структуры (b) 

Fig. 2. (a) Scheme of the structure deformation and (b) dependences of the deflection  

on the variable parameters of the chiral structure for a two-dimensional metamaterial sample  
 

Моделирование деформирования образцов проводилось при изменении пара-

метров структуры. Результат влияния переменных параметров на значение от-

клонения двумерного метаматериала представлен на рис. 2, b. Рассмотрим влия-

ние каждого из параметров на механический отклик метаматериала подробнее. 

Эти параметры и само значение отклонения приводятся в безразмерном виде, как 

отношение переменного параметра к размеру одной элементарной ячейки. 

Значения внутреннего радиуса кольца r1 уменьшались от исходного значения 

12.5 до 0 мм с равным шагом 2.5 мм (см. рис. 2, b, квадратные маркеры). Заме-

тим, что при уменьшении внутреннего радиуса кольца хиральной структуры уве-

личивается объем базового материала. Из рис. 2, b видно, что при уменьшении 

внутреннего радиуса в этом диапазоне отклонение образца уменьшается практи-

чески в два раза. Когда r1 = 0 мм, в тетрахиральной структуре вместо кольца  

появляется диск, который увеличивает жесткость структуры, что приводит  

к уменьшению отклонения образца.  

При изменении толщины связки t тетрахиральной структуры от 5 до 1 мм  

с шагом 1 мм поведение аналогично предыдущему (см. рис. 2, b, круглые марке-

ры). Уменьшение толщины связки приводит к уменьшению отклонения образца. 

Это связано с уменьшением объема базового материала в образце. 

Внешний радиус кольца r2 изменялся от максимального до минимального 

значения, т.е. от 25 до 5 мм (см. рис. 2, b, треугольные маркеры). График разде-

лен на две части по промежуткам 25–20 мм и 20–5 мм. В первом случае (проме-

жутке) нарушается тетрахиральная структура, это вызвано срастанием смежных 

ячеек и кольца с прилегающими связками. Очевидно, что когда кольцо соразмер-

но элементарной ячейке (r2 = 25 мм), отклонение не будет реализовываться.  

Во втором случае (промежутке) нарушения тетрахиральной структуры нет и коль-
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цо с радиусом 20 мм позволяет образцу отклониться на максимальное значение. 

Дальнейшее уменьшение внешнего радиуса уменьшает отклонение образца. Из это-

го становится ясно, что отклонение образца достигает максимального значения, 

когда связки имеют длину, соразмерную радиусу кольца. 

Из полученных результатов следует, что в отклонении образца участвуют 

следующие факторы: 

1) деформирование кольца – r1 = 16.5 мм; r2 = 17.5 мм; t = h = 5 мм (рис. 3, а); 

2) деформирование связки – r2 = 17.5 мм; r1 = 12.5 мм; t = 1 мм, h = 5 мм  

(рис. 3, b); 

3) скручивание структуры – конструкционный фактор и, вероятно, зависит от 

параметра r2. 
 

  
а б 

Рис. 3. Деформирование одной из элементарных ячеек при сжатии образцов  

из метаматериала с переменными параметрами структуры: r1 = 16,5 мм;  

r2 = 17.5 мм; t = h = 5 мм (а); r2 = 17.5 мм; r1 = 12.5 мм; t = 1 мм; h = 5 мм (б) 

Fig. 3. Deformation of a unit cell during compression of metamaterial samples  

with variable parameters of the structure: (a) r1 = 16.5 mm; r2 = 17.5 mm; t = h = 5 mm  

and (b) r2 = 17.5 mm; r1 = 12.5 mm; t = 1 mm; h = 5 mm 

 

Распределение эквивалентных напряжений 

 

Рассмотрим, как влияет изменение изучаемых параметров на распределения 

напряжений на примере внутреннего радиуса кольца (рис. 4). Очевидно, что ме-

таматериал деформируется неравномерно, что отражается в распределении 

напряжений. Наибольшие значения эквивалентных напряжений наблюдаются  

в связках, а также в областях соединения кольца со связками. Если рассматривать 

структуру с исходными значениями параметров, то максимальные эквивалентные 

напряжения в 50 МПа можно обнаружить на внешней стороне связок ближе  

к кольцу. Это связано с тем, что при сжатии и скручивании элементов хиральной 

структуры связки испытывают неравномерный изгиб. На внутренней стороне 

связок ближе к кольцу значение максимальных напряжений в полтора раза 

меньше. На оставшихся двух связках эквивалентные напряжения на аналогичных 

участках меньше на 40% с внешней стороны и на 10% с внутренней стороны. Эти 

максимальные напряжения, в свою очередь, наблюдаются недалеко от зоны со-

единения элементарных ячеек. То есть симметрия хиральной структуры и вы-
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бранное вертикальное направление приложения сжимающей нагрузки на образец 

приводят к таким противоположным тенденциям в распределениях эквивалент-

ных напряжений в разных связках. 
 

  

  

  

Рис. 4. Распределения эквивалентных напряжений при общей деформации одноосного 

сжатия образца 3% для разных значений параметра внутреннего радиуса кольца (r1)  

хиральной структуры 

Fig. 4. Distributions of equivalent stresses at 3% total deformation of the uniaxial sample  

compression for different inner radii of the ring (r1) in a chiral structure 
 

Когда разница между внешним и внутренним радиусами кольца невелика, на 

внутренней части кольца также отмечаются достаточно высокие значения экви-

валентных напряжений. Они возникают из-за механического воздействия связок, 

максимальные значения – 43 МПа. Две другие связки (вертикальные) воздей-

ствуют с меньшим усилием, и напряжения на внутренней стороне достигают  

18.7 МПа в своем максимуме. При уменьшении r1 уменьшаются и значения экви-

валентных напряжений в аналогичных областях. Стоит также отметить, что при 
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значениях r1 = 12.5, 10, 7.5 мм наибольшие значения напряжений на внешней 

стороне кольца обнаруживаются вблизи соединения связок и кольца – области 

концентрации напряжений. 

Для остальных переменных параметров можно отметить качественно похо-

жий характер распределения эквивалентных напряжений, а количественно мак-

симальные значения эквивалентных напряжений имеют меньшие значения. 

 

Эффективный модуль Юнга 

 

При изменении параметров структуры метаматериала изменялась пористость 

образца, что влечет за собой изменение силовых характеристик образца. Наибо-

лее интересна способность образца сопротивляться одноосной нагрузке, поэтому 

в качестве такой характеристики рассмотрим модуль Юнга. Поскольку метамате-

риал можно рассматривать как эффективную среду, то усредненной характери-

стикой такого псевдоматериала будет эффективный модуль Юнга 

L

u
S

F

E
eff

2

=  

где F – силовая реакция закрепленной части образца, S – площадь основания об-

разца, u2 – смещение верхней части образца, L – длина образца. 

Аналогично анализу отклонения образца влияние каждого параметра тетра-

хиральной структуры на значение эффективного модуля Юнга рассмотрим в от-

дельности (рис. 5). 
 

 

Рис. 5. Зависимости эффективного модуля Юнга двумерного метаматериала  

от переменных параметров хиральной структуры 

Fig. 5. Dependences of effective Young's modulus of a two-dimensional metamaterial  

on the variable parameters of the chiral structure 
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При уменьшении внутреннего радиуса происходит увеличение удельного 

объема базового материала. Следовательно, в этом случае необходимо затратить 

больше усилий для деформирования образца из метаматериала (см. рис. 5). В ис-

ходном образце метаматериала значение реакции опоры было 901.78 Н, это зна-

чит, что значение эффективного модуля Юнга будет равно 42.9 МПа. При 

уменьшении внутреннего радиуса кольца до нуля объем базового материала уве-

личился на 58%, а значение Eeff увеличилось на 38%, до 59.3 МПа (см. рис. 5, 

квадратные маркеры). 

В случае с переменным параметром t видно, что значение эффективного мо-

дуля Юнга убывает с уменьшением толщины связки. Минимальное значение эф-

фективного модуля Юнга составляет 0.22 МПа, при t = 1. Наибольшее значение 

достигается при t = 5, Eeff = 42.9 МПа (см. рис. 5, круглые маркеры). 

При рассмотрении влияния параметра r2 было обнаружено, что способность 

сопротивляться одноосному сжатию существенно возрастает, когда нарушается 

тетрахиральность структуры. При уменьшении r2 с 20 по 5 идет линейное 

уменьшение Eeff (рис. 5, треугольные маркеры). 
 

Эффективный коэффициент Пуассона 
 

Для вычисления значения эффективного коэффициента Пуассона при измене-

нии параметров тетрахиральной структуры рассмотрим элементарную ячейку, 

располагающуюся в центре двумерного образца, т.е. в пятом ряду второго столб-

ца. В этой ячейке были выбраны четыре реперные точки в вершинах элементар-

ной ячейки. Зная координаты и перемещения этих точек, можно рассчитать де-

формации, по отношению которых можно определить значения эффективного 

коэффициента Пуассона. В предположении, что первоначальные точки принад-

лежат квадрату, стороны которого расположены вдоль осей координат, имеем 

следующие соотношения для разностей координат точек: y1 – y4 = y2 –y3 = x2 –x1 =  

= x3 –x4 = –50 мм. Для вычисления значения эффективного коэффициента Пуас-

сона используем выражение 
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Вычисление значения эффективного коэффициента Пуассона при варьирова-

нии параметров хиральной структуры дало результаты, изображенные на рис. 6. 

При увеличении объема метаматериала (при уменьшении r1) в рассматривае-

мой ячейке уменьшается значение эффективного коэффициента Пуассона, но 

незначительно, и колеблется в районе нуля (см. рис. 6, квадратные маркеры). 

Наиболее интересное влияние на эффективный коэффициент Пуассона оказы-

вает параметр t (см. рис. 6, круглые маркеры). Толстые связки плохо изгибаются, 

поэтому ауксетического поведения нет, и коэффициент Пуассона имеет положи-

тельное значение. С уменьшением толщины связок значение эффективного ко-

эффициента Пуассона уменьшается, достигает нуля и при дальнейшем утонении 
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связок становится отрицательным, продолжая уменьшаться, т.е. метаматериал 

проявляет ауксетические свойства. Однако имеется некоторое критическое зна-

чение толщины связок, после которого коэффициент Пуассона опять начинает 

расти. Вероятно, это является следствием того, что связки становятся слишком 

слабыми для поддержания тетрахиральной структуры.  
 

 

Рис. 6. Зависимости значения эффективного коэффициента Пуассона  

двумерного метаматериала от переменных параметров хиральной структуры 

Fig. 6. Dependences of effective Poisson’s ratio of a two-dimensional metamaterial  

on the variable parameters of the chiral structure 
 

Рассматривая изменение эффективного коэффициента Пуассона в зависимости 

от параметра r2, не стоит брать во внимание значения при 25 и 22.5 мм, так как 

очевидно, что в этом случае хиральная структура отсутствует, а без скручивания 

образец ведет себя, как обычный материал, а не метаматериал. Когда структура 

приобретает способность скручиваться, эффективный коэффициент Пуассона 

становится отрицательным, хотя и близким к нулю. Дальнейшее изменение приво-

дит к увеличению исследуемой характеристики (см. рис. 6, треугольные маркеры). 

 

Заключение 

 

В результате численного моделирования изучено влияние изменения пара-

метров хиральной структуры двумерного образца метаматериала на его дефор-

мацию, напряжения и эффективные упругие свойства. Из полученных результа-

тов в ходе математического моделирования выявлено, что каждый из перемен-

ных параметров проявляет различную эффективность, воздействуя на отклик 

образца из метаматериала. Это свидетельствует о том, что варьированием пара-

метров можно достигнуть требуемого механического поведения метаматериала,  

а также контролировать его эффективные упругие характеристики. Наибольшее 

значение отклонения (−13.024 мм) зафиксировано при r2 = 20 мм несмотря на то, 
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что в данном случае объем базового материала наибольший для всех образцов, 

реализующих беспрепятственное скручивание структуры. Если провести ранжи-

рование по вкладу в нетривиальный отклик, то можно параметры расположить 

следующим образом (от большего влияния к меньшему): внешний радиус кольца, 

внутренний радиус кольца, толщина связки. 

В отношении эффективного модуля Юнга образцы подчиняются следующему 

правилу: при уменьшении объема базового материала необходимо затрачивать 

меньшие усилия для деформирования и модуль Юнга уменьшается. Наибольшим 

эффектом обладает параметр t. 

Относительно эффективного коэффициента Пуассона стоит отметить, что тет-

рахиральная структура обладает свойством ауксетичности лишь при некоторых 

вариациях переменных параметров. При варьировании параметров r1 и t коэффи-

циент Пуассона имеет значения вблизи нуля. Наибольшее влияние оказывает 

параметр r2, вызывая изменение значения коэффициента Пуассона в диапазоне от 

–0.04 до 0.95. Это связано с отношением длины связки к кольцу: чем меньше 

кольцо, тем больше связка тетрахиральной структуры. Самое большое отрица-

тельное значение коэффициента Пуассона (−0.1) проявила структура с толщиной 

связок 2 мм. 

Указанные закономерности получены при независимом варьировании пара-

метров хиральной структуры. Однако надо иметь в виду, что переменные пара-

метры можно выбирать и с учетом их влияния на остальные характеристики эле-

ментарной ячейки, когда заданы определенные ограничения на построение хи-

ральной структуры [19]. Принятие такого условия может оказать влияние на от-

клик тетрахиральных структур, степень этого влияния необходимо исследовать 

дополнительно. 
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Аннотация. Исследовано влияние ведущего пояска на процесс внедрения удли-
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расчетного комплекса EFES проведены параметрические расчеты взаимодействия 
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Abstract. To assess the effect of a driving belt on the elongated projectile penetration into  

a barrier, it is necessary to perform mathematical modeling considering all the physical 

and mechanical properties of the projectile and barrier. Using the modified EFES soft-

ware package, the high-speed interaction of elongated steel projectiles with aluminum 

barriers is calculated in the speed range of 200 – 450 m/s. Two configurations of the pro-

jectile, namely, the projectiles with and without belts, are studied numerically. The de-

veloped mathematical model is validated using experimental results for the high-speed 

interaction of elongated projectiles with aluminum barriers. A comparison of the calcu-

lated and experimental results yields a discrepancy in the behind-the-barrier speed, which 

does not exceed 9.5%. The obtained data show an insignificant influence of the driving 

belts on the behind-the-barrier speed; the difference in the values is less than 4%. 

Keywords: driving belts, high-speed interaction, elongated projectile, mathematical 

model 
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Введение 

 

При создании однослойных защит применяют оценочные расчеты по инже-

нерным формулам, которые позволяют без учета сложного напряженно-дефор-

мированного состояния преграды и ударника оценить ее свойства по величине 

предела сквозного пробития. В этом случае точность полученных результатов 

будет напрямую зависеть от знания скорости ударника после пробития преграды. 
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Запреградная скорость зависит от многих факторов взаимодействия элементов 

ударника с конструкцией. Одним из таких факторов является ведущий поясок, 

используемый для ведения ударников по каналу метательной установки. Очевид-

но, что для предотвращения контакта ударника с каналом метательной установки 

диаметр пояска должен быть больше диаметра самого ударника. Поясок должен 

обеспечивать центрирование ударника и обладать определенными механическими 

прочностными свойствами. При взаимодействии ударника с преградой в зависи-

мости от материала пояска и его геометрических характеристик он может повли-

ять на динамику взаимодействия ударника с преградой. 

При высокоскоростном взаимодействии ударника сложной конструкции с пре-

градой для получения полной расчетной картины необходима математическая по-

становка задачи в полной мере, учитывающая все физико-механические свойства 

исследуемых материалов ударника и преграды, а также понимание физических 

процессов и явлений, происходящих в материалах. Все эти факторы приводят  

к формированию сложной нелинейной системы дифференциальных уравнений, 

для решения которой требуется применение современных вычислительных сер-

веров с высокой частотой обработки информации и большим объемом оператив-

ной памяти. Высокоскоростное взаимодействие ударника с преградой описыва-

ется задачами динамического деформирования неупругих тел. Для решения задач 

подобного типа разработаны эффективные алгоритмы численного решения [1–5]. 

Оценка погрешности численного решения таких задач является затруднительной. 

Для оценки влияния ведущего пояска на процесс внедрения удлиненного 

ударника проведено экспериментально-теоретическое исследование. С примене-

нием модифицированного расчетного комплекса EFES получены расчетные ре-

зультаты высокоскоростного взаимодействия удлиненных ударников с преграда-

ми из алюминия. Расчеты проводились в диапазоне скоростей 200–450 м/с для 

двух типов ударников: с поясками и без. 

 

Экспериментальные результаты 

 

Для исследования высокоскоростного взаимодействия с алюминиевой пре-

градой использовался удлиненный ударник, внешний вид которого представлен 

на рис. 1. Результаты высокоскоростного взаимодействия получены на экспери-

ментальном стенде [6]. 
 

 

Рис. 1. Внешний вид удлиненного ударника 

Fig. 1. Design of an elongated projectile 
 

В экспериментах использовался ударник, изготовленный из стали. Для веде-

ния по каналу метательной установки применялись медные пояски. В кормовой 

части ударник имеет диаметр 8 мм, а диаметр медных поясков равен 8.1 мм.  
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Проведено три эксперимента в диапазоне скоростей 200–450 м/с. На рис. 2 

представлен один из процессов высокоскоростного взаимодействия данного 

ударника с алюминиевой преградой. Ударник взаимодействовал с алюминиевой 

преградой толщиной 8 мм со скоростью 395 м/с. 
 

  

  

Рис. 2. Видеокадры процесса высокоскоростного взаимодействия ударника  

с алюминиевой преградой толщиной 8 мм 

Fig. 2. Video frames of the high-speed interaction between a projectile  

and an 8-mm-thick aluminum barrier 
 

Ударник к преграде подходит ровно. В процессе взаимодействия с преградой 

он образует круглое сквозное отверстие с небольшим выносом материала прегра-

ды на тыльной стороне. Пробив преграду насквозь, ударник продолжает свое 

движение со скоростью 345 м/с, затратив на пробитие преграды всего 50 м/с. На 

рис. 3 показано отверстие в преграде с лицевой и тыльной сторон, образованное 

ударником. 
 

  
а b 

Рис. 3. Внешний вид отверстия в преграде с лицевой (а) и тыльной (b) сторон 

Fig. 3. Physical form of the hole in a barrier from the (a) front and (b) back sides 
 

Диаметр получившегося отверстия равен 8.24 мм. На рис. 3, b можно заметить 

участки отверстия, где имеется вынос материала. Результаты проведенных экспе-

риментов использовались для тестирования математической модели (см. ниже). 

Определить влияние изменения диаметра медных поясков на процесс взаимодей-
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ствия с преградой только экспериментальным путем очень трудозатратно и 

сложно, поэтому для дальнейшего анализа применялся аппарат математического 

моделирования. 

 

Результаты численного моделирования 

 

Анализ высокоскоростного взаимодействия ударников с преградами и пара-

метрические исследования проводились на модифицированном расчетном ком-

плексе EFES [7–9]. Для оценки влияния ведущего пояска на процесс внедрения 

ударника проведена серия параметрических расчетов. В данной работе исследо-

валось взаимодействие ударников с преградами в рамках схемы, показанной на 

рис. 4. Стальной ударник занимает область D1, медные пояски – D2, преграда D3. 

Взаимодействие происходит в нормаль со скоростью υ0. На контактной границе 

между ударником и преградой реализованы условия скольжения без трения, на 

границе между ударником и поясками – условие «слипания».  
 

 

Рис. 4. Расчетная схема взаимодействия 

Fig. 4. Computational model of the interaction 
 

В таблице приведены значения запреградных скоростей ударника с поясками, 

полученные в эксперименте ( e

rb ) и расчете ( c

rb ), относительное расхождение 

между экспериментом и расчетом (δ1), запреградная скорость ударника без пояс-

ков ( c

r ), относительное расхождение расчетных запреградных скоростей ударника 

с пояском и без пояска (δ2) для различных начальных скоростей ударника ( 0 ) и 

толщин преграды (h). 

Сравнение запреградных скоростей ударника. 

0 , м/с h, мм 
e

rb , м/с c

rb , м/с δ1, % 
c

r , м/с δ2, % 

216 3 147 161 9,5 167 3,7 

395 8 345 320 7,2 318 0,6 

411 3 384 386 0,5 386 0 
 

Представленные результаты свидетельствуют об удовлетворительном согласии 

экспериментальных и численных результатов: расхождение не превышает 9.5%. 

Также результаты свидетельствуют о незначительном влиянии ведущих поясков 

на запреградную скорость ударника – менее 4%. 
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Расчетные конфигурации ударников и преграды для рассмотренных условий 

взаимодействия представлены на рис. 5–10.  
 

                  
           340 мкс                  660 мкс 

Рис. 5. Конфигурация ударника с поясками и преграды: υ0 = 216 м/с, h = 3 мм 

Fig. 5. Configuration of the projectile with belts and barriers at υ0 = 216 m/s, h = 3 mm 
 

                  
        340 мкс                 740 мкс 

Рис. 6. Конфигурация ударника без поясков и преграды: υ0 = 216 м/с, h = 3 мм 

Fig. 6. Configuration of the projectile without belts and barriers at υ0 = 216 m/s, h = 3 mm 
 

      
200 мкс                    400 мкс 

Рис. 7. Конфигурация ударника с поясками и преграды. υ0 = 395 м/с, h = 8 мм 

Fig. 7. Configuration of the projectile with belts and barriers at υ0 = 395 m/s, h = 8 mm 



Механика / Mechanics 

72 

                  
140 мкс         300 мкс 

Рис. 8. Конфигурация ударника без поясков и преграды: υ0 = 395 м/с, h = 8 мм 

Fig. 8. Configuration of the projectile without belts and barriers at υ0 = 395 m/s, h = 8 mm 
 

                  
140 мкс                  280 мкс 

Рис. 9. Конфигурация ударника с поясками и преграды: υ0 = 411 м/с, h = 3 мм 

Fig. 9. Configuration of the projectile with belts and barriers at υ0 = 411 m/s, h = 3 mm 
 

                  
140 мкс       300 мкс 

Рис. 10. Конфигурация ударника без поясков и преграды. υ0 = 411 м/с, h = 3 мм 

Fig. 10. Configuration of the projectile without belts and barriers at υ0 = 411 m/s, h = 3 mm 
 

В процессе внедрения в преграду происходит частичное разрушение медных 

поясков в результате их взаимодействия с боковой поверхностью образованного 
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цилиндрического отверстия в преграде (см. рис. 5, 7, 9). Это может приводить  

к незначительному торможению ударника. Степень подобного воздействия на 

скорость ударника будет зависеть от свойств материала преграды и времени кон-

такта поясков с боковой поверхностью отверстия в преграде, определяемого 

толщиной преграды и начальной скоростью ударника. С одной стороны, наличие 

поясков увеличивает массу ударника и, как следствие, его кинетическую энергию, 

с другой стороны, взаимодействие поясков с преградой способствует снижению 

его скорости на заключительном этапе внедрения в преграду. 

 

Заключение 

 

Проведена серия экспериментов высокоскоростного взаимодействия удлинен-

ных ударников с алюминиевыми преградами в диапазоне скоростей 200–450 м/с. 

Полученные экспериментальные результаты сравнивались с расчетными, расхож-

дение по запреградной скорости не превышает 9.5%. Используя математическую 

модель на основе модифицированного расчетного комплекса EFES, проведены 

расчеты высокоскоростного взаимодействия ударников без поясков с начальными 

данными, повторяющими эксперименты. Полученные результаты показали не-

значительное влияние ведущих поясков на запреградную скорость, разница со-

ставила менее 4%. 
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Аннотация. Представлены результаты математического моделирования процесса 

зажигания и вылета таблетки-излучателя из гильзы. Получены зависимости средне-

объемного давления в гильзе от времени для двух радиусов частиц: 1 и 25 мкм. 

Оценены времена зажигания торцевой поверхности таблетки-излучателя. Высота 

зазора между цилиндрическими поверхностями таблетки и гильзы варьировала  

в пределах от 0.5 до 2 мм. Получены скорости вылета таблетки-излучателя из гиль-

зы для разной высоты зазора между цилиндрическими поверхностями таблетки и 

гильзы. 

Ключевые слова: ложные тепловые цели, горение, продукты сгорания, математи-
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Abstract. This article presents the results of mathematical modeling of the ignition and 

ejection of a tablet–emitter from a cartridge case. Heat exchange between the tablet–

emitter surface and combustion products is a result of the thermal conductivity of the par-

ticles, gas convection, and radiation. When the tablet surface temperature reaches the  

ignition temperature, the combustion products begin to move from the tablet–emitter into 

the free volume of the cartridge case. When the burst pressure is reached, the membrane 

opens and the combustion products flow out of the cartridge case. Affected by the pres-

sure of the ejected combustion products, the tablet comes into motion and leaves the car-

tridge case. Time dependences of the average volume pressure in the cartridge case are 

obtained for two particle radii (1 and 25 μm). The ignition time for the end surface of the 

tablet–emitter is estimated. The gap size between the cylindrical surfaces of the tablet 

and the cartridge case varies from 0.5 to 2 mm. The velocity of the tablet–emitter dis-

charge from the cartridge case is obtained. It is revealed that gap size has a significant 

impact on the ignition process. 

Keywords: false heat targets, combustion, combustion products, mathematical modeling, 

muzzle velocity, internal ballistics 
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Введение 
 

Системы, известные как отстреливаемые ложные тепловые цели, играют важ-

ную роль в обеспечении безопасности полетов вертолетов и самолетов при вы-

полнении различных миссий [1]. Ложные тепловые цели представляют собой 

устройства, способные выделять большое количество тепла при сгорании горю-

чего состава, что препятствует обнаружению точного местоположения летатель-

ного аппарата, температура двигателя которого высока [2]. 

Ложные тепловые цели подобны боеприпасам сигнальных или осветительных 

пусковых устройств [3] и состоят из гильзы, заполненной твердым горючим со-

ставом. Для их успешного применения необходимо обеспечить устойчивое зажи-

гание пиротехнического состава таблетки-излучателя ложной тепловой цели [4] 

до ее вылета из гильзы. 

Для достижения полного зажигания торцевой части таблетки-излучателя во 

время ее нахождения в гильзе необходимо выявить влияние различных парамет-

ров на процесс зажигания и вылета таблетки-излучателя из гильзы. В рамках этой 

задачи нужно определить оптимальные параметры конструкции, такие как вели-

чина зазора между цилиндрическими поверхностями гильзы и таблетки, а также 

размер частиц, поступающих от инициирующего устройства и пиротехнического 

состава таблетки. Информация о влиянии данных параметров на процесс зажига-

ния важна для минимизации возможности неудачных запусков ложных тепловых 

целей. 
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Цель данной статьи заключается в разработке физико-математической модели 

процесса зажигания и вылета таблетки-излучателя из гильзы, а также в изучении 

влияния размера частиц, поступающих от инициирующего устройства и пиротех-

нического состава таблетки, и величины зазора между цилиндрическими поверх-

ностями гильзы и таблетки на время зажигания торцевой поверхности таблетки.  

 

Физическая постановка задачи 

 

Таблетка-излучатель 3, расположенная в гильзе 2, показана на рис.1. Гильза  

с одного конца закрыта мембраной 4, которая открывается при достижении дав-

ления форсирования. В начальный момент времени с поверхности инициатора 1 

поступают продукты сгорания, состоящие из газа-инициатора и инертных частиц. 

Между поверхностью таблетки и продуктами сгорания происходит теплообмен 

за счет радиации, кондукции от частиц и конвекции продуктов сгорания. При 

достижении поверхностью таблетки температуры зажигания в свободный объем 

начинают поступать продукты сгорания, состоящие из газа таблетки и частиц. 

После достижения на мембране давления форсирования мембрана вскрывается. 

При этом под действием динамического напора продуктов сгорания, вытекающих 

из свободного объема, таблетка начинает двигаться вдоль оси x и покидает гильзу.  
 

 

Рис. 1. Внешний вид изделия: 1 – инициирующее устройство, 2 – корпус,  

3 – таблетка-излучатель, 4 – мембрана 

Fig. 1. Product design: 1, initiator; 2, cartridge case; 3, tablet-emitter; and 4, membrane 
 

Будем рассматривать исследуемый процесс в рамках следующих допущений. 

Течение продуктов сгорания двумерное осесимметричное, продукты сгорания пред-

ставляют собой вязкую сжимаемую многотемпературную и многоскоростную 

среду [5], состоящую из многокомпонентного газа (воздух, газ инициирующего 

устройства и газ от таблетки), частиц от инициирующего устройства и частиц от 

таблетки. Приход массы и энергии газа и частиц от горящей поверхности таблет-

ки моделируется через источниковые члены в уравнениях сохранения [6]. 

Для оценки времени зажигания таблетки решается задача по подключению  

к горению поверхности таблетки-излучателя. Предполагается, что зажигание по-

верхности, т.е. включение ее в процесс горения, происходит постепенно после 

достижения температурой в данной точке некоторого критического значения. 

Температура поверхности обычно находится либо путем численного решения 

нестационарного уравнения теплопроводности [7, 8] либо путем решения обык-

новенного дифференциального уравнения [9], полученного одним из интеграль-

ных методов [10, 11]. В данной работе используется второй способ как менее 

ресурсозатратный. 
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Процесс движения таблетки-излучателя в гильзе моделируется с помощью 

уравнения движения и с использованием технологии динамических сеток. 

 
Определяющая система уравнений 

 
Движение таблетки-излучателя моделируется следующей системой уравнений:  

 
1

2

1 н

0

1
2

y

t

t

t

dV
yp dy y p

dt m

 
 =  − 
 
 

 , t

t

dX
V

dt
= , (1)

 

с начальными условиями 0t = , 0tV = , 
1tX x= , где tm  – масса таблетки; tp  – 

давление на левом торце таблетки; нp  – давление снаружи гильзы. 

Система уравнений, описывающая газодинамические процессы, происходящие 

внутри гильзы, за исключением области, занятой таблеткой, с соответствующими 

начальными условиями имеет вид: 

– уравнение неразрывности для газа  

 ( )g

g g m,gV S
t


+   =


, (2)

 
– уравнение сохранения для i-й компоненты газа  

 ( ) ( )g i

g g i g i ,m i i ,g

Y
V Y D Y S

t


+   =     +


, (3)

 
где iY  – массовая доля i-й компоненты газа: i = 1 – газ, поступающий от воспла-

менительного устройства, i = 2 – газ, поступающий с поверхности горящей таб-

летки, 
g gp RT=  , 

2 2

3

1 1

1i i i

i i

R R Y Y R
= =

 
= + − 

 
  , 

– уравнение неразрывности для частиц 

 ( )s

s s m,sS
t


+  =


V , (4) 

где s = 1 – частицы, поступающие от воспламенительного устройства, s = 2 – ча-

стицы, поступающие с поверхности горящей таблетки. 

Объемная доля частиц и газа определяется из соотношений  

1

1

10


 =


, 2

2

20


 =


, 

1 2 1g + + = ,

 
где 0s  – плотность материала частиц.  

Уравнение сохранения импульса для газа:  

 ( )
2

1

g g

g g g g g sg

s

p
t =


+  +  =  +




V
V V τ R , (5)

 

где ( )
2

3

T

g g g g g g g g=    + −   τ V V V I , 
g  – объемная доля газа в смеси 

газа и частиц, 
g  – сдвиговая вязкость газа, 

gτ  – тензор вязких напряжений, I  – 

единичный тензор, p – давление газа. 
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Уравнение сохранения импульса для частиц:  

 ( )s s

s s s s s sgp
t


+  +  =  −



V
V V τ R , (6)

 

где ( )
2

3

T

s s s s s s s s=    + −   τ V V V I , ( )sg sg s gK= −R V V , s s

sg

s

K f
 

=


, 

Re

24

sg

Df C= , 
2

18

s s

s

g

d
 =


, 

( )0.68724
1 0.15Re , Re 1000,

Re

0.44, Re 1000.

sg sg

sgD

sg

C


+ 

= 
 

 

Уравнение сохранения энергии для газа: 

 

( ) ( ) ( )

( )
3 2

1 1

,

g g g

g g g g g g g g

i ,g g i ,m i sg sg g h,g

i s

E
H T p

t t

h D Y Q R S
= =

 
+   =      − +  +

 

+   + + + 

V τ V

V

 (6)

 

где 

23

1 2

g

g i ,g i

i

H h Y
=

= +
V

, 0 ( )

ref

T

i ,g i ,g ref p ,i

T

h h T c dT= +  , 
g

g g

g

p
E H


= −


, ( )sg sg s s gQ h A T T= −

, Nu
g

sg sg

s

h
d


= , 

6 p

s

s

A
d


= , 1 2 1 3Nu 2 0 6Re Pr/ /

sg sg.= + , Pr
p ,g g

g

g

c 
=


, 

i ,mD  – коэффи-

циент диффузии i-й компоненты газа в смеси. 

Уравнение сохранения энергии для частиц: 

 

( ) ( ) ( )s s s

s s s s s s s s sg sg s h,s

H
H T p Q S

t t

 
+  =     − +  − − +

 
V τ V R V  (7)

 

где 
2

2

s

s sH h= +
V

, 0 ( )
s

ref

T

s ref s

T

h h T c dT= +  , ( ) ( ) ( )2
2 Т2 021m,g p *S z u p T T


= −   −  −x x , 

2z  – массовая доля частиц в таблетке, 2Т  – плотность состава таблетки, 02u  – 

коэффициент в законе горения состава таблетки, 2  – показатель степени в за-

коне горения состава таблетки, ( )p −x x  – дельта функция Дирака, 
px  – вектор 

положения горящей поверхности таблетки, ( )*T T −  – единичная функция, *T  – 

температура зажигания поверхности таблетки. 

Источниковые слагаемые имеют вид: 
1 0,gS = , 

2,g m,gS S= , 
1 0m,S = , 2

2

21
m, m,g

z
S S

z
= 

−
, 

2h,g m,g P p,gS S T c= , 
1 0h,S = , 

2 2 2 2h, m, PS S T c= , U V=  + V i j . 

 

Граничные условия 

 

Стенка: 0g s= =V V , 0iY = , 0T = .  

Выходная граница: outp p= , 0
n


=


, где  s s s, ,H =  V . 
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Ось симметрии: 0s gV V= = , 
g g gs s s i

U HU H Yp

y y y y y y y y

     
= = = = = = =

       
. 

Граница между инициирующим устройством и свободным объемом гильзы: 

( ) 1
1 1 011g g TU z u p


 = −  , 0gV = , 1

1

11
g

z

z
 = 

−
, 1 0V = , 

1 gU U= , 
1 вспgT T T= = , 

1 1Y = , 2 0Y = . 

Температура поверхности топлива определяется из решения обыкновенного 

дифференциального уравнения, полученного методом интегральных соотноше-

ний с помощью аппроксимации профиля температуры внутри топлива экспонен-

циальной функцией  

 
( )

2

w w

T T T w wn

dT q

dt c T T
=
  −

, (8)

 
c начальным условием: 

0w wnt
T T

=
= , где w conv rad condq q q q= + + , ( )conv conv wq T T=  − , 

( )4 4

0rad wq T T=  − , ( )0 1cond s s s wq V c T T=  − ,   – степень черноты газа, 0  –  

постоянная Стефана–Больцмана, sc  – теплоемкость вещества частицы, 

0.8 0 430.021Re Pr .

conv g g efD =  , Re g m,g ef gV D=   , 4efD S=   – эффективный 

диаметр канала, S – площадь поперечного сечения канала,   – омываемый пе-

риметр поперечного сечения канала. 
 

Метод решения 
 

Для моделирования поступательного движения таблетки излучателя в гильзе 

был использован метод Layering (генерация слоев), который достраивает расчет-

ную сетку слоями в соответствии с движением таблетки. В результате получается 

расчетная сетка, состоящая из слоев прямоугольных ячеек заданного размера  

с постоянно меняющимся количеством ячеек [12]. Такой вид динамической сетки 

достаточно просто реализуется посредством пользовательских функций в ANSYS 

Fluent, применение которых позволяет перестраивать сетку на основе изменения 

геометрии модели (в результате решения уравнения движения для таблетки)  

в процессе расчета [13].  

Для решения системы определяющих уравнений применялся SIMPLE-подоб-

ный метод, основанный на раздельном решении уравнений количества движения 

для каждой фазы (Phase Coupled SIMPLE) [14]. Для аппроксимации конвектив-

ных членов уравнения использовалась неявная противопоточная схема первого 

порядка точности. Для нахождения давления на гранях ячеек использовался ме-

тод PRESTO! 
 

Обсуждение результатов 
 

Длина таблетки принималась равной 72 мм, диаметр инициирующего устрой-

ства 10 мм, ширина зазора между торцом таблетки и гильзой 2 мм, диаметр гильзы 

30 мм. Высота зазора между цилиндрическими поверхностями таблетки и гильзы 

варьировала в пределах от 0.5 до 2 мм, размеры частиц варьировали от r = 1 мкм 

до r = 25 мкм. Давление срыва мембраны принималось равным 8 атм. 
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Расчеты проводились при следующих данных для воспламенительного состава 

инициирующего устройства: 3

T1 3220 кг/м = , 1 0 408. = , 14

01 3 74 10 м/(с Па )u .
−=   , 

1 0 499z .= , 1 3430 KPT = ; для газовой фазы: 1 25k .= , 1 156 3 Дж/(кг K)R .=  ; для 

пиротехнического состава таблетки: 3

T2 1800 кг/м = , 2 0 4. = , 25

02 5 10 м/(с Па )u
−=   , 

2 0 681z .= , 2 2035 KPT = , 1100K*T = , T 1 77 Вт/(м K). =  , T 1030 Дж/(кг K)с =  ; 

для газовой фазы: 1 48k .= , 2 343 Дж/(кг K)R =  . 

Для исследования численного решения на сеточную сходимость в качестве 

критерия было выбрано время зажигания tig части торцевой поверхности таблетки-

излучателя, расположенной напротив инициирующего устройства. Расчеты про-

водились на последовательности сеток с шагом 1 мм (сетка 1), 0.5 мм (сетка 2) и 

0.25 мм (сетка 3). Шаг по времени равнялся 10–5 с. Высота зазора между цилин-

дрическими поверхностями таблетки и гильзы равнялась 2 мм, размеры частиц 

были выбраны радиусом 1 мкм. На сетке 1 время зажигания tig составило 1.3 мс, 

на сетке 2 – 1.5 мс, на сетке 3 – 1.6 мс. Конечно-разностная сетка 2 была выбрана 

для дальнейших расчетов.  

На рис. 2 представлены линии тока газа для различных положений таблетки, 

полученных для радиуса частиц 1 мкм и ширины цилиндрического зазора 2 мм. 

Видно, что начиная с момента времени t = 5 мс между торцами гильзы и таблетки 

формируется вихревая зона, оттесняемая от торца таблетки продуктами сгорания 

таблетки. По мере движения таблетки-излучателя к выходу из гильзы происходит 

перемещение в том же направлении вихревой зоны, левее которой образуется 

застойная зона. В центральной приосевой зоне свободного объема формируется 

струйное течение за счет продуктов сгорания, поступающих от инициатора.  

Рис. 2. Линии тока d = 2 мм: t = 5 мс (а), t = 10 мc (b), t = 22 мс (c), t = 40 мс (d) 

Fig. 2. Streamlines for d = 2 mm at t = (а) 5, (b) 10, (c) 22, and (d) 40 ms 
 

Как видно из рис. 3, частицы радиусом 1 мкм увлекаются потоком газа и не 

оседают на торцевую поверхность таблетки-излучателя, что и затрудняет процесс 

прогрева таблетки. Для частиц радиусом 25 мкм характерны оседание и накапли-

вание частиц от инициатора на торце таблетки, а также более интенсивный по 

сравнению с мелкими частицами процесс прогрева торцевой части таблетки. 

На рис. 4, a представлено влияние ширины зазора на время зажигания торце-

вой части таблетки-излучателя для радиуса частиц r = 1 мкм. Время зажигания 

части таблетки, которая расположена напротив инициирующего устройства, 

практически не зависит от ширины зазора между цилиндрическими поверхно-

  

  

a b 

c d 
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стями гильзы и таблетки. Для оставшейся части торцевой поверхности таблетки-

излучателя уменьшение ширины зазора ведет к увеличению времени зажигания. 

При увеличении радиуса частиц до r = 25 мкм (рис.4, b) ширина зазора незначи-

тельно влияет на время зажигания торца, при этом время зажигания с более уз-

ким зазором является минимальным. 
 

Рис. 3. Траектории частиц, исходящих от инициатора в момент времени 8 мс:  

r = 1 мкм (а), r = 25 мкм (b) 

Fig. 3. Trajectories of the particles emitted from the initiator  

at a time of 8 ms for r = (а) 1 and (b) 25 µm  
 

Расчеты показывают, что увеличение ширины зазора между гильзой и цилиндри-

ческой частью таблетки и увеличение размера частиц ведут к снижению времени 

зажигания торцевой поверхности таблетки, что связано с более благоприятными 

условиями теплообмена между продуктами сгорания и таблеткой. 
 

 
a                                                                              b 

Рис. 4. Траектории частиц, исходящих от инициатора в момент времени 8 мс:  

■ – d = 2мм, ● – d = 1 мм, ▲ – d = 0.5 мм; r = 1 мкм (а), r = 25 мкм (b)  

Fig. 4. Trajectories of the particles emitted from the initiator at a time of 8 ms:  

d = 2 mm (■), d = 1 mm (●), and d = 0.5 mm (▲) for r = (а) 1 and (b) 25 µm 
 

Размер частиц (r = 1, 1.5, 5, 25 мкм) оказывает существенное влияние на время 

зажигания торцевой поверхности таблетки-излучателя (рис. 5). Та приосевая часть 

торцевой поверхности, которая находится напротив инициирующего устройства, 

зажигается быстрее по сравнению с периферийной частью, что можно объяснить 

  

a b 
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существенным влиянием кондуктивного потока тепла от частиц инициатора. 

Уменьшение размера частиц ведет к увеличению времени зажигания периферий-

ной части торцевой поверхности таблетки, что, по-видимому, связано с тем, что 

более мелкие частицы, как менее инертные, увлекаются потоком газа и не выпа-

дают на периферийную часть торцевой поверхности таблетки. 
 

 

Рис. 5. Влияние размера частиц таблетки и инициатора на время зажигания торцевой  

части таблетки-излучателя: ■ – r = 1 мкм, ● – r = 1.5 мкм, ▲ – r = 5 мкм, ▼ – r = 25 мкм  

Fig. 5. Effect of particle sizes of the tablet and initiator on the ignition time for the end part  

of the tablet–emitter: r = 1 µm (■), r = 1.5 µm (●), r = 5 µm (▲), and r = 25 µm (▼) 

 

 

a                                                                              b 

Рис. 6. Зависимость среднеобъемного давления в гильзе от времени:  

1 – d = 2 мм, 2 – d = 1 мм, 3 – d = 0.5 мм; r = 1 мкм (a), r = 25 мкм (b) 

Fig. 6. Time dependence of the average volume pressure in a cartridge case:  

d = (1) 2, (2) 1, and (3) 0.5 mm for r = (а) 1 and (b) 25 µm 

 

Скорость подключения участков торцевой поверхности таблетки-излучателя  

к горению, а также свободный объем в гильзе влияют на скорость нарастания 

давления в гильзе. На рис. 6 приведены зависимости среднеобъемного давления  

в гильзе от времени для разных величин ширины цилиндрического зазора и разных 
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размеров частиц. После достижения давления срыва мембраны (8 атм) давление 

падает и устанавливается равным квазистационарному давлению. Уменьшение 

ширины цилиндрического зазора и увеличение размера частиц ведет к более 

быстрому нарастанию давления и, следовательно, к более раннему срыву мем-

браны. В то же время более узкий цилиндрический зазор затягивает время спада 

давления в гильзе после срыва мембраны, что ведет к увеличению скорости вы-

лета таблетки из гильзы (рис. 7). 
 

 
a                                                                              b 

Рис. 7. Влияние ширины зазора на скорость движения таблетки:  

1 – d = 2 мм, 2 – d = 1 мм, 3 – d = 0.5 мм; r = 1 мкм (a), r = 25 мкм (b) 

Fig. 7. Effect of the gap size on the tablet velocity: d = (1) 2, (2) 1,  

and (3) 0.5 mm for r = (а) 1 and (b) 25 µm 
 

Увеличение размера частиц в случае цилиндрического зазора 0.5 мм также 

ведет к росту скорости вылета таблетки из гильзы и не влияет на скорость вылета 

для зазора в 2 мм. Однако для зазора 1 мм увеличение размера частиц снижает 

скорость вылета таблетки. 

 

Заключение 

 

В рамках выполнения данного исследования установлено, что ширина зазора 

между цилиндрическими поверхностями гильзы и таблетки оказывает значитель-

ное влияние на процесс зажигания торцевой поверхности таблетки, проявляющееся 

в том, что увеличение ширины зазора способствует росту температуры торцевой 

поверхности таблетки и, следовательно, ведет к уменьшению времени зажигания. 

Уменьшение размера частиц приводит к увеличению времени зажигания тор-

цевой части таблетки. Данная зависимость важна при проектировании и создании 

систем зажигания, например для достижения определенных временных характе-

ристик зажигания разных участков поверхности таблетки. 

Уменьшение размера зазора между цилиндрическими поверхностями таблет-

ки-излучателя и гильзы, а следовательно, и свободного объема в гильзе, ведет  

к увеличению скорости вылета таблетки-излучателя из гильзы. 

Полученные результаты открывают перспективы для дальнейших исследова-

ний и разработок в области создания более эффективных систем зажигания. 

Улучшение временных характеристик зажигания и контроль над процессом зажи-

гания могут привести к повышению надежности и эффективности этих систем. 
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Аннотация. Исследуется процесс бесконтактной транспортировки объекта косми-

ческого мусора сферической формы под воздействием ионного потока, генерируе-

мого двигателем активного космического аппарата. Найден закон оптимального 

управления тягой двигателя активного космического аппарата, позволяющий 

демпфировать колебания центра масс космического мусора в направлении, пер-

пендикулярном плоскости орбитального движения. Проведено численное модели-

рование спуска, подтверждающее корректность найденного закона.  
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Abstract. This paper is devoted to the problem of space debris removal from near-Earth 

orbits. The ion–beam shepherd concept is used as the basis for this study. A spherical 
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space debris object is transported by an ion beam generated by an active spacecraft  

engine. The relative motion of space debris with respect to an active spacecraft is studied. 

The active spacecraft is supposed to be a material point moving in a circular orbit. The 

center of mass of space debris can oscillate with respect to the orbit plane during trans-

portation. The purpose of this study is to derive the optimal control law for the thrust force 

of an active spacecraft engine that provides the fastest damping of out-of-plane oscilla-

tions. The Bellman equation is used to develop the optimal control law. The numerical simula-

tion of space debris deorbiting reveals the accuracy of the proposed control law. It is shown 

that periodic engine shutdown does not significantly increase the deorbiting time. 

Keywords: space debris, contactless transportation, ion beam, control law, Bellman 

equation 
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Введение 
 

Космический мусор – это искусственно созданные объекты, находящиеся  

в околоземном космическом пространстве. К ним относятся нефункционирующие 

спутники, ступени ракет, куски обшивки космических аппаратов [1]. Особую 

опасность представляет крупногабаритный космический мусор, размер которого 

превышает в диаметре 10 см. Попадание такого объекта в космический аппарат 

может вывести его из строя и при неблагоприятном стечении обстоятельств запу-

стить цепь столкновений с другими орбитальными объектами. Это может привести 

к резкому росту числа объектов космического мусора, что поставит под угрозу 

использование космического пространства в практических целях [2]. Данную 

проблему предлагается решать уводом космического мусора в низкие слои атмо-

сферы либо на специальные орбиты захоронения. 

В настоящее время в научной литературе обсуждается несколько способов 

увода космического мусора. Они делятся на контактные и бесконтактные [3]. 

Первые подразумевают прямой механический контакт с объектом космического 

мусора и требуют применения специальных роботов-манипуляторов [4], гарпу-

нов [5] или сетей [6]. Однако захват неуправляемого объекта в космосе является 

довольно сложной и небезопасной задачей. Бесконтактная транспортировка осу-

ществляется за счет оказания дистанционного силового воздействия на космиче-

ский мусор и не требует стыковки с ним. На низких околоземных орбитах воз-

можно использование ионного потока [7] и лазера [8]. На геостационарной орбите 

применимы способы увода с помощью электростатического [9] и гравитационно-

го воздействия [10]. 

В данной работе моделируется процесс транспортировки космического мусо-

ра с помощью воздействия на него ионным потоком. Суть метода заключается  

в следующем: активный космический аппарат движется на некотором безопасном 

расстоянии от космического мусора и «обдувает» его потоком частиц, генериру-

емых электрореактивным двигателем. Врезаясь в поверхность объекта, частицы 
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оказывают на него силовое воздействие, которое тормозит космический мусор  

и позволяет уменьшить высоту его орбиты. Проблемы, возникающие в процессе 

транспортировки, исследуется в статье [11].  

Задаче управления активным космическим аппаратом в процессе бесконтакт-

ной ионной транспортировки посвящены работы [12, 13]. В статье [14] описана 

проблема возникновения колебаний в направлении, перпендикулярном плоско-

сти орбиты, в процессе операции увода космического мусора. Был предложен 

способ их демпфирования за счет изменения направления оси ионного потока. 

Для этого требуется переориентация активного космического аппарата в процес-

се транспортировки, что является довольно энергозатратной задачей [15], либо 

установка, генерирующая поток двигателя на поворотную платформу, что приве-

дет к усложнению конструкции активного космического аппарата. 

В настоящей работе предлагается демпфировать внеплоскостные колебания 

космического мусора за счет изменения силы тяги генерирующего ионный поток 

двигателя активного космического аппарата без изменения его направления. 

Цель работы заключается в поиске оптимального по быстродействию закона 

управления силой тяги двигателя, обеспечивающего демпфирование этих колеба-

ний. Предполагается, что активный космический аппарат является материальной 

точкой и движется по круговой орбите. Объект космического мусора имеет сфе-

рическую форму, и его центр масс находится в геометрическом центре. Смещение 

сферы из плоскости орбиты мало. Для описания силы, действующей на космиче-

ский мусор, используются приближенные формулы, полученные в работе [16]. 

Для достижения поставленной цели будет исследована математическая модель 

движения системы, состоящей из активного космического аппарата и объекта 

космического мусора. На основе линеаризованного уравнения, описывающего 

движение в направлении, перпендикулярном плоскости орбиты, с помощью метода 

Беллмана будет найдено оптимальное по быстродействию управление и проведе-

но моделирование процесса транспортировки объекта космического мусора.  
 

Математическая модель 
 

Для описания движения космического мусора относительно активного косми-

ческого аппарата введем орбитальную систему координат Axyz с началом в центре 

масс активного космического аппарата (рис. 1). Ось Ax направлена вдоль вектора 

положения активного космического аппарата. В рассматриваемом случае для 

круговой орбиты ось Ay направлена перпендикулярно оси Ax в сторону, противо-

положную орбитальному движению так, что вектор скорости и ось Ay составляют 

угол более 90°. Ось Az дополняет систему координат Axyz до правой.  

Движение космического мусора относительно активного космического аппа-

рата описывается следующими уравнениями [16]: 
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где x, y и z – координаты центра масс объекта космического мусора в орбиталь-

ной системе координат; mA и mB – массы активного космического аппарата и 

космического мусора соответственно; FAx, FAy, FAz – силы, действующие на ак-

тивный космический аппарат, FBx, FBy, FBz – силы, действующие на объект косми-

ческого мусора вдоль осей Ox, Oy и Oz соответственно; 3n r−=   – средняя  

угловая скорость вращения активного космического аппарата вокруг Земли; r – 

модуль вектора положения активного космического аппарата.  
 

 

Рис. 1. Механическая система: A – активный космический аппарат; B – объект космического 

мусора; S – область воздействия ионного потока; FTi, FTu, FTc – силы, действующие  

на активный космический аппарат; FI – вектор силы ионного потока, действующей  

на космический мусор; fx, fr – компоненты вектора FI; α0 – угол полураствора ионного потока 

Fig. 1. Mechanical system: A is the active spacecraft; B are the space debris; S is the area under 

ion beam effect; FTi, FTu, and FTc are the forces acting on the spacecraft; FI is the vector  

of the ion beam force acting on the space debris; fx and fr are the components of FI vector;  

and α0 is the ion beam divergence angle 
 

Вектор силы ионного потока на космический мусор имеет вид: 

 [ cos , , sin ] ,T

Ti r Ti x Ti rF f F f F f= −  
I

F  (2) 

где FTi – сила тяги электрореактивного двигателя, fr, fx – радиальные и касатель-

ные проекции нормированных сил воздействия ионного потока, определяемые 

выражениями [16] 
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где B  – коэффициент, определяемый выражением 

 
2

2 2

0

3
1 exp ,

1 tan
B

 
 = − − 

−  
 (5) 
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где α0 – угол полураствора конуса, внутри которого сосредоточено 95% ионов 

потока [17], 1

0( tan )spR − =   , Rsp – радиус сферы. Предполагается, что угол α0 

достаточно мал и все частицы достигают поверхности сферического космическо-

го мусора. Углы α и β определяются следующими соотношениями: 

 cos
y

 =


,   
2 2

sin
x z+

 =


,   
2 2

cos
x

x z
 =

+
,   

2 2
sin

z

x z
 =

+
, (6) 

где 2 2 2x y z = + + . 

Предполагается, что активный космический аппарат сохраняет свою ориента-

цию в процессе транспортировки, и ось ионного потока остается все время па-

раллельной оси Oy. Двигатель, генерирующий ионный поток, создает тягу FTi. 

Для того чтобы активный космический аппарат оставался около объекта косми-

ческого мусора, эта тяга должна быть компенсирована противоположно направ-

ленным двигателем FTC. Результирующая сила, создаваемая этими двумя двига-

телями, имеет в орбитальной системе координат проекции 

 0A

xF = ,    TC 0

A A

y Ti Ti B

B

m
F F F F n

m
= − = ,    0A

zF = , (7) 

где 

2

0 2 2

0

3
1 exp

( * ) tan

sp

B

sp

R

y R

 
 = − − 

 −  

 – коэффициент, характеризующий эффек-

тивность передачи силового импульса для положения космического мусора, за-

данного координатами x = 0, y = y*, z = 0. Это положение космического мусора 

является неустойчивым, и для его поддержания требуется корректировка поло-

жения активного космического аппарата в процессе транспортировки. При нали-

чии датчиков, определяющих положение и скорость активного космического ап-

парата относительно космического мусора, эту задачу можно решить с помощью 

подруливающих двигателей, создающих тягу ,
T

u u

Tu x yF F =  F  во взаимно пер-

пендикулярных направлениях в плоскости орбиты. В работе [18] показано, что 

для стабилизации движения по координатам x и y достаточно использовать дви-

гатель, генерирующий тягу в направлении оси Oy: 

 
2 2

0,

( *) ,

u

x

u

y A px A vx A py A vy

F

F m n k x m nk x m n k y y m nk y

 =


= + + − +

 (8) 

где y* – требуемое расстояние между активным космическим аппаратом и кос-

мическим мусором; kpx, kvx, kpy, kvy – коэффициенты управления тягой.  

Силы, входящие в правую часть уравнений (1), будут определяться следую-

щим образом: 

 ,u

Ax xF F=    ,u A

Ay y yF F F= +    0,AzF =  (9) 

 ,I

Bx xF F=     ,I

Bx yF F=    .I

Bz zF F=  (10) 

Подставляя правые части (9), (10) в уравнения (1), получим систему уравнений 

движения механической системы 
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2

2 2 0

2

cos
2 3 ,

2 ( *) ,

sin
.

Ti r

B

Ti x Ti B

px vx py vy

B B

Ti r

B

F f
x ny n x

m

F f F n
y nx n k x nk x n k y y nk y

m m

F f
z n z

m

 
− − = −




+ = + + − + + −



+ =



 (11) 

Для поиска коэффициентов управления тягой подруливающих двигателей kpx, 

kvx, kpy, kvy, входящих в (8), можно воспользоваться теоремой Ляпунова об асимп-

тотической устойчивости по первому приближению. Подставим (3), (4), (6)  

в уравнения (11) и линеаризуем правые части первых двух уравнений: 

 
( )

2

2 2

1 1 1

2 3 ,

2 ,vx px vy py

x ny n x bx

y nx nk x n k x nk y n k c y

 − − =


+ = + + + +

 (12) 

где 1 *,y y y= −  

2 2 2 2

0 0

2 2 2 2

3 cot 3 cot
exp ,

( * ) * ( * )

sp sp

sp B sp

R R
b

y R m y R y

  
= −  

 − − 

 
2

2 2

*
2 .

* sp

y
c b

y R
=

−
 

Запишем систему (12) в матричной форме ' ,q Aq=  где  1 1, , , ,
T

q x y x y=  

 2

2 2

0 0 1 0

0 0 0 1
.

3 0 0 2

2px py vx vy

A
n b n

n k n k c nk n nk

 
 
 =
 +
 

+ −  

 (13) 

Для асимптотической устойчивости положения 0x = , 1 0y =  нужно подобрать 

коэффициенты управления двигателями таким образом, чтобы корни характери-

стического многочлена  

 

4 3 2 2 2

2 2

( (2 1) ) ( (3 2 ) )

( 3 )( ) 0

vy vx py vy vy px

py

k n b c k k n n bk k k n

b n c k n

 − − + + + − +  + − +

+ + + =
 (14) 

имели отрицательные вещественные части. Эта задача может быть решена чис-

ленно. 

 

Поиск закона оптимального управления силой тяги 

 

Рассмотрим последнее уравнение системы (11). Будем решать задачу о нахож-

дении оптимального по быстродействию управления силой тяги двигателя, гене-

рирующего ионный поток, которое позволит перевести изображающую точку из 

некоторого начального положения 0 0( , )z z  в точку (0, 0). Используем принцип 

Беллмана [19]. Зафиксируем координаты x = x* = 0, y = y* и разложим третье 

уравнение системы (11) в ряд Маклорена по z: 

 

2 2
0

2 2 2
* *

3 cot

2 2*
0

2 2

* * 2 2

2 2 2

* * *

3 arccos cot

( ) .
( )

spR

Rsp x y

Ti sp

B

y
e F R

x y
z z n z O z

m x x y Rsp

 
 
 − − 

 
  
 + 

= − − +
+ −

 (15) 



Ледков А.С., Белов А.А. Демпфирование внеплоскостных колебаний сферического объекта  

95 

Обозначим коэффициент 

 

2 2
0

2 2 2
* *

3 cot

2 2*
0

2 2

* *

2 2 2

* *

3 arccos cot

( * )

spR

x y Rsp

sp

B sp

y
e R

x y
a

m x x y R

 
 
 + − 

 
  
 + 

=
+ −

. (16) 

Отбрасывая нелинейные члены, перепишем (15) с учетом (16) в виде:  

 
1 2

2

2 1 1

,

,

z z

z n z u a z

=


= − −
 (17) 

где 1 ,z z=  2z z=  – компоненты вектора состояния z; 1 2 max( , , )TiF u z z t F=  – 

управление, 1 2( , , ) [0,1]u z z t  , Fmax – максимальная сила тяги двигателя, [0, ]t T . 

С учетом введенных замен конечное положение системы определяется вектором 

zT = (0,0). Функционал качества управления имеет вид: 

 
0

,

T

J dt=     0 R z . (18) 

Составим уравнение Беллмана и граничное условие: 

 
Б Б Б

2

2 1
[0,1]

1 2

min ( ) 1 0,
u

z n u a z
t z z

   
+ + − − + = 

   
   Б ( , ) 0.TT =z  (19) 

Так как все траектории системы должны попасть в точку (0,0)z =  при t T= , то 

граничное условие определено только в этой точке. Найдем структуру оптималь-

ного управления из условия минимума выражения в фигурных скобках в (19): 

 
Б

1 2 1

2

( , , ) .u z z t sign z
z

 
= −  

 
 (20) 

Выражение (20) говорит о том, что управление будет релейным, т.е. будет обес-

печиваться периодическим включением (u = 1) и выключением (u = 0) двигателя. 

При u = 1 найдем решение уравнения (19): 

 

2

Б 2 2

1 22

1
.

2

a
z z t

n

  
 = − + −     

 (21) 

Функция (21) удовлетворяет уравнению Беллмана (19) при 

 
Б

1 1 2

2

0.z z z
z


= − 


 (22) 

Это условие выполняется для точек 1 2 1( , ) ,z z M  где область M1 определяется как 

1 1 2 1 2(( 0 0) ( 0 0))M z z z z=        . В области 2 1 2(( 0 0)M z z=      

1 2( 0 0))z z     выполняется условие 
Б

2

0
z


=


, соответствующее случаю u = 0. 

Искомое оптимальное управление имеет вид: 

 
1 2 1

1 2 2

1, ( , ) ,

0, ( , ) .

z z M
u

z z M


= 


 (23) 

На рис. 2 показаны области M1, M2 и пример фазовых траекторий, полученных при 

u = 1 и u = 0. 
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Рис. 2. Фазовые траектории при u = 1 и u = 0. В области M1 двигатель включен,  

в области M2 – выключен  

Fig. 2. Phase trajectories for u = 1 and u = 0. The ion engine is turned on in area M1  

and off in area M2 
 

Полученное управление является оптимальным для случая фиксированных 

координат x и y. В следующем разделе с помощью численного моделирования 

будет показано, что предлагаемое управление (23) обеспечивает демпфирование 

внеплоскостных колебаний объекта и в случае использования исходной системы 

уравнений (11). 

 

Численное моделирование 

 

Рассмотрим систему, представленную на рис. 1 с параметрами из таблицы. 

Проведем численное моделирование спуска объекта космического мусора с вы-

соты h0 = 500 км до hк = 100 км.  

Параметры механической системы 

Параметры Значение 

Радиус сферы Rsp, м 2 

Масса космического аппарата mA, кг 500 

Масса космического мусора mB, кг 5 000 

Угол полураствора ионного потока α0,   10 

Требуемое расстояние y*, м 10 

Максимальная сила тяги двигателя Fmax, Н 0.1 

Эффективная скорость истечения рабочего тела (ксенон) двигателей Veff, м/с 71 580 
 

Для этого проинтегрируем систему уравнений (11) при начальных условиях  

 (0) 0.001x =  м, (0) 10.01y =  м, (0) 0.05z =  м, (0) 0x = , (0) 0y = , (0) 0.z =  (24) 

В качестве коэффициентов управления выберем kpx = 3, kvx = –4, kpy = 1, kvy = –1. 

В этом случае корни многочлена (14) имеют отрицательные вещественные части 

λ1,2 = –0.000351 ± 0.003i, λ3,4 = –0.000203 ± 0.005i, а значит, положение x = 0, y = y* 

асимптотически устойчиво по Ляпунову. 

Для оценки затрат топлива, необходимых для транспортировки, воспользуем-

ся формулой, полученной в [20]: 
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Ti Tc Tu

T Ti Tc Tu

eff

m m m m
V

+ +
== + + =

F F F
, (25) 

где 
Tim  – масса топлива, затраченного двигателем, генерирующим ионный поток, 

Tcm  – масса топлива, затраченного компенсирующим двигателем, Tum  – масса 

топлива, затраченного подруливающим двигателем, Tm  – суммарная масса топ-

лива, затраченного в процессе транспортировки. 

Сравним два случая. В первом случае транспортировка будет осуществлена  

с постоянной по величине силой тяги FTi = Fmax двигателя. Во втором случае бу-

дем использовать закон управления (23). Результаты моделирования представле-

ны на рис. 3–5. 
 

 

Рис. 3. Зависимость координаты x(t) от времени при управляемом  

движении (сплошная линия) и неуправляемом движении (точечная линия) 

Fig. 3.  Relative position of time dependences x(t) for the controlled (solid line)  

and uncontrolled (dotted line) motion 
 

 

Рис. 4. Зависимость координаты y(t) от времени при управляемом  

движении (сплошная линия) и неуправляемом движении (точечная линия) 

Fig. 4. Relative position of time dependences y(t) for the controlled (solid line)  

and uncontrolled (dotted line) motion 
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Рис. 5. Зависимость координаты z(t) от времени при управляемом  

движении (сплошная линия) и неуправляемом движении (точечная линия) 

Fig. 5. Relative position of time dependences z(t) for the controlled (solid line)  

and uncontrolled (dotted line) motion 
 

Из рис. 3, 4 видно, что при транспортировке без управления тягой FTi = Fmax 

наблюдаются колебания вдоль координаты z. Наличие этих колебаний приводит 

к тому, что управление (8) неспособно перевести объект космического мусора  

в требуемое положение x = 0, y = y*. При использовании управления (23) сов-

местно с (8) наблюдается демпфирование колебаний по всем направлениям.  

Задача демпфирования колебаний космического мусора была сведена к до-

вольно простой математической модели, которая позволила с помощью извест-

ных математических методов получить закон оптимального управления. При 

приближении к реальной ситуации неизбежно возникают ошибки, связанные  

с неточными показаниями датчиков, измеряющих положение и скорость актив-

ного космического аппарата относительно космического мусора.  

Построим численно область в пространстве начального положения и скорости 

0 0( , ),z z  для которой управление (23) позволяет перевести изображающую точку 

в начало координат (рис. 6). Равномерно разобьем диапазоны  0 0.15,0.15z  −   

с шагом 0.002 и  0 0.00015,0.00015z  −  с шагом 0.000001. Взяв полученные точ-

ки в качестве начальных условий, будем численно интегрировать систему урав-

нений (11), используя закон управления (23). Если в ходе управляемого движения 

точка (x, y, z) последовательно приближается к положению равновесия (0, y*, 0), 

т.е. максимумы функции 2 * 2 2( )x y y z+ − +  уменьшаются с течением времени, 

то предлагаемое управление позволяет решить рассматриваемую задачу. Такая 

точка 0 0( , )z z  показана на диаграмме (см. рис. 6) серым цветом (область M). Если 

с течением времени максимумы функции 2 * 2 2( )x y y z+ − +  увеличиваются, то 

управление неэффективно. Такие точки показаны на диаграмме белым цветом. 

Поскольку при спуске с управлением u двигатель, генерирующий ионный по-

ток, периодически выключается, то изменится время транспортировки. В рас-

сматриваемом примере время спуска с высоты 500 км до 100 км без использова-
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ния управления при силе тяги FTi = 0.1 Н составляет 138 дней [20]. Всего за время 

транспортировки будет израсходовано приблизительно 33.56 кг топлива.  
 

 

Рис. 6. Область M устойчивого управления  

Fig. 6. Stable control area M 
 

При спуске с использованием управления (23) FTi = Fmax и процесс транспор-

тировки потребует 32.75 кг топлива и займет 139 дней. 

 

Заключение 

 

В работе рассмотрен процесс транспортировки объекта космического мусора 

сферической формы с помощью ионного потока. Исследовано движение центра 

масс космического мусора относительно активного космического аппарата. С по-

мощью метода Беллмана найдено оптимальное по быстродействию управление, 

обеспечивающее демпфирование колебаний активного космического аппарата  

в направлении, перпендикулярном плоскости орбиты. Проведено численное мо-

делирование спуска объекта космического мусора с орбиты, результаты которого 
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показали корректность работы закона управления. Выявлено, что периодическое 

выключение двигателя, генерирующего ионный поток, незначительно влияет на 

время транспортировки. Полученные результаты дают очень грубую оценку по 

затратам топлива и предназначены для иллюстрации перспективности предлага-

емого закона управления при транспортировке космического мусора ионным 

потоком. При подготовке конкретных миссий требуются разработка более точ-

ных математических моделей и проведение экспериментальных исследований  

с целью верификации и валидации полученных результатов. 
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Abstract. The problem of implementing servo-constraints in nonholonomic mechanical 

systems is considered. An attempt is made to outline the theoretical principles for com-

posing equations of motion of nonholonomic mechanical systems with servo-constraints, 

to set the conditions for implementing servo-constraints, and to indicate the features  

of the introduction of control forces implementing the motion program from the point  

of view of their practical realization. In contrast to nonholonomic constraints, the method 

of implementation is important for servo-constraints. To illustrate the principles outlined 

in this study, a mathematical algorithm for controlling a wheeled two-link robot (driving 

trolley and trailer) with a differential drive is constructed using servo-constraints. Nonho-
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lonomic constraints are also imposed on the wheels of the system. On the basis of the 

joint solution of the equations of motion in quasi-velocities and time derivatives of non-

holonomic and servo-constraints, the equations of motion of the wheeled robot are ob-

tained. The dynamics of the wheeled robot is studied when a motion program is set that 

allows pursuing a target. The dynamics of the wheeled robot is studied when a motion 

program is set that controls the angle of deviation of the trailer from the driving trolley 

axis. The results are illustrated graphically. 
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Введение 

 

К настоящему времени широко исследована динамика разнообразных неголо-

номных систем. Это и модели шара Чаплыгина [1, 2], волчка Чаплыгина [3], са-

ней Чаплыгина [4, 5], и модель Суслова [6] и др. Также в современной научной 

литературе имеется достаточное количество работ в области управления неголо-

номными системами, в том числе при помощи роторов, гиростатов, за счет сме-

щения центра масс. Укажем лишь некоторые публикации, освещающие данную 

проблематику: [7–10]. Однако существуют и другие способы управления меха-

ническими системами, например с помощью сервосвязей.  

Впервые это понятие было введено А. Бегеном в его диссертации [11]. Позже 

П. Аппель сделал попытку систематизировать некоторые принципы динамики сис-

тем с сервосвязями в [12]. Согласно [12], существует категория механизмов, осу-

ществляющих связи другим, отличным от неголономных связей, образом. Неголо-

номные связи реализуются пассивно, вследствие контакта поверхностей, например 

отсутствие проскальзывания в точке контакта в модели качения твердого тела [2, 

13] или отсутствие проскальзывания и верчения в модели резинового качения [13]. 

Сервосвязи же реализуются активно, за счет использования различного рода 

управляющих сил или управления инерционными свойствами системы [14, 15].  

В современной науке теория механических систем с сервосвязями получила 

развитие в трудах А.Г. Азизова [16], В.И. Киргетова [17], В.В. Козлова [14, 15, 

18], Я.В. Татаринова [19] и зарубежных авторов [20, 21]. В работах В.В. Козлова 

излагаются некоторые принципы динамики систем с сервосвязями на примере 

систем с одной сервосвязью в смысле Бегена–Аппеля. В работе Я.В. Татаринова 

предлагается альтернативный подход, основанный на неклассическом принуждении. 

В.И. Киргетов предлагает применять аппарат неголономной механики к задачам 

с сервосвязями на примере метода прямого наведения (погони) в динамике поле-

тов. Однако, на наш взгляд, поскольку природа сервосвязей отличается от приро-

ды неголономных связей, осуществляться как неголономные связи они не могут. 

В данной работе рассмотрим наиболее классический вариант – реализацию серво-

связей посредством управляющих сил. 
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Некоторые исследования в этой области опубликованы нами [22, 23] и носят 

прикладной характер. В работе [22] анализируется движение сферического робо-

та, стесненное сервосвязью Билимовича. В [23] рассмотрено движение сфероро-

бота с маятниковым приводом за целью методом погони. В отличие от работы 

В.И. Киргетова, где сервосвязь метода погони реализуется как неголономная,  

в нашей работе она реализуется за счет введения управляющего крутящего мо-

мента, который генерирует маятниковый привод. 

Описанные в современной научной литературе принципы работы с механиче-

скими системами, стесненными сервосвязями, кажутся не всегда понятными  

с точки зрения их практического применения. Поэтому в данной работе изложе-

ны теоретические аспекты составления уравнений движения неголономных  

механических систем с сервосвязями в контексте их физической реализации и 

указаны условия реализуемости сервосвязей.  

На примере колесного робота с прицепом показана реализация программы 

движения, заданной конечными и дифференциальными сервосвязями. В основе 

математической модели колесного робота с прицепом лежит модель роллер-

рейсера – системы, являющейся связкой двух колесных платформ [24]. На ведущих 

колесах робота установлены электродвигатели с дифференциальным приводом. 

Для реализации сервосвязей привод генерирует управляющие крутящие моменты 

на колесах. В работе построены уравнения движения, найдены управления, реа-

лизующие программу движения, для иллюстрации полученных результатов по-

строены графики искомых механических параметров и траектории движения. 

 

1. Уравнения движения неголономных систем с сервосвязями 
 

Рассмотрим некоторую механическую систему. Пусть на систему наложены 

неголономные ограничения (связи), линейные по скоростям: 
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, s – неопределенные множители, характеризующие силы 

реакции связей, которые единственным образом восстанавливаются из совмест-

ного решения уравнений движения и производных по времени от уравнений (1). 

Пусть помимо неголономных связей (1) движение системы управляемо серво-

связями, и пусть они также линейны по скоростям: 
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Запишем в матричном виде систему неголономных связей и систему сервосвязей 
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Считаем, что уравнения (2), (3) независимы. Тогда, по всей видимости, суще-

ствует вектор управлений (моментов) 1( ,..., )T

nQ QQ  такой, что по крайней ме-

ре p из компонент iQ , 1 p n  , не равны тождественно нулю, и с их учетом 

уравнения движения примут вид: 

 ,Td T T

dt
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− = + + 

  
F Β λ Q

q q
 (4) 

где ( )1,...,
T

s=  λ  – вектор неопределенных множителей. Неравные тожде-

ственно нулю управляющие силы будем называть активными и обозначим их iQ . 

Продифференцируем систему неголономных связей и сервосвязей по времени: 

 0 0,+ + =Βq Βq Β  (5) 

 0 0,+ + =Σq Σq Σ  (6) 
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есть матрицы, состоящие из полных по времени производных элементов матриц 

0 0, ,Β Σ, Β Σ  соответственно. 

Предложение 1. Динамика механической системы с наложенными на нее него-

лономными ограничениями (2), управляемой сервосвязями (3), задается системой 

n s r+ +  дифференциальных уравнений (4)–(6). Уравнения (3) задают программу 

движения механической системы. 

Сначала имеет смысл совместно решить уравнения движения (4) с производ-

ными по времени от неголономных ограничений (5). Для этого распишем систе-

му (4) более подробно: 
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Введем обозначения: 
2
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эффициентов, задающая евклидову метрику на пространстве ускорений ( , )q Aq ; 
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T  – вектор-столбец такой, что для уравнений Ла-

гранжа вектор 1( )fq A F T  задает освобожденное от всех связей движение, 

т.е. движение только под действием приложенных сил. 

Из системы уравнений (7) выразим вектор ускорений 

 1( ).T
q A F T B λ Q  (8) 

Подставляя его в (5), получим  

 ( )1 1 1 1

0 ,− − − −= − − − − −λ С D F T С DQ С Bq С B  (9) 

где 
1 1,T− −= =С BA B D BA . 

Подставляя выражения (8) с учетом (9) в (6), получим линейную относитель-

но управляющих сил систему 
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где E  – единичная матрица n-го порядка. 

Система (10) в общем случае является системой r уравнений, линейных отно-

сительно Qi, среди которых p не равны тождественно нулю. 

Необходимое условие реализуемости сервосвязей (3). Если сервосвязи (3) 

реализуемы, то 

( )1 1T− −− ΣA E B С D Q O . 

Возможны следующие случаи: 

1) если p = r, то система (10) определена, тогда компоненты векторов λ и Q 

восстанавливаются однозначно из уравнений (9), (10); 

2) если p > r, то система (10) не определена и свободные переменные необхо-

димо выбирать из числа iQ . Тогда s функций λk и r функций iQ  будут выражать-

ся через оставшиеся (p – r) функций iQ . Другими словами, программа движения 
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механической системы не определена. Поэтому для ее доопределения необходи-

мо задать свободные iQ , исходя из возможности их физической реализации. 

3) если p < r, то управление задано с избытком. Вообще говоря, решение зада-

чи будет невозможно. 

В случае механической системы только с одной сервосвязью  

 ( , , ) 0t =q q  (11) 

система (10) будет состоять из одного уравнения 

 ( )1 1
0 .− − = − − − −ΣA Q ΣA F T Σq Σ  (12) 

Необходимое условие реализуемости сервосвязи (11). Если сервосвязь (11) 

реализуема, то выполняется условие 

1, 0− 
 

 
A Q

q
, 

причем если вектор Q содержит одну активную компоненту, то она восстанавли-

вается однозначно из (12), иначе программа движения не задана.  

Замечание 1. Была рассмотрена неголономная система с кинематическими 

(дифференциальными) сервосвязями (3). Хотя по аналогии с голономными и 

неголономными связями сервосвязи могут быть заданы не только в кинематиче-

ском, но и в геометрическом (конечном по Аппелю) виде: 

 1( ,..., , ) 0nq q t = , (13) 

и любую геометрическую связь можно представить в дифференциальной форме, 

взяв полную производную по времени от уравнения (13). Согласно теории Бегена–

Аппеля, независимо от типа сервосвязей механизм определения управляющих 

сил остается одинаковым, причем сами сервосвязи принимаются во внимание 

лишь после того, как вычислены выражения , ,
T T 

 
F

q q
. 

Рассмотрим далее динамику механической системы, стесненной сервосвязя-

ми, на примере движения двухзвенного колесного робота с дифференциальным 

приводом. 
 

2. Уравнения движения двухзвенного колесного робота 
 

Механическая система состоит из двух колесных платформ (робота и прице-

па), движущихся по плоскости. Запишем допущения, касающиеся конструкцион-

ных особенностей (рис. 1): 

1. На роботе жестко закреплены два активных колеса с независимыми двига-

телями и рояльное колесо, которое крутится во все стороны и не влияет на дина-

мику системы. Оси вращения активных колес совпадают. Обозначим точкой O1 

центр оси, соединяющей колеса. Центр масс робота C может быть смещен вдоль 

его главной оси, перпендикулярной оси колес, от точки O1 на расстояние d1. 

2. На прицепе жестко закреплена одна отбалансированная колесная пара с пас-

сивными колесами так, что центр масс прицепа совпадает с геометрическим цен-

тром O2 колесной пары. 

3. Прицеп жестко сцеплен с жесткой рамой, которая, в свою очередь, кре-

пится шарниром в точке O1 к роботу. Рама может свободно вращаться вокруг 

вертикальной оси, проходящей через точку O1. 
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Рис. 1. Схематический дизайн колесного робота 

Fig. 1. Schematic diagram of a wheeled robot 
 

Введем две системы координат в пространстве: неподвижную OXYZ и по-

движную O1X1Y1Z1, связанную с геометрическим центром оси, соединяющей ак-

тивные колеса, и осями O1X1, совпадающей с главной осью платформы, и O1Y1, 

проходящей через центры активных колес. Считаем, что 1 0d  .  

Введем обозначения в подвижной системе координат: r – радиус колеса робо-

та, b – длина жесткой рамы, соединяющей прицеп с роботом; 2l – расстояние 

между геометрическими центрами колес робота; C(d1, 0) – координаты центра 

масс робота; m1 – масса платформы робота; mk – масса активного колеса; m2 – 

общая масса прицепа с колесной парой; I1 – момент инерции горизонтальной 

платформы (без колес) робота относительно вертикальной оси O1Z1; Ikz – момент 

инерции ведущих колес относительно вертикальной оси O1Z1; Iky – «приведен-

ный» момент инерции колеса с учетом момента инерции ротора электродвигателя 

относительно оси O1Y1; I2 – центральный тензор инерции прицепа относительно 

вертикальной оси, проходящей через геометрический центр второй колесной па-

ры O2; ( )1 2, ,0V V=V  – вектор скорости центра O1 колесной оси робота; 
1 2
,p pV V  – 

векторы скоростей геометрических центров колес; (0,0, )= Ω  – вектор угловой 

скорости робота; 1 1 2 2(0, , ), (0, , )=   =  ω ω  – векторы угловых скоростей 

активных колес; 1 2,   – углы поворота колес относительно горизонтальной оси 

O1Y1;   – угол поворота подвижной системы координат относительно непо-

движной,  =  ;   – угол поворота оси прицепа относительно оси робота, при-

чем при повороте оси прицепа против часовой стрелки угол принимает положи-

тельные значения, иначе – отрицательные. 

Рассматриваемая система является неголономной: на колеса каждого из звеньев 

накладываются неголономные ограничения, которые делают невозможным лю-

бое движение данного тела в направлении, перпендикулярном его главной оси: 

 ( )1 2 2 1 20, sin cos 0f V f V V b= = = − + + =  (14) 

а также условия отсутствия проскальзывания в точках контакта с плоскостью 

качения активных колес 

 3 1 1 4 1 20, 0.f V r l f V r l= −  −  = = −  +  =  (15) 

Также для выполнения некоторой заданной программы движения электродвига-

тели на колесах будут генерировать управляющие крутящие моменты U1, U2. 
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Кинетическая энергия механической системы имеет вид: 

( ) ( ) ( )

( )
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где 2 2
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Записывая уравнения движения в квазискоростях с неопределенными множи-

телями, получим 
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ff f f
U i
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+  +  +  + =
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 (16) 

Решая систему (16) совместно с производными по времени от связей (14), (15), 

получим уравнения движения 
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( )

2
2 2

2 1 1 1 1 2

1 2 2
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1 1 1 1 2
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1 2

sin cos
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где 

2

1 1 2

2
,

kyl I
J I

r
= +  0 2

2
,

kyI
M M

r
= +  2

2 2 22J I m b= − . 

Для определения местоположения колесного экипажа в неподвижной системе 

координат необходимо к системе (17) добавить уравнения, определяющие коор-

динаты (X, Y) точки O1: 

 1 1cos , sin ,X V Y V=  =   (18) 

Таким образом, уравнения (17), (18) составляют полную систему уравнений дви-

жения.  

 

3. Программа преследования подвижного объекта 

 

Зададим программу движения, позволяющую роботу преследовать некоторый 

подвижный объект P, c заданной на плоскости OXY траекторией P(x, y) или за-

данным вектором скорости ( ,x y ) по методу прямой погони. В частном случае эта 

задача сводится к задаче движения по заданной траектории [23]. 
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Замечание 2. Метод прямой погони относится к методам наведения и приме-
няется, как правило, в баллистике [25], однако он применим, как показано в этой 
работе, и для управления наземными системами.  

Согласно этому методу, вектор скорости ( , )X Y  точки O1 должен быть всегда 

направлен на цель: 

,
X Y

x X y Y
=

− −
 

откуда следует 

 ( ) ( )2 , 2 ,ATAN Y X ATAN y Y x X = = − − , (19) 

 2 2
1 ( ) , ( ) ( ) ,V f t x X y Y=   = − + −  (20) 

где управляющая функция ( )f t  является коэффициентом «расстояние–скорость», 

вид которого зависит от особенностей моделируемого сценария. Траектория точ-

ки O1 будет находиться из уравнений  

cos , sin .X x Y y= −  = −   

Из условия (19) получим первую сервосвязь 

 
cos siny x − 

 =


. (21) 

Для доопределения второй сервосвязи (20) необходимо задать управляющую 

функцию ( )f t  так, чтобы движение отвечало следующим условиям: робот нахо-

дится от подвижного объекта на некотором расстоянии; при достижении крити-

ческого расстояния 0  изменяет направление скорости на противоположное во 

избежание столкновения; выходит на сервосвязь из состояния покоя. Этим усло-

виям удовлетворяет 

 0
0( ) 1 , const 0, (0).f t

 
=  −  =   =  

 
 (22) 

В [23] было найдено условие для коэффициента α в управляющей функции (22) 

при качении сферического робота с маятниковым приводом, при котором робот 

никогда не столкнется с преследуемым объектом. Аналогичное условие для ко-

лесной платформы примет вид: 

( )
1

max 0 ,v h
−

   −  

где maxv  – максимальная величина абсолютного значения скорости преследуемо-

го объекта, h – расстояние от геометрического центра оси активных колес до пе-

реднего края робота. Тогда h   [0, )t  + .  

Таким образом, имеем две сервосвязи и два управляющих крутящих момента 

U1, U2. Управление задано однозначно. Подставим уравнения (17) в производные 

по времени от (20), (21) и получим выражения для управляющих крутящих моментов 

( ) ( )
2

1 1
1,2 1 12

2
cos sin cos sin

22

l J b J
U r x y V y x V

llb

  
=  +  −  −  −  +


 

( )2 1 1
1 12

sin 2 ,
24

J d m
V l V

lb

 
+  −   


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где 2 2
2 0sin .J M b = +  Имеем своего рода систему с обратной связью. Тогда 

динамика системы будет описываться уравнениями движения 

 

( )

( )

( )

1 1

1 0

1

1 0

cos sin ,

cos sin
,

cos sinsin

V x y V

y x

V

y xV

b V

=   +  −

  − 
 =

+

  − 
 = − −

+

 (23) 

с начальными условиями 1(0) 0,V =  ( )(0) 2 (0) (0), (0) (0) ,ATAN y Y x X = − − (0) 0. =  

Численный эксперимент. Преследуемый объект движется по закону 

6sin 0.05 sin 0.3 2, 5 cos0.3 6cos0.05x t t y t t= − + = + − . 

Параметры математической модели представлены в таблице.  

Параметры математической модели 

I1, кг·м2 0.7 m1, кг 4 b, м 1 

I2, кг·м2 0.3 m2, кг 2 d1, м 0.3 

Iky, кг·м2 0.00028 mk, кг 1 l, м 0.2 

Ikz, кг·м2 0.00014 α, с–1 1 r, м 0.075 
 

На рис. 2 представлены траектории преследуемого объекта (точечная) и робо-

та (сплошная), на рис. 3 показаны изменения скорости 1( )V t , угла ( )t  и угловых 

скоростей колес 1( )t  (точечная), 2 ( )t  (сплошная). 
 

 

Рис. 2. Траектория движения робота (сплошная линия)  

за преследуемым объектом (точечная линия) 

Fig. 2. Trajectory of the robot (solid line) pursuing a moving object (dotted line) 
 

Если ,x y  являются T-периодическими функциями времени, то динамика си-

стемы приобретает периодический характер, что легко подтверждается построе-

нием фазовых портретов и отображений за период.  

Интересно влияние на систему параметра α, который отвечает за динамич-

ность: чем выше его значение, тем быстрее система реагирует на изменение рас-

стояния до преследуемого объекта. В [23] было показано, что функция расстоя-

ния при управлении (22) является ограниченной, если скорость преследуемого 

объект ограничена, причем при →  расстояние 0→ . 
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Рис. 3. Графики скорости V1(t), угла φ(t) и угловых скоростей колес  

ω1(t) (точечная линия), ω2(t) (сплошная линия)  

Fig. 3. Time dependences of the velocity V1(t), angle φ(t),  

and angular velocities ω1(t) (dotted line), ω2(t) (solid line) 

 

Следовательно, из системы (23) очевидно, что скорости V1(t), Ω(t), ω1(t), ω2(t) 

будут ограничены. При возрастании параметра α амплитуда периодических коле-

баний функций V1(t), Ω(t), ω1(t), ω2(t) возрастает до некоторого предельного зна-

чения. 

 

4. Движение, управляемое конечной сервосвязью φ = g(t) 

 

В предыдущем пункте сервосвязи, задающие программу движения, имели 

дифференциальный вид. В качестве примера рассмотрим алгоритм задания про-

граммы движения для механической системы, стесненной конечной (геометриче-

ской) сервосвязью 

 φ = g(t). (24) 

Иными словами, требуется так реализовать движение системы с помощью за-

дания управления на колеса, чтобы выполнялось условие (24).  

Используя уравнения движения (17), необходимо получить соотношения для 

управляющих крутящих моментов на активных колесах. Так как одной связи (24) 

недостаточно, чтобы однозначно задать U1, U2, то доопределим их, исходя из 

возможности физической реализации. Например, такую связь можно осуще-

ствить, если U1 = –U2. Тогда управляющие моменты находятся однозначно: 

( ) ( )2

1 1 1 0 11 1 1 1

1 2

sin cos

2 2

J rb d m g M V g gr J g d m V
U U

l l

 +− 
= − = +


, 

где 2 2 1
2 0

sin
sin , .

V g
J g M b g

b
 = +  = − −  Система (17) приобретает вид:  

 

( )
2

2 1 1 1 1

1

1 1 1
1 2

sin cos sin
,

sin
, , .

J gV g g d m V g bg
V

V g V l V l
g

b r r

− + +
=



−  + 
 = − −  =  =

 (25) 
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Исследуем динамику системы (25). Сделав замену 1Q V=  , преобразуем 

первое уравнение системы к виду: 

( )
2

1 1 sin
.

d m Q g bg
Q

+ 
=

 
 

Функция Q является постоянной в следующих случаях: 

– 1 0d = ; 

– ,k k =   ; 

– (0) 0Q = , const = .  

В остальных случаях она монотонно возрастает, так как 1 0.d   Скорость V1(t) 

также будет неограниченно возрастать, и движение на сервосвязи начиная с не-
которого момента времени станет невозможным. 

При 1 0d =  скорости находятся следующим образом: 

2 2

2 0 0
1 1 2 2

2 0

sin
( ) (0) ,

sin

J M b
V t V

J g M b

 +
=

+
    

2 2

2 0 01

2 2

2 0

sin(0)sin
( )

sin

J M bV g
t g

b J g M b

 +
 = − −

+
. 

Численные эксперименты. Параметры модели заданы в таблице, за ис-

ключением местоположения центра масс первого звена. Примем 1 0d = . 

1. Случай постоянного местоположения прицепа относительно робота  

0( ) .g t g const= =  

Очевидно, что движение будет происходить равномерно по окружности с ли-
нейной и угловой скоростями  

V1(t) = V1(0) и 1 0(0)sin
( )

V g
t

b
 = −  ( )0 1, , (0) 0g k k V     

или по прямой с линейной скоростью  

V1(t) = V1(0) ( )0 1, , (0) 0g k k V=    . 

2. Случай равномерного вращения прицепа вокруг точки крепления к роботу 

 ( ) 0.1 .g t t=   (26) 

На рис. 4 представлены траектория движения робота (точки O1) и графики уг-
ловых скоростей колес при начальном условии V1(0) = 0.4 м/с.  

 

 

Рис. 4. Траектория движения и графики угловых скоростей колес  
при управлении сервосвязью (26) 

Fig. 4. The trajectory of motion and graphs of angular velocities of the wheels  
under servo-constraint (26) 
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3. Случай периодически меняющегося угла  

 ( ) sin 0.15 .
4

g t t


=   (27) 

На рис. 5 представлены траектория движения робота (точки O1) и графики уг-

ловых скоростей колес при начальном условии V1(0) = 0.4 м/с. 
 

 

Рис. 5. Траектория движения и графики угловых скоростей колес  

при управлении сервосвязью (27) 

Fig. 5. The trajectory of motion and graphs of angular velocities of the wheels  

under servo-constraint (27) 

 

Заключение 

 

Актуальность подобного рода исследований продиктована развитием мобиль-

ной робототехники, электроники, теории управления. Сервосвязи рассматрива-

ются как способ управления механическими системами. Класс задач динамики 

механических систем с сервосвязями гораздо шире класса неголономных задач. 

Возможность выбора управляющих сил позволяет получить системы с разнооб-

разной динамикой. В работе был построен алгоритм реализации сервосвязей на 

примере неголономной системы с качением. Методы реализации сервосвязей 

существенным образом отличаются от методов реализации голономных и него-

лономных связей. В случае с сервосвязями необходимо учитывать способ их 

осуществления, в то время как голономные и неголономные связи осуществля-

ются вследствие простого контакта. 

 
Список источников 

 
1. Чаплыгин С.А. О катании шара по горизонтальной плоскости // Математический сбор-

ник. 1903. Т. 24. C. 139–168. (Chaplygin S.A. On a Ball's Rolling on a Horizontal Plane // 

Regular and Chaotic Dynamics. 2002. V. 7 (2). P. 131–148. doi: 10.1070/RD2002v007n 

02ABEH000200). 

2. Kilin A.A. The dynamics of Chaplygin ball: the qualitative and computer analysis // Regular and 

Chaotic Dynamics. 2001. V. 6 (3). P. 291–306. doi: 10.1070/RD2001v006n03ABEH000178 

3. Borisov A.V., Kazakov A.O., Sataev I.R. The reversal and chaotic attractor in the nonho-

lonomic model of Chaplygin top // Regular and Chaotic Dynamics. 2014. V. 19 (6). P. 718–

733. doi: 10.1134/S1560354714060094 

4. Борисов А.В., Мамаев И.С. Неоднородные сани Чаплыгина // Нелинейная динамика. 

2017. Т. 13, № 4. С. 625–639. doi: 10.20537/nd1704014 



Механика / Mechanics 

116 

5. Борисов А.В., Мамаев И.С. Динамика саней Чаплыгина // Прикладная математика и 

механика. 2009. Т. 73, вып. 2. С. 219–225.  

6. Микишанина Е.А. Исследование влияния случайных возмущений на динамику системы 

в задаче Суслова // Вестник Томского государственного университета. Математика и 

механика. 2021. № 3. С. 17–29. doi: 10.17223/19988621/73/2 

7. Borisov A.V., Mikishanina E.A. Dynamics of the Chaplygin Ball with Variable Parameters // 

Rus. J. Nonlin. Dyn. 2020. V. 16 (3). P. 453–462. doi: 10.20537/nd200304 

8. Marigo A., Bicchi A. Rolling bodies with regular surface: Controllability theory and applica-

tions // IEEE Trans. On Automatic Control. 2000. V. 45 (9). P. 1586–1599. doi: 10.1109/9.880610 

9.  Borisov A.V., Kilin A.A., Mamaev I.S. How to control Chaplygin’s sphere using rotors // Regular 

and Chaotic Dynamics. 2012. V. 17 (3-4). P. 258–272. doi: 10.1134/S1560354712030045 

10. Болотин С.В. Задача оптимального управления качением шара с роторами // Нелиней-

ная динамика. 2012. Т. 8, № 4. С. 837–852. 

11. Беген А. Теория гироскопических компасов Аншютца и Сперри и общая теория систем 

с сервосвязями / пер. с фр. Я.Н. Ройтенберга. М. : Наука, 1967. 171 с. 

12. Аппель П. Теоретическая механика. М. : Физматлит, 1960. Т. 2: Динамика системы. 

Аналитическая механика. 487 с. 

13. Борисов А.В., Мамаев И.С., Килин А.А., Бизяев И.А. Избранные задачи неголономной 

механики. М.–Ижевск : Ин-т компьютерных исслед., 2016. 883 c. 

14. Kozlov V.V. The Dynamics of systems with servoconstraints. I // Regular and Chaotic  

Dynamics. 2015. V. 20 (3). P. 205–224. doi: 10.1134/S1560354715030016 

15. Kozlov V.V. The Dynamics of systems with servoconstraints. II // Regular and Chaotic  

Dynamics. 2015. V. 20 (4). P. 401–427. doi: 10.1134/S1560354715040012 

16. Азизов А.Г. К динамике систем, стесненных сервосвязями // Научные труды Ташкент-

ского государственного университета им. В.И. Ленина. 1971. № 397. C. 3–9. 

17. Киргетов В.И. О движении управляемых механических систем с условными связями 

(сервосвязями) // Прикладная математика и механика. 1967. Т. 31 (3). С. 433–446. 

18. Козлов В.В. Принципы динамики и сервосвязи // Вестник Московского университета. 

Сер. 1. Математика. Механика. 1989. № 5. С. 59–66.  

19. Татаринов Я.В. Уравнения классической механики в лаконичных формах. M. : Изд-во 

Центра прикладных исслед. при мех.-мат. фак-те МГУ, 2005. 86 с. 

20. Chen Y.H. Mechanical systems under servo-constraints: the Lagrange’s approach // Mecha-

tronics. 2005. V. 15 (3). P. 317–337. 

21. Yang Y., Betsch P., Altmann R. A numerical method for the servo constraint problem of under-

actuated mechanical systems // Pamm. 2015. V. 15 (1). P. 79–80. doi: 10.1002/pamm.201510030 

22. Микишанина Е.А. Динамика качения сферического робота с маятниковым приводом, 

управляемого сервосвязью Билимовича // Теоретическая и математическая физика. 

2022. Т. 211 (2). P. 281–294. doi: 10.4213/tmf10227 

23. Mikishanina E.A. Motion Control of a spherical robot with a pendulum actuator for pursuing 

a target // Rus. J. Nonlin. Dyn. 2022. V. 18 (5). P. 899–913. doi: 10.20537/nd221223 

24. Bizyaev I.A. The Inertial motion of a Roller Racer // Regular and Chaotic Dynamics. 2017.  

V. 22 (3). P. 239–247. doi: 10.1134/S1560354717030042 

25. Королев С.А., Липанов А.М., Русяк И.Г., Тененев В.А. Разработка подходов к решению 

обратной задачи внешней баллистики в различных условиях применения // Вестник 

Томского государственного университета. Математика и механика. 2019. № 57. С. 76–

83. doi: 10.17223/19988621/57/6 
 

References 
 

1. Chaplygin S.A. (2002) On a Ball's Rolling on a Horizontal Plane. Regular and Chaotic  

Dynamics. 7(2). pp. 131–148. doi: 10.1070/RD2002v007n02ABEH000200 



Микишанина Е.А. Принципы реализации сервосвязей в неголономных механических системах 

117 

2. Kilin A.A. (2001) The dynamics of Chaplygin ball: the qualitative and computer analysis. 

Regular and Chaotic Dynamics. 6(3). pp. 291–306. doi: 10.1070/RD2001v006n03ABEH 

000178 

3. Borisov A.V., Kazakov A.O., Sataev I.R. (2014) The reversal and chaotic attractor in the non-

holonomic model of Chaplygin top. Regular and Chaotic Dynamics. 19(6). pp. 718–733. 

doi: 10.1134/S1560354714060094 

4. Borisov A.V., Mamaev I.S. (2017) An inhomogeneous Chaplygin sleigh. Russian Journal of 

Nonlinear Dynamics. 13(4). pp. 625–639. doi: 10.20537/nd1704014 

5. Borisov A.V., Mamaev I.S. (2009) The dynamics of a Chaplygin sleigh. Journal of Applied 

Mathematics and Mechanics. 73(2). pp. 156–161. 

6. Mikishanina E.A. (2021) Issledovanie vliyaniya sluchaynykh vozmushcheniy na dinamiku 

sistemy v zadache Suslova  [Investigation of the influence of random perturbations on the 

dynamics of the system in the Suslov problem]. Vestnik Tomskogo gosudarstvennogo univer-

siteta. Matematika i mekhanika – Tomsk State University Journal of Mathematics and  

Mechanics. 73.  pp. 17–29. doi: 10.17223/19988621/73/2 

7. Borisov A.V., Mikishanina E.A. (2020) Dynamics of the Chaplygin ball with variable parame-

ters. Russian Journal of Nonlinear Dynamics. 16(3). pp. 453–462. doi: 10.20537/nd200304 

8. Marigo A., Bicchi A. (2000) Rolling bodies with regular surface: Controllability theory  

and applications. IEEE Transactions on Automatic Control. 45(9). pp. 1586–1599. doi: 

10.1109/9.880610 

9. Borisov A.V., Kilin A.A., Mamaev I.S. (2012) How to control Chaplygin’s sphere using rotors. 

Regular and Chaotic Dynamics. 17(3–4). pp. 258–272. doi: 10.1134/S1560354712030045 

10. Bolotin S.V. (2012) Zadacha optimal'nogo upravleniya kacheniem shara s rotorami  

[The problem of optimal control of the rolling ball with rotors]. Nelineynaya Dinamika – 

Russian Journal of Nonlinear Dynamics. 8(4). pp. 837–852. 

11. Beghin M.H. (1931) Ètude théorique des compas gyrostatiques Anschűtz et Sperry. Paris: 

Impr. Nationale. 

12. Appel P. (1953) Traité de Mécanique rationnelle: V.2. Dynamique des systémes. Mécanique 

analytique. Paris: Gauthier-Villars. 

13. Borisov A.V., Mamaev I.S., Kilin A.A., Bizyaev I.A. (2016) Izbrannye zadachi negolonomnoy 

mekhaniki [Selected problems of nonholonomic mechanics]. Moscow–Izhevsk. 

14. Kozlov V.V. (2015) The dynamics of systems with servoconstraints. I. Regular and Chaotic 

Dynamics. 20(3). pp. 205–224. doi: 10.1134/S1560354715030016 

15. Kozlov V.V. (2015) The dynamics of systems with servoconstraints. II. Regular and Chaotic 

Dynamics. 20(4). pp. 401–427. doi: 10.1134/S1560354715040012 

16. Azizov A.G. (1971) K dinamike sistem, stesnyonnykh servosvyazyami [To the dynamics  

of systems constrained by servo-constarints]. Nauchnye trudy TashGU. 397. pp. 3–9. 

17. Kirgetov V.I. (1967) O dvizhenii upravlyaemykh mekhanicheskikh sistem s uslovnymi 

svyazyami (servosvyazyami) [On the motion of controlled mechanical systems with condi-

tional constraints (servo-constraints)]. Prikladnaya matematika i mekhanika – Journal of  

Applied Mathematics and Mechanics. 31(3). pp. 433–446. 

18. Kozlov V.V. (1989) Printsipy dinamiki i servosvyazi [Principles of dynamics and servo-

constraints]. Vestnik Moskovskogo universiteta. Seriya 1: Matematika. Mekhanika – Moscow 

University Mathematics Bulletin, Moscow University Mеchanics Bulletin. 5. pp. 59–66.  

19. Tatarinov Ya.V. (2005) Uravneniya klassicheskoy mekhaniki v lakonichnykh formakh [Equa-

tions of classical mechanics in concise forms]. Moscow: Izdatel'stvo tsentra prikladnykh  

issledovaniy pri mekhaniko-matematicheskom fakul'tete MGU. 

20. Chen Y.H. (2005) Mechanical systems under servo constraints: the Lagrange’s approach. 

Mechatronics. 15(3). pp. 317–337. 

21. Yang Y., Betsch P., Altmann R. (2015) A numerical method for the servo constraint problem 

of underactuated mechanical systems. Pamm. 15(1). pp. 79–80. doi: 10.1002/pamm.201510030 



Механика / Mechanics 

118 

22. Mikishanina E.A. (2022) Rolling motion dynamics of a spherical robot with a pendulum 

actuator controlled by the Bilimovich servo-constraint. Theoretical and Mathematical  

Physics. 211(2). pp. 679–691. doi: 10.1134/S0040577922050087 

23. Mikishanina E.A. (2022) Motion control of a spherical robot with a pendulum actuator  

for pursuing a target. Russian Journal of Nonlinear Dynamics. 18(5). pp. 899–913. doi: 

10.20537/nd221223 

24. Bizyaev I.A. (2017) The inertial motion of a roller racer. Regular and Chaotic Dynamics. 

22(3). pp. 239–247. doi: 10.1134/S1560354717030042 

25. Korolev S.A., Lipanov A.M., Rusyak I.G., Tenenev V.A. (2019) Razrabotka podkhodov  

k resheniyu obratnoy zadachi vneshney ballistiki v razlichnykh usloviyakh primeneniya  

[Development of the approaches for solving an inverse problem of external ballistics in vari-

ous application conditions]. Vestnik Tomskogo gosudarstvennogo universiteta. Matematika  

i mekhanika – Tomsk State University Journal of Mathematics and Mechanics. 57. pp. 77−84. 

doi: 10.17223/19988621/57/6  
 

Сведения об авторе: 

Микишанина Евгения Арифжановна – кандидат физико-математических наук, доцент 

кафедры актуарной и финансовой математики, научный сотрудник университетско-академи-

ческой лаборатории «Искусственный интеллект и робототехника» Чувашского государствен-

ного университета им. И.Н. Ульянова (Чебоксары, Россия). E-mail: evaeva_84@mail.ru 

 

Information about the author: 

Mikishanina Evgeniya A. (Candidate of Physics and Mathematics, Assistant Professor, I.N. Ulia-

nov Chuvash State University, Cheboksary, Russian Federation). E-mail: evaeva_84@mail.ru 

 

Статья поступила в редакцию 25.04.2023; принята к публикации 03.06.2024 

 

The article was submitted 25.04.2023; accepted for publication 03.06.2024 

 

 



ВЕСТНИК ТОМСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА 

2024                                                 Математика и механика                                                 № 89 
Tomsk State University Journal of Mathematics and Mechanics 

© В.М. Пестренин, И.В. Пестренина, Л.В. Ландик и др., 2024 

 

 
Научная статья 

УДК 539.319  

doi: 10.17223/19988621/89/9 
 

Уравнения вязкоупругости не полностью отвержденного  

эпоксидного связующего при малых деформациях 
 

Валерий Михайлович Пестренин1, Ирина Владимировна Пестренина2, 

Лидия Владимировна Ландик3, Татьяна Николаевна Поморцева4, 

Андрей Федорович Мерзляков5 
 

1, 2, 3, 4, 5 Пермский государственный национальный исследовательский университет, 

Пермь, Россия 
1 PestreninVM@mail.ru 

2 IPestrenina@gmail.com 

3 LidiaLandik@gmail.com 

4 tata.lisica@yandex.ru 

5 merzlyakov@psu.ru 

 

Аннотация. Рассматривается комплексный расчетно-экспериментальный подход  

к описанию механического состояния эпоксидного связующего при малых деформа-

циях в зависимости от степени его отверждения. Кинетическое трехпараметрическое 

уравнение конверсии строится на основе изотермических испытаний. Физические 

уравнения вязкоупругости в форме Вольтерра используют результаты испытаний 

стандартных образцов по программе: растяжение с заданной скоростью до заданной 

деформации, выдержка при фиксированной деформации в течение заданного времени. 
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Abstract. In this paper, the mechanical state of an epoxy binder during incomplete curing 

is studied. The degree of curing is described by a three-parameter kinetic equation of 

conversion with the material parameters and their temperature dependence determined 

using mathematical optimization methods based on isothermal conversion data. Mechanical 

properties of the incompletely cured polymer are obtained with the use of experimental 

data on uniaxial loading of reference samples according to a program assuming stretching 

to a specified strain at a given rate and holding at a fixed strain during a specified period 

of time. The physical equations for the polymer under study are assumed to be linear visco-

elastic Volterra equations under the condition that the volumetric deformation is elastic. 

A method for determining the material parameters of the equations, i.e., instantaneous 

elastic constants and relaxation kernels, is proposed. Curing of the epoxy binder in vacuum 

is accompanied by foaming due to the presence of air bubbles in the binder. This phe-

nomenon is shown to be prevented by pre-curing up to the "barrier" level in atmospheric 

conditions. The research results can be used when calculating the technological processes 

of manufacturing structures made of composites. 

Keywords: epoxy binder, incomplete curing, kinetic equation, viscoelasticity equation, 

foaming 
 

Acknowledgments: This work was financially supported by the Government of the Perm 

Krai (project No. C-26/1025). 
 

For citation: Pestrenin, V.M., Pestrenina, I.V., Landik, L.V., Pomortseva, T.N., 

Merzlyakov, A.F. (2024) Equations of viscoelasticity for an incompletely cured epoxy 

binder under small strains. Vestnik Tomskogo gosudarstvennogo universiteta. Matematika  

i mekhanika – Tomsk State University Journal of Mathematics and Mechanics. 89.  

pp. 119–134. doi: 10.17223/19988621/89/9 
 

 

Введение 
 

Эпоксидные полимеры широко используются в качестве связующих композит-

ных конструкционных материалов. Физико-механические свойства таких поли-

меров обусловливают и соответствующие свойства материалов изделий из ком-

позитов на всех этапах технологического процесса их изготовления [1], т.е. при 

непрерывно меняющейся степени отверждения полимера. Это обстоятельство 

делает актуальным изучение механических свойств эпоксидных связующих не 

только при полной степени отверждения полимера, но и в его промежуточных 

состояниях.  

Свойства эпоксидных связующих изучают многие авторы [1–24]. В работе [2] 

свойства эпоксидных связующих, ненаполненных и наполненных углеродными 

нанотрубками, изучаются методом индентирования. Определяются кратковремен-

ная и длительная ползучесть полимера, в частности находится модуль Юнга для 

«нерелаксированного» и «релаксированного» материала. В [3] экспериментально 

изучаются релаксационные свойства эпоксидного полимера в зависимости от 

наполнителей (резиновые порошки, тальк, каолин, графит). В [4] рассматривается 

влияние доли активного разбавителя на релаксационные и прочностные свойства 
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полимера: вязкость, модуль упругости, прочность при растяжении. Исследования 

механических свойств связующих в зависимости от различных наполнителей 

описаны, например, в обзорной статье [5]. Математическое моделирование со-

стояния эпоксидных связующих в опытах на одномерное нагружение приводится 

в работах [6–8]. В [6] изучается влияние наполнителей эпоксидной смолы (кар-

бида кремния и бора, алюмосиликата), температуры и дополнительной термооб-

работки на вязкие, упругие и пластические свойства отвержденного связующего. 

Его поведение описывается моделями Максвелла и Кельвина–Фойхта. В статье [7] 

приводится моделирование эпоксидного связующего при ступенчатой релаксации 

с промежуточной разгрузкой при малых деформациях. Показывается, что поведе-

ние рассматриваемой среды хорошо описывается уравнениями линейной термо-

вязкоупругости. Моделирование поведения эпоксидного связующего при дефор-

мациях до 10% изучается в [8]. В этом случае авторы предлагают вязкоупругопла-

стическую модель, хорошо описывающую поведение материала при малоцикловом 

нагружении. Заметим, что в упомянутых публикациях авторы не указывают  

степень отверждения изучаемого связующего. Неявно считается, что материал 

полностью отвержден. Возможность неполного отверждения связующего при 

заданном режиме полимеризации приводится, например, в [9], где изучается из-

менение его механических свойств вследствие доотверждения в процессе термо-

обработки. 

Процесс полимеризации связующего зависит от многих факторов (температу-

ра [11], наличие каталитической системы [12], модификаторов [13, 14], реагентов, 

способствующих образованию сетчатой структуры полимера [12], наполнителей 

[13, 15, 16], испарение реагентов [17, 18], воздействие на прохождение реакции 

радиационного излучения, электрического поля [19] и др. [20–24]), поэтому сложно 

оценить его текущую степень отверждения. Это обстоятельство обусловливает 

необходимость дополнения механических уравнений состояния связующего ки-

нетическим уравнением конверсии. Разумно использовать феноменологическое 

кинетическое уравнение полимеризации [25], построенное на экспериментальных 

данных, так как такие данные, во-первых, содержат все особенности отвердева-

ющегося полимера и, во-вторых, определяют область адекватного применения 

такого уравнения.  

В настоящей работе предлагается расчетно-экспериментальная методика ком-

плексного изучения механических свойств эпоксидного связующего в процессе 

отверждения при малых деформациях. Методика включает построение кинетиче-

ского уравнения конверсии эпоксидного связующего и материальных параметров 

модели его линейно вязкоупругого поведения.  

Приведены примеры вычисления эффективных материальных вязкоупругих 

характеристик конкретных композиций. 

 

1. Расчетно-экспериментальное построение кинетического уравнения  

отверждения эпоксидного связующего 

 

Рассматривается феноменологическое уравнение с автоускорением и автоза-

медлением, описывающее конверсию связующего, предложенное в работе [25]:  

 1 2 3[1 (1 )] [1 (1 )]
dC

k C k C k C
dt

= − − − + − , (1) 
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где С = 1 – β – концентрация эпоксидных групп, β – степень отверждения связу-

ющего; коэффициенты уравнения k1, k2, k3 определяются на основе эксперимен-

тальных данных и могут быть функциями температуры. Задача состоит в опреде-

лении параметров уравнения (1) по изотермическим экспериментальным данным. 

Уравнение (1) интегрируется и представляется в форме: 

 0

0 0

1 1
ln ln ln

1 1

C C C
t

C C C

    +  − 
= + +  

  +  +   +  −    

, (2) 

где обозначено 2

21

k

k
 =

−
, 3

31

k

k
 =

+
, 1 2 3k k k = , 0 0( )C C t= , 0t  – время начала 

испытаний. 

По экспериментальным данным для каждой температуры испытаний Ti  

(i = 1, …, m), m – число изотермических опытов, строится система уравнений 

 0

0 0

1 1
ln ln ln , 1,...

1 1

i ij i iji i i i i
ij i

i ij i i i i i i i i

C CC
t j n

C C C

   +  −   
= + + =  

   +  +  +  −   

, (3) 

где ni – число экспериментальных точек для Ti температуры. Система уравнений (3) 

решается приближенно. Погрешность вычислений оценивается по величине 

среднеквадратического отклонения 

 

2

2
1

ˆ( )1

ˆ

in
ij ij

i

j ij

t t

m t=

−
 =  , (4) 

где îjt  – время j-го измерения параметра ijC  в эксперименте. 

В результате определяются параметры 
1 2 3( ), ( ), ( )i i ik T k T k T . В диапазоне тем-

ператур, охватываемом экспериментальными данными, при произвольно изменя-

ющейся температуре параметры 1 2 3( ), ( ), ( )k T k T k T  находятся аппроксимацией 

по 1 2 3( ), ( ), ( )i i ik T k T k T , i = 1, … m, или по формулам линейной интерполяции 

 
__________

1

1

1

( ) ( )
( ) ( ) ( ), ; 1,2,3; 1, ( 1).

j i j i

j j i i i i

i i

k T k T
k T k T T T T T T j i m

T T

+

+

+

−
= + −   = = −

−
 (5) 

Далее приводится построенное по предлагаемой методике феноменологиче-

ское кинетическое уравнение для двухкомпонентной смеси. 

 

2. Феноменологическое уравнение конверсии для двухкомпонентной смеси 

 

Рассматривалась двухкомпонентная смесь эпоксидной смолы на основе Би-

сфенола А фирмы Олдрич (Aldrich) (ММ = 374) – 10 массовых частей, и триэти-

лентетраамин ТЭТА фирмы Олдрич (Aldrich) – 1 массовая часть. Измерения ки-

нетики отверждения эпоксидной смолы в изотермических опытах проводились 

методом инфракрасной спектроскопии. Смесь компонентов помещалась между 

тефлоновыми пленками с прокладкой толщиной 10 мкм. Пленки зажимались 

между стеклами бромида калия в спектральной кассете и помещались в спектро-

метр. Для проведения реакции при повышенной температуре использовался тер-

мошкаф со стабилизацией температуры.  
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Спектры ИК-Фурье смеси компонентов регистрировались на спектрометре 

Excalibur MX3000 (Agilent, USA). Спектральное разрешение составляло 4 см–1, 

число сканов 100, время записи одного спектра 2 мин. Для регистрации и обра-

ботки спектров использовалось программное обеспечение ResolutionPro.  

Концентрация эпоксидных групп измерялась по интенсивности линии 915 см–1 

колебаний эпоксидных групп в спектре ИК-поглощения. Интенсивность измеря-

емой линии нормализовалась на интенсивность линии колебаний ароматического 

кольца молекулы эпоксидной смолы при 1 608 см–1. Испытания проводились при 

четырех различных температурах: 20, 45, 60, 80°С [26].  

Результаты измерений обрабатывались по методике, изложенной в разд. 1. 

Значения параметров k1, k2, k3 в зависимости от температуры испытаний приведе-

ны в табл. 1 и на рис. 1 (k3 = const). 

Т а б л и ц а  1  

Значения параметров аппроксимации кинетического уравнения k1, k2, k3  

в изотермических испытаниях при 20, 45, 60 и 80°С 

 Т = 20°С Т = 45°С Т = 60°С Т = 80°С 

k1 0.00106 0.00394 0.00996 0.0339 

k2 2.54 2.05 1.57 1.24 

k3 5.67 5.67 5.67 5.67 

δ, % 50 8 7 12 
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Рис. 1. Зависимость коэффициентов кинетическоно уравнения от температуры:  

a – k1(T), b – k2(T) 

Fig. 1. Temperature dependence of coefficients in a kinetic equation: (a) k1(T) and (b) k2(T) 
 

Соответствующие этим параметрам кривые аппроксимации С(t) строятся на 

основании аналитического решения (2) и приведены на рис. 2 сплошной линией 

(экспериментальные значения показаны точками). 

Из табл. 1 видно, что наибольшее среднеквадратическое отклонение δ (см. ра-

венство (4)) наблюдается при наименьшей температуре и отражает наибольший 

разброс экспериментальных данных. 

Изотермические кривые конверсии в виде С = С(t) из равенства (2) вследствие 

его трансцендентности получить затруднительно. Проще выполнить численное 

интегрирование уравнения (1). На рис. 2 представлены построенные таким путем 

кривые С(t) для заданных температур 20, 45, 60 и 80°С и промежуточных 57 и 

70°С. В последнем случае параметры k1, k2, k3 вычислялись по интерполяцион-

ным формулам (5).    
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Рис. 2. Зависимость С(t) в изотермических опытах: 

1 – 20°С; 2 – 45°С; 3 – 57°С; 4 – 60°С; 5 – 70°С; 6 – 80°С

 Fig. 2. Dependence С(t) in isothermal experiments: (1) 20, (2) 45, (3) 57, (4) 60, (5) 70, and (6) 80°С 
 

Из рис. 2 видно, что расположение кривых для 57 и 70°С хорошо согласуется 

с их ожидаемым поведением.  

 

3. Механические свойства не полностью отвержденного  

эпоксидного связующего 
 

3.1. Одномерные испытания растяжение-релаксация-сжатие

  

Приведенные в разд. 2 расчетно-экспериментальные зависимости конверсии 

эпоксидного связующего от времени и температуры позволяют при заданном 

температурном нагружении оценить текущую степень отверждения. Экспери-

ментальное определение механических свойств связующего, соответствующих 

его неполному отверждению, проводится в опытах на растяжение–релаксацию–

сжатие на образцах, изготовленных по ГОСТ 270–75.  

Испытания полученных образцов проводились на испытательной машине 

Zwick – Z-250. Для управления испытательной машиной использовалось универ-

сальное программное обеспечение TestXpert фирмы Zwick. Для измерения статиче-

ских и динамических усилий использовался датчик силы Xforce HP с номинальным 

усилием 2,5 кН. Погрешность измерения не превосходит 1% прилагаемой на-

грузки. Деформация образцов измерялась с помощью контактного экстензометра 

датчика продольной деформации BTC-EXMACRO с начальной расчетной длиной 

10–100 мм. Длина щупа 300 мм, диапазон измерения 80 мм, разрешение 0,6 мкм. 

Использование данного датчика позволило проводить измерения деформации  

в течение всего времени испытания. Образец во время испытания закреплялся  

с помощью винтовых захватов, обеспечивающих стабильность крепления образ-

цов. Испытуемый образец нагружался до деформации 0,4% с постоянной скоро-

стью 0,4–0,8 мм/мин, после чего подвижная траверса останавливалась, а измерение 

усилия продолжалось. Такое испытание на релаксацию проходило в течение 6 ч.  
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На рис. 3, 4 представлены результаты обработки трех испытаний не полно-

стью отвержденного при 70°С образца при малых деформациях. Расчетное зна-

чение степени отверждения 75%. 
 

  

Рис. 3. Среднее напряжение в зависимости  

от времени и 95%-ный вероятностный  

доверительный интервал 

Fig. 3. Average stress versus time  

and 95% probability confidence interval 

Рис. 4. Зависимость средних значений 

напряжений и деформаций в процессе 

проведения экспериментов 

Fig. 4. Average stress–strain curve during 

experiments 

 

3.2. Уравнения состояния не полностью отвержденного связующего  

при малых деформациях 
 

Из представленных на рис. 3, 4 графиков видно, что не полностью отвер-

жденное связующее проявляет вязкоупругие свойства. При описании вязкоупру-

гого и вязкоупругопластического поведения материала в опытах на растяжение–

сжатие образцов обычно используется метод структурного моделирования, 

обобщающий одномерные модели Максвелла и Фойхта [5, 7, 27]. При этом пере-

ход к описанию среды при сложном напряженно деформированном состоянии 

предполагает принятие дополнительных допущений (например, подобия девиа-

торов напряжений и деформаций) [28, 29]. 

В настоящей работе для описания вязкоупругого поведения связующего при 

малых деформациях применяется другой подход, основанный на использовании 

гипотез Больцмана [30]. Полагается, что в данном случае уравнениями состояния 

являются уравнения Вольтерра, материальные параметры которых (динамические 

константы и ядро релаксации сдвига) находятся из экспериментальных данных. 

Такой подход позволяет построить уравнения состояния связующего, справедли-

вые при описании его сложного напряженно деформированного состояния без 

принятия дополнительных гипотез. 

Примем, что объемное деформирование является упругим, тогда уравнения 

Вольтерра будут такими: 

 
0

2 ( ) ( ) ,

t

ij ij ijs G э t э d= −  −     (6) 

где ij ijs =  −  – девиатор напряжений, ,K =   11 22 33( ) / 3, =  + + ij ijэ =  −   – 

девиатор деформаций, / 3, =   11 22 33( ), =  +  +   K const=  – объемный мо-
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дуль упругости, ( )t  – ядро релаксации сдвига, G – мгновенный модуль сдвига. 

При одноосном нагружении лишь 11 0  , поэтому  

 11 11
11 11 11

0

( ) ( )2
( ) 2 ( ) ( ) ( ) .

3 9 9

t
t

t G t t d
K K

     
 =  − −  −    −    

   
  (7) 

Это уравнение используется для определения материальных параметров на 

основании опытных данных. 
 

3.3. Алгоритм метода нелинейной аппроксимации определения  

материальных параметров и функций физических уравнений (6)  

на основе экспериментальных данных 
 

Ядро релаксации ( )t  разыскивается в виде суммы экспоненциального ряда 

1

( ) i

n
t

i

i

t C e
−

=

 = ; после его подстановки в (7) запишем 

 
( )11 11

11 11 11

10

( ) ( )3
( ) 3 ( ( ) ( ) .

9 2 9
i

t n
t

i

i

t
t G t C e d

K K

− −

=

     
 =  − −   −    

   
  (8) 

Задача состоит в определении по экспериментальным данным параметров 

1 2 1 2, , , ... , , ... .n nG K C C C     

Алгоритм состоит в следующем. Из множества точек наблюдения экспери-

мента 1 2, , ...t t  выбирается конечное число (L) узловых точек 
1 2

{ , , ... }
Lm m mt t t , с ис-

пользованием которых строится квадратичное среднее J для экспериментальных 

значений 11,  11  и значений параметров 11( ),
jmt  11( )

jmt  в момент времени 
jmt , 

определенных по формуле (8): 

 

2

11

1 11

( )1
1 .

( )

L
j

j

m
m

jL m

t
J

m t=

  
  = −
     

  (9) 

Для момента времени 
jmt  введем обозначения  

 
11

11

( )
( ) ( ( )

9

j

j j

m

m m

t
f t t

K

 
=  − 
 
 

,    
( )

0
( ) ( )

m i mj j

j

t t

i mt e f d
− −

 =    (10) 

и перепишем (8) в виде: 

 11

1

3
( ) 3 ( ) ( ).

2j j j

n

m m i i m

i

t G f t C t
=

 = −   (11) 

При вычислении интеграла в формуле (10) используется его свойство адди-

тивности:  

 

1

( ) ( )

10

( ) ( ) ,
k

i i k

k

tt m
t t

k t

I e f d e f d

−

− − − −

=

=   =     (12) 

а также линейная интерполяция на промежутке [tk–1; tk] подинтегральной функ-

ции 11
11

( )
( ) ( )

9
f

K

  
 =   − 

 
. Поиск минимума функции J по параметрам аппрок-
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симации осуществляется следующим образом. Прежде всего строятся условия 

стационарности этой функции по 1 2, , ... nG C C C , которые являются линейными 

уравнениями относительно этих параметров. Построим такую систему линейных 

уравнений относительно линейной группы неизвестных параметров, используя 

необходимые условия минимума функции (9): 

1) 
1

( ) 1
0 1 ( ) 0;

( ) ( )

L
j

j

j j

m m

m
j m m

tJ
f t

G t t=

  
  =  − =
    
  

 (13) 

2) 
1

( ) 1
0 1 ( ) 0, 1,..., .

( ) ( )

L
j

j

j j

m m

q m
jq m m

tJ
t q n

C t t=

  
  =  −  = =
    
  

 

В результате получаем систему линейных уравнений относительно 

1 2, , ... :nG C C C  

 11 12 1 13 2 1...A G A C A C B+ + + = , (14) 
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Рис. 5. Сравнение экспериментальных 

напряжений (точки) с результатами  

их аппроксимации (линия) для степени  

отверждения 75% 

Fig. 5. Comparison of experimental stresses 

(dotted line) with their approximations  

(solid line) for a curing degree of 75% 

Рис. 6. Сравнение экспериментально  

полученной зависимости σ–ε (точки)  

с результатами их аппроксимации (линия) 

для степени отверждения 75% 

Fig. 6. Comparison of the experimental  

dependence σ–ε (dotted line) with its approxi-

mation (solid line) for a curing degree of 75% 
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Решение системы линейных уравнений (14), подставленное в (9), позволяет 

оставить в качестве неопределенных неизвестных лишь оставшиеся параметры 

nK  ...,, 21
, которые определяются методом Нелдера–Мида (деформируе-

мых многогранников) [31] из условия минимума функции J.  

Критериями достоверности получаемого решения являются малость значения 

(допускаемая погрешность) среднеквадратического отклонения (9), устойчивость 

решения к выбору узловых точек 
1 2

{ , , .... }.
Lm m mt t t  

Результаты вычисления материальных параметров уравнения (8) для случаев 

45, 67 и 75% степени отверждения образцов приводятся на рис. 5, 6 и в табл. 2. 

Т а б л и ц а  2  

Параметры аппроксимации для уравнения (8) 

Степень отверждения 45% 67% 75% 

G [МПа] 807.0 944.0 1 527.0 

1/K [МПа-1] 0.0005 0.0017 0.00013 

C1 [МПа/мин] 4.5 5.71 6.71 

C2 [МПа/мин] 2.79 49.94 1 257.6 

α1 [1/мин] 0.007 0.016 0.017 

α2 [1/мин] 0.01 0.105 1.14 

Среднеквадратичная погрешность J, % 1.2 2.3 1.3 

 

Данное исследование показало, что физические уравнения не полностью от-

вержденного связующего при малых деформациях вполне удовлетворительно 

описываются уравнениями Вольтерра линейной вязкоупругости.  
 

3.4. Особенности полимеризации в вакууме 

 

В работе [26] предлагается технология изготовления космических крупнога-

баритных конструкций из препрега с не полностью отвержденным связующим и 

последующим их развертыванием и отверждением в космосе в условиях вакуума.  
 

 

Рис. 7. Исходный и вспененный 

образцы 

Fig. 7. Initial and foamed samples 

 
Рис. 8. Зависимость барьерной степени  

отверждения от температуры 

Fig. 8. Temperature dependence  

of the barrier curing degree 
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Показывается, что при отверждении эпоксидного связующего в вакууме кри-

тичным является испарение его активных компонентов, значительное уменьше-

ние которого может быть достигнуто предотверждением полимера. Еще одной 

особенностью отверждения связующего в вакууме является его вспенивание из-

за наличия в нем пузырьков воздуха (рис. 7). 

Эффект вспенивания зависит от температуры. При этом для каждой темпера-

туры существует «барьерная» степень отверждения, начиная с которой образец  

в вакууме не вспенивается (рис. 8). Такая степень отверждения отвечает отвер-

ждению образца в условиях атмосферного давления. Например, для рассмотрен-

ного выше эпоксидного связующего при температуре 70°С барьерной степенью 

отверждения будет 67%. Механические свойства 67%-ного отверждения связую-

щего описываются параметрами, приведенными в табл. 2. Представление о барьер-

ной степени может использоваться при оценке степени отверждения связующего 

в препрегах, используемых в доотверждаемых в условиях вакуума конструкциях. 

 

Заключение 

 

Предложен комплексный расчетно-экспериментальный подход к описанию 

механического состояния эпоксидного связующего при малых деформациях в за-

висимости от степени его отверждения. Подход базируется на экспериментальных 

данных: изотермических испытаниях по отверждению эпоксидного связующего и 

длительных опытах при одноосном нагружении образцов. Полученные данные 

обрабатываются с использованием математических методов оптимизации для 

определения материальных параметров уравнения конверсии и физических урав-

нений вязкоупругости в форме Вольтерра. Результаты исследования могут ис-

пользоваться в расчетах технологических процессов изготовления конструкций 

из композитов, а также в прогнозировании поведения конструкций космического 

назначения, доотверждаемых в условиях вакуума в открытом космосе. 
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Аннотация. Один из подходов к повышению смачиваемости дисперсных частиц 

наполнителя полимером основан на формировании полимерной оболочки на по-

верхностях частиц. Различия механических свойств ортотропного полимера и кап-

сулированных частиц наполнителя являются основной причиной возникновения 

локальных напряженно-деформированных состояний в областях наполнителя.  

В работе представлены результаты математического моделирования формирования 

остаточных технологических напряжений на примере структурной модели поли-

мерных композиционных материалов. Показана зависимость этих технологических 

напряжений от ориентации молекул полимера в кристаллитах по отношению к ча-

стицам наполнителя. 
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Abstract. An increase in the wettability of dispersed particles with a polymer is one of 

the main tasks when creating polymer composite materials reinforced with a dispersed 

filler. Wettability can be increased due to the polymer shells provided on the surfaces of 

the particles. By varying the polymer shell thickness of the filler particles, the mechanical 

properties of the polymer composite materials can be controlled. In a polymer matrix with 

partial crystallinity, the stress–strain states can be induced by the orthotropy of macro-

molecules near the filler particles. The main reasons for the stress–strain states are the 

differences in the mechanical properties of the polymer and filler particles and the tech-

nological parameters. In this paper, mathematical modeling results for the occurrence of 

internal residual stresses are obtained using a three-phase structural model of polymer 

composite materials. It is shown that these technological stress–strain states are inde-

pendent of the orientation of polymer molecules to the filler particles in crystallites, and 

they can decrease the mechanical properties of the entire composition. Thus, the effect  

of submicron filler particles with polymer shells on the mechanical properties of the poly-

mer composition may vary depending on the amorphous or crystalline structure of the 

polymer matrix. 

Keywords: polymer reinforced with a dispersed filler, stress-strain states, polymer  
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Введение 

 

От функционального полимерного композита требуется сочетание различных 

свойств [1, 2]. Например, механические свойства и устойчивость к биоразложе-

нию [3] требуются для полимерных композитов, которые используются в тропи-
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ческом климате, или электрическая проводимость, оптическая прозрачность и 

сопротивление истиранию [4] требуются для полисилоксанового композицион-

ного покрытия органического стекла в авиации. Частицы субмикронного напол-

нителя широко используются для придания полимерной композиции требуемых 

функциональных свойств (теплопроводность, электропроводность, стойкость к био-

деструкции и др.) [5, 6].  

Для защиты полимерных композитов от биодеструкции эффективно исполь-

зуют дисперсные частицы наполнителя, например оксида меди, оксида цинка [7, 8]. 

Так, частицы оксида цинка можно использовать для достижения биоцидного эф-

фекта полиэтилена, который имеет частично кристаллическую структуру [7]. 

Обеспечение требуемых механических свойств наряду с функциональными таких 

полимерных композитов зачастую требует хорошей адгезии субмикронных ча-

стиц к полимерной матрице. Один из подходов к повышению адгезии между 

субмикронными частицами наполнителя и полимером основан на формировании 

полимерной оболочки на поверхности этих частиц [9, 10]. Например, создание 

биоцидного полимерного композита с требуемыми механическими характеристи-

ками возможно за счет формирования оболочки из биоразлагаемого материала, 

например полилактида [11], на частицах, проявляющих токсичность к микроор-

ганизмам-деструкторам [8]. Использование биоразлагаемого материала оболочки 

способствует повышению скорости растворения частиц: в результате деструкции 

полилактида ферментами микроорганизмов образуется молочная кислота [12]. 

Однако следует отметить, что в полимерной матрице с кристаллической структу-

рой вблизи частиц наполнителя возможно возникновение локальных напряженно-

деформированных состояний (НДС) [13]. Возникновение локальных НДС может 

быть вызвано структурной усадкой и температурной деформацией в полимерной 

матрице и полимерной оболочке при формировании полимерного композита. Это 

должно сказаться на механических характеристиках полимерного композицион-

ного материала [14]. Характер локального НДС зависит от свойств матрицы, ча-

стиц наполнителя и полимерной оболочки на поверхности частиц.  

Цель данной работы – определение влияния толщины полимерной оболочки 

из полилактида на поверхностях частиц оксида цинка, а также среднего размера 

этих частиц на характер напряженно-деформированного состояния в частично 

кристаллической матрице. 

 

Теоретическая часть 

 

Рассмотрим решение задачи определения поля остаточных технологических 

напряжений (ОТН) элементов полимерного композиционного материала (ПКМ) 

на этапе его создания. Построение математической модели будем проводить анало-

гично работе [15] в приближении линейной теории упругости. Для анализа воз-

никновения внутренних деформаций и соответствующих им напряжений в ПКМ 

будем рассматривать модель, представленную на рис. 1. Объем ПКМ (см. рис. 1) 

состоит из следующих элементов: Ω1 – ортотропная, обладающая кристаллично-

стью полимерная матрица; субмикронные сферические частицы, состоящие из 

внешней изотропной оболочки постоянной толщины с известными механически-

ми характеристиками – Ω2; включения в виде изотропного элемента (дисперсной 

частицы наполнителя) также с известными механическими характеристиками – Ω3. 
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Решение задачи будем рассматривать при малой объемной доле содержания сфе-

рических включений в полимерной матрице, полагая их сферически симметрич-

ное деформирование в бесконечно протяженной полимерной матрице (см. рис. 1) 

при действии температурных и усадочных деформаций матрицы. 
 

 
a 

 
b 

Рис. 1. Дисперсно-армированный ПКМ: а – общий вид дисперсно-армированного ПКМ, 

где ΩM – объем матрицы, Ω1 – объем субмикронной сферической частицы включения;  

b – объем субмикронной сферической частицы со структурой, где Ω1, Ω2, Ω3 – объемы 

матрицы, оболочки и включения, CRST – структура ориентации кристаллов полимерной 

матрицы, S1, S2 – поверхности раздела матрицы, оболочки и включения 

Fig. 1. Polymer composite material with a dispersed filler: (a) schematic view, where ΩM is  

the volume of the matrix and Ω1 is the volume of a submicron spherical filler particle; (b) volume 

of a submicron spherical filler particle, where Ω1, Ω2, and Ω3 are the volumes of the matrix, shell, 

and filler particle, respectively; CRST is the crystal orientation in the polymer matrix; S1 and 

S2 are the interface surfaces between the matrix, shell, and filler particle 

 

В этом случае система уравнений равновесия приводится к одному уравне-

нию вида [16, 17]: 

 ( ),

1
2 0, 0 ,r rr rrd r r

r
   +  − − =    (1) 

где σrr, σθθ, σϕϕ – физические компоненты радиальных и тангенциальных нор-

мальных напряжений, r∞ – радиус сферы, на которой отсутствуют радиальные 

напряжения (выполнено σrrr  0), и его значение определяется расстоянием 

между включениями (см. рис. 1), d,r  d/dr, d,rr  d2/dr2.  

Уравнения для определения радиальной компоненты вектора перемещений 

элемента ПКМ ur после введения безразмерных параметров задачи с использова-

нием соотношений r = a·r’, ur = a·ur’, σrr = Er·σrr’, σθθ = Er·σθθ’ получим с использо-

ванием подхода, рассмотренного в работе [15]. Для ортотропной полимерной 

матрицы (координатные линии сферической системы координат являются осями 

ортотропии полимерной матрицы) 
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изотропных однородных (без усадки) полимерной оболочке (i = 2) и включении  

(i = 3): 
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Здесь Er, Eθ, Eϕ – модули Юнга в радиальном и тангенциальных направлениях, 

μrθ, μθr, μθϕ – коэффициенты Пуассона материала матрицы; αr, αθϕ – радиальные и 

тангенциальные коэффициенты линейного термического расширения (КЛТР) 

материала матрицы; ur – радиальная компонента вектора перемещений элемента 

ПКМ от начала его полимеризации; ε(0)r, ε(0)θϕ – усадочные деформации материала 

матрицы (предполагаем, что модули Юнга, КЛТР, усадочные деформации не за-

висят от радиуса); Ei, μi, αi – модуль Юнга, коэффициент Пуассона, КЛТР обо-

лочки и включения; ΔT = T0 – T1 – изменение температуры объема ПКМ при 

охлаждении от температуры T1 (начальная температура; в работе принята 450 К), 

соответствующей вязкому состоянию ПКМ при его формировании, до темпера-

туры окружающей среды T0 (конечная температура; в работе принята 300 К).  

Дополним уравнения (2), (3) граничными условиями и условиями сопряжения 

на границах раздела S2 (r = 1; включение–оболочка) (см. рис. 1) и S1 (r = 1 + b/a; 

оболочка–матрица) с учетом того, что на этапе формирования ПКМ вектор 

напряжений (см. рис. 1) на внешней поверхности его объема Pn = 0:  
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После подстановки выражений (6), (9) для компоненты ur и выражений (7), 

(10) для радиальных напряжений σrr в условия (4), (5) получим систему уравне-

ний для определения вектора неизвестных констант Cx = [C1
(3) C1

(2) C2
(2) C1

(1) C2
(1)]T 

(T – символ транспонирования, константа C2
(3) = 0 в силу ограниченности компо-

ненты ur при r = 0) 

 x xDC B , (12) 

где вектор Bx = [0 Bx2 Bx3 Bx4 Bx5]T и матрица D = [dij] (i, j = 1, 2, 3, 4, 5) с элемен-

тами, определяемыми геометрией и механическими параметрами субмикронной 

сферической частицы матрицы.  

 

Результаты расчета 

 

Данные по механическим характеристикам материалов ПКМ, которые ис-

пользовались в расчетах, приведены в таблице. Характерные зависимости рас-

пределений радиальных σrr и тангенциальных напряжений σθθ, рассчитанных по 

формулам (7), (8), (10)–(12), от степени ортотропии материала матрицы korth при 

относительной толщине оболочки b/a = 0.05 (a = 2·10–7 м, b = 10–8 м) представле-

ны на рис. 2.  

Данные по материалам ПКМ (T = –150 К) 

Матрица: полиэтилен 

Er, МПа Предел прочности  

при растяжении σtem
+, МПа 

КЛТР, αr, 1/K r ϕ ε(0)r 

260 10–17 1.7∙10–4 0.18 0.18 3∙10–2 

Включения: оксид цинка 

E3, ГПа  КЛТР, α3, 1/K 3   

143  4.45∙10–6 0.36   

Оболочка: полилактид 

E2, МПа  КЛТР, α2, 1/K 2   

343  9∙10–6 0.3   
 

При этом степень ортотропии задается с помощью одного параметра korth =  

= Eθ/Er = αr/αθφ = ε(0)r/ε(0)θφ. Следует отметить, что korth > 1 соответствует тангенци-

альной ориентации молекул полимерной матрицы в кристаллите (см. рис. 1),  

а korth < 1 – радиальной ориентации. При радиальной ориентации молекул механи-

ческие характеристики определяются внутримолекулярными взаимодействиями  
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в полимерных молекулах кристаллита, а при тангенциальном – межмолекуляр-

ными взаимодействиями [18, 19]. Случай korth = 1 соответствует случайной ори-

ентации макромолекул полимера, т.е. изотропии механических характеристик 

полимерной матрицы вблизи включения с оболочкой. Расчеты выполнены при 

радиусе сферы │r∞│ = 10–2 м. 
 

 
а 

 
b 

Рис. 2. Графики распределения /rr rE  (a) и / rE  (b)  

при различной степени ортотропии korth (b/a = 0.05, │r∞│ = 10–2 м) 

Fig. 2. Distributions of (a) /rr rE  and (b) / rE  as the functions of r/a  

with different degrees of orthotropy korth (b/a = 0.05, │r∞│=10–2 m) 
 

Результаты расчета показывают, что из-за скачка механических характеристик 

материалов частиц наполнителя, оболочки и матрицы на границе их раздела тан-

генциальные напряжения претерпевают разрыв значений (см. рис. 2, b) [16], в от-

личие от непрерывных радиальных напряжений (соотношения (4), (5)). Следует 

отметить существенные изменения значений тангенциальных и радиальных 
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напряжений от степени ортотропии в материале полимерной матрицы вблизи 

частиц. Это может быть обусловлено различием в свойствах кристаллитов поли-

мера вдоль и поперек ориентации макромолекул. Эти различия могут проявляться 

при температурных и усадочных деформациях, возникающих на стадии форми-

рования дисперсно-армированного полимерного композиционного материала. 

На рис. 3 приведены зависимости относительных радиальных σrr/Er и танген-

циальных напряжений σθθ/Er от относительной толщины оболочки b/a, соответ-

ствующих среднему радиусу включения a = 2·10–7 м, │r∞│ = 10–2 м и толщинам 

оболочки 10–8, 3∙10–8, 7∙10–8, 10–7, 1.2∙10–7, 1.5∙10–7 м при степени ортотропии  

материала матрицы korth = 0.9 и korth = 1.1. При этом σrr/Er, σθθ/Er рассматривались 

на границе раздела матрицы и оболочки S1(r = 1 + b/a) со стороны матрицы  

(см. рис.1). 
 

 
а 

 
b 

Рис. 3. Графики распределения /rr rE  (a) и / rE  (b)  

при различной относительной толщине оболочки b/a 

Fig. 3. Distributions of (a) /rr rE  and (b) / rE  as the functions of shell thickness ratio b/a 
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Результаты расчета показывают, что при изменении степени ортотропии в диа-

пазоне korth = 0.9 ÷ 1.1 при различных значениях относительной толщины оболоч-

ки b/a тангенциальные σθθ и радиальные напряжения σrr на границе раздела S1 

сохраняют со стороны матрицы соответственно положительные (растягивающие) 

и отрицательные (сжимающие) значения, а значения σθθ могут достигать величи-

ны (0.056 ÷ 0.052)·Er = (14.6 ÷ 13.5) МПа, соизмеримой с пределом прочности 

при растяжении (см. таблицу). 
 

Выводы 
 

Таким образом, результаты расчета радиальных и тангенциальных ОТН в об-

ласти частично кристаллической матрицы, примыкающей к границе раздела обо-

лочки и матрицы, показывают следующее: 

− в диапазоне степени ортотропии korth = 0.9 ÷ 1.1 при различных значениях 

относительной толщины оболочки в диапазоне b/a = 0.05 ÷ 0.75 тангенциальные 

σθθ и радиальные напряжения σrr на границе раздела S1 сохраняют соответственно 

положительные (растягивающие) и отрицательные (сжимающие) значения; 

− значения положительных ОТН σθθ соизмеримы с пределом прочности поли-

мерной матрицы (полиэтилена) при растяжении σtem
+ (см. таблицу), и при растя-

жении образца ПКМ (на лицевой поверхности образца приложен растягивающий 

равномерно распределенный вектор напряжений Pn (см. рис. 1)) к растягиваю-

щим нормальным напряжениям вдоль оси z от действия этой нагрузки в областях 

частиц наполнителя добавятся положительные ОТН σθθ. Это может привести  

к изменению предельного (разрушающего образец) значения модуля растягива-

ющего вектора напряжений Pn по сравнению с предельным значением этого 

напряжения для ненаполненного полимера (полиэтилена). Изменение будет зави-

сеть от выбора теории прочности и взаимного положения годографа вектора,  

состоящего из компонент тензора напряжений, и предельных поверхностей (по-

верхностей прочности) элементов образца ПКМ [19].  
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Аннотация. Определение физико-механических характеристик материалов при 

высоких скоростях деформации играет ключевую роль в повышении адекватности 

и точности инженерного анализа конструкций, работающих в экстремальных усло-

виях. В данной работе представлены результаты экспериментальных исследований 

деформации и разрушения тонколистового проката сплава Ti–5Al–2.5Sn при про-

давливании полусферическим индентором со скоростью 10, 5, 1 и 0,5 м/с и резуль-

таты численного имитационного моделирования испытаний. Результаты модели-

рования испытаний на динамическое продавливание пластин с использованием 

вязкопластичеcкой модели механического поведения повреждаемых сред показали 

возможность валидации модели с кинетикой повреждения для сложных напряжен-

ных состояний в условиях двухосного высокоскоростного растяжения. Полученные  

в расчетах формы трещин и прогибы пластин аналогичны наблюдаемым в экспе-

риментах при динамическом продавливании сплава. 

Ключевые слова: титановые сплавы, испытание на продавливание, высокие скоро-

сти деформации, сложное напряженное состояние 
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Abstract. In this paper, the deformation and fracture of Ti–5Al–2.5Sn alloy in complex 

stress states under biaxial tension at strain rates of up to several hundred per second are 

studied. Such loading conditions are provided during high-speed punch tests for thin 

plates. Samples of titanium alloy plates are punched with a hemispherical indenter, which 

is 20 mm in diameter, at velocities of 10, 5.0, 1.0, and 0.5 m/s with simultaneous recording 

of the punching forces and maximum deflection and video recording of the sample sur-

face at a speed of 13.000 frames/s. Numerical simulation of punching tests is performed 

at punching velocities ranging from 0.5 to 10 m/s to validate the constitutive relation-

ships and damage development kinetics. To describe the plastic flow and fracture of Ti–

5Al–2.5Sn alloy in the range of strain rates from 0.001 to 1000 s-1, the micromechanical 

damage model coupled with a model of the viscoplastic mechanical behavior of the ma-

terial is used. The simulated crack shape and deflections are found to be similar to those 

obtained experimentally. Thus, dynamic bursting testing allows the validation of models 

of damage kinetics in complex stress states. 
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Введение 

 

Альфа-титановый сплав Ti–5Al–2.5Sn (аналог сплава ВТ5-1 или Grade 6) об-

ладает хорошей стойкостью к окислению, хорошей свариваемостью, но плохо 

поддается механической обработке резанием [1–3]. Следует отметить, что сплав 

Ti–5Al–2.5Sn обладает высокой вязкостью разрушения в криогенных средах и 

успешно применяется для создания емкостей для хранения водорода. Поэтому 

изготовление тонкостенных конструктивных элементов из сплава Ti–5Al–2.5Sn 

методами формовки может осуществляться в широком диапазоне режимов 

нагружения [4, 5]. При изготовлении элементов конструкций из листового прока-

та альфа- и псевдоальфа-титановых сплавов в настоящие время применяются тех-

нологии высокоскоростной формовки, в том числе перспективные технологии, 

такие как электромагнитная формовка, электрогидравлическая формовка, взрывная 

формовка, ударная гидроформовка и др. Одним из перспективных технологиче-

ских направлений производства тонкостенных элементов конструкций также яв-
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ляется динамическая штамповка [6, 7]. Режимы штамповки чувствительны к ско-

рости деформации, напряженному состоянию и распределению пластической 

деформации по толщине листа, а также к возникновению повреждений и образо-

ванию микропор и макротрещин.  

Результаты последних исследований показывают, что испытания, проводимые 

в условиях сложного напряженного состояния, позволяют получить более полную 

информацию о механическом отклике материалов на физические и механические 

воздействия, возникающие при изготовлении и эксплуатации конструкций [6–10]. 

В ряде исследований механическое поведение легких сплавов в широком диапа-

зоне скоростей деформации изучалось методом обратного моделирования, осно-

ванным на численном анализе результатов испытаний на продавливание полу-

сферическим индентором плоских образцов [7, 9, 10]. Испытания на продавливание 

тонких пластин из металлов и сплавов полусферическими инденторами позволя-

ют исследовать механическое поведение материалов при упругопластическом 

деформировании в условиях сложного напряженного состояния, близкого к дву-

осному растяжению [9, 10]. Квазистатические и динамические испытания на продав-

ливание полусферическими инденторами выполняют на тонких образцах металлов 

и сплавов в соответствии с приятыми стандартами (ASTM E3205, BS EN 10371, 

CWA 15627, ГОСТ 10510–80, GB/T 29459) [9–16]. 

Результаты испытаний на продавливание могут быть использованы для вали-

дации моделей механического поведения материала, разработанных с учетом 

данных, полученных в экспериментах при одноосном нагружении [11–14]. Ре-

зультаты испытаний могут также применяться при разработке методов модели-

рования технологических процессов динамической штамповки, прогнозирования 

режимов штамповки, эффектов пружинения, распределения пластических де-

формаций и возникновения повреждений [7, 9, 11–14].  

Актуальность исследований сплава Ti–5Al–2.5Sn при динамических воздей-

ствиях обусловлена необходимостью предотвращения возникновения микро-

повреждений в процессе изготовления тонкостенных резервуаров и сосудов. 

Цель данной работы – исследование механического поведения сплава Ti–5Al–

2.5Sn с помощью испытания на высокоскоростное продавливание тонких пла-

стин полусферическим индентором. Полученные данные дополняют результаты 

ранее проведенных исследований механического поведения титановых сплавов 

при динамическом нагружении и варьировании параметра трехосности напря-

женного состояния [6, 8, 10].  

 

1. Материал и метод испытания 

 

Исследования проводились на промышленном тонколистовом прокате Ti–5Al–

2.5Sn (аналог сплава ВТ5-1). Сплав Ti–5Al–2.5Sn имел химический состав (мас. %): 

5.311 Al; 2.51 Sn; 0.211 Fe; 0.0116 Si; 0.864 В; 0.2786 Zr; Ti – остальное. 

Сплав находился в поликристаллическом состоянии. Зеренная структура сплава 

была мелкокристаллической, однородной и равноосной. Средний размер зерна 

сплава составлял ~ 40 мкм. Образцы для испытаний вырезались электроэрозион-

ным методом на станке с ЧПУ ДК7732 из листа толщиной 1.2 ± 0.05 мм, что 

обеспечивало высокую точность воспроизведения геометрических параметров 

образцов. Поверхности образцов полировались для снижения коэффициента тре-
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ния при контакте с индентором. Геометрические параметры образцов для высо-

коскоростных испытаний выбраны в соответствии с рекомендациями INSTRON и 

стандартами ASTM E643–09 и ISO 8490–86. На рис. 1, а показана схема испыта-

тельной установки. Диаметр образца d составляет 60 ± 0.1 мм, диаметр D в ниж-

ней части опорной матрицы 42 ± 0.1 мм.  

Испытания при постоянной скорости продавливания проводились на высоко-

скоростном испытательном стенде Instron VHS 40/50-20 (Instron, Хай Вайкомб, 

Великобритания) с датчиком усилий 50 кН.  

На рис. 1, b представлены фотографии положений инденторов в начале и конце 

процесса испытаний на продавливание. Датчик усилий установлен в инденторе,  

а закрепленный в опорной матрице образец перемещался с заданной постоянной 

скоростью. Испытания проводились в режиме поддержания постоянной скорости 

при начальных значениях продольных скоростей: 0.5 ± 0.001, 1 ± 0.01, 2 ± 0.01,  

5 ± 0.01, 10 ± 0.1 м/с.  
 

                
а            b 

Рис. 1. Схема испытательной установки (а): 1 – образец, 2 – индентор полусферический,  

3, 4 – нижняя и верхняя части опорной матрицы соответственно; фотографии положений 

инденторов в начале и конце процесса испытаний на продавливание  

на сервогидравлическом стенде Instron VHS 40/50-20 (b) 

Fig. 1. (a) Sectional scheme of a punch test setup: 1, specimen; 2, hemispherical punch; 3 and 4, 

the lower and the upper parts of a support matrix, respectively; (b) photograph of the initial and 

final stages of punching on the Instron VHS 40/50-20 testing machine 
 

Стоит отметить, что динамика разрушения образцов и характер образования 

трещин при продавливании зависят от геометрических параметров индентора и 

образца. Поэтому для регистрации конфигурации образца в момент фрагмента-

ции применялась высокоскоростная видеосъемка. Для видеорегистрации дефор-

мации и разрушения образцов использовалась высокоскоростная камера Phantom 

V711 (Vision Research – AMETEK Co, Уэйн, Нью-Джерси, США). Для освещения 

поверхности образцов при высокоскоростных испытаниях использованы две га-

логеновые лампы по 5 Вт. Съемка выполнялась при скорости 13 000 кадров/с  

и экспозиции 10 мкс. Видеокамера устанавливалась в вертикальной плоскости, 

параллельной перемещению траверсы. Съемка деформации и разрушения тыль-

ной поверхности образцов осуществлялась с использованием зеркала, установ-

ленного в подвижном устройстве закрепления образцов.   
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2. Численное моделирование пластического течения и развития поврежде-

ний титанового сплава при динамических испытаниях  

на продавливание 

 

Вычислительная модель использует теоретическую основу механики сплош-

ных сред с повреждениями.  

Изменение температуры при развитии пластического течения за счет дисси-

пации энергии рассчитывалось в адиабатическом приближении [14]: 

 
0

0

( / )

p
eq

p

p eq eqT T C d



= +     , (1) 

где Т0 – начальная температура, параметр β ~ 0.9 – доля пластической работы, 

преобразованная в тепло, 2 1/2[(3 / 2) 0.5 ]eq ij ij kk =   −   – эквивалентное напряжение 

Мизеса, 1/2[(2 / 3) ]p p p p

eq eq ij ijd dt dt =  =    – приращение эквивалентной пластической 

деформации, p

eq  – компоненты скорости пластической деформации. 

Температурная зависимость удельной теплоемкости альфа-титанового сплава 

Ti–5Al–2.5Sn от температуры Т в диапазоне от 293 до 1 115 К описана феномено-

логическим соотношением [15] 

 
2248.389 1.53067 0.00245 [Дж/кг К] 0 1320 КpC T T at T T= + −   . (2) 

Температурная зависимость модуля сдвига альфа-титанового сплава рассчи-

тывалась из соотношения [16] 

 (T, ) = 0[1 + 1p(0/) − 2(T − 295 К)], (3), 

где µ0 = 48.66 ГПа, µ1 = 11 500 ГПа–1, µ2 = 0.000662 К–1 – феноменологические 

параметры для сплава Ti–5Al–2.5Sn, p – давление, ρ0, ρ – значения массовой 

плотности при 295 К и температуре T соответственно.  

Напряжение течения конденсированной фазы сплава описывалось с помощью 

следующего определяющего соотношения [10]: 

 
1/2

0 1 0 1 0( ,( ) ) exp( )exp( ln(1 / ))p p p

s eq eq dislC C A T AT=  + − +    (4) 

где C0, С1, A0, A1 – параметры материала, 0

p

disl  – параметр, нормирующий ско-

рость пластической деформации, 1/2[(2 / 3) ]p p p

eq ij ij =    – эквивалентная пластиче-

ская деформация. 

Расчеты выполнены для сплава Ti–5Al–2.5Sn при численных значениях пара-

метров: C0 = 0.665 ГПа, C1 = 0.8 ГПа, A0 = 0.0016 К–1, A1 = 0.0002 К–1, 0

p

disl  =1 с–1, 

Tm = 1 875 К. 

Модель GTN была использована для определения пластического потенциала 

[6, 10]: 

 2 2 * * 2

1 2 3( / ) 2 cosh( / 2 ) 1 ( ) 0eq s sq f q p q f  + −  − − = , (5) 

где σs – предел текучести, p – давление, q1, q2 и q3 – параметры модели, f – объем-

ная доля пор. 

Кинетическая модель развития повреждаемости за счет эволюции размера пор 

использовалась для описания кинетики повреждений, связанных с зарождением и 

ростом пор при пластической деформации [6]. Скорость роста связана со скоро-

стью объемной пластической деформации. Зарождение пор зависит от эквива-
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лентной пластической деформации p

eq  и предполагает нормальное распределение 

пор по размерам. 

 

2

,

(1 ) ,

[ / ( 2 )]exp{ 0.5[( ) / ] } ,

nucl growth

p

growth kk

p p

nucl N N eq N N eq

f f f

f f

f f s s

= +

= − 

=  −  −  

 (6) 

где nucl growthf , f , f  – скорость изменения параметра поврежденности, скорость за-

рождения повреждений, скорость роста пор, εN и sN – средняя деформация при 

зарождении пор и стандартное отклонение соответственно.  

Величина релаксации напряжений в модели, связанная с зарождением пор в кон-

денсированной фазе, контролируется параметром fN. Финальная стадия развития 

повреждений перед вязким разрушением соответствует слиянию пор в макроско-

пическую трещину. Слияние пор приводит к релаксации напряжений и ускоре-

нию скорости роста параметра поврежденности f* вплоть до эрозии конечного 

элемента (когда доля пор fF достигает критического значения fc). 

 
* [ ( ) / ( )] ( ) ( )c F c F c c cf f f f f f H f f f H f f= + − − − + − , (7) 

где 2

1 1 3 3( ) / ,Ff q q q q= + −  q1, q2 и q3 – константы модели, H(.) – функция Хеви-

сайда. 

Параметры модели титанового сплава Ti–5Al–2.5Sn были определены мето-

дом полуобратного численного моделирования испытаний на одноосное растя-

жение при скоростях деформации 0.1, 100, 1 000 с–1 [6, 17]. В расчетах использо-

вались следующие значения коэффициентов модели для Ti–5Al–2.5Sn: q1 = 1.0,  

q2 = 0.7, q3 = 1.0, f0 = 0.003, fN = 0.1156, fc = 0.117, fF = 0.260, εN = 0.25, sN = 0.05. 

Дискретизация расчетной области образца выполнялась с помощью 3D линейных 

лагранжевых шестигранных элементов. Сходимость численных результатов рас-

четов обеспечивалась при подборе пространственного шага сетки. В расчетах 

использовалась мелкая сетка с характерным размером 0.3 мм. Расчетная область 

титановой пластины состояла из ~ 200 000 элементов. Расчетные области инден-

тора и опорных матриц описывались моделью абсолютно твердого тела и разби-

вались на 2D элементы. Граничные условия были заданы аналогично [10].  

 

3. Результаты и обсуждение 

 

Экспериментальные диаграммы F(uz) «усилие–перемещение», полученные 

при продавливании образцов сплава Ti–5Al–2.5Sn со скоростями 0.5, 10, 5, 10 м/c 

представлены на рис. 2.  

Результаты испытаний свидетельствуют о хорошей воспроизводимости пико-

вых значений усилий и предельных прогибов в сериях из 5 испытаний для каж-

дой скорости продавливания. На рис. 2 показаны экспериментальные диаграммы, 

с максимальной, минимальной и одной из средних амплитуд усилий для исследо-

ванных скоростей продавливания. Полученные диаграммы усилия F(uz) от вели-

чины прогиба пластины свидетельствуют о вязком характере разрушения при 

скоростях индентора до 10 м/с. Пиковое усилие варьировало в диапазоне от 9 до 

12 кН при скоростях индентора от 0.5 до 10 м/c. C ростом скорости продавлива-
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ния происходят изменение наклона на кривых деформирования и увеличение 

пиковых значений усилий. Это свидетельствует о скоростной чувствительности 

напряжения течения сплава Ti–5Al–2.5Sn. Результаты указывают на отсутствие 

охрупчивания альфа-титанового сплава Ti–5Al–2.5Sn в условиях двуосного 

напряженного состояния.  
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Рис. 2. Диаграммы «усилие–перемещение», полученные при продавливании сплава  

Ti–5Al–2.5Sn со скоростями: а – 0.5 м/c, b – 1.0 м/c, c – 5.0 м/c , d – 10 м/c 

Fig. 2. Force–displacement diagrams resulting from the punching of Ti–5Al–

2.5Sn alloy at a velocity of (а) 0.5, (b) 1.0, (c) 5.0, and (d) 10 m/s 
 

Диаграммы «усилие продавливания – прогиб образца» не имеют четко выра-

женного начала зарождения трещины. При использовании результатов высоко-

скоростной съемки и сопоставлении данных о времени продавливания и видео-

кадров с зарождающейся трещиной можно определить величину прогиба, при 

которой возникает видимое нарушение сплошности образца. Кадры видеосъемки, 

представленные на рис. 3, свидетельствуют, что трещины зарождались в цен-

тральной точке площадки контакта образца и индентора. 

В момент зарождения макротрещина имела от двух до трех радиальных вет-

вей. Раскрытие трещин с увеличением прогиба имеет прерывистый характер, что 

подтверждает сохранение высоконапряженного состояния в зоне формирования 

разрушения. Образованию трещин предшествовала значительная пластическая 

деформация. Периодическое торможение трещины и ее инициация в центре пло-
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щадки контакта свидетельствуют о чувствительности предельных деформаций 

сплава Ti–5Al–2.5Sn к параметру трехосности напряженного состояния. Форми-

рование трещин с тремя ветвями под углами друг другу, близкими к 120°, свиде-

тельствовало об изотропном характере развития пластической деформации и 

накопления повреждений. Трещины с двумя стохастически направленными вет-

вями и двумя ветвями под углом друг другу, близким к 180°, наблюдались в од-

ном из пяти образцов, испытанных при скоростях 1 и 0,5 м/c. При этом сценарии 

разрушения раскрытие трещин сопровождалось формированием новых ветвей,  

а пиковые значения усилий и ход диаграмм нагружения не выходили за пределы 

доверительного интервала для соответствующих скоростей нагружения, что не 

гарантирует совпадения предельных значений пластических деформаций в зоне 

разрушения. 
 

 

Рис. 3. Кадры видеосъемки образца сплава Ti–5Al–2.5Sn при продавливании со скоростями 

10, 5.0, 1.0 и 0.5 м/c, содержащие последовательные моменты времени раскрытия трещины 

Fig. 3. Video frames of Ti–5Al–2.5Sn specimens during punching at velocities  

of 10, 5.0, 1.0, and 0.5 m/s with subsequent moments of the crack opening 
 

Численное моделирование процесса продавливания в диапазоне скоростей 

нагружения от 0.5 до 10 м/с было проведено для исследования закономерностей 

процессов деформирования, повреждения и разрушения листов титанового сплава 

Ti–5Al–2.5Sn. Получены расчетные зависимости усилий от смещения в центре 

площадки контакта пластины и индентора. На рис. 4 представлены расчетные и 

экспериментальные диаграммы «усилие–прогиб», полученные при продавлива-

нии сплава Ti–5Al–2,5Sn со скоростями индентора 10 и 0.5 м/c. Линия 1 – резуль-

таты расчета, линия 2 – экспериментальные данные. 
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Полученные результаты моделирования показали хорошее согласие расчетных 

и экспериментальных кривых «усилие–прогиб» при динамическом нагружении, 

что позволило провести анализ развития пластических деформаций в процессе 

продавливания.  

Расчетное распределение эффективных скоростей деформации в поперечном се-

чении пластины из Ti–5Al–2.5Sn при скорости пуансона 10 м/с показано на рис. 5. 
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Рис. 4. Сравнение расчетных и экспериментальных диаграммы «усилие–прогиб»,  

полученных при продавливании сплава Ti–5Al–2.5Sn со скоростью пуансона  

10 м/c (а) и 0,5 м/c (b) 

Fig. 4. Comparison of calculated and experimental force–deflection diagrams resulting from  

the punching of Ti–5Al–2.5Sn alloy at a punching velocity of (a) 10 and (b) 0.5 m/s 

 

     
а                                                                              b 

Рис. 5. Распределение эквивалентной скорости деформации в образцах сплава  

Ti–5Al–2.5Sn при 10 м/c (а); распределение эквивалентной скорости деформации  

в вершине трещины сплава Ti–5Al–2.5Sn при продавливании со скоростью 10 м/c (b) 

Fig. 5. Distribution of the equivalent strain rate in the (a) Ti–5Al–2.5Sn specimens at 10 m/s  

and (b) head of the crack in Ti–5Al–2.5Sn alloy at a punching velocity of 10 m/s 
 

Скорость деформации в зоне пластической деформации изменялась в широ-

ком диапазоне: от 100 до 4 000 с–1. Область максимальных значений скорости 

деформации имела окружную форму и соответствовала контуру площадки кон-

такта. При разрушении образца скорость деформации в вершине трещины суще-

ственно превышала эти значения. Результаты моделирования показали, что при 



Механика / Mechanics 

156 

накоплении повреждений пластическая деформация развивается на контактной 

поверхности неоднородно. На рис. 6 представлены расчетные диаграммы «экви-

валентное напряжение – эквивалентная деформация» в центральной точке тыль-

ной поверхности образцов сплава Ti–5Al–2.5Sn. 
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Рис. 6. Расчетные диаграммы «эквивалентное напряжение – эквивалентная деформация»  

в центральной точке тыльной поверхности образцов сплавов Ti–5Al–2.5Sn  

при продавливании со скоростями 0.5, 1, 5, 10 м/c 

Fig. 6. Equivalent stress–equivalent strain diagrams calculated at the back surface center  

of Ti–5Al–2.5Sn specimens at punching velocities of 0.5, 1.0, 5.0, and 10 m/s 
 

Отметим, что максимальные значения пластической деформации в зоне пло-

щадки контакта пластины и индентора значительно превышали имеющиеся  

в литературе значения макроскопического удлинения δ перед разрушением сплава 

Ti–5Al–2.5Sn. При этом расчетные значения эквивалентных напряжений согла-

суются с экспериментальными значениями напряжений течения, полученными 

для сплава Ti–5Al–2.5Sn при одноосном растяжении сплава в соответствующем 

диапазоне скоростей деформации [6].  

Таким образом, в тонких пластинах при относительно небольших прогибах  

в процессе динамической штамповки могут создаваться достаточно высокие эк-

вивалентные напряжения, что приводит к изменениям параметра трехосности 

напряженного состояния η = –p/σeq. 

Расчетные распределения параметра трехосности напряженного состояния η  

в сечении деформируемой пластины представлены на рис. 7. 

Результаты моделирования показали, что на контуре площадки контакта 

напряженное состояние соответствовало чистому сдвигу, в то время как в центре 

образца на тыльной поверхности значения параметра трехосности напряженного 

состояния были близки к 0.65, что соответствует двуосному растяжению. 

Процесс формирования трещин из-за накопления повреждений в зоне продав-

ливания сопровождался пространственно-неоднородным изменением параметра 

трехосности напряженного состояния η. Поэтому для повышения точности CAE-

анализа высокоскоростной штамповки титановых сплавов необходим учет эво-

люции параметра трехосности напряженного состояния в процессе деформации. 

Распределения расчетных перемещений прогиба uz и параметра поврежденно-

сти f в сечении деформируемого образца при раскрытии образовавшихся трещин 

представлены на рис. 8.  
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Рис. 7. Расчетные распределения параметра трехосности напряженного состояния η  

в сечении пластины Ti–5Al–2,5Sn: a – при деформировании со скоростью 10 м/c;  

b – при раскрытии трещины 

Fig. 7. Calculated distributions of the stress triaxiality parameter η in the section  

of Ti–5Al–2.5Sn plate during: (a) deformation at a rate of 10 m/s and (b) crack opening 
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Рис. 8. Расчетное распределение смещений uz в поперечном сечении пластины Ti–5Al–2.5Sn 

на момент времени 0.42419 мс (а); распределение параметра поврежденности f (b) 

Fig. 8. Calculated distributions of (а) displacements uz in a cross-section of Ti–5Al–2.5Sn plate 

at a time instant of 0.42419 ms and (b) damage parameter f 
 

Асимметричные трещины, возникающие при воздействии на пластину полу-

сферическим индентором, являются следствием локализации высокоскоростной 

пластической деформации. Методика испытаний металлических материалов при 
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продавливании позволила оценить предельные деформации и определить зако-

номерности зарождения и роста микроповреждений в условиях двуосного растя-

жения. Для валидации кинетики повреждений в модели были использованы дан-

ные на участке диаграмм «усилие–прогиб» после достижения пиковых значений 

усилий. На рис. 9 показано сравнение конфигураций трещин, наблюдаемых в экс-

перименте и полученных при численном моделирования процесса продавливания 

образцов сплава Ti–5Al–2.5Sn. Качественное совпадение расчетных конфигура-

ций и траекторий роста образующихся трещин с наблюдаемыми в экспериментах 

подтверждает адекватность предложенной модели и возможность прогнозирова-

ния разрушения альфа-титановых сплавов при высоких скоростях деформации  

в условиях двухосного растяжения. 

Увеличение скорости деформации способствует образованию полос локали-

зованного сдвига, показанных на рис. 8, b, 9.  

Образование полос локализации связано с неустойчивостью процесса пластиче-

ского течения и сопровождается изменениями структуры сплава. Склонность сплава 

к реализации локализованного адиабатического сдвига обусловлено относительно 

высоким пределом текучести и низкой степенью деформационного упрочнения. 
 

 

Рис. 9. Сравнение расчетных и экспериментальных конфигураций трещин  

в образце сплава Ti–5Al–2.5Sn после продавливания при скорости 10 м/c 

Fig. 9. Comparison of calculated and experimental configurations of cracks  

in Ti–5Al–2.5Sn specimen after punching at a velocity of 10 m/s 
 

Вероятность образования локализованных сдвигов в титановом сплаве при 

штамповке возрастает с увеличением скорости нагружения. В результате в пла-

стине образуются радиальные полосы локализации деформации. Структурные 

изменения, протекающие в полосах локализованной деформации, нивелируют 

эффекты анизотропии пластического течения, характерные для титановых спла-

вов. Таким образом, увеличение скорости штамповки выше определенного пре-

дела позволяет улучшить штампуемость титановых сплавов при комнатной тем-

пературе. Стоит отметить, что с увеличением температуры происходит снижение 

предела текучести материала, что приводит к увеличению критической скорости 

нагружения, необходимой для формирования полос локализованного сдвига.  

 

Заключение 
 

Механическое поведение сплава Ti–5Al–2.5Sn было исследовано с помощью 

испытания на продавливание. 
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Индентор имел полусферическую форму с диаметром 20 мм. Испытания про-

водились на сервогидравлическом стенде Instron VHS 40/50-20 с постоянными 

скоростями нагружения 0.5, 1, 5 и 10 м/c. Напряженное состояние в центре пло-

щадки контакта индентор–образец соответствовало равноосному двуосному рас-

тяжению. Анализ развития пластических деформаций и формирования трещин 

проводился с использованием численного имитационного моделирования. 

Результаты можно резюмировать следующим образом: 

1. Максимальные значения пластической деформации в зоне трещин разру-

шенных пластин значительно превышали имеющиеся в литературе значения 

макроскопического удлинения δ до разрушения сплава Ti–5Al–2.5Sn. 

2. Увеличение скорости деформации в условиях двухосного напряженного со-

стояния способствует образованию полос локализованного сдвига. 

3. Параметр трехосности напряженного состояния на площадке контакта ин-

дентор–образец изменяется нестационарно и пространственно неоднородно при 

накоплении повреждений. Вычислительная модель, предложенная в [6], позволяет 

описать закономерности изменения пластического течения и разрушения сплава 

Ti–5Al–2.5Sn в широком диапазоне скоростей деформации и сложном напряжен-

ном состоянии. 

4. Результаты указывают на вязкий характер разрушения альфа-титанового 

сплава Ti–5Al–2.5Sn в условиях двуосного растяжения при комнатной темпера-

туре и скоростях деформации до 104 с–1. 

Полученные результаты исследования механического поведения сплава  

Ti–5Al–2.5Sn в широком диапазоне скоростей деформации и двухосном напря-

женном состоянии могут быть использованы при проектировании тонколистовых 

изделий из титана и технологии его изготовления штамповкой.  
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Аннотация. Определены нетрадиционные эффективные механические параметры, 

являющиеся относительной мерой проявления деформационного отклика рассмат-

риваемых мезо- или микрообъемов кости в трех перпендикулярных направлениях, 

и эффективный модуль упругости при осевом сжатии. Установлено, что образцы 

костных тканей, имеющие разные строение и состав, могут отличаться характером 

распределения напряжений и деформаций, но иметь близкие модули упругости,  

и наоборот. Показано, что введенные параметры отражают характер распределения 

напряжений и деформаций. Предлагается использовать рассмотренные характери-

стики при подборе индивидуальных остеоимплантатов. 

Ключевые слова: напряженно-деформированное состояние, эффективные механи-

ческие параметры, кортикальная костная ткань, губчатая костная ткань, компьютерное 

моделирование, остеоиплантаты 
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Abstract. The results of the stress-strain state of model bone meso-volumes containing 

cancellous and cortical bone tissue together and micro-volumes of cortical and cancel-

lous bone tissue separately under uniaxial compression are presented. Unconventional  

effective mechanical parameters, serving as a relative measure of the deformation response 

manifestation for the considered meso- or micro-volume of bone in three perpendicular 

directions, and the effective modulus of elasticity under axial compression are deter-

mined. It has been revealed that the micro- and meso-volumes of bone tissue with different 

structures and compositions may differ in the pattern of stress and strain distribution, but 

have similar elastic moduli, and vice versa. It has been shown that the micro- and meso-
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volumes of bone tissue samples with different structures and compositions, having  

the same distribution of stresses and strains, are characterized by the same values of the 

introduced effective mechanical parameters. It is proposed to use effective mechanical 

characteristics and longitudinal modulus of elasticity during the selection and develop-

ment of individual osteoimplants. When installing an implant into the bone, it is suggested 

to coordinate the orthotropic axes of the implant and the replaced bone site to maintain  

a favorable mechanical state of the bone consistent with that before implant installation. 

Keywords: stress-strain state, effective mechanical parameters, cortical bone tissue,  

cancellous bone tissue, computer modeling, osteoimplants 
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Введение 

 

Многолетний опыт использования остеоимплантатов показывает, что биохи-

мическая совместимость – необходимое, но недостаточное условие поведения 

системы кость–имплантат как единого целого. Важным условием является также 

их биомеханическая совместимость. Неправильный выбор остеоимплантата с точ-

ки зрения механической совместимости может привести к резорбции (рассасыва-

нию) костной ткани на границе кость–имплантат и расшатыванию протеза (им-

плантата) [1], что влечет за собой повторные операционные вмешательства. 

Костные клетки подстраивают структуру и состав кости под изменяющиеся ме-

ханические условия и обеспечивают благоприятное ее механическое состояние 

посредством резорбирования и восстановления костной ткани в многочисленных 

микроскопических участках. Состав и структура костных тканей варьируют в пре-

делах одной кости и отличаются для разных людей [2–6], в связи с чем один и тот 

же имплантат может у одного пациента прижиться, а у другого нет. Поэтому воз-

никает вопрос: какие механические параметры остеоимплантатов должны обес-

печить их механическую совместимость с костной тканью для исключения при-

граничной резорбции кости? Существующие в настоящее время исследования 

механики костных тканей [7–14] посвящены в основном определению таких эф-

фективных механических характеристик, как модуль упругости и предел прочно-

сти. В данной работе наряду с модулем упругости оцениваются нетрадиционные 

эффективные механические параметры, определяемые на основе исследования 

механического поведения костных тканей с разным составом и структурой с ис-

пользованием методов компьютерного моделирования. 

 

Модели костных тканей 

 

Разработаны следующие модели: модель кости на мезоуровне (мезообъем) [15], 

модель кортикальной костной ткани и модель губчатой костной ткани на микро-

уровне (микрообъемы) [16–18]. 

Модели костей на мезоуровне содержат губчатую и кортикальную костные 

ткани разного объема (Vs, Vc соответственно), учитывающиеся в явном виде (рис. 1). 

Материал кортикальной и губчатой костных ткани является изотропным. Эффек-
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тивный модуль упругости кортикальной и губчатой ткани рассчитывался по мо-

дели Эрнандеса в зависимости от плотности и массовой доли минералов двух 

типов костной ткани.  
 

   
а b c 

Рис. 1. Модели фрагментов кости на мезоуровне (1 – кортикальная костная ткань,  

2 – губчатая костная ткань, 3 – промежуточный слой) с разным соотношением  

объемов Vc/Vs: a – 0.25, b – 1.0, с –4.0 

Fig. 1. Models of bone fragments (1, cortical bone tissue; 2, cancellous bone tissue; and 3, inter-

mediate layer) at the meso-level with different volume ratios Vc/Vs: (a) 0.25 , (b) 1.0, and (с) 4.0 
 

Модель кортикальной костной ткани построена на основе изображения струк-

туры природной кости (рис. 2). Явным образом учтены остеоны и Гаверсовы кана-

лы, цементная линия, окружающая остеоны, и матрица, в реальности представля-

ющая собой остатки остеонов после ремоделирования. Материал всех структурных 

составляющих микрообъема кортикальной костной ткани принимался трансвер-

сально изотропным. Эффективные механические параметры матрицы и остеонов 

определяются, учитывая угол направления коллагено-минеральных волокон, зна-

чения объемных долей коллагеновой и минеральной составляющих, пористости 

за счет наличия каналов Фолькмана и лакунарно-канальцевой системы. Пори-

стость, формируемая Гаверсовыми каналами, учитывается в явном виде. 
 

  
а b 

Рис. 2. Геометрическая модель кортикальной костной ткани на микроуровне (а);  

сечение конечно-элементной модели плоскостью YZ (b) 

Fig. 2. (а) Geometric model of cortical bone tissue at the micro-level  

and (b) YZ-plane section of the finite element model 
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Структурной единицей модельного микрообъема губчатой костной ткани яв-

ляется трабекулярный узел (рис. 3, а), который включает центр, представляющий 

собой сферу, и 1/2 часть трабекул, расположенных взаимно перпендикулярно.  
 

  
а 

  
b c 

Рис. 3. Примеры трабекулярных узлов (а) и модели губчатой костной ткани (b), (c)  

Fig. 3. (а) Examples of trabecular nodes and (b), (c) model samples of cancellous bone tissue 
 

Модельный фрагмент губчатой кости строится как совокупность трабекуляр-

ных узлов (рис. 3, b, c). Материал костных балок (трабекул) и центрального эле-

мента считается изотропным. Эффективный модуль упругости структурных со-

ставляющих губчатой костной ткани рассчитывался по выражению механики 

композиционных материалов для случая произвольно ориентированных гидрок-

сиаппатитовых волокон в коллагеновой матрице [19]. 

 

Результаты и обсуждение 

 

Модельные образцы костных тканей с разными структурой и составом подвер-

гались одноосному сжатию. Микрообъемы кортикальной костной ткани и мезо-

объемы кости сжимались вдоль оси z, микрообъемы губчатой костной ткани – 

вдоль оси y. Для расчетов использовался метод конечных элементов программного 

комплекса ANSYS Mechanical APDL. Для модельного мезообъема варьировали 
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отношение объемов компактной и губчатой костной ткани (Vc/Vs), их плотность 

(ρc, ρs) и массовую долю минералов (c, s). Для микрообъема кортикальной 

костной ткани варьировали такие параметры, как пористость за счет лакунарно-

канальцевой системы, Фолькмановских и Гаверсовых и каналов (P), массовая 

доля минералов (α); изменялась ориентация коллагено-минеральных волокон  

в остеонах (тип I±45° – волокна под углами ± 45° к оси остеона; тип I – волокна 

под углом 90° к оси остеона; тип III – волокна параллельно оси остеона; тип II – 

волокна меняют свою ориентацию с перпендикулярной на параллельную к оси 

остеона). Для модельных микрообъемов губчатой костной ткани изменялись 

средние толщина (t1, t2) и длина (l1, l2) продольной (главной) и поперечной (вто-

ростепенной) трабекулы, массовая доля минералов (α). Все параметры варьиро-

вали в соответствии с экспериментальными литературными данными. 

Деформационное поведение всех рассматриваемых микро- и мезообъемов 

костных тканей с разным составом и структурой показывает, что в каждом об-

разце при осевом сжатии реализуется три вида деформации в трех взаимно пер-

пендикулярных направлениях, которые проявляются в разной мере, что показы-

вают распределения перемещений (рис. 4). Для мезообъема кости реализуются 

сжатие в направлении приложения нагрузки (в направлении оси z), растяжение и 

изгиб в двух других перпендикулярных направлениях (в направлениях y и x соот-

ветственно), для микрообъемов кортикальной и губчатой костной ткани – сжатие 

в направлении приложения нагрузки (в направлении оси z для кортикальной 

костной ткани, в направлении оси y для губчатой костной ткани) и растяжение  

в двух взаимно перпендикулярных направлениях. 

Введены параметры для оценки меры проявления отмеченных выше деформа-

ционных откликов мезо- и микрообъемов кости mUx, mUy, mUz, равные отноше-

нию максимального по абсолютной величине значения перемещения в направлении 

оси x, y или z к сумме максимальных по абсолютной величине значений переме-

щений в трех перпендикулярных направлениях [20]:  

( )
max

;
max max max

Ux
mUx

Ux Uy Uz
=

+ +
  

( )
max

;
max max max

Uy
mUy

Ux Uy Uz
=

+ +
 

( )
max

.
max max max

Uz
mUz

Ux Uy Uz
=

+ +
 

При этом для мезообъема кости mUz – относительная мера проявления его 

сжатия, mUx – относительная мера проявления изгиба, mUy – относительная мера 

проявления растяжения. Для микрообъема кортикальной костной ткани mUx и 

mUy отвечают за меры проявления растяжения микрообъема в направлениях осей 

X и Y соответственно, mUz отвечает за относительную меру проявления его сжа-

тия. Для микрообъема губчатой костной ткани mUy отвечает за меру проявления 

его сжатия, mUx, mUz – за меры проявления растяжения микрообъема в направ-

лениях осей X и Z соответственно. 

Распределения осевых нормальных напряжений и деформаций в модельных 

мезообъемах костей, микрообъемах компактной костной ткани и губчатой кост-

ной ткани разного строения и состава представлены на рис. 5–7.  
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а b c 

Рис. 4. Распределение перемещений (а – Ux; b – Uy; c – Uz), мм: в мезообъеме кости  

с параметрами Vc/Vs = 1.0, ρc = 1.6 г/см3, ρs = 0.2 г/см3, αc = 0.6, αs = 0.53 при сжимающем 

напряжении σo = 1.2 МПа; в микрообъеме компактной костной ткани с параметрами  

P = 0.05,  = 0.6, I тип при напряжении сжатия σo = 6.5 МПа; в микрообъеме губчатой 

костной ткани с параметрами t1 = 0.22 мм, t2 = 0.16 мм, l1 = 0.38 мм, l2 = 0.22 мм,  

 = 0.1 при сжимающем напряжении σo = 15 МПа 

Fig. 4. Distribution of displacements ((а) Ux, (b) Uy, and (c) Uz) (mm) in the meso-volume  

of the bone with parameters Vc/Vs = 1.0, ρc = 1.6 g/сm3, ρs = 0.2 g/cm3, αc = 0.6, αs = 0.53 under 

compression stress σo = 1.2 МPа, in the micro-volume of the compact bone tissue with parameters 

P = 0.05,  = 0.6, I type under compression stress σo = 6.5 МPа, in the micro-volume  

of the cancellous bone tissue with parameters t1 = 0.22 mm, t2 = 0.16 mm, l1 = 0.38 mm,  

l2 = 0.22 mm,  = 0.1 under compression stress σo = 15 МPа 
 

Рисунки показывают, что микро- и мезообъемы костной ткани, имеющие раз-

ные строение и состав, могут иметь как одинаковый, так и разный характер рас-

пределения деформаций и напряжений. Одинаковый характер распределения 

деформаций и напряжений обусловлен одинаковой мерой проявления деформа-

ционного отклика микро- и мезообъемов костной ткани в трех взаимно перпен-

дикулярных направлениях при одноосном сжатии, т.е. такие образцы имеют оди-

наковые параметры mUx, mUy и mUz (таблица). Результаты, представленные  

в таблице и на рис. 5–7 показывают, что мезо- и микрообъемы могут отличаться 

характером распределения деформаций и напряжений, но иметь близкие модули 

упругости, и наоборот – могут иметь идентичный характер распределения де-

формаций и напряжений, т.е. одинаковые параметры mUx, mUy и mUz, и разные 

модули упругости (см. таблицу). 
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Рис. 5. Распределение нормальных напряжений, МПа, и деформаций (σz, εz) в модельных 

мезообъемах кости с разной структурой и составом (а – Vc/Vs = 1.0, ρc = 1.6 г/см3, ρs = 0.8 г/см3, 

αc =0.6, αs =0.53; b – Vc/Vs = 4.0, ρc = 1.6 г/см3, ρs = 0.8 г/см3, c = 0.4, s = 0.35; c – Vc/Vs = 1.0, 

ρc = 1.9 г/см3, ρs = 0.95 г/см3,c = 0.6, s = 0.53) при сжимающем напряжении σo = 1.2 МПа 

Fig. 5. Distribution of normal stresses (МPа) and strains (σz, εz) in model bone meso-volumes 

with different structures and compositions under compression stress σo = 1.2 МPа: (а) Vc/Vs = 1.0, 

ρc = 1.6 g/сm3, ρs = 0.8 g/сm3, αc = 0.6, αs = 0.53; (b) Vc/Vs = 4.0, ρc = 1.6 g/сm3, ρs = 0.8 g/сm3, 

c = 0.4, s = 0.35; and (c) Vc/Vs = 1.0, ρc = 1.9 g/сm3, ρs = 0.95 g/сm3, c = 0.6, s = 0.53 

 

   

   
а b c 

Рис. 6. Распределение нормальных напряжений, МПа, и деформаций (σz, εz) в модельных 

микрообъемах кортикальной костной ткани с разной структурой и составом (а – P = 0.027, 

 = 0.6, I±45° тип; b – P = 0.027,  = 0.6, II тип; c – P = 0.1,  = 0.4, I±45° тип) при сжимающем 

напряжении σo = 6.5 МПа 

Fig. 6. Distribution of normal stresses (МPа) and strains (σz, εz) in model micro-volumes of cortical 

bone tissue with different structures and compositions under compression stress σo = 6.5 МPа: 

(а) P = 0.027,  = 0.6, I±45° type; (b) P = 0.027,  = 0.6, II type; and (c) P = 0.1,  = 0.4, I±45° type 
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Рис. 7. Распределение нормальных напряжений, МПа, и деформаций (σz, εz) в сечениях 

модельных микрообъемов губчатой костной ткани с разным составом и структурой  

(а – t1 = 0.22 мм, t2 = 0.16 мм, l1 = 0.38 мм, l2 = 0.22 мм,  = 0.1; b – t1 = 0.16 мм, t2 = 0.11 мм,  

l1 = 0.22 мм, l2 = 0.22 мм,  = 0.34; c – t1 = 0.15 мм, t2 = 0.11 мм, l1 = 0.22 мм, l2 = 0.22 мм,  

 = 0.3) при сжимающем напряжении σo = 15 МПа 

Fig. 7. Distribution of normal stresses (МPа) and strains (σz, εz) in sections of model micro-

volumes of cancellous bone tissue with different structures and compositions under compression 

stress σo  = 15 МPа: (а) t1 = 0.22 mm, t2 = 0.16 mm, l1 = 0.38 mm, l2 = 0.22 mm,   = 0.1;  

(b) t1 = 0.16 mm, t2 = 0.11 mm, l1 = 0.22 mm, l2 =0.22 mm,   = 0.34; and (c) t1 = 0.15 mm,  

t2 = 0.11 mm, l1 = 0.22 mm, l2 = 0.22 mm,  = 0.3 
 

Например, образцы кости с параметрами Vc/Vs = 1.0, ρc = 1.6 г/см3, ρs = 0.8 г/см3, 

αc = 0.6, αs = 0.53 и образцы кости с параметрами Vc/Vs = 4.0, ρc = 1.6 г/см3, ρs = 0.8 г/см3, 

c = 0.4, s = 0.35 имеют разный характер распределения деформаций и напряжений 

(см. рис. 5, а, b), т.е. разные параметры mUx, mUy и mUz (см. таблицу), но близ-

кие модули упругости (см. таблицу). Параметры mUx, mUy и mUz первого упо-

мянутого мезообъема показывают, что преобладает изгиб в направлении оси X,  

а для второго преобладает сжатие в направлении оси Z. Характер распределения 

деформаций и напряжений третьего представленного мезообъема с параметрами 

структуры и состава Vc/Vs = 1.0, ρc = 1.9 г/см3, ρs = 0.95 г/см3,c = 0.6, s = 0.53 

аналогичен характеру распределения напряжений и деформаций первого ме-

зообъема (см. рис. 5, а, c). Эти мезообъемы отличаются значениями модуля упру-

гости (см. таблицу), но имеют одинаковые параметры mUx, mUy, mUz. 

Аналогичная картина наблюдается для микрообъемов компактной и губчатой 

костной ткани. Например, представленные микрообъемы компактной костной 

ткани с параметрами структуры и состава P = 0.027,  = 0.6, I±45° тип (см. табли-

цу, № 1) и P = 0.1,  = 0.4, I±45° тип (см. таблицу, № 3) имеют одинаковые пара-

метры относительной меры проявления деформационного отклика mUx, mUy, 

mUz, соответственно, одинаковый характер распределения деформаций и напря-

жений (см. рис. 6, а, c), но отличаются величиной модуля упругости. Микрообъ-
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ем же компактной костной ткани с параметрами P = 0.027,  = 0.6, II тип имеет 

близкий модуль упругости к рассматриваемому микрообъему № 1, но отличные 

от него значения параметров mUx, mUy и mUz (см. таблицу, № 2, №1), а значит,  

и характер распределения деформаций и напряжений (см. рис. 6, а, b). 

Эффективные механические параметры мезо- и микрообъемов костной ткани  

с разной структурой и составом 

Тип образцов 
костных  
тканей 

№ об-
разца 

Параметры 
структуры и 

состава 

Изображение  
характера распре-
деления напряже-
ний и деформаций 

Эффективный 
модуль  

упругости E, 
ГПа 

mUi 

mUx mUy mUz 

Мезообъемы 
кости 

1 

Vc/Vs = 1.0,  
ρc = 1.6 г/см3,  
ρs = 0.8 г/см3,  

αc = 0.6,  
αs = 0.53 

рис. 5, а 2.7 0.54 0.02 0.44 

2 

Vc/Vs = 4.0,  
ρc = 1.6 г/см3,  
ρs = 0.8 г/см3,  

c = 0.4,  

s = 0.35 

рис. 5, b 2.6 0.44 0.04 0.52 

3 

Vc/Vs = 1.0,  
ρc = 1.9 г/см3,  
ρs = 0.95 г/см3, 

c = 0.6,  

s = 0.53 

рис. 5, c 4.2 0.54 0.02 0.44 

Микрообъемы 
компактной 

(кортикальной) 
костной ткани 

1 
P = 0.027,  

 = 0.6, I±45º тип 
рис. 6, а 16.5 0.09 0.09 0.82 

2 
P = 0.027,  

 = 0.6, II тип 
рис. 6, b 17.0 0.07 0.12 0.81 

3 
P = 0.1,  

 =0.4, I±45º тип 
рис. 6, c 11.0 0.09 0.09 0.82 

Микрообъемы 
губчатой кост-

ной ткани 

1 

t1 = 0.22 мм,  
t2 = 0.16 мм,  
l1 = 0.38 мм,  
l2 = 0.22 мм,  

 =0.1 

рис. 7, а 0.5 0.04 0.92 0.04 

2 

t1 = 0.16 мм,  
t2 = 0.11 мм,  
l1 = 0.22 мм,  
l2 = 0.22 мм,  

 = 0.34 

рис. 7, b 2.2 0.05 0.90 0.05 

3 

t1 = 0.15мм,  
t2 = 0.11 мм,  
l1 = 0.22 мм,  
l2 = 0.22 мм,  

 = 0.3 

рис. 7, c 1.9 0.04 0.92 0.04 

4 

t1 = 0.16 мм,  
t2 = 0.14 мм,  
l1 = 0.38 мм,  
l2 = 0.22 мм,  

 = 0.36 

– 2.2 0.03 0.94 0.03 
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Микрообъемы губчатой костной ткани № 1 (t1 = 0.22 мм, t2 = 0.16 мм, l1 = 0.38 мм, 

l2 = 0.22 мм,  = 0.1) и № 3 (t1 = 0.15 мм, t2 = 0.11 мм, l1 = 0.22 мм, l2 = 0.22 мм,  

 = 0.3) имеют идентичный характер распределения деформаций и напряжений 

(см. рис. 7, а, c), одинаковые значения параметров mUx, mUy и mUz, отличаются 

модулем упругости (см. таблицу, № 1, № 3). Микрообъемы губчатой костной ткани 

№ 2 (t1 = 0.16 мм, t2 = 0.11 мм, l1 = 0.22 мм, l2 = 0.22 мм,  = 0.34), № 3 (t1 = 0.15 мм, 

t2 = 0.11 мм, l1 = 0.22 мм, l2 = 0.22 мм,  = 0.3), № 4 (t1 = 0.16 мм, t2 = 0.14 мм,  

l1 = 0.38 мм, l2 = 0.22 мм,  = 0.36) имеют близкие модули упругости, но отличают-

ся характером распределения деформаций и напряжений (см. рис. 7, b, c), имеют 

разные параметры mUx, mUy и mUz. 

Величины и характер распределения напряжений и деформаций играют важ-

ную роль при ремоделировании (перестройке) костной ткани, определяя области 

расположения костных клеток, остеокластов и остеобластов, для выполнения 

своих функций, заключающихся в рассасывании и создании костной ткани соот-

ветственно для восстановления благоприятного механического состояния [21].  
 

  
a b 

 
c 

Рис. 8. Соответствие распределения перемещений Uz, мм, модели проксимального отдела 

бедренной кости работы [22] (а) и модельных мезообъемов кости (b, с) 

Fig. 8. Correspondence of the distribution of displacements Uz (mm) in the (a) model of the 

proximal femur in [22] and (b), (c) model bone meso-volumes 
 

В связи с вышесказанным предлагается осуществлять подбор остеоимпланта-

тов по эффективному модулю упругости замещаемого участка костной ткани, 

который определяет величину реализующихся деформаций и напряжений, и по 

параметрам mUx, mUy, mUz, определяющим характер распределения деформаций 

и напряжений, например, по выражениям, представленным в работе [20]. Для со-
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хранения благоприятного механического состояния кости при установке в нее 

имплантата важным также является совмещение их осей ортотропии. При замене 

фрагмента, содержащего компактный и губчатый слой, значение параметра mUz 

имплантата должно соответствовать значению параметра mUz мезообъема кости 

в осевом направлении макрообъема кости, значение параметра mUx имплантата 

должно соответствовать значению того же параметра мезообъема в радиальном 

направлении макрообъема кости, значение mUy – по касательной к макрообъему 

кости. Соответствие направлений осей ортотропии мезообъемов и макрообъема 

кости определено из сопоставления полученных автором результатов распреде-

ления перемещений в модельных мезообъемах и в проксимальном отделе бед-

ренной кости работы [22] (рис. 8). 

 

Заключение 

 

Описаны модели костных тканей на мезо- и микроуровнях, представлены рас-

пределения напряжений и деформаций и определены нетрадиционные эффектив-

ные параметры mUx, mUy, mUz, являющиеся относительной мерой проявления 

деформационного отклика костных тканей при осевом сжатии. Выявлено и пока-

зано, что микро- и мезообъемы костных тканей, имеющие разное строение и со-

став, могут отличаться характером распределения деформаций и напряжений, но 

иметь близкие модули упругости, и наоборот – могут иметь одинаковый характер 

распределения деформаций и напряжений и отличаться модулем упругости. 

Одинаковый характер распределения деформаций и напряжений обусловлен 

одинаковой мерой проявления деформационных откликов микро- и мезообъемов 

кости в трех перпендикулярных направлениях. Показано, что введенные эффек-

тивные параметры образцов кости mUx, mUy и mUz отражают характер распреде-

ления деформаций и напряжений, а эффективный модуль упругости отражает 

величины реализующихся напряжений и деформаций. Предлагается использо-

вать рассмотренные эффективные характеристики при подборе и разработке ин-

дивидуальных остеоимплантатов. Необходимым условием при установке им-

плантата вместо замещаемого микро- или мезообъема кости является совмещение 

их осей ортотропии для сохранения существующего до установки благоприятно-

го механического состояния кости, что, предположительно, позволит избежать 

резорбции кости на границе кость–имплантат. 
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