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Введение 
 

Как отмечено, например, в работах [1–4], многие процессы, являясь сложными, носят много-

этапный характер. 

Задачи оптимального управления подобными процессами называются ступенчатыми задачами 

оптимального управления [1–3], или задачами оптимального управления с переменной структурой [4].  

В работах [1–4] и других изучен ряд задач оптимального управления с переменной структурой, 

описываемых обыкновенными дифференциальными уравнениями. 

В работе [5] рассмотрена задача оптимального управления с переменной структурой, описыва-

емая совокупностью обыкновенных дифференциальных уравнений и интегральных уравнений типа 

Вольтерра в предположении открытости областей управления. Получен аналог уравнения Эйлера и 

выведены необходимые условия оптимальности второго порядка. 

Выводу необходимого условия оптимальности первого порядка и необходимых условий опти-

мальности второго порядка в задаче оптимального управления, описываемой системами гиперболи-

ческих уравнений второго порядка с краевыми условиями Гурса (задача оптимального управления 

системами Гурса–Дарбу), посвящена работа [6]. Получены аналог уравнения Эйлера и аналог условия 

Лежандра–Клебша. Изучен случай вырождения аналога условия оптимальности Лежандра–Клебша 

(классически особый случай). Доказаны необходимые условия оптимальности особых в классиче-

ском смысле управлений. 

В предлагаемой статье рассматривается одна задача оптимального управления с переменной 

структурой, описываемая в двух различных областях двумя гиперболическими уравнениями второго 

порядка с краевыми условиями Гурса (краевая задача Гурса–Дарбу) в предположении, что управля-

ющие функции входят в класс измеримых и ограниченных вектор-функций, а области управления 

являются непустыми ограниченными и замкнутыми множествами  

С использованием введенных сопряженных систем построена формула приращения первого 

порядка функционала качества. 

С помощью аналога игольчатых вариаций Макшейна (см., напр.: [7–11]) доказано необходимое 

условие оптимальности в форме принципа максимума Л.С. Понтрягина [7–10]. 

В качестве следствия из него получен аналог дифференциального принципа максимума [9]. 

 

1. Постановка задачи 
 

Пусть    , , , , ,i i iD t t x x i−  =  =   – заданные прямоугольники, ,r qU R U R    – заданные 

непустые, ограниченные и замкнутые множества, ( )( , ) ( , )u t x u t x   – r(q)-мерная измеримая и ограни-

ченная вектор-функция управляющих воздействий (допустимые управляющие функции), ( )z  и 

( )y  – заданные имеющие непрерывные производные скалярные функции, ( )a x  и ( ), , ,ib t i =   – 

заданные абсолютно непрерывные вектор-функции. 

Допустим, что управляемый двухэтапный процесс в различных областях , , ,iD i =   описыва-

ется краевыми задачами Гурса–Дарбу для нелинейных гиперболических уравнений второго порядка 

 ( )( , , , ), , ,txz f t x z u t x D  =   (1) 

 
( )

( ) ( )

( , ) , [ , ],

, , [ , ],

z t x a x x X x x

z t x b t t T t t

  

    

=  =

=  =
 (2) 

 ( )( , , , ), , ,txy f t x y u t x D  =   (3) 

 
( )

( ) ( )

( , ) ( , ) , ,

, , [ , ].

y t x G z t x x X

y t x b t t T t t

 

    

= 

=  =
 (4) 

Здесь ( )( , , , ) ( , , , )f t x z u f t x y u     – заданная n-мерная вектор-функция, непрерывная в 
nD R  

( )r n qR D R R    вместе с частными производными по ( )z y , ( )G z  – заданная в 
nR  непрерывно-
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дифференцируемая вектор-функция, управляющие функции ( , ), , ,iu t x i =   удовлетворяют ограниче-

ниям 

 
( , ) , ,

( , ) , .

r

q

u t x U R t D

u t x U R t D

  

  

  

  
 (5) 

Пару ( )( , ), ( , )u t x u t x   с вышеприведенными свойствами назовем допустимым управлением  

в рассматриваемой задаче (1)–(4). 

Будем предполагать, что при заданном допустимом управлении ( )( , ), ( , )u t x u t x   краевые зада-

чи (1), (2) и (3), (4) имеют единственные абсолютно непрерывные решения (см., напр.: [8–10]) ( , )z t x  

и ( , )y t x  соответственно. 

Рассмотрим задачу нахождения минимального значения терминального типа функционала 

 1 2 1 1 1 2 2 1( , ) ( ( , )) ( ( , )),J u u z t x y t x=  +   (6) 

определенного на абсолютно непрерывных решениях краевых задач (1), (2) и (3), (4), порожденных 

всевозможными допустимыми управлениями. Здесь 
1( )x  и 

2 ( )x  – заданные скалярные функции, 

имеющие непрерывные производные. 

Допустимый процесс ( ) ( ) ( ) ( )( ), , , , , , ,u t x u t x z t x y t x  , доставляющий минимальное значение 

функционалу (6), назовем оптимальным процессом, а соответствующее допустимое управление 

( ) ( )( ), , ,u t x u t x 
 – оптимальным управлением.  

Цель работы – вывод необходимого условия оптимальности типа принципа максимума Л.С. Понт-

рягина (см., напр.: [7–9]). 

 

2. Построение формулы приращения функционала для двух допустимых управлений 

 

Пусть ( ) ( ) ( ) ( )( ), , , , , , ,u t x u t x z t x y t x   и ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , , , , , , ,u t x u t x u t x u t x u t x u t x     = +  = +  , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )), , , , , , ,z t x z t x z t x y t x y t x y t x= +  = +   – два допустимых процесса.  

Из этих обозначений ясно, что ( ),z t x  и ( ),y t x  будут решениями следующих краевых задач: 

 ( )( , , , ) ( , , , ), , ,txz f t x z u f t x z u t x D     = −   (7) 

 
( )

( , ) , ,

, , ,

z t x x X

z t x t T



 

 =  

 =  
 (8) 

 ( )( , , , ) ( , , , ), , ,txy f t x y u f t x y u t x D     = −   (9) 

 
( ) ( )

( )

( , ) ( , ) ( , ) , ,

, , .

y t x G z t x G z t x x X

y t x t T

  

 

 = − 

 =  
 (10) 

Введем обозначения 
'

1 1 1 1 1 1

'

2 2 2 2 2 2

( , , , , ) ( , , , ),

( , , , , ) ( , , , ),

H t x z u f t x z u

H t x y u f t x y u

 = 

 = 
 

[ , ] ( , , ( , ), ( , )) ( , , ( , ), ( , )),

[ , ] ( , , ( , ), ( , )) ( , , ( , ), ( , )),

u

u

f t x f t x z t x u t x f t x z t x u t x

f t x f t x y t x u t x f t x y t x u t x





    

    

  −

  −
 

1 ( , ) 1 1 1 1 1 1 1 1[ , , ] ( , , ( , ), ( , ), ( , )) ( , , ( , ), ( , ), ( , )),u t x H t x H t x z t x u t x t x H t x z t x u t x t x    −   

1 ( , ) 1 1 1 1 1 1 1 1
[ , , ] ( , , ( , ), ( , ), ( , )) ( , , ( , ), ( , ), ( , ))

,
u t x H t x H t x z t x u t x t x H t x z t x u t x t x

z z z

     
 −

  
 

1 1 1 1 1[ , , ] ( , , ( , ), ( , ), ( , ))
,

H t x H t x z t x u t x t x

z z
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2 2 2 2 2[ , , ] ( , , ( , ), ( , ), ( , ))
,

H t x H t x y t x u t x t x

y y

   


 
 

( )
( )

( )( )2 12
1 1

' ,
, , , ,

t x
M z t x G z t x

x x

 
 

  
 

( )( ) ( ) ( )( )'

2 1 1 2 1 1 1 1, , , , .N z t x t x G z t x    

Здесь для транспонирования используется знак '  (штрих), а ( ), , 1,2,i t x i =  – пока неизвестные  

n-мерные вектор-функции. 

Учитывая тождества (7)–(10) и введенные обозначения, а также считая вектор-функции 

( ), , , ,i t x i =   достаточно гладкими (например, абсолютно непрерывными) и применяя формулу 

Тейлора, приращение функционала качества (6) представляется в виде: 

( ) ( ) ( )
( )( )

( ) ( )( )
( )( )

( )
'

1 1 1 2 1 1

1 2 1 2 1 2 1 1 1 1 1 1 1

, ' , ,
, , , , , ,

z t x N z t x
S u u S u u S u u z t x o z t x z t x

z z

  
 = − =  +  −  +

 
 

( )( )
( )

( ) ( )( )
1 1

0 0

2
1

2 1 1 1 3 1

' , ,

, , ,

x x

x x

M z t x
x

o z t x z t x dx o z t x dx
z

 
  

 
−  +  +  +

   

( )( )
( ) ( )( )

( )
( )

1 1

0 0

2 '
2 2 1 1

2 1 4 2 1

' , ,
, , ,

t x

t x

y t x t x
y t x o y t x z t x dxdt

y t x

  
+  +  +  −

     

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

1 1

0 0

2 1

1 0

1 2 1

0 1 0

' '

1 1 1 1 '

1 1 1 1 1 1 1

2 '

2'

2 2 1 2 1

' ' '

2 1 2 1 2 2

1 1 2

, ,
, , , ,

,
, , ,

, , ,
, , ,

x t

x t

t x

t x

x t x

x t x

t x t x
z t x dx z t x dx t x z t x

x t

t x
t x y t x y t x dxdt

t x

t x t x t x
y t x dx y t x dx y t x dx

x t x

 
−  −  +   +

 

 
+   +  +

 

  
+  −  −  −

  

 

 

  

 

 

( ) ( )

( )( ) ( )

1 1 1 1 1 1

1

1

0 0 0 0 0 0

1 1 2 1 2 1

2

0 0 1 0 1 0

( , ) 1 11 1
( , ) 1 1

2 2
5 ( , ) 2 2

[ , , ][ , , ]
[ , , ] , ,

[ , , ]
, [ , , ] ,

t x t x t x

u t x

u t x

t x t x t x

t x t x t x

u t x

t x t x t x

H t xH t x
H t x dxdt z t x dxdt z t x dxdt

z z

H t x
o z t x dxdt H t x dxdt y t x dxdt

y

  
−   −  −  −

 

 
−  −   −  −




−

     

     

( ) ( )( )
2 1 2 1

2

1 0 1 0

( , ) 2 2

6

[ , , ]
, , .

t x t x

u t x

t x t x

H t x
y t x dxdt o y t x dxdt

z


 − 

   

 (11) 

Здесь   – норма вектора 
1 2( , ,..., ) 'n =    , определяемая формулой 

1

,
n

i

i=

 =   а ( )o   – величина 

более высокого порядка малости, чем  , т.е. 
( )

0
o 

→


 при  →  . 

Пусть вектор-функции ( ), , 1,2,i t x i =  являются решениями соответственно следующих крае-

вых задач: 

 
( )2

1 1
, [ , ]

,
t x H t x

t x z

  
=

  
 (12) 

 
( ) ( )

( )2
1

1 1 1 1

, ,
, ,

0, ,

M z t x
t x t x x

t x z

 
     

= =
  

 (13) 
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 ( )
( )( ) ( )( )1 1 2 1 1

1 1 1

, , ,
, ,

z t x N z t x
t x

z z

  
 = − +

 
 

 
( )2

2 2 2
, [ , , ]

,
t x H t x

t x y

   
=

  
 (14) 

 
( ) ( )2 2 2 1, ,

0, 0,
t x t x

x t

 
= =

 
 

 
( ) ( )( )'

2 2 12 2 1
,,

.
y t xt x

x y


= −

 
 (15) 

Тогда формула приращения (11) примет вид: 

( ) ( )
1 1 1 1

1

1

0 0 0 0

( , ) 1 1

1 2 ( , ) 1 1

'[ , , ]
, [ , , ] ,

t x t x

u t x

u t x

t x t x

H t x
S u u H t x dxdt z t x dxdt

z

 
 = −   −  −

     

 

( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

2 1 2 1

2

2

1 0 1 0

1 1 1 2 1

0 0 0 1 0

( , ) 2 2

( , ) 2 2 1 1 1 2 1 1

3 1 4 2 1 5 6

'[ , , ]
[ , , ] , , ,

, , , , .

t x t x

u t x

u t x

t x t x

x t x t x

x t x t x

H t x
H t x dxdt y t x dxdt o z t x o z t x

z

o z t x dx o y t x o z t x dxdt o y t x dxdt

 
−   −  +  −  +



+  +  −  − 

   

    

 (16) 

Для дальнейших изложений нам понадобятся оценки норм приращений состояний. 

Из оценок, установленных и приведенных в работах [11, 12] и др., следует, что  

  ( , )( , ) , ,

t x

u s

t x

z t x L f s ds d
 



 

         (17) 

  ( , )( , ) , ( , ) ,

t x

u s

t x

y t x L f s ds d z t x


 

   

 
     +  

  
   (18) 

где , , ,iL const i=   =   – некоторые постоянные.  

Учитывая неравенство (17), из неравенства (18) получим, что  

    ( , ) ( , )( , ) , ,

t xt x

u s u s

t x t x

y t x L f s ds d f s ds d
 

 

   

    

 
     +    

  
     (19) 

( L const =    – некоторая постоянная). 

 

3. Необходимое условие оптимальности 
 

Данные оценки позволяют получить необходимое условие оптимальности в форме аналога 

принципа максимума Л.С. Понтрягина. 

Имеет место  

Теорема. Для оптимальности допустимого управления ( )( , ), ( , )u t x u t x 
 необходимо, чтобы со-

отношения 

 
1 1

1 1 1 1 1 1max ( , , ( , ), , ( , )) ( , , ( , ), ( , ), ( , )),
v U

H z v H z u


       =           (20) 

 
2 2

2 2 2 2 2 2max ( , , ( , ), , ( , )) ( , , ( , ), ( , ), ( , ))
v U

H y v H y u


       =           (21) 

выполнялись для всех ( )  )  )0 1 0 1, , ,t t x x     и ( )  )  )1 2 0 1, , ,t t x x     соответственно. 

Перейдем к доказательству теоремы. 

Пусть ( )  )  )0 1 0 1, , ,t t x x     – произвольная точка Лебега (см., напр.: [10]) оптимального 

управления ( , ),u t x
 v U   – произвольный вектор, ε > 0 – произвольное достаточно малое число та-

кое, что 
1 1,t x +    +   , а ( , ) ,u t x =   ( ),t x D .  
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Тогда специальное приращение допустимой управляющей функции ( , )u t x
 можно определить 

по формуле  

 ( )
( ) ( )  )  )

( )  )  )

1 1

1

1

, , , , , ,
, ;

0, , \ , , .

v u t x t x
u t x

t x D

 −    +     + 
  = 

   +     + 

 (22) 

Здесь \  означает разность множеств D
 и  )  ), ,  +     +  . 

Через ( ) ( )( ), ; , , ;z t x y t x     обозначим специальное приращение состояния ( ) ( )( ), , ,z t x y t x , 

отвечающее специальному приращению (22) управляющей функции ( , )u t x
.  

Из оценок (17) и (19) следует, что  

( ) ( )2

4 1, ; , , ,z t x L t x D      

( ) ( )2

5 2, ; , , ,y t x L t x D      

где , , ,iL const i+ =   =   – некоторые постоянные.  

Поэтому из формулы приращения (16) следует, что вдоль оптимального управления 

( )( , ), ( , )u t x u t x 
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1

2 2

1 1 2 1 2 1 1, , ; , , , , , [ , , ] ( ) 0.vS u t x u t x u t x S u t x u t x H o+   − = −     +    

Отсюда получаем неравенство 

1 1 1[ , , ] 0.v H      

Этим условие максимума (20) доказано. 

Для доказательства соотношения (21) предположим, что ( )  )  )1 2 0 1, , ,t t x x     – произвольная 

точка Лебега управления ( , ),u t x
 v U   – произвольный вектор, μ > 0 – произвольное малое число 

такое, что 
2 1,t x +    +   , а ( , ) ,u t x =   ( ),t x D .   

Тогда специальное приращение допустимой управляющей функции ( , )u t x
 можно определить 

по формуле  

 ( )
( ) ( )  )  )

( )  )  )

2 2

2

2

, , , , , ,
, ;

0, , \ , , .

v u t x t x
u t x

t x D

 −    +     + 
  = 

   +     + 

 (23) 

Учитывая формулу (23), из оценки (19) получаем, что  

 ( ) ( )2

6 2, ; , , .y t x L t x D      (24) 

Учитывая оценку (24) и формулу (23), из формулы приращения (16) получаем, что вдоль опти-

мального управления ( )( , ), ( , )u t x u t x 
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 2 2 1 2

2 2

2 2 2 2 2 2

, , , , ; , , ,

[ ( , , ( , ), , ( , )) ( , , ( , ), ( , ), ( , ))] ( ) 0.

S u t x u t x u t x S u t x u t x

H y v H y u o

+   − =

= −        =          +  
 

Из последнего разложения следует, что 

2 2 2[ , , ] 0.v H      

Этим соотношение (21) и, следовательно, теорема доказаны. 

Замечание. Из доказанной теоремы можно получить аналог дифференциального принципа 

максимума. 

Пусть функции ( , , , ), ( , , , )f t x z u f t x y u   
 непрерывно-дифференцируемы также по u

 и u
 соот-

ветственно, а множества , , ,iU i =   выпуклы. 

При сделанных предположениях из аналога принципа максимума Понтрягина получается  

Следствие (дифференциальный принцип максимума). Вдоль оптимального управления 

( )( , ), ( , )u t x u t x 
 выполняются условия  



Управление динамическими системами / Control of dynamical systems 

10 

1 1

' '

1 1 1 1 1 1
1 1

1 1

( , , ( , ), ( , ), ( , )) ( , , ( , ), , ( , ))
( , ) max ,

v U

H z u H z v
u v

u u

                 
  =

 
 

( )  )  )0 1 0 1, , ,t t x x    , 

2 2

' '

2 2 2 2 2 2
2 2

2 2

( , , ( , ), ( , ), ( , )) ( , , ( , ), , ( , ))
( , ) max ,

v U

H y u H y v
u v

u u

                 
  =

 
 

( )  )  )1 2 0 1, , ,t t x x    . 

Доказательство следствия проводится по схеме, аналогичной схеме из работ [9, 11]. 

 

Заключение 

  

В работе рассматривается задача оптимального управления с переменной структурой с распре-

деленными параметрами, описываемая в двух областях различными краевыми условиями Гурса для 

двух гиперболических уравнений второго порядка (задача оптимального управления системами Гурса–

Дарбу). Введена сопряженная система в классической форме, и построена формула приращения пер-

вого порядка функционала качества, носящая конструктивный характер. 

Применяя двумерный аналог игольчатой вариации Макшейна, доказано необходимое условие 

оптимальности в форме аналога условия максимума Л.С. Понтрягина. 

Из доказанного условия оптимальности получен аналог дифференциального условия максимума.  
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an accuracy of belonging to some families of linear difference equations with different orders (structural-

parametric uncertainty). When synthesizing a controller, structural perturbations, as a rule, are not taken into 

account [3]. Since the properties of stability and quality of control of the system are determined by the loca-

tion of the zeros of the characteristic polynomial, the question arises: for which operators of structural per-

turbations in the control object, the closed system will still retain the properties of stability (robust stability) 

and quality of control (robust quality of control)? 

In the modal control scheme [4. P. 8–21] the quality of control is given as an area S on the complex 

plane; the area S determines the desired location of the zeros of the characteristic polynomial. Consequently, 

the issues of studying (testing) robust stability and robust quality of control can be considered from a unified 

standpoint: is it required to check whether the zeros of a given family of polynomials belong to the area S? 

The problem of studying robust stability and robust quality of control is widely presented in the literature. 

There are three main directions in which this problem is solved: 1) the principle of zero exclusion [5–8]; 2) H∞ 

theory [9, 10]; 3) LMI method [11–13]. At the same time, the main attention is paid to the study of robust 

stability, and the methods for studying the robust quality of control have not yet been sufficiently developed. 

In this paper, we develop the results obtained by us in [14]. The article [14] developed a method for 

checking the robust quality of control. In the same place, a function was introduced that allows one to com-

pare the robust properties of various dynamic control systems. In this paper, based on the introduced function 

(measure of robust properties), an algorithm for variation of the modal controller coefficients is developed 

that consistently increases the property of the robust quality of control. 

Further, the following notation is adopted: =  is equal by definition; Rn is the n-dimensional space of real 

numbers; Cn is the n-dimensional space of complex numbers; C1 is the complex plane; T is the transposition 

operation; E is the identity matrix of the corresponding dimension; 0 is a column vector consisting entirely  

of zeros; j is the imaginary unit; s is a variable (generally complex); s* is the number complex conjugate of s; 

t is discrete time (t = 0, ±1, ±2, …); z is advance operator by one cycle; S is the area on C1; ∂S is the boundary 

of the area S; int S is the interior of the area S. 

Let f(x) be a function of the vector argument x defined on the domain nX R ; denote 

( )max ,
X

f f
+ 

=
x

x      ( )min .f f
− 

=
x

x
X

 

Operator of the form 

 ( , ) ,
n

i

i

i

f n z f z
=

=   (1) 

is called a polynomial operator of degree n. Replacing z with s in (1), where s is a variable, we obtain an  

algebraic polynomial 

( , ) .
n

i

i

i

f n s f s
=

=   

The set of zeros of the polynomial f(n, s) is denoted by Λ(f): 

( ) ( ) : , , , .i if C f n i n =    =    

Family of operators of the form 

 ( ) ( ) ( ), , , , : , , ,
n

i

i n

i

f n F z f n z f z f f F

=

 
= =  =  

 
f f  (2) 

 : ; ,n

i i i i iF R f f f f f+   =   −  +  f  

, , , ,n if f i n      =   

is called an interval polynomial operator of degree n. 

Replacing z with s in (2), we obtain an interval polynomial: 

 ( ) ( ), , , , : .
n

i

i

i

f n F s f n s f s F
=

 
= =   

 
f f  (3) 
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Interval polynomial (3) can be represented as 

 ( ) ( ) ( ), , , , , , ,f n F s f n s f n F s = + f  (4) 

where 

( ), , ,
n

i

i

i

f n s f s  

=

= f      ( ), , ,nf f  

=f  

ordinary polynomial, and 

( ) ( ) ( ), , , , : ,..., ,
n

i

i n

i

f n F s f n s f s f f F

=

 
 =  =    =    

 
f f  

  : ; , , ,n

i i iF R f f f i n+ =     −  = f  

interval polynomial with symmetric coefficient uncertainty bounds. 

Let A be a matrix whose coefficients are complex numbers, then denote by ARe and AIm the matrices 

whose coefficients are, respectively, the real and imaginary parts of the coefficients of the matrix A; in this 

sense, we denote 

( )Re Re ,=A A      ( )Im Im .=A A  

Let's call the generalized gradient of the function f(x) a vector that coincides with the ordinary gradient 

( )fx x  at those points where the ordinary gradient exists, and is redefined as a zero vector at those points 

where the ordinary gradient does not exist, that is: 

( )
( ) ( )

( )

, ,

, ,

g
f f

f
f

 
 = 



x x

x

x

x x
x

0 x
 

here gx  is the generalized gradient. 

 

1. Method of synthesis of a modal controller for a control object  

under conditions of structural-parametric disturbances 

 

Let a linear one-dimensional discrete control object is given by a model of the form: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , , ,v l V z a n A z y t w h W z b m B z u t =       n > m,     l ≥ h, (5) 

here u is the input (control) signal, y is the output (control) signal, a, b, v, w are interval operators of the form (4) 

such that 

,na =     ,na =      ,v

 =     ,v =      ,w

 =     .w =   

Model 

 ( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,a n z y t b m z u t   =a b  (6) 

belonging to the family of models (5), we will call "nominal"; interval operators a, b are "basic dynamics"; 

operators v, w are "structural perturbations". 

The quality of control will be assigned in the form of an area S, which determines the admissible loca-

tion of zeros of the characteristic polynomial on C1. We assume that the area S satisfies the following condi-

tions: it is located inside a circle of unit radius; simply connected; also holds *s S  for any point s S .  

In addition, based on the meaning of the problem, we require that the operators of structural perturbations v, w 

satisfy the expressions: 

 ( ) int ,v S       ( ) int .w S   (7) 

Note that the fulfillment of expressions (7) is easy to check using the methods described in [8. P. 7–10]. 

Following the method of modal control [14. P. 6–7], the controller for the nominal model (6) is sought 

in the form of a difference equation of the n – 1 degree: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,n z u t n z y t n z g t − =  − +  −      ,n− =  (8) 

here g is a given program signal. In the modal control scheme, the coefficients of the operators β and α of the 

controller (8) are calculated from the condition of conversion to the identity of the equation 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , ,sta n s a n s n s b m s n s    − =  − −  −a b  

 ,st

na − =  (9) 

where ast is the given characteristic polynomial of the standard control system (hereinafter referred to as the 

"standard"); the choice of standard is limited by the condition 

 ( ) int .sta S   (10) 

It is obvious that the choice of the polynomial χ does not affect the properties of robust stability and the ro-

bust quality of control, so the issue of calculating the polynomial χ in the modal control method is not con-

sidered. In this sense, the vector of coefficients of the polynomials β and α is called the vector of coefficients 

of the controller and is denoted 

( ), ,col  =r r r  

( ), , , ,ncol   −=   r       ( ), , , ;ncol   −=   r  

After closing the original object (5) by the controller synthesized according to the scheme (8)–(10),  

it is easy to obtain the following expression for the characteristic polynomial of the closed system 

( ) ( ), , , , , , , , , , :c ca n l A B V W s a n l s + − =  + − a b v w  

 , , ,A B, V W    a b v w  (11) 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , , , ,ca n l s v l s a n s n s + − =   − −a b v w v a  

( ) ( ) ( ), , , , , .w h s b m s n s−   −w b  

A closed system with a characteristic polynomial of the form (11) has a robust control quality if the set 

( )  : , ,c

ia A B, V =       a b v  

( ) , , , , , , , ,c

iW a n l i n l   + −  =  =  + −w a b v w  

lies inside the area S, i.e. 

 ( ) int .ca S   (12) 

In the presence of structural disturbances in the control object, it is impossible to guarantee in advance 

that the modal controller calculated by formulas (8)–(10) will ensure the fulfillment of condition (12). Thus, 

the problem of synthesizing a modal controller in the presence of structural disturbances in the control object 

consists of the following steps: 

1) synthesis of a modal controller for a nominal object (6) (according to formulas (8)–(10); 

2) subsequent verification of the fulfillment of condition (12) for a given family of characteristic poly-

nomials (11) (the problem of testing the robust quality of control). 

Theorem 1 [14. P. 8]. Let the family of polynomials (11) satisfy conditions (7), (10) and 

 ( ) ( ) ( ) ,s s s  =  −         ,s S   (13) 

where 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,sts v l s v l s a n s 


−

 = +    − +v v  

( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , ,a n s n s b m s n s
−

+ −   − −   −a b  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , ,s v l s v l s w h s w h s   


+

 = +  − −  v v w w  

 ( ) ( ) ( ), , , , , .b m s b m s n s 

+
 +    −b b  (14) 

Then the family of polynomials (11) satisfies (12). 

An algorithm for checking the robust quality of control based on Theorem 1 is described in [14. P. 9]. 

The function ρ, defined by formulas (13)–(14), makes it possible to compare various closed systems with 

each other, thus, the function ρ is a measure of robust properties. The introduction of the measure ρ makes it 

possible to pose the problem of increasing the robust properties of a closed system. 
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2. Method for improving the properties of robust control quality 

 

2.1. Statement of the problem of improving the properties of the robust quality of control 

 

Let us assume that the boundary ∂S is replaced by a finite number of points [8. P. 10]: 

 , ,is S, i N =        ( ) ,N    

here the points si included in the set Ω are chosen on the boundary ∂S based on the condition: 

( )max arg radian.
i

i

s

ss S
s

n l

+=

=

 
  −  

 + − 
 

Suppose that for a given control object (5)–(7) a controller (8) is synthesized that satisfies conditions 

(9)–(10). Note that in the synthesis scheme of the modal controller (5)–(10), freedom is allowed in choosing 

the standard ast within the limits of condition (10). The new chosen standard can be considered as a result of 

the variation of the vector of controller coefficients (8): 

 ( ) ( ) ( ),k k k+ = + r r r      , , , , .k K=       (15) 

The present work is devoted to the search for the vector r* providing a local maximum of the function 

ρ in the space of the vector of the controller coefficients. The local maximum is sought in the vicinity of the 

vector r(0). 

Consider the procedure for searching for the vector r* as an iterative process, let us denote the number 

of iteration as k (see expression (15)). Further, for convenience of presentation, we will indicate the iteration 

number as the first of the arguments of functions, vectors and matrices: for example, the vector r, the poly-

nomial ast(2n – 1, s), the functions ρ(s), ρ, and so on will be written, respectively , r(k), ast(k, 2n – 1, s), ρ(k, s), 

ρ(k). 

According to the known vector r(k), the polynomial ast(k, 2n – 1, s) is determined by the formula 

( ) ( ) ( )st , , , , , ,a k n s a n s k n s  − =  − −a  

 ( ) ( ), , , , ,b m s k n s −  −b  (16) 

the polynomials β(k, n – 1, s) and α(k, n – 1, s) can be expressed in terms of the components of the vector r(k): 

( ) ( ), , ,nk n s s k−

  − = + σ r      ( ) ( ), , ,k n s k  − = σ r  

here we use the notation 

( ), , , ,ns s −

 = σ      ( ), , , .ns s −

 = σ  

Suppose that at the current k iteration r(k), ast(k, 2n – 1, s), ρ(k) are defined, and for the polynomial 

ast(k, 2n – 1, s) done 

 ( )( )st int .a k S   (17) 

It should be noted that for k = 0 condition (17) is satisfied. 

At the next k + 1 iteration, we will look for a vector δr(k) such that: 

1) after substituting the vector δr(k) into (15) for the polynomial ast(k + 1, 2n – 1, s) done 

 ( )( )st int .a k S +   (18) 

2) done 

 ( ) ( ).k k +    (19) 

 

2.2. Algorithm for improving the property of robust control quality 

 

Denote by Θ the set of points s at which the function ρ(k, s) takes the minimum value, the total number 

of minimum points at the k iteration will be denoted by N(k), meaning N(k) ≤ N. The set Θ can be written: 

( ) ( ) arg min , , .i
s

s k s , i N k


 = =  =  
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For each point 
is  , we find the nominated generalized gradient of the function ρ(k, si) with respect 

to r(k), we denote such a gradient by p(k, i): 

 ( ) ( ) ( ), , , .g g

i ik i k s k s=    r rp  (20) 

It's not hard to get 

 ( ) ( ) ( ), , , ,g g gk s k s k s   =   −  r r r  (21) 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , ,g gk s v l s v l s k s 

 
−

  = +   r rv v  

( ) ( )( ), , , ,g n gk s R k s


−

   =   r r0  

( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , ,g k s v l s v l s w h s


   

  = +  − −r v v w  

( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , ,gw h s b m s b m s k s


 

+ +
−   +   rw b b  

here the designations are introduced 

( ) ( )st , , , , ,na k n s a n s s − =  − + −  a  

( ) ( )( ), , , , , ,a n s b m s = −   −  μ a σ b σ  

( ) ( ), ,k s k =  + μ r     ( ) ( ), .k s k   = σ r  

The gradients of the functions η1 and η2 are 

( )
( ) ( )

( )
Re Re Re Im Im Im

, ,
,

k s
k s





 +  +  + 
  =


r

μ r μ μ r μ
 

at those points Θ where | η1(k, s) | ≠ 0, and 

( )
( )

,Re ,Re ,Im ,Im
, ,

,
k s

k s

     





  +  
  =


r

σ r σ σ r σ
 

at those points Θ where | η2(k, s) | ≠ 0. Thus, 

( ) ( ) ( ), , , , ,g k s v l s v l s 


−

  = +  r v v  

 
( ) ( )

( )

, , , ,

, , ,

g

n

k s k s

R k s

 

 −



    


  = 

r

0
 (22) 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , ,g k s v l s v l s w h s   

  = +  − −r v v w  

( ) ( ) ( ), , , , , ,w h s b m s b m s 

+ +
−   +  w b b  

 ( )
( )

( )

, , ,
,

, , .

n

g

n

R
k s

k s

R k s



−





 −



 
      


  = 

r

0

0

 (23) 

The normalized generalized gradient p(k, i) is calculated by formulas (20)–(23). It follows from these formu-

las that the vector p(k, i) is not defined only when 

( ), ,ik s =       и     ( ), .ik s =   

Denote by I the index set of points is   at which the vector p(k, i) exists: 

( ) ( ) , : , .I i N k p k i=    

The set of vectors p(k, i) calculated for all points of the set Θ will be denoted by P: 

( ) , : .P k i i I= p  

Consider the case when the set I is empty 

 .I O=   (24) 
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This case means that at all points of the set Θ the gradient of the function ρ(k, si) is either equal to zero 

or does not exist; therefore, at the k iteration, the local maximum of the function is reached and the problem 

of improving the robust control quality is solved. 

Let us consider the case when the set I is not empty, then the set P is the direction of growth of the 

function ρ(k). A common direction for all elements of the set P (of course, if it exists at all) can be found, for 

example, using the “linear classifier” algorithm [15. P. 113–115]. We will not give the entire algorithm of the 

linear classifier here, but we will introduce the concepts necessary for the functioning of the algorithm. The 

algorithm assumes that the set I is not empty; admissible error value ε0 (ε0 > 0). 

If there is a common vector 
nR −τ  such that 

 ( ) , , ,k i i I    τ p  (25) 

then such a vector can be found in no more than 
−

  iterations of the algorithm (Novikov's theorem [15. P. 

28]). If for the specified number of iterations of the linear classification algorithm it is not possible to obtain 

a vector τ that satisfies (25), then, according to the Novikov theorem, such a vector does not exist. As applied  

to the problem we are considering, this means that the function ρ(k) has reached a local maximum, and our 

algorithm must be stopped. Therefore, it is further assumed that the vector τ has been found. 

The vector δr(k) in expression (15) is sought in the form: 

 ( ) ,k =  r τ      ,    (26) 

here τ is the general direction of increase of the function ρ(k, si) at the points of the set Θ if the number of 

such points is more than one, and 

( ), ,k i=τ p  

if the set Θ consists of one point si. 

The coefficient of proportionality γ in (26) is chosen based on conditions (18)–(19). At the first stage, 

for each point is  , one should determine the value of the parameter γ in (26), at which the zeros of the 

polynomial ast(k + 1, 2n – 1, s) reach the point si for the first time. We denote such a value by γ(si). 

For further presentation, it is necessary to obtain an explicit expression for the polynomial ast(k + 1,  

2n – 1, s). By analogy with formula (16), we can write 

( ) ( ) ( )st , , , , , ,a k n s a n s k n s +  − =  + − −a  

( ) ( ), , , , ,b m s k n s −  + −b  

here 

( ) ( ), , ,nk n s s k−

  + − = +  +σ r  

( ) ( ), , ,k n s k  + − =  +σ r  

( ) ( )( ) ( ), ,col k k k + + = +r r r  

the vector r(k + 1) is determined by formulas (15) and (26) 

( ) ( ) .k k+ = +  r r τ  

After reducing similar ones, we get the following expression for the polynomial ast(k + 1, 2n – 1, s): 

 ( ) ( ) ( )st st st, , , , , , ,a k n s a k n s a k n s+  − =  − +     −   (27) 

( ) ( ) ( )( )st , , , , , , , .a k n s a n s b m s   

   −  =  −  a σ b σ τ  

The desired value γ(si) can be found from the condition that the polynomial ast(k + 1, 2n – 1, s) vanishes 

at the point si, which corresponds to the system of equations: 

 
( ) ( )

( ) ( )

st st

Re Re

st st

Im Im

, , , , ,

, , , , .

i i

i i

a k n s a k n s

a k n s a k n s

  − +     −  = 


 − +     −  = 

 (28) 

The compatibility condition for system (28) is established by the Kronecker-Capelli theorem. If the system 

of equations (28) is consistent, then its solution has the form: 
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 ( )

( )

( )
( )

( )

( )
( )

st

Re st

Rest

Re

st

Im st

Imst

Im

, ,
, , , ,

, ,

, ,
, , , .

, ,

i

i

i

i

i

i

i

a k n s
a k n s

a k n s
s

a k n s
a k n s

a k n s

 −  −
  −   

  − 
 = 

−  −
  −   

  − 

 (29) 

It is easy to verify that the simultaneous execution 

( )st

Re , , ,ia k n s  −  =     and   ( )st

Im , , ,ia k n s  −  =   

is equivalent to a violation of condition (17) and is thus excluded. 

Note that when searching for γ(si), the following situations are possible: 

1) the number γ(si) found by formula (29) can be negative, such a solution in the framework of the 

problem we are considering does not make sense; 

2) the zeros of the polynomial ast(k + 1, 2n – 1, s) do not intersect the boundaries of the area S at the 

point si for any γ. 

In these cases, the desired value γ(si) will be taken equal to +∞. 

Define the function 

( )min ,
i

i
s

s+




 =   

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

, ,

.

i i i

i

i i

s s s
s

s s

+
     

 = 
+     

 

Based on the above, we can conclude that condition (18) is satisfied over the entire interval  ), . =    

The proof of this statement for γ = 0 is obvious, and for γ = γ1 the zeros of the polynomial (27) for the first 

time come to the boundary of the area S. 

On the interval Γ, one should find such a value of the parameter γ (we denote it by γ*) for which con-

dition (19) is satisfied for ρ(k + 1). The existence of γ* follows from the existence of the vector τ, the general 

direction of increase of the function ρ(k, s). The search for γ* can be performed using the segment dichotomy 

method. 

The above reasoning is the rationale for the algorithm given below for improving the property of ro-

bust control quality. The stopping condition of the algorithm is the achievement of a local maximum of the 

function ρ in the space of vectors r. The achievement of the local maximum of the function ρ at the k + 1 

iteration corresponds to the fulfillment of at least one of the conditions: 

1) the set I is empty, that (24) is satisfied; 

2) there is no vector τ such that it satisfies inequalities (25). 

As a result, we can formulate the following algorithm. 
 

Algorithm for improving the property of robust control quality. 
 

For the algorithm to function, it is necessary to define r(0), ast(0, 2n – 1, s), Ω, ρ(0, si), ρ(0), ε0. 

Accept k = 0. 

Step 1. Form sets Θ и I. 

Step 2. Check condition (24). If this condition is met, then go to stop, otherwise go to the next step. 

Step 3. Using the linear classifier algorithm, find the vector τ that satisfies the system of inequalities (26). 

If direction τ is found, go to the next step, if direction τ does not exist, go to stop. 

Step 4. Calculate the value of γ* for which conditions (18)–(19) are satisfied. 

Step 5. Calculate vector 

( ) ( ) * .k k+ = +  r r τ  

Accept ( )* .k= +r r  

Step 6. Accept k = k + 1. Go to step 1. 

Stop. 
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The convergence of this algorithm to the local maximum point of the function ρ was justified above. 

The number of iterations of the algorithm is finite, since the value of the function ρ is bounded. 

 

3. An example of improving the properties of robust control quality 
 

Let the control object be given by 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ), , , ,v z v z a z a z y t  +     +   =  

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ), , , , ,w z w z b z b z u t =  +     +    (30) 

here 

( ), , , ,a z z z  = −  +        ( ), , , ,b z z  =   −    

( )    , ; ; ,a z z− −  = −  + −   

( )    , ; ; .b z z− −  = −  + −   

( ), , , ,v z z z  =  −   +  

( ), , , ,w z z z  =  −   +  

( )    , ; ; ,v z z z−  −  = −  + −   

( )    , ; , ; , .w z z z−  −  = −  + −     

Zeros of polynomials v0(2, z) and w0(2, z): 

( )  , , , ,v C  =       

( )  , , , , , .w j j C  =   +     −     

Requirements for the quality of control are set by the area 

( ) 2 1: , arg ,S s s s=        

where η1 = 0,607, η2 = 0,961, φ = π/4 radian. Sets Λ(v0) and Λ(w0) lie inside the area S. 

In accordance with the above synthesis scheme, the modal controller has the structure of a first-order 

difference equation: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 0 0 ,z u t z y t g t+  =  +  +       ( )0 0 1, , .col=   r  (31) 

In [14], for the control object (30) and the standard 

( )st , , , , .a z z z z  = −   +   −    

we have calculated a modal controller of the form (31) with a vector of coefficients [14. P. 10]: 

( ) ( ), , , , , .col = −    −  r  

Let us set the problem: it is required to find a vector r* such that it provides a local maximum of the 

function ρ(r) in the vicinity of the vector r(0). 

Solution. As a result of applying the above algorithm, after 12 iterations, we obtain the vector 

 ( )* , , , , , .col= −    −  r  

For the vector r(0) the value of ρ is equal to 6,136∙10–4, for the vector r* the value of ρ is equal to 7,894∙10–4. 

Note that ρ(r*) > ρ(r(0)) holds. The required vector r* is found. 

 

Conclusions 
 

In this article, we have developed an algorithm for improving the robust quality of control for a closed 

control system consisting of a linear one-dimensional control object with structural-parametric uncertainty 

and a modal controller. The efficiency of the algorithm is illustrated by an example. The application of this 

algorithm will make it possible to obtain closed automatic control systems with higher indicators of robust 

stability margins and robust control quality. The design and implementation of such systems will lead to sig-

nificant savings in the operation of control systems under conditions of uncertainty. 
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Введение 

 

В работе мы рассматриваем известную стохастическую модель развития популяции, называемую 

ветвящейся случайной системой Гальтона–Ватсона (Г–В) с иммиграцией. Эволюция этой системы 

происходит по следующей схеме. Вначале система пуста. В некоторый момент времени начинается 

приток однотипных частиц в систему из фиктивного источника, управляемый дискретным случай-

ным законом  0,jh j  , здесь  : =   и  – множество натуральных чисел. Каждая частица 

в любой момент времени n  независимо от своей предыстории и от числа существующих частиц 

производит частиц j  0  с вероятностью jp . Одновременно продолжается приток иммигрантов по 

закону  0,jh j  . Частицы, попадающие в систему, претерпевают дальнейшие изменения в соот-

ветствии с распределением вероятностей  jp . Таким образом, эволюция системы происходит в со-

ответствии с случайными законами  jp  и  jh . Обозначив nX  количество частиц в системе Г–В  

с иммиграцией в момент времени n, мы можем записать следующее рекуррентное соотношение:  

 
10 1 20,

nn n n nX nX X
−

= =  +  + +  +  , (1) 

где nk  и k  – независимые случайные величины с распределением вероятностей  nk jj p = =P  и 

 k jj h = =P  соответственно для произвольного k . С этого момента мы предполагаем, что  

0 0p  ,   
0

: j
j

m jp


=      и   
0

1j
j

h


= . 

Последовательность числа поколений  nX  образует однородно-дискретную во времени неразложи-

мую цепь Маркова с пространством 0  состоящим из одного класса сообщающихся состояний.  

Введем в рассмотрение производящие функции  

0

( ) : j
j

j

h s h s


=       и    
0

( ) : j
j

j

f s p s


=     для    [0,1)s  . 

Обозначим ijp  вероятности перехода системы  nX  из состояния i   в состояние j   за 

один шаг. Тогда из (1) следует, что эти вероятности равны коэффициентам при is  в разложении  

в степенной ряд функции ( )( ) ( )
i

h s f s . Введем в рассмотрение переходные вероятности состояний 

системы за n шагов 

   ( )
0:n

ij n k k np X j X i X j X i+= = = = = =P P  

для любого k  . Стандартные аналитические вычисления показывают, что соответствующая про-

изводящая функция имеет следующий вид:  

 ( ) ( )
1

( ) ( )

0

( ) : ( ) ( )
nii n j

n ij n k
j k

s p s f s h f s
−

 =

= =  , (2) 

где функция ( )nf s  представляет собой n-кратную итерацию производящей функции ( )f s , т.е. 

1( ) ( ( )) ( ( ))n n nf s f f s f f s+ = =  (см.: [1]). Таким образом, вероятности  ( )n
ijp  полностью определяются 

вероятностями  jp  и  jh . Учитывая представление (2), нетрудно вычислить математическое ожи-

дание  

( ) если 1,
1 1

               если 1,

n
n

i n ij
j

i m m
X jp m m

n i m


   
+ −  

= = − −  
 + =

E  
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где (1 )h = − . Отсюда видно, что классификация состояний цепи  nX  зависит от значения парамет-

ра (1 )m f = −  – среднего числа потомков одной частицы. Система  nX  называется докритической, 

критической и надкритической, если 1m  , 1m =  и 1m   соответственно.  

Вышеописанный популяционный процесс называем системой Г–В с иммиграцией. Она 

впервые была рассмотрена C. Хиткотом [2] в 1965 г. До этого, в 1957 г., Б. Севастьяновым [3] введено 

понятие и начато исследование ветвящихся случайных систем с иммиграцией в непрерывном случае. 

После публикации C. Хиткота [2] модель Г–В с иммиграцией стали исследовать многие известные 

ученые. В частности, задачу существования инвариантных мер относительно переходных вероятностей 
( )n
ijp  и свойства состояний пространства  при бесконечном росте времени изучали Е. Сенета [4, 5], 

А. Пэйкс [6, 7]. В этих и в большинстве работ того периода в основном требовались моментные 

условия более высокого порядка для законов превращения  jp  и иммиграции частиц  jh .  

Однако в работе [8], опубликованной В. Золотарёвым в 1957 г., были установлены принципи-

ально новые результаты для марковских ветвящихся систем с непрерывным временем в обход усло-

вия конечности моментов целого порядка. Эта работа является одной из первых, в которых эффек-

тивно используется концепция теории медленно меняющихся (ММ) функций в смысле Карамата. 

Перспективность подхода В. Золотарёва подтвердилась в дальнейших исследованиях Р. Слэйка [9]  

и Е. Сенеты [10] в случае процессов Г–В без иммиграции и в работах А. Пэйкса [11, 12] для системы 

Г–В с иммиграцией (см. также: [13–18]). 

 

1. Вспомогательные результаты 

 

Рассмотрим критический случай.  

А. Пэйкс [12] доказал следующую теорему.  

Теорема P1 [12. Р. 80]. Если 1m = , тогда  

 ( )
00

1

ln 1 ( )
exp ,n

ne h y
p K dy     при n

y

 −  
→  

  
 

где ( )y  – убывающая ММ-функция. Если  

( )( ) ( )( )
0

1 (0) 1 (0m m
m

h f f f


=

 − −     , 

тогда  

(0)
( )

100
0

ln ( )
exp

( )

f
n

n h y
p K dy     при n

f y y

 
→  

− 
. 

Здесь K и K1 – не имеющие явного вида абсолютные константы.  

Допускаем, что производящая функция ( )f s  имеет следующий вид:  

 1 1
( ) (1 )

1
f s s s

s

+  
− = −  

− 
  f  

для  )0,1s  , где 0 1    и ( )x  – ММ-функция на бесконечности. Наличие условия  f  влечет 

2 : (1 )b f = − =  , а в случае 0 b    это условие имеет место с 1 =  и ( )t b→  при t →  . Также 

предполагается, что производящая функция ( )h s  закона притока частиц-иммигрантов допускает сле-

дующее представление:  

 ( )
1

1 ( ) 1
1

h s s l
s

  
− = −  

− 
  h  

для  )0,1s  , где 0 1    и ( )l x  – ММ-функция на бесконечности.  
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В упомянутой выше работе А. Пэйкса [12] было выделено следующее асимптотическое разбие-

ние пространства состояний в зависимости от соотношений параметров ν и δ: если    , то  эрго-

дично, если     и ( )1 +    , то  нуль возвратно, а если ( )1 +    , то  невозвратно.  

В работе авторов [19] рассматривался случай    , и в этом случае утверждения Теоремы P1 

были улучшены путем наложения дополнительных условий на функции ( )x  и ( )l x . Там же найдено 

асимптотическое представление производящей функции ( ) ( )i
n s  для всех  )0,1s  . Ниже приводятся 

условия, принятые в статье [19]. Поскольку ( )x  – ММ-функция на бесконечности, то 

( ) ( ) 1x x →  при x →   для любого (0, )  . Тогда можно записать  

 
( )

1 ( )
( )

x
x

x



− =  ,  

где ( ) 0x →  при x →  . В дальнейшем будем считать, что задана положительная функция ( )g x  

такая, что ( ) 0g x →  и ( )( ) ( )x o g x =  при x →  . В этом случае ( )x  называется ММ-функцией  

на бесконечности с остатком ( )x  [14. Р. 185, SR3]. Выбирем ( )( ) ( )g x x x= . Тогда получаем  

 
( )

( ) при
x

x o x
x

 

 
 = →  

 
. (3)  

Точно так же на функцию ( )l x  накладывается следующее условие: 

 
( )

1 ( )
( )

l x
x

l x



− =  , l 

   

где  

 
( )

( ) при
l x

x o x
x

 

 
 = →  

 
 (4) 

для любого (0, )  .  

Далее для удобства изложения введем вспомогательную функцию 

 
(1 ) (1 ) 1

( ) :
f y y

y y
y y

  − − −
 = =  

 
 (5) 

для ( 0,1y  . Тогда условие  f  принимает следующий вид: 

 ( ) (1 ) (1 )f s s s s− = −  − . f  

Ниже приведем несколько полезных для наших дальнейших рассуждений результатов, уста-

новленных в предыдущих работах авторов.  

Лемма 1 [16. Р. 52]. Если выполнено условие  f , то  

1/

( )( )
1 ( ) 1

( )

n
n

U sn
f s

nn 

 
− =  −   

, 

где ( )  – ММ-функция на бесконечности такая, что  

1/
1/ ( )

( ) 1
( )

n
n

n




 
→  

 
 

при n →  , и функция ( )nU s  имеет следующие свойства: 

1) ( ) ( )(1 (1)) приnU s U s o n= + →  , и функция ( )U s  удовлетворяет уравнению Абеля  

( )( ) ( ) 1U f s U s= + ; 

2) 
1

lim ( ) при любомns
U s n n


=   ; 

3) (0) 0 при любомnU n=  . 
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Теорема 1 [19]. Если условия  f  и    вместе с (3) выполняются, то  

1) производящая функция ( )U s  имеет следующий вид:  

 
0

( )
( ) ,

(1 ) (1 )

s y
U s d y

y y


= 

−  −
 (6) 

где функция ( )s  непрерывна для  0,1s   и ( ) ( ) 1f s s    ; 

2) для всех  0,1s   производная ( )U s  имеет следующий вид: 

 
( )

( )
(1 ) (1 )

s
U s

s s


 =

−  −
, (7) 

где ( )( )( ) 1 1s s = +  −  при 1s  .  

Известно, что в рассматриваемом случае ( ) 1nf s →  при n →  . Поэтому, ввиду формулы (2), 

достаточно рассмотреть случай 0i =  для изучения асимптотики системы. Обозначим (0)( ) : ( )n ns s= . 

Следующая теорема обобщает утверждения Теоремы P1.  

Теорема 2 [19]. Пусть имеется система Г–В с иммиграцией с условием  f . 

1) если условие    выполняется вместе с (3), то 

 
( ) ( ) ln ( )

( ) ( )exp
(1 ) (1 )

f s

n n
s

n y h y
s s dy

y y

 
=   

−  − 
 (8) 

где функции ( )s  определена в Теореме 1 и  

 
( )

( )
( ) 1,

( )
n

n

h s
s

h f s
    (9) 

2) если дополнительно выполняются условия  h  и    , то  

 
( ) 1 ( )

( ) ( ) ( )exp ( )
(1 ) (1 )

f s

n n n
s

n h y
s s s y dy

y y

 −
=   −  

−  − 
, (10) 

здесь 

 
 

2( ) 1 ( )1
exp ( ) 1

( ) (1 ) (1 )

f s

n
s

n h y
dy s

h s y y

 − 
−    

−  −  

. (11) 

Лемма 2 ([19]). Справедливы следующие утверждения:  

▪ условие    с (3) равносильно ( )( )x C o x−= +  при x →  ;  

▪ условие l 
   с (4) равносильно ( )( ) ll x C o x−= +  при x →  , 

где C  и lC  – положительные константы. 

Следующая лемма указывает на «асимптотическую нечувствительность» ММ-функций при ин-

тегрировании регулярно меняющихся функций вдоль положительной бесконечной оси. 

Лемма 3 [20. Р. 143]. Пусть ( )L t  – ММ-функция на бесконечности. Тогда для любого 0   и 

любой постоянной 1c   справедливо следующее асимптотическое представление:  

( ) ( )1 | |1
( ) ( ) 1 (1)

| |

t

c

y L y dy t L t o
− + = +


  при  t →  . 

Доказательства приведенных выше утверждений полностью и подробно приведены в указан-

ной литературе.  
 

2. Локальная предельная теорема  
 

Перейдем к изложению и доказательству основного результата статьи. Рассмотрим случай 

   . Введем следующие обозначения: 
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( )
( ) :

( )

l x
x

x
=L      и     

1/( )
( ) :

( )

n
n

n


 = , 

где функция ( )n  определена в Лемме 1.  

Теорема 3. Пусть выполнены условия  f ,  h  и : 0 =  −   . Тогда  

( ) ( )
| | ( )

00 1

1 1
( ) ln ( ) при

| |

nn p n O n
n

− 

− 

 
−   =  + →  

  
L .  

Доказательство. Первичные формальные рассуждения приводят нас к соотношению (10). Из 

этого соотношения при 0s = , учитывая условия  f  и  h , получаем следующее равенство:  

 ( )
(0)

1( )
00

0

1
exp 1

1

f
n

n n

n

p y dy
y

−   
=   − −  

−   
L , (12) 

где : (0)n n =  , : (0)n n =  . Введя обозначения : 1 (0)n nQ f= −  и : 1 (1 )x y= − , преобразуем равен-

ство (12) к следующему виду: 

 
( )  

1
1( )

00
1

exp ( ) : exp
Q

n
n n n n n

n

p x x dx
− + 

=   − =   − 
 

L , (13) 

где ( )
1

1

1

: ( )
Q

n

n

x x dx
− +

=  L . 

Вычислим интеграл n . Подынтегральное выражение удовлетворяет условиям Леммы 3. По-

этому справедливо следующее соотношение: 

( ) ( )
1

1

1

1 1 1
( ) 1 (1)

Q

n
nn

n

x x dx o
QQ

− +



 
= =  +  

  
L L  

при n →  . С другой стороны, согласно Лемме 1, ( ) 1nn Q → , или же ( ) 1 nn Q , при n →  . Сле-

довательно, имеем  

 ( ) ( )( )
1

( ) ( ) 1 (1)n n n o


=     +


L    при   n →  . (14) 

По определению функции ( )n  справедливо соотношение  

( )1/( )n n  =    при   n →  . 

Отсюда следует, что интеграл n  расходится. 

Соотношения (13) и (14) дают следующее асимптотическое представление:  

 ( ) ( )( )( )
00

1
ln ln ( ) ( ) 1 (1)n

n np n n o


=   −     +


L  (15) 

при n →  . Умножая на ( )( )n
− 

−   в обеих частях (15), получаем  

 ( ) ( ) ( )( )
00

1
( ) ln ( ) ( ) lnn

n nn p n n
−  − 

−     −    


L  (16) 

при n →  . Оценим n n  . Положим 0s =  в неравенствах (9) и (11). В этом случае из неравенства (11) 

получаем оценку  

 
0

1 1
exp (1) : lim 1l n

nh →

 
−   =   

 +  
L , (17)  

где ( ) ( ) ( )l x x l xL L  при x →  . Кроме того, как показано в [14. Р. 179], существует : limn n→ =  , 

для которого верна оценка  

 0 1h    . (18) 
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Из (17) и (18) следует, что выражение n n   равномерно ограничено при n →  . Тогда в силу 

определения функции ( )n  следует соотношение  

 ( )
/

1
( ) ln n n n
n

n

− 



 
   =  

 
 (19) 

при n →  . Из (16) и (19) получаем, что  

( ) ( )( )
00 /

1 1
( ) ln ( )nn p n

n

− 

 

 
−  =  +  

  
L  

при n →  . Найденное соотношение равносильно утверждению теоремы.  

 

Заключение 

 

Рассмотренная в статье случайная ветвящаяся система Гальтона–Ватсона с иммиграцией  

является одной из наиболее подходящих моделей для моделирования задач, связанных с развитием 

популяции. Аналогичные задачи возникают, например, в демографии, когда приток иммигрантов 

поддерживается в целях балансирования человеческих ресурсов.  

Наш метод, основанный на свойствах медленно меняющихся функций Караматы, позволяет 

обойти условия конечности высоких моментов закона размножения частиц-аборигенов и закон при-

тока частиц-иммигрантов. В нашем случае важна информация об асимптотическом поведении веро-

ятностей перехода. Несмотря на то, что мы нашли асимптотическое выражение только для локальной 

вероятности ( )
00
np , на самом деле этого достаточно, поскольку теорема о монотонной сходимости от-

ношений 
( )( )
00
nn

ijp p  позволяет оценить вероятность перехода для любых ,i j   [17].  

Иногда появляется необходимость в аналоге результата, полученного в Теореме 2, который 

можно установить и для других популяционных моделей. Например, более сложные проблемы воз-

никают, когда частицы в системе имеют разную продолжительность жизни. Для этого случая подходит 

модель развития популяции, называемая «ветвящиеся системы (процессы) с превращениями, завися-

щими от возраста частиц». В этой связи наши следующие работы будут посвящены исследованию 

таких типов моделей развития популяции.  
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Численное решение системы уравнений Навье–Стокса  

в случае сжимаемой среды с использованием нейронных сетей 
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Аннотация. Рассматриваются вопросы использования метода Physics Informed Neural Networks (PINN) для  

численного решения нестационарной нелинейной системы дифференциальных уравнений в частных производных, 

описывающей процесс движения одномерного теплопроводного газа. Используемый подход основан на том, что 

нейронная сеть приближает решение системы дифференциальных уравнений, при этом учитывая физику моделиру-

емого процесса. Обучение нейронной сети происходит на основе минимизации квадратичного функционала, постро-

енного на невязке дифференциальных уравнений, граничных и начальных условий. Обсуждаются различные виды 

приближения исходных уравнений в случае, когда оператор по времени непрерывен или дискретен. Выполнен ана-

лиз результатов моделирования. 

Ключевые слова: уравнения Навье–Стокса; нейронные сети; моделирование процессов газовой динамики. 
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Введение 

 

Численное решение системы уравнений Навье–Стокса актуально в силу ее широкого практиче-

ского применения. Особый интерес вызывает численное решение подобных задач в приложении  

к сжимаемым средам вследствие их математической сложности.  

Поведение решений уравнений Навье–Стокса «в целом» по времени для сжимаемой среды ис-

черпывающе изучено только в одномерном случае [1, 2]. 

В работе [3] впервые описан метод решения дифференциальных уравнений в частных произ-

водных при помощи нейронных сетей. Авторы предложили подход, в основе которого лежит принцип 

приближения неизвестной функции нейронной сетью путем минимизации квадратичного функционала, 

включающего невязку уравнений, начальные и граничные условия. Впоследствии метод получил ши-

рокое распространение под названием Physics Informed Neural Networks (PINN) и активно использу-

ется в последние годы для решения различных задач гидродинамики [4–7]. В работе [3] рассмотрен 

способ временной дискретизации с использованием методов Рунге–Кутты высокого порядка, что поз-

воляет снизить требования к вычислительным мощностям при расчете без потери точности решения. 

В работах [3–6] рассматривается решение уравнений Навье–Стокса. В [3] приводится решение 

задачи восстановления неизвестных параметров и поля давления по известным значениям скорости 

среды. В [5] исследуется решение уравнений Рейнольдса в двумерном стационарном случае при чис-

лах Рейнольдса в диапазоне 102–2·105. В работах проведено сравнение полученных при помощи при-

ближения решений дифференциальных уравнений с экспериментальными данными.  

В данной работе подход, развитый в [3–6], используется для решения системы уравнений Навье–

Стокса в случае сжимаемой среды. Исследуется применение PINN как в случае модели с непрерывным 

временем процесса, так и для модели с дискретизацией по времени. Отметим, что уравнения Навье–

Стокса в случае сжимаемой и в случае несжимаемой среды отличаются с точки зрения классифика-

ции дифференциальных уравнений, в силу чего к ним не могут применяться одни и те же способы и 

методы решения. Другой особенностью данной работы является исследование возможности решения 

системы уравнений для неоднородной среды, характеризуемой большими числами Рейнольдса и 

Пекле, Re ≈ 107, Pe ≈ 107, которые соответствуют реальным физическим характеристикам движения 

газа. Показано, что применение временной дискретизации позволяет снизить требования к вычисли-

тельным ресурсам.  
 

1. Математическая модель 
 

Математическую модель, описывающую нестационарное движение вязкого политропного га-

за в одномерном пространстве через интервал  0 : 0x x L =   , ограниченный с двух сторон при  

t > 0, вместе с граничными условиями можно выразить следующей системой уравнений [1, 2]:  

 ( )
2

2
,

u u u
u R

t x xx

    
 + =  −     

 (1) 

 ( ) 0u
t x

 
+  =

 
, (2) 

 

22

2
,v

u u
c u R

t x x xx

        
 + =  +  −         
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 0 0 0 0 0 0| ( ), | ( ), | ( ),t t tu u x x x= = ==  =   =   (4) 

 0 1 0 1 0 1| ( ), | ( ), | ( ),x x xu u t t t= = ==  =   =   (5) 

  2 2| ( ), | ( ), 0, , [0, ],x L x Lu u t t x L t T= ==  =     (6) 

где u, ρ, θ – неизвестные функции скорости, плотности и температуры газа соответственно, μ – дина-

мическая вязкость газа, R – универсальная газовая постоянная, cv – удельная теплоемкость газа, κ – 

коэффициент теплопроводности газа, u0, ρ0, θ0, u1, ρ1, θ1, u2, θ2 – заданные функции. 

Решать задачу необходимо в безразмерных переменных. Введем новые переменные 

, , , , ,
s s s

x t u
x t u

L T u

 
= = =  =  =

 
 

где us, ρs, θs – заданные значения. 

После подстановки введем новую замену: 

, , , , ,x x t t u u= = =  =   =   

Тогда модель (1)–(6) в безразмерных переменных будет иметь вид: 
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2
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 0 0 0 0 0 0| ( ), | ( ), | ( ),s s s
t t tu u x x x= = ==  =   =   (10) 

 0 1 0 1 0 1| ( ), | ( ), | ( ),s s s
x x xu u t t t= = ==  =   =   (11) 

  1 2 1 2| ( ), | ( ), 0,1 , [0,1],s s
x xu u t t x t= ==  =     (12) 

где Sh – число Струхаля, Pe – число Пекле, Re – число Рейнольдса, k, π – безразмерные коэффициен-

ты, 0
su , 1

su , 2
su , 0

s , 1
s , 0

s , 1
s , 2

s  – безразмерные функции граничных и начальных условий. Данные 

константы и функции определяются по формулам 

, , , , ,s s s v s s s

2
vs

Tu u c L u L R R
Sh Pe Re k

L cu

  
= = = =  =
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2. Метод решения 

 

Как указано во введении, для решения используется подход, основанный на приближении не-

известных функций нейронными сетями. Для его использования необходимо определить квадратич-

ный функционал, построенный на невязках дифференциальных уравнений, а также граничных и 

начальных условиях.  

В работе рассматривается метод нахождения решения как для непрерывной по времени модели, 

так и для дискретной. В первом случае рассматривается решение системы (7)–(12) в непрерывном 

времени. Во втором случае уравнения (7)–(12) заменяются дискретными аналогами и поиск решения 

происходит с использованием неявного метода Рунге–Кутты высокого порядка.  

Отметим, что в работах [3–6] для приближения решения системы уравнений используется одна 

нейронная сеть. В данной работе для приближения каждой из неизвестных функций применяется 
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собственная нейронная сеть. Основная идея заключается в том, что у каждой из функций u, ρ, θ своя 

зависимость от пространственно-временных переменных. В отличие от работ [3, 6], где используется 

архитектура с большим количеством слоев и нейронов в них, в текущей работе используется не-

сколько нейронных сетей малой архитектуры, которые будут описаны далее.  

Для каждой нейронной сети определяется свой собственный функционал, включающий невязку 

дифференциальных уравнений всей системы, а также граничные и начальные условия только для 

приближаемой функции.  

Отметим, что решение задачи выполнено в безразмерных переменных. 

 

2.1. Описание метода для непрерывной модели 

 

Для использования метода в случае непрерывной модели определим функционалы качества Ju, 

Jρ, Jθ для неизвестных u, ρ, θ, соответствующие системе (7)–(12): 
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Здесь up, ρp, θp – приближения неизвестных функций нейронными сетями, r1, r2, r3 – невязки уравне-

ний (1)–(3), Nr, N0, Nb – общее количество точек для невязки уравнений (7)–(9), начального, а также 

граничных условий соответственно, ( , )
r r r
i i ix x t= , 

0 0 0( , )i i ix x t= , 1
1 1 1( , )i i ix x t= , 

2 2 2( , )i i ix x t=  – наборы 

данных, соответствующие области невязки уравнений (7)–(9), области в момент времени t = 0, а так-

же левой и правой границам соответственно, Wr, 0W , bW  – весовые коэффициенты для слагаемых не-

вязки, начальных и граничных условий соответственно. 

В данной работе при обучении нейронных сетей используются следующие коэффициенты: 

Wr = 1,    0W  = 10 ,   bW  = 10. 

Их использование необходимо для того, чтобы слагаемые для граничных и начальных условий в (13)–

(15) были на порядок больше слагаемого невязки. В противном случае при обучении нейронная сеть 

будет принимать неизвестные функции константами и решение задачи станет невозможным. Тем не 

менее для оценки точности решения в работе используется функционал J, который считается как 

сумма трех функционалов (13)–(15) с единичными весовыми коэффициентами: 

 
0 0 01 1 1| | | .

r b r b r bu W W W W W W W W WJ J J J= = =  = = =  = = == + +  (16) 

Таким образом, решение прямой задачи заключается в решении задач минимизации функцио-

налов: 

 min,J →        min,J →        min.uJ →  (17) 
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2.2. Описание метода для дискретной модели 

 

Для модели с дискретизацией по времени будем использовать неявный метод Рунге–Кутты вы-

сокого порядка для решения. Впервые методы Рунге–Кутты в методе PINN были использованы в ра-

боте [3], где было показано, что их использование для решения дискретизированных по времени  

задач возможно и позволяет получить решение с малой погрешностью метода, снизив при этом раз-

мерность пространства задачи.  

Неявный метод Рунге–Кутты порядка s для функции двух переменных y(x, t) можно описать 

следующим образом: 

 1
1

,
s

n n j j
j

y y b k+
=

= +    (18) 

 
1

( , , ), 1,..., ,
s

i n i n ij j
j

k f x t c y a k i s
=

= +  +  =  (19) 

где yn = y(x, tn), yn+1 = y(x, tn + h), τ – заданный шаг. 

Воспользуемся дискретизацией неизвестных функций при помощи конечной разности вперед: 

1 1 1, , .n n n n n nu uu

t t t

+ + +−  −   −   
= = =

     
 

Для неизвестных данных задачи (7)–(12) метод Рунге–Кутты примет вид:  
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где f u, f ρ, f θ, как следует из (7)–(12): 
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Поскольку начальные значения un, ρn, θn считаются заданными, удобно выразить формулы  

(20)–(22) через них. Тогда функционалы качества можно выразить как 
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( ) ( ) ( ) ( )1 2
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где ( )
0

,0r
ij ix x= , ( )1 1 ,

b b
ij i n jx x t c= +  , ( )2 2 ,

b b
ij i n jx x t c= +  . 

В данном случае прямая задача сводится к решению задачи о минимизации функционалов: 

 min,rkJ →        min,rkJ →        min.rk
uJ →  (23) 

Для оценки качества решения аналогично функционалу (16) будем использовать следующий 

функционал качества: 

 1 1 1| | | .
r b r b r b

rk rk rk rk
u W W W W W WJ J J J= =  = =  = == + +  (24) 

В качестве метода решения задачи с дискретизацией будем использовать метод Гаусса–

Лежандра. Метод является неявным и А-устойчивым [7]. Для расчета коэффициентов ci в (19) ис-

пользуются корни смещенного полинома Лежандра P(2x – 1), а коэффициенты aij и bj в (18) и (19) 

рассчитываются по следующим формулам: 
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( ) , ( ) ,
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ij j j ja l x dx b l x dx= =   

где ( ) , 1,..., .i
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x x
l x i s

x x
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Таким образом, можно вывести метод сколь угодно высокого порядка точности. В текущей ра-

боте используется метод Гаусса–Лежандра порядка s = 100. Решение задачи на нормированном по 

времени интервале t ∈ [0, 1] будем осуществлять в два шага: 

1. Решение задачи на интервале t ∈ [0, 0,5]. Начальные условия 0
su , 0

s , 0
s  используются в ка-

честве un, ρn, θn в (20)–(22). В результате решения задачи (23) с шагом τ = 0,5 получим решение un+1, 

ρn+1, θn+1 в момент времени t = 0,5. 

2. Найденные на предыдущем шаге un+1, ρn+1, θn+1 будем использовать как un, ρn, θn в (20) – (22). 

Таким образом, найдя решение с шагом τ=0.5 еще раз, получим решение un+1, ρn+1, θn+1 в момент вре-

мени t = 1,0. 

Помимо этого, стоит отметить, что согласно (18)–(19) мы также получаем решение в ста про-

межуточных временных интервалах tn + ciτ как на первом шаге, так и на втором. Погрешность двух 

шагов в данном случае будет равна 2τ2s = 2τ200=2 ∙ 0,5200=1,24 ∙ 10–60.  

 

3. Генерация данных и обучение нейронных сетей 

 

Для обучения нейронных сетей необходимо сгенерировать базу данных. В данном случае под 

базой данных подразумевается набор точек, в которых будут вычислены невязки уравнений (7)–(9),  

а также граничные и начальные условия (10)–(12).  

В случае непрерывной модели будем воспринимать время как пространственное измерение. 

Тогда получим двумерную плоскость XOT, в которой необходимо сгенерировать обучающую выбор-

ку. Для расчета невязки уравнений было сгенерировано 100 × 100 точек в области Ω ={(x, t): 0 < t ≤ 1; 

0 < x < 1} при помощи случайной выборки из равномерного распределения. Для расчета граничных 

условий было аналогичным образом сгенерировано по 200 точек в начале процесса в области  

Ω0 ={(x, t): t = 0; 0 ≤ x ≤ 1}, на левой и правой границах, в Ω1 = {(x, t): 0 ≤ t ≤ 1; x = 0} и Ω2 = {(x, t): 0 ≤ t ≤ 1; 

x = 1} соответственно.  

Для формирования переходных слоев в решении нейронной сетью выборка точек коллокации 

в начале обучения генерируется на некотором расстоянии от границ. По мере обучения сети отступ 

уменьшается путем деления пополам до тех пор, пока не станет равным шагу пространственной сети. 

На рис. 1 показана сгенерированная обучающая выборка на расстоянии шага пространственной сетки 

от границ. 
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Рис. 1. Обучающая выборка для непрерывной модели 

Fig. 1. Training dataset for continuous model 
 

В случае дискретной модели необходимо сгенерировать 250 точек в пространстве Ω0 ={x: 0 < x < 1}, 

а также по одной точке на левой и правой границах, x = 0 и x = 1 соответственно. В данном случае 

также точки коллокации генерируются на некотором расстоянии от границ, после чего отступ 

уменьшается, пока не станет равен шагу пространственной сетки.  

Для обучения нейронных сетей в двух случаях были выбраны архитектуры нейронных сетей, 

как показано в таблице, где Rtanh(x) = (ex – e–x)/(ex + e–x), Rswish(x) = x/(1 + e–x), Rlinear(x) = x.  

Архитектуры нейронных сетей 

№ слоя Описание слоя 
Функция активации  

на выходе слоя 

Число нейронов в слое  

для непрерывного случая для дискретного случая 

1 Входной слой – 2 1 

2 Скрытый слой Rtanh 64 256 

3 Скрытый слой Rtanh 32 128 

4 Скрытый слой Rswish 16 16 

5 Выходной слой Rlinear 1 101 
 

Использование функций активации, указанных в таблице, показало наилучший результат при 

решении задачи, что также соответствует данным работы [8]. 

Обучение нейронных сетей происходило на базе библиотеки Tensorflow [9] языка программи-

рования Python. Для минимизации функций потерь использовался алгоритм Adam [10] с шагом  

обучения lr = 2·10–4. Все остальные параметры алгоритма являются стандартными для библиотеки 

Tensorflow. Нейронные сети заданной архитектуры последовательно обучаются на сгенерированных 

в данном разделе данных путем минимизации соответствующих функционалов: (17) для случая без 

дискретизации и (23) для случая с дискретизацией. 

В зависимости от задачи возможно изменение как архитектуры нейронных сетей, показанной  

в таблице, так и размера обучающей выборки. При расчете более простых систем число скрытых сло-

ев нейронной сети и нейронов в них для функций активации гиперболического тангенса может быть 

уменьшено, как и размер базы данных. При расчете более сложных систем, напротив, число скрытых 

слоев возможно увеличить. Тем не менее авторы полагают, что для многих задач архитектура, опи-

санная в таблице, будет оптимальной. Чрезмерное увеличение сложности моделей может привести  

к переобучению нейронных сетей, а чрезмерное увеличение базы данных – к нехватке оперативной 

памяти при вычислениях. Оптимальной точностью при решении авторы считают значение функцио-

налов J = 10–4, Jrk = 10–4. 
 

4. Численный эксперимент 
 

В рамках текущей работы было проведено несколько численных экспериментов с различными 

параметрами, отвечающими физическим параметрам газов. В разделе будет представлено по одному 

эксперименту, соответствующему разделам 2.1, 2.2.  
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4.1. Эксперимент для непрерывной модели 

 

Первый вычислительный эксперимент, для случая непрерывной модели, был решен с исполь-

зованием метода, описанного в разделе 2.1. Для него были выбраны характеристики, отвечающие  

параметрам углекислого газа, а также следующие граничные и начальные условия: 

  
3

м кг
100[м], 3600[с], 20 , 2 , 323 К ,

с м
s s sL T u

   
= = =  =  =   

   
 (25) 

 5Вт Дж Дж
0,017 , 5 10 [Па с], 700 , 8,314 ,

м×К кг К моль×К
vc R−     

 =  =   = =          
 (26) 

 2
0 1 2( ) 0,5 0,1 , ( ) 0,5 0,1 , ( ) 0,6 0,1 ,s s su x x u x t u x t= +  = +  = +   (27) 

 2
0 1( ) 0,9 0,1 , ( ) 0,9 0,1 ,s sx x x t = −   = −   (28) 

 2
0 1 2( ) 1,0 0,1 , ( ) 1,0 0,1 , ( ) 0,9 0,1 .s s sx x x t x t = −   = −   = −   (29) 

После обучения нейронных сетей было получено решение, представленное на рис. 2, a, b, c, d  

в моменты времени t = 0 с, t = 60 с, t = 1 200 с и t = 3 600 с соответственно. 
   

        

a                  b  

        

c                  d  

Рис. 2. Решение задачи (17) с параметрами (25)–(29). Непрерывной линией указано приближение функции  

нейронной сетью. Точки на границах обозначают граничные условия 

Fig. 2. Solution of problem (17) with parameters (25)–(29). The continuous line indicates the approximation  

of the function by a neural network. Dots on the boundaries indicate boundary conditions 

 

Из рис. 2 видно, что полученная функция полностью соответствует начальным и граничным 

условиям. На левой границе также были сформированы переходные слои, что обусловливается малы-

ми коэффициентами при вторых производных уравнений (7), (9). Низкое значение функционала (16) 

J = 2·10–5, полученное при решении, говорит о соответствии полученного приближения функций за-

даче (7)–(12). На расчет в численном эксперименте было затрачено 1,37 часа.  
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4.2. Эксперимент для дискретной модели 

 

Второй вычислительный эксперимент, для случая с дискретизацией по времени, был решен с ис-

пользованием метода, описанного в разделе 2.2. Для него были выбраны физические параметры среды, 

соответствующие газу азоту, а также следующие начальные и граничные условия: 

  
3

м кг
50[м], 1[с], 10 , 1,35 , 333 К ,

с м
s s sL T u

   
= = =  =  =   

   
 (30) 

 5Вт Дж Дж
0,022 , 1,665 10 [Па с], 1050 , 8,314 ,

м×К кг К моль×К
vc R−     

 =  =   = =          
 (31) 

 2
0 1 2( ) 0,65 0,1 , ( ) 0,65 0,1 , ( ) 0,75 0,1 ,s s su x x u x t u x t= +  = +  = +   (32) 

 2
0 1( ) 0,9 0,1 , ( ) 0,9 0,1 ,s sx x x t = −   = −   (33) 

 2
0 1 2( ) 1,0 0,1 , ( ) 1,0 0,1 , ( ) 0,9 0,1 .s s sx x x t x t = −   = −   = −   (34) 

На первом шаге, согласно методу, решение было получено в моменты времени t = 0 с, t = 0,5 с, 

а также во всех ста моментах времени, соответствующих коэффициентам cj в таблице Бутчера для 

метода Гаусса–Лежандра порядка s = 100. На втором шаге было получено решение в моментах вре-

мени t = 0,5, t = 1,0 и ста промежуточных моментах времени, соответствующих коэффициентам cj. 

Полученные решения в моменты времени t = 0 с, t = 0,5 с, t = 0,677 с и t = 1,0 с представлены на ри-

сунках 3, a, b, c, d соответственно. 
 

        

a                 b 

        

c                 d  

Рис. 3. Решение задачи (23) с параметрами (30)–(34). Непрерывной линией указано приближение функции  

нейронной сетью. Точки на границах обозначают граничные условия 

Fig. 3. Solution of problem (23) with parameters (30)–(34). The continuous line indicates the approximation  

of the function by a neural network. Dots on the boundaries indicate boundary conditions 
 

В ходе решения функционал (28) достиг значения Jrk = 1∙10–4. На решение было потрачено 2 часа. 

Как следует из рис. 3, приближения, полученные нейронными сетями, также соответствуют гранич-
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ным и начальным условиям. Помимо этого, в решении формируются зоны резкого изменения функ-

ций, расположенные возле границ, что обусловливается малыми коэффициентами при вторых произ-

водных в уравнении движения (7) и уравнении теплопроводности (9). 

Отметим, что на рис. 2, а и 3, а линии начальных условий совпадают с графиками процессов 

для скорости, плотности и температуры, найденными с помощью нейронной сети в начальный мо-

мент времени, что характеризует высокую точность решения задачи. 

 

4.3. Сравнение методов 
 

При сравнении двух методов, описанных в разделах 2.1 и 2.2, было замечено, что при решении 

одномерных нестационарных задач метод для непрерывной модели показал себя более эффективно  

с точки зрения времени вычислений. Также было установлено, что для модели с дискретизацией по 

времени приближение неизвестной функции к начальному условию второго шага может быть за-

труднительно, если в решении, полученном в конечный момент времени на первом шаге, присут-

ствуют зоны быстрого роста функции. Отметим, что применение метода, описанного в разделе 2.2, 

является затруднительным при Sh >> 1. Авторы полагают, что причиной этого может являться алго-

ритм прямого накопления для обучения нейронных сетей. В то же время для непрерывной модели 

нейронные сети обучаются при помощи метода обратного распространения ошибки.  

Тем не менее применение метода, описанного в разделе 2.2, позволяет снизить размерность за-

дачи, что является важным критерием при расчете задач в двумерном и трехмерном случаях, когда 

необходимо генерировать огромную обучающую выборку, следствием чего могут стать нехватка 

оперативной памяти и невозможность применения алгоритма.  

Стоит отметить, что описанный в разделе 2 подход с приближением каждой неизвестной от-

дельной нейронной сетью не является громоздким с вычислительной точки зрения при увеличении 

размерности пространства в задаче, поскольку компоненты неизвестных функций обладают похожей 

зависимостью и могут быть приближены одной нейронной сетью. 

В дальнейшем планируется качественный анализ системы (7)–(12). 

 

Заключение 
 

В данной работе был проведен анализ численного решения системы уравнений Навье–Стокса  

в случае сжимаемой среды при помощи нейронных сетей. Исследована возможность применения ме-

тода PINN с использованием без дискретизации по времени и с ней. Во втором случае для решения 

системы с дискретизацией был использован метод Рунге–Кутты высокого порядка. Показано, что ис-

пользование данных методов является численно эффективным и требует сравнительно небольших 

вычислительных ресурсов. Помимо этого, использование PINN не требует линеаризации и позволяет 

решать задачу с наличием переходных слоев в решении на равномерной сетке. 

В работе представлен эффективный вычислительный алгоритм для решения задач с наличием 

зон быстрого изменения функции. Кроме того, авторы надеются, что используемый подход обладает 

потенциалом при решении задач большей размерности и сложности. Применение временной дискре-

тизации позволяет снизить требования к вычислительным ресурсам, что актуально для двумерных и 

трехмерных задач. 
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Аннотация. Для построения математической модели системы массового обслуживания с переменной 

структурой в статье используется конструкция дискретных эргодических марковских процессов с непрерыв-

ным временем. Такая модель представляет собой объединение нескольких моделей систем обслуживания. 

Множество состояний объединенной системы является объединением множеств состояний объединяемых 

систем в отличие от классических систем обслуживания, в которых множество состояний системы является 

прямым произведением множеств состояний объединяемых систем. Переходные интенсивности между со-

стояниями различных систем выбираются так, чтобы предельное распределение объединенной системы было 

смесью предельных распределений объединяемых систем с различными весами, определяемыми вводимыми 

переходными интенсивностями. В результате процесс функционирования объединенной системы получается 

переключением процессов, соответствующих различным объединяемым системам, в определенные моменты 

времени. 

Ключевые слова: системы массового обслуживания; переменная структура; переходные интенсивности; 

смесь предельных распределений. 
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Abstract. The construction of discrete ergodic Markov processes with continuous time is using to construct a 

mathematical model of a queuing system with a variable structure. This model is a combination of several models of 

queuing systems. The set of states of the combined system is a combination of sets of states of the combined systems, 

unlike classical queuing systems, in which the set of states of the system is a direct product of the sets of states of the 

combined systems. The transition intensities between the states of different systems are choosing so that the limit dis-

tribution of the combined system is a mixture of the limit distributions of the combined systems with different 

weights determined by the introduced transition intensities. As a result, the process of functioning of the combined 

system is obtaining by switching intensities corresponding to different combined systems at certain points in time. 

Keywords: queuing systems; variable structure; switching intensities; mixtures of limit distributions. 
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Введение 

 

В последнее время в связи с развитием теоретико-информационного подхода к моделированию 

процессов самоорганизации в открытых физических системах со стохастичностью появилась возмож-

ность объединения динамической и информационной (управляющей) частей их описания в единую 

систему, когда в условиях конкуренции информационных и физических процессов эволюционное 

развитие термодинамической системы в значительной мере начинает определяться и ее информаци-

онными свойствами, включая информационное отношение к внешнему окружению (см., напр.: [1–4]). 

В частности, при достижении сверхкритических значений управляющих параметров («инфор-

маторов», по терминологии Г. Хакена [5]) в самоорганизующихся открытых системах происходят 

вынужденные переходы между стационарными состояниями, при которых возникают упорядоченные 

пространственно-временные макроскопические образования (диссипативные структуры), сохраняю-

щиеся только при наличии подкачки энергии, вещества и тому подобного из окружающей среды. 

В мировой литературе хорошо представлены традиционные термодинамические и статистиче-

ские аспекты спонтанного возникновения когерентных структур, т.е. процессов самоорганизации, 

при необратимых процессах в нелинейных термодинамических системах. Диссипация играет при об-

разовании макроскопических структур конструктивную роль при микро- и макроуровневых методах 

описания (см., напр.: [6, 7]). 

Различающая информация не только дает возможность адекватно описывать процессы хаотиза-

ции и самоорганизации в классических термодинамических системах (см., напр.: [8]), но и позволяет 

исследовать вопрос о взаимодополняемости термодинамических и информационных потоков, вводи-

мых в рассмотрение при моделировании спонтанных и вынужденных переходов между стационар-

ными состояниями открытых сплошных сред, находящихся вдали от термодинамического равнове-

сия. Аналогичные исследования проводились в рамках исследования экономического равновесия  

в пространственных системах [9]. 

Следует отметить, что наряду с термодинамическими системами близкими по постановке яв-

ляются системы управления с меняющейся структурой и скользящими режимами [10–13], модели 

газовой динамики с распадом разрыва [14]. В теории массового обслуживания, по-видимому, наибо-

лее близкой к рассматриваемой в статье модели является модель альтернирующего входного потока  

с последовательно меняющимися ON- и OFF-периодами [15]. Общим для этих систем (моделей) являет-

ся переключение от одной системы (управления, движения газа, периода во входном потоке) к другой.  

Данная идея положена в основу построения модели массового обслуживания с переменной 

структурой, рассмотренной в данной работе. Поэтому возникает необходимость попытаться распро-

странить приведенный синергетический подход на системы массового обслуживания. Для построе-

ния математической модели СМО с внешним управлением используется конструкция дискретных 

эргодических марковских процессов с непрерывным временем, а сама модель представляет собой 

объединение нескольких СМО, причем множество состояний объединенной системы является объ-

единением множеств состояний объединяемых систем. В этом состоит отличие от классических 

СМО, в которых множество состояний системы является прямым произведением множеств состоя-

ний объединяемых систем [16, 17]. 

Однако именно конструкция с объединением множеств состояний дает возможность ввести 

управляющие параметры («информаторы»). Таковыми являются переходные интенсивности между 

некоторыми состояниями, принадлежащими множествам состояний разных СМО, входящих в объ-

единенную систему. При этом на эти интенсивности накладываются условия локального равновесия. 
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При исследовании свойств построенной СМО используются теоремы эргодичности для дискретных 

марковских процессов и стационарные уравнения Колмогорова–Чепмена. Это предполагает, что 

функционирование объединенной СМО определяется не протоколом перемещения заявок в системе, 

а интенсивностями переходов между состояниями объединенной системы и весами объединяемых 

систем. В результате получается достаточно общая конструкция СМО с внешним управлением, кото-

рая позволяет создавать новые модели СМО. 

 

Основные результаты 

 

В монографии [18] доказаны следующие утверждения. Назовем однородный марковский дис-

кретный процесс X(t) с множеством состояний X и переходными интенсивностями ( , ), , ,x y x y   

неприводимым, если существует такое состояние * ,x   которое достижимо из любого другого со-

стояния. То есть для любого 
*x x  либо *( , ) > 0,x x  либо найдется такая цепочка состояний 

1, , ,nx x  что *

1 1 2 1( , ) > 0, ( , ) > 0, , ( , ) > 0, ( , ) > 0.n n nx x x x x x x x−      

Теорема 1. Неприводимый однородный марковский процесс тогда и только тогда является эр-

годическим, когда система уравнений  

 ( ) ( , ) = ( ) ( , ), ,
y x y x

u x x y u y y x x
 

      (1) 

имеет хотя бы одно решение ( ),u x x  , для которого сумма | ( ) |< .
x

u x


   

Рассмотрим сначала два дискретных, однородных и неприводимых (а значит, эргодических) 

марковских процесса ( ), 0, =1,2,kX t t k  с множествами состояний ,k  переходными интенсивно-

стями ( , ) 0k k kx y   и стационарными вероятностями ( ), , .k k k k kP x x y   Из стационарных уравнений 

Колмогорова–Чепмена следуют равенства  

 ( ) ( , ) = ( ) ( , ), .k k k k k k k k k k k k

y y
k k k k

P x x y P y y x x
 

     (2) 

Теорема 2. Предположим, что между некоторыми состояниями * *

1 1 2 2,x x     этих двух 

процессов введены переходные интенсивности * * * *

1 2 2 1( , ) > 0, ( , ) > 0,x x x x   удовлетворяющие при не-

которых 1 2 1 2 1 2, , 0 < , <1, =1,c c c c c c+  условию локального равновесия  

 * * * * * *

1 1 1 1 2 2 2 2 2 1( ) ( , ) = ( ) ( , ).c P x x x c P x x x   (3) 

Тогда процесс X(t) с множеством состояний 1 2    и переходными интенсивностями  

* * * *

1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 1 2 2 1( , ), , ; ( , ), , ; ( , ), ( , ),x y x y x y x y x x x x         

также является эргодическим, и его стационарные вероятности имеют вид: 

 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2( ) = ( ), ; ( ) = ( ),x c P x x x c P x x    , (4) 

и удовлетворяют стационарным уравнениям Колмогорова–Чепмена  

1 1 1 1

*

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( , ) = ( ) ( , ), , ,
y y

x x y y y x x x x
 

         

 
1 1 1 1

* * * * * * * *

1 1 1 1 1 2 1 1 1 1 2 2 1( ) ( , ) ( , ) = ( ) ( , ) ( ) ( , )
y y

x x y x x y y x x x x
 

 
  +    +    

 
   (5) 

2 2 2 2

*

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( , ) = ( ) ( , ), , ,
y y

x x y y y x x x x
 

         

2 2 2 2

* * * * * * * *

2 2 2 2 2 1 2 2 2 2 1 1 2( ) ( , ) ( , ) = ( ) ( , ) ( ) ( , ).
y y

x x y x x y y x x x x
 

 
  +    +    

 
   

Доказательство. Действительно, из формул (2), (4) следуют равенства  

( ) ( , ) = ( ) ( , ), =1,2.k k k k k k k k

y y
k k k k

x x y y y x k
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Поэтому для получения равенств (5) достаточно выполнения равенства  
* * * * * *

1 1 2 2 2 1( ) ( , ) = ( ) ( , ),x x x x x x     

вытекающего из равенств (3), (4). 

Следствие 1. Пусть имеются m > 2 дискретных, однородных и неприводимых (а значит, эрго-

дических) марковских процесса ( ), 0,kX t t   с множествами состояний ,k  переходными интенсив-

ностями ( , ) 0k k kx y   и стационарными вероятностями ( ), , , =1, , .k k k k kP x x y k m  Предположим, 

что при некоторых 1 1

=1

, , , 0 < , , <1, =1
m

m m k

k

c c c c c  выполняются равенства  

 ( ) = ( ), , =1, , ,k k k k k kx c P x x k m   (6) 

 * * * * * * * * * * * *

1 1 2 2 2 3 2 2 3 3 3 4( ) ( , ) = ( ) ( , ), ( ) ( , ) = ( ) ( , ), ,x x x x x x x x x x x x         (7) 

* * * * * * * * * * * *

1 1 1 1 1 1 2( ) ( , ) = ( ) ( , ), ( ) ( , ) = ( ) ( , ).m m m m m m mx x x x x x x x x x x x− −         

Тогда дискретный марковский процесс X(t) с множеством состояний 
1

=
m

k

k =

   и переходными ин-

тенсивностями   
* * * * * * * *

1 2 2 3 1 1( , ), , , = 1, , , ( , ), ( , ), , ( , ), ( , ),k k k k k k m m mx y x y k m x x x x x x x x−        

является однородным, неприводимым (и значит, эргодическим), и его предельное распределение сов-

падает с ( ), .x x    

Замечание 1. Константы 1 1

=1

, , , 0 < , , <1, =1
m

m m k

k

c c c c c  определяются только m – 1 перемен-

ными. Поэтому константы * * * * * *

1 2 2 3 1( , ), ( , ), , ( , ),m mx x x x x x−   * *

1( , )mx x  удовлетворяют равенствам  

* * ** * *
* * * * 2 2 31 1 2
2 3 3 4* *

2 3

( ) ( , )( ) ( , )
( , ) = , ( , ) = , ,

( ) ( )

x x xx x x
x x x x

x x

  
 

 
 

* * * * * *
* * * *1 1 1

1 1 2* *

1

( ) ( , ) ( ) ( , )
( , ) = , ( , ) = .

( ) ( )

m m m m m
m

m

x x x x x x
x x x x

x x

− −   
 

 
 

Причем по заданным константам 1, , mc c  (всего их m – 1 независимых), по 
* *

1( ), , ( )mx x   и по 

* *

1 2( , )x x  можно определить все остальные переходные интенсивности * * * *

2 3 1( , ), , ( , ),m mx x x x−   

* *

1( , ).mx x  Таким образом, эти переходные интенсивности определяются ровно m константами 

1 1, , ,mc c −  
* *

1 2( , ).x x  

Замечание 2. Наиболее интересный случай в Следствии 1, когда выполняются равенства 

=1/ , =1, , .kc m k m  В этом случае равенства (7) преобразуются в следующие: 

* * * * * * * * * * * * *

1 1 1 2 2 2 2 3 2 2 3 2 3 3 3 3 4( ) ( , ) = ( ) ( , ), ( , ) ( , ) = ( ) ( , ), ,P x x x P x x x P x x x x P x x x     

* * * * * * * * * * * *

1 1 1 1 1 1 1 1 2( ) ( , ) = ( ) ( , ), ( ) ( , ) = ( ) ( , ).m m m m m m m m m mP x x x P x x x P x x x P x x x− − −     

Пример. Предположим, что дискретные марковские процессы 1 2( ), ( ),X t X t  рассмотренные  

в Теореме 2, описывают число заявок в одноканальных системах массового обслуживания 

| |1|M M   с пуассоновскими входными потоками с интенсивностями 1 2,   и c интенсивностями 

обслуживания 1 2 1 1 1 2 2 2, , = / <1, = / <1.         Тогда дискретные марковские процессы 

1 2( ), ( )X t X t  имеют предельные распределения 

1 1 1 1 2 2 2 2( = ) = (1 ) , ( = ) = (1 ) , , = 0,1,k lP x k P x l k l−   −    

Выделим состояния 
*

1 = 0,x  
*

2 = 0x , выберем 1 2 1 2 1 2, , 0 < , , =1c c c c c c+ , и определим интенсивности 

переходов * *

1 1 2= ( = 0, = 0),x x   * *

2 2 1= ( = 0, = 0)x x   из условия (6): 1 1 1 2 2 2(1 ) (1 ) .c c−   = −    Та-

ким образом, построен процесс X(t) c множеством состояний 1 2=    , положительные интенсив-

ности переходов между состояниями определяются рис. 1.  
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Рис. 1. Положительные интенсивности перехода между состояниями множества 1 2=      

дискретного марковского процесса X(t) 

Fig. 1. Positive transition intensities between the states of the set 1 2=     of a discrete Markov process X(t) 

 

Вычисление предельного распределения дискретного марковского процесса с переходными ин-

тенсивностями, определяемыми на рис. 1, является достаточно простой задачей. Но гораздо важнее 

добиться того, чтобы сохранялись пропорции между предельными вероятностями в состояниях мно-

жества X1 (в состояниях множества X2).  

Замечание 3. Нетрудно проверить, что в примере, если в начальный момент времени 0 первая 

система находится в состоянии *

1(0) = = 0X x , то в любой момент *

0>t t  перехода из состояния *

1 = 0x  

в состояние *

2 = 0x  вторая система в последний момент своего функционирования перед моментом 
*t  

будет находиться в состоянии *

2 = 0.x  Иными словами, если * *

2= sup( : < , ( ) ),T t t t X t    то 

* *

2( ) = = 0.X T x  Аналогично в любой момент *t  перехода из состояния *

2 = 0x  в состояние *

1 = 0x  пер-

вая система в последний момент своего функционирования перед моментом *t  будет находиться  

в состоянии *

1 = 0.x   

Замечание 4. Количество таких примеров можно существенно расширить, используя извест-

ные формулы для предельных распределений в различных системах массового обслуживания, коли-

чество заявок в которых описывается процессами гибели и рождения [18]. Аналогично для этой цели 

можно также использовать случайные процессы, описывающие число заявок в узлах открытой [16] 

или замкнутой [17] сети массового обслуживания, предельные распределения в которых подчиняют-

ся мультипликативным теоремам.  

 

Заключение 

 

В настоящей работе строится объединение нескольких систем массового обслуживания путем 

введения дополнительных переходных интенсивностей между выделенными состояниями объединя-

емых систем. В результате такого построения предельное распределение объединенной системы ста-

новится смесью предельных распределений объединяемых систем с некоторыми весами. Эти веса 

определяются переходными интенсивностями, введенными между специально выделенными состоя-

ниями объединяемых систем. Функционирование так построенной объединенной системы содержит 

отрезки времени, когда эта объединенная система работает как одна из объединяемых систем обслу-

живания до очередного момента переключения на другую систему обслуживания. Такая конструкция 

позволяет строить объединение не только отдельных систем, но и отдельных сетей массового обслу-

живания (открытых или замкнутых). Использование предложенной модели предполагается распро-

странить на построение вероятностной модели скользящего режима в теории управления.  
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Введение 

 

При анализе числовых данных типа времени жизни (в медико-биологических испытаниях ин-

дивидуума на выживаемость или в промышленных экспериментах на продолжительность безотказ-

ной работы технических устройств) интерес представляют неотрицательные случайные величины и 

их числовые характеристики. В этой связи рассмотрим случайную величину X на вероятностном про-

странстве ( ), ,    со значениями в измеримом пространстве ( )( );+ +  с абсолютно непрерыв-

ным распределением относительно меры Лебега на + . Пусть ( ) ( ), ,F t P X t t +=    – функция 

распределения случайной величины X. Тогда мера dF имеет производную Радона–Никодима f. Функ-

ция выживания, означающая вероятность безотказной работы испытываемого объекта, определяется 

выражением 

( ) ( ) ( )1 , .
t

F t P X t f u du t

+

+− =  =   

Плотность интенсивности отказов и функция кумулятивной (интегральной) интенсивности опреде-

ляются формулами 

( )
( )

( )
,

1

f t
t

F t
 =

−
    ( ) ( )

0

, .

t

t u du t + =    

Поскольку  

( ) ( )
0

1
lim | , ,
h

t P X t h X t t
h

+

→
 =  +    

функцию ( )t  также можно интерпретировать как скорость смертности в момент времени t. Спра-

ведливы следующие равенства [1–3]: 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 exp , log 1 , .F t t t F t t +− = −  = − −   

Во многих практических ситуациях невозможно полностью наблюдать случайную величину X. 

Тогда анализ данных опирается на неполные, а точнее – на цензурированные данные. В данной работе 

рассматриваются цензурированные справа наблюдения. Различные модели цензурирования приведе-

ны в исследованиях [3–13]. 

 

1. Математическая модель 

 

Пусть 1 2, ,...X X  и 1 2, ,...Y Y  – две независимые последовательности независимых неотрицатель-

ных случайных величин, определенных на одном вероятностном пространстве ( ), ,    с абсолютно 

непрерывными функциями распределений ( )F t  и ( ), ,G t t +  с соответствующими плотностями 

( )f t  и ( )g t . При случайном цензурировании справа наблюдаются следующие пары:  

( ) ( ) , , 1 ,
n

i iZ i n=     
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где ( )min ,i i iZ X Y=  и ( )i i iI X Y =   – индикаторная случайная величина, показывающая, что 
iZ  

цензурирована ( )0i =  или не цензурирована ( )1i = . Через H обозначим функцию распределения 

( )min , :Z X Y=  

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1
1 1 1 , ,H t P Z t F t G t H t H t t +=  = − − − = +   

где ( ) ( ) ( ), , 0,1,
m

H t P Z t m m=   = =  – субраспределения, для которых справедливы выражения 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )0 1

0 0

1 , 1 , .

t t

H t F u dG u H t G u dF u t += − = −    (1) 

Таким образом, случайные величины iX  наблюдаемы лишь в случае 1.i =  Тогда общее их 

число в выборке 
( )n

 равно случайной величине ( ) 1 2 ... ,nn =  +  + +   имеющей биномиальное рас-

пределение ( ); ,Bi n p  где 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1

0

1 0,1 .p P X Y H G u dF u

+

=  =  = −   

В этой модели задача состоит в оценивании распределения F, используя выборку 
( )n

. Есте-

ственно, в качестве искомой оценки для F сперва рассмотрим эмпирическую статистику    

 ( )
( )

( )
1

1ˆ , ,
n

n i i

i

F t I Z t t
n

+

=

=    


  (2) 

использующую только наблюдаемые iX  в выборке 
( )n

. В [3] установлено, что  

( ) ( )
( ) ( )1

ˆ ˆ , .n
n

H t
F t F t t

p


+

→
→ =   

Видно, что ( ) ( )F̂ t F t , и равенство ( ) ( )F̂ t F t=  возможно лишь в случае отсутствия цензурирова-

ния (т.е. при 0G  ). Следовательно, ˆnF  является несостоятельной статистикой F. 

 

2. Оценивание функции распределения 

 

Анализ работ показал, что существующие к настоящему времени оценки для F имеют более 

сложную структуру, чем эмпирическая функция распределения. Впервые при случайном цензуриро-

вании справа PL (Product-Limit) оценка Каплана–Мейера [6] была предложена в 1958 г. Она имеет 

множительную структуру: 

 ( )

( )

( ) 
( )

( ) ( )

( ) ( )

:

1 1 , ,
1

1, , 1,

неопределена, , 0,

i

i

n

i t

КМ

n n

n n

t Z
n i

F t t Z

t Z

 

  
− −    − +  


=   =


  =






 (3) 

где 
( ) ( ) ( )1 2

...
n

Z Z Z    – порядковые статистики, построенные по Z-выборке  , 1 ,iZ i n    

а ( ) , 1 ,
i

i n    – сопровождающие их индикаторы. Оценка (3) имеет большое влияние на развитие 

статистической теории цензурированных наблюдений. Как видно из формулы определения оценки (3), 

она в последней точке 
( )n

t Z  зависит от цензурирования. Тем не менее в литературе встречаются 

разнообразные модификации этой оценки.  
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Однако (3) – не единственная оценка для F, построенная по выборке 
( )n

. Для введения других 

оценок нам необходимы некоторые дополнительные обозначения и определения. Оценим субраспре-

деления ( ) ( )0
H t  и ( ) ( )1

H t  эмпирическими функциями 

 
( ) ( ) ( )

1

1
, , 0,1.

n
m

n i i

i

H t I Z t m m
n =

=   = =  (4) 

Введем кумулятивные функции интенсивности для G, F и H 

 

( ) ( )
( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )
( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

0

0

0 0

1

1

0 0

0 1

0

,
1 1

,
1 1

.
1

t t

t t

t

dG u dH u
t

G u H u

dF u dH u
t

F u H u

dH u
t t t

H u

 = =
− −

 = =
− −

 =  +  =
−

 

 



 (5) 

Введем их оценки  

 

( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

( )
( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 1

0 1

0 0

0 1 0 1

0

, ,
1 1

1 1

, ,
1

1

t t

n n

n n

n n

t

n

n n n n n n

n

dH u dH u
t t

H u H u
n n

dH u
t t t H t H t H t

H u
n

 =  =

− + − +

 = =  +  = +

− +

 



 (6) 

где слагаемое 
1

n
 в знаменателе для оценок (6) добавлено для предотвращения деления на ноль при их 

вычислении.  

Согласно формулам (5) и (6), естественной оценкой экспоненциального вида является следую-

щая оценка Альтшулера–Бреслоу [10, 11]: 

 

( ) ( ) ( )( )
( )

( )

( )

( )  ( ) 

( )

1

1

: :

, 1
1 exp 1 exp

1
1

1
1 exp 1 exp , .

1 1

i

i i

n
i iAБ

n n

i
n i

i

i Z t i Z t

I Z t
F t t

n H Z
n

t
n i n i

=



+

 

 
   = 

= − − = − − = 
  − +    

       = − − = − −     − + − + 
   



 

 (7) 

Для сравнения с (7) используем следующую модификацию оценки (3): 

 ( )

( )

( )

( ) 

( )

( )

( )

( ) 

( )

::

, ,1 1 , ,
ˆ 11

1, .1, ,

i

ii

i

nnКМ
i Z ti t

nn

n i
t Zt Z

n in iF t

t Zt Z



 

    − 
− −        − +− +  = =  

 
  


 (8) 

Поскольку при 0, 1 ,xx e x−  −  из формул (7) и (8) имеем аппроксимацию 

 ( )( ) ( ) ( )1ˆlog 1 , ,КМ

n nF t t t +− −     (9) 

что показывает близость этих оценок при больших n. Автором [8, 9] была предложена оценка степен-

ного типа 

 ( ) ( ) ( )
( )

( )

( )

( ) ( )

( )

1

1

1

0, ,

1 1 1 , , 1 1,

1, ,

n

n

R t
R t

n n i i

n

t Z

n i
F t H t Z t Z i n

n

t Z

+



 − 

= −  −  = −     −   
 

 


 (10) 
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где ( ) ( ) ( ) ( )
11

n n nR t t t
−

=       – оценка дроби ( ) ( ) ( ) ( )
11
.R t t t

−

=       В работах [3, 8, 9] показано, что 

оценка (10) идентифицируема с рассматриваемой моделью случайного цензурирования справа, т.е. 

для оценок структуры (10) имеет место аналог равенства 

 ( )( ) ( )( ) ( )1 1 1 , .F t G t H t t +− − = −   (11) 

Действительно, если 
( ) ( ) ( )

( )11
1 1

nR t

n nG t H t
−

= −  −    – оценка для ( )G t  вида (10), то очевидно 

 
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 1

1 1 1 , , 1.n n nG t F t H t t n+− − = −    (12) 

Другими словами, оценки вида (10) определены во всех точках .+
  

Теперь рассмотрим условную вероятность 

 ( ) ( )  1| | , .p t P Z t E Z t t +=  = = =  =   (13) 

Легко видеть, что справедливы равенства   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

0 0

, , .

t t

H t p u dH u t p u d u t +=  =     

Следовательно,  

 ( ) ( ) ( ) ( )
1

0

, .

t

R t t p u d u t
− +=         (14) 

Так как вероятность (13) фактически является функцией регрессии, то ее естественно оцени-

вать следующей статистикой Надарая–Ватсона [14, 15]: 

 ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1

1 1

1 1
, .

n n
i i

n i

i i

t Z t Z
p t k k t

nh n h n nh n h n

−

+

= =

      − −
=             

         
   (15) 

Пусть ( ) ( ) ( ) ( )
1

0

ˆ , ,

t

n n n nR t t p u d u t
− +=         – оценка для дроби (14), получаемая по формулам (6) 

(третья) и (15). Тогда в формуле (10), заменив ( )nR t  на ( )ˆ ,nR t  получаем еще одну новую степенную 

оценку структуры (10): 

 
( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

( ) ( )

( )

1

ˆ
ˆ

2

1

0, ,

1 1 1 , , 1 1,

1, .

n

n

R t
R t

n n i i

n

t Z

n i
F t H t Z t Z i n

n

t Z

+



 −  

= −  −  = −     −   
 

 


 (16) 

Приведенный на рис. 1 график оценок построен с использованием объема выборки 

100; 1000n =  с уровнем цензурирования 30%. 

Как видно из рис. 1, a, если выбраны правильная функция ядра и соответствующий параметр 

ширины окна, то оценка ( ) ( )2

nF t  лучше, чем ( ) ( )1

nF t . При объеме выборки n = 1 000 (см. рис. 1, b) 

оценки асимптотически неразличимы. Однако само изображение не дает достаточной информации 

для выводов. Поэтому, чтобы узнать, какая из этих оценок «лучше», мы создадим табл. 1–3 на основе 

N = 2 000 экспериментов значения выражения равномерной метрики   

( ) ( )
0

sup ,n
t

F t F t


−  при ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2
, ,КМ

n n n nF t F t F t F t=   

на разных уровнях цензурирования с объемом 100,  200,  500, 1  000,  2 000n = . 
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N = 100 

а  

N = 1 000 

b  

Рис. 1. Оценки
 

( ) ( )1

nF t  и 
( ) ( )2

nF t  

Fig. 1. Estimations 
( ) ( )1

nF t  and 
( ) ( )2

nF t  

 
Т а б л и ц а  1  

Отклонение оценки ( )КМ

nF t  от теоретического распределения 

Теоретическое распределение ( ) 1 , 0tF t e t−= −   

          n 

% цензур. 
n = 100 n = 200 n = 500 n = 1 000 n = 2 000 

0% 0,08525 0,06047 0,03847 0,02735 0,01942 

10% 0,08703 0,06173 0,03948 0,02793 0,01977 

20% 0,09014 0,06405 0,04079 0,02889 0,02041 

30% 0,09482 0,06781 0,04317 0,03052 0,02166 

40% 0,10512 0,07564 0,04846 0,03456 0,02453 

50% 0,12387 0,09182 0,06106 0,04431 0,03233 

60% 0,15258 0,11939 0,08502 0,06528 0,05020 

70% 0,23185 0,18872 0,14288 0,11633 0,09412 

80% 0,36522 0,31959 0,26567 0,23120 0,20212 

 

Т а б л и ц а  2  

Отклонение оценки 
( ) ( )1

nF t  от теоретической функции распределения 

Теоретическое распределение ( ) 1 , 0tF t e t−= −   

          n 

% цензур. 
n = 100 n = 200 n = 500 n = 1 000 n = 2 000 

0% 0,08514 0,06041 0,03798 0,02696 0,01891 

10% 0,08576 0,06065 0,03891 0,02778 0,01946 

20% 0,08620 0,06132 0,03941 0,02832 0,01977 

30% 0,08721 0,06303 0,04036 0,03006 0,02124 

40% 0,08845 0,06424 0,04257 0,03195 0,02207 

50% 0,10239 0,07618 0,05093 0,03661 0,02596 

60% 0,14121 0,09419 0,07887 0,05906 0,03708 

70% 0,18716 0,13896 0,12348 0,10134 0,07319 

80% 0,21807 0,19675 0,16330 0,14907 0,12187 
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Т а б л и ц а  3  

Отклонение оценки 
( ) ( )2

nF t  от теоретической функции распределения 

Теоретическое распределение ( ) 1 , 0tF t e t−= −   

          n 

% цензур. 
n = 100 n = 200 n = 500 n = 1 000 n = 2 000 

0% 0,08512 0,06023 0,03742 0,02716 0,01911 

10% 0,08561 0,06044 0,03812 0,02767 0,01932 

20% 0,08617 0,06126 0,03871 0,02830 0,01956 

30% 0,08712 0,06212 0,03945 0,02902 0,02017 

40% 0,08785 0,06345 0,04105 0,03112 0,02197 

50% 0,09034 0,07332 0,04789 0,03538 0,02487 

60% 0,12056 0,08919 0,07012 0,05423 0,02718 

70% 0,17120 0,11998 0,10256 0,09558 0,07018 

80% 0,19823 0,18678 0,14993 0,13554 0,11956 

 

Сравнивая каждые столбец и строку табл. 1–3, видим, что оценка (10) ближе к функции 

распределения, чем оценка (3). Это особенно заметно, когда объем выборки небольшой и уровень 

цензурирования высок. Однако сравнивая табл. 2 и 3, легко видеть, что оценка (16) лучше, чем (10).  

 

3. Оценивание плотности вероятности  

 

Согласно определению субплотности 
( ) ( )

( ) ( )1

1 dH t
h t

dt
=  в (1) следует, что ( )( ) ( ) ( ) ( )1

1 ,G t f t h t− =  

т.е. ( )
( ) ( )

( )

1

.
1

h t
f t

G t
=

−
 

Отсюда имеем две оценки для основной плотности ( )f t : 

 ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

1

, 1,2,
1

1

k n

n
k

n

h t
f t k

G t
n

= =

− +

 (17) 

где 

 
( ) ( )

( ) ( )
1

1

1 n
i

n i

i

t
h t k

nh n h n=

 − 
=     

 
  (18) 

есть ядерная оценка субплотности ( ) ( )1
h t  (числитель оценки (15)),  

( ) ( ) ( )
( )11

1 1 ,
nR t

n nG t H t
−

= −  −    
( ) ( ) ( )

( )ˆ12
1 1

nR t

n nG t H t
−

= −  −    

есть степенные оценки для ( )G t  структур (10) и (16) соответственно, а слагаемое 
1

n
 в знаменателе в (17) 

добавлено для предотвращения операции деления на ноль при их вычислении. На рис. 2 приведена 

оценка 
( ) ( ).k

nG t  

Кроме того, для плотности ( )f t  вычислим следующие гистограммные оценки, использующие 

степенные оценки для ( )F t , вычисляемые по формулам (10) и (16):  

( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )
ˆ , 1,2,

2

k k

n nk

n

F t h n F t h n
f t k

h n

+ − −
= =  

где ( ) 1/5.h n n−=
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Рис. 2. Оценки 
( ) ( )k

nG t   

Fig. 2. Estimations 
( ) ( )k

nG t
 

 

Рисунок 3 построен с использованием выборки объема n = 100 с уровнем цензурирования 30%. 

Как видно из рис. 3, если выбраны правильная функция ядра и соответствующие параметры ширины 

окна, оценка 
( ) ( )2ˆ

nf t  по сравнению с оценкой 
( ) ( )1ˆ

nf t  ближе к ( )f t . 

 

 
( ) ( )1ˆ

nf t  

а  

( ) ( )2ˆ
nf t  

b  

Рис. 3. Оценки 
( ) ( )1ˆ

nf t  и 
( ) ( )2ˆ

nf t
 

Fig. 3. Estimations 
( ) ( )1ˆ

nf t  and 
( ) ( )2ˆ

nf t  

 

То же самое можно сказать и об оценках 
( ) ( )k

nf t . Это можно объяснить преимуществом оценки 

( ) ( )2
.nF t   

Теперь, чтобы проверить, как оценка 
( ) ( )2

nf t  зависит от параметра ширины окна и существует 

ли оптимальный параметр ширины окна, мы можем составить табл. 4 из средних значений  

( ) ( ) ( )2

0

sup n
t

f t f t


−  

в 20 000 экспериментах. 
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Т а б л и ц а  4  

Зависимости оценки 
( ) ( )2

nf t  от параметров 

 

        h 

% цензурирования 

0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% 

0,01 0,03413 0,03783 0,04328 0,05058 0,06089 0,07820 0,10967 

0,02 0,01655 0,01839 0,02107 0,02429 0,02870 0,03591 0,04857 

0,03 0,01233 0,01369 0,01563 0,01784 0,02108 0,02622 0,03484 

0,04 0,01102 0,01194 0,01388 0,01577 0,01875 0,02327 0,03071 

0,05 0,01081 0,01219 0,01357 0,01541 0,01843 0,02316 0,03007 

0,06 0,01113 0,01230 0,01398 0,01589 0,01908 0,02281 0,03112 

0,07 0,01174 0,01301 0,01480 0,01683 0,02029 0,02504 0,03313 

0,08 0,01254 0,01393 0,01587 0,01807 0,02186 0,02697 0,03574 

0,09 0,01346 0,01500 0,01712 0,01952 0,02366 0,02922 0,03876 

0,1 0,01447 0,01617 0,01849 0,02110 0,02565 0,03169 0,04208 

0,11 0,01554 0,01741 0,01994 0,02280 0,02776 0,03435 0,04562 

0,12 0,01667 0,01872 0,02147 0,02459 0,02997 0,03713 0,04933 

0,13 0,01783 0,02006 0,02305 0,02644 0,03225 0,04002 0,05317 

0,14 0,01902 0,02145 0,02467 0,02835 0,03460 0,04298 0,05711 

0,15 0,02024 0,02286 0,02632 0,03031 0,03700 0,04602 0,06113 

0,16 0,02149 0,02430 0,02801 0,03230 0,03944 0,04910 0,06521 

0,17 0,02275 0,02575 0,02971 0,03432 0,04191 0,05223 0,06934 

0,18 0,02403 0,02722 0,03143 0,03637 0,04442 0,05538 0,07350 

0,19 0,02532 0,02871 0,03317 0,03844 0,04694 0,05857 0,07769 

0,2 0,02662 0,03021 0,03492 0,04053 0,04948 0,06177 0,08190 

0,23 0,03058 0,03475 0,04020 0,04686 0,05716 0,07143 0,09456 

0,25 0,03324 0,03781 0,04375 0,05111 0,06230 0,07788 0,10297 

0,3 0,03994 0,04547 0,05263 0,06175 0,07512 0,09387 0,12373 

0,4 0,05324 0,06063 0,07012 0,08258 0,10001 0,12458 0,16310 

0,5 0,06611 0,07522 0,08686 0,10232 0,12331 0,15289 0,19886 

0,6 0,07836 0,08904 0,10262 0,12069 0,14472 0,17853 0,23088 

0,7 0,08992 0,10202 0,11732 0,13763 0,16424 0,20160 0,25937 

0,8 0,10077 0,11415 0,13096 0,15318 0,18196 0,22226 0,28460 

0,9 0,11092 0,12544 0,14357 0,16743 0,19802 0,24077 0,30679 

1 0,12042 0,13594 0,15522 0,18046 0,21257 0,25733 0,32618 

 

Из табл. 4 мы видим, что для каждого процента цензурирования существует оптимальный па-

раметр ширины окна. В табл. 4 минимальные значения выделены жирным шрифтом. При использо-

вании оптимальной ширины окна оценка становится ближе к функции плотности. 

 

Заключение  

 

Исследования в области статистики цензурированных наблюдений показали, что степенные 

оценки вероятности безотказной работы испытываемого на надежность физического устройства (или 

индивидуума) обладают рядом преимуществ по сравнению с их аналогами, построенными на основе 

множительных оценок. Особенно это заметно у заранее сглаженной оценки дроби кумулятивных ин-

тенсивностей. Методом статистического моделирования показано, что такое преимущество сохраня-

ется и для ядерных и гистограммных оценок плотности. 
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Аннотация. Работа посвящена развитию теории устойчивого оценивания А.М. Шурыгина в части ло-

кально устойчивого подхода, основанного на анализе показателя неустойчивости оценки (L2-нормы функции 

влияния). В рамках данного подхода рассмотрено семейство условно оптимальных оценок, которое может 

определяться как оптимизирующее асимптотическую дисперсию при ограничении на неустойчивость.  

На практике нередко возникает вопрос обоснованного выбора одной оценки из семейства, обеспечивающей 

компромисс между определяющими семейство критериями. Для решения проблемы предлагается сформиро-

вать функционал, представляющий собой выпуклую линейную комбинацию исходных критериев, которые 

нормируются таким образом, чтобы центр семейства соответствовал решению максиминной задачи относи-

тельно аргументов функционала. Показано, что найденная оценка минимизирует произведение критериев. 
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Введение 

 

Важным аспектом теории робастного оценивания статистических моделей является обеспече-

ние устойчивости оценок к асимметричному засорению наблюдений. Таким свойством обладают 

сниженные оценки, в которых влияние периферийных наблюдений снижено по сравнению с класси-

ческими робастными решениями или равно нулю [1–3]. Однако до недавнего времени большинство 

известных сниженных оценок было получено, по существу, эвристически. Ситуация изменилась по-

сле того, как А.М. Шурыгин [4] предложил модель байесовского точечного засорения, описывающую 

воздействие асимметричного засорения на набор данных, и локально устойчивый подход, основан-

ный на показателе неустойчивости (L2-норме функции влияния). С использованием данных концеп-

ций стало возможным получать теоретически обоснованные решения, относящиеся к классу снижен-

ных оценок и, как следствие, обеспечивающие устойчивость к асимметричному засорению. 

Примером такого решения в рамках второй из перечисленных концепций является семейство 

условно оптимальных оценок [4–8], которое может определяться как решение задачи оптимизации 

неустойчивости при ограничении на асимптотическую дисперсию (или, что то же, оптимизации 

асимптотической дисперсии при ограничении на величину неустойчивости). Эта задача сводится  

к оптимизации линейной комбинации критериев. Вместе с тем обратим внимание, что критерии 

асимптотической дисперсии и неустойчивости, на базе которых построено семейство, вообще говоря, 

несопоставимы, поскольку имеют отличающиеся размерности – обычно квадрата и куба случайной 

величины соответственно (в случаях оценивания параметра сдвига или масштаба). И подобная ситуа-

ция типична для аддитивных критериев [9]. Общепринятым подходом здесь является введение нор-

мирующих коэффициентов, которые согласуют размерности частных критериев и их вклады в сумму. 

В нашем случае нормирующие коэффициенты уже присутствуют. 

Проблема состоит в том, что исследователь не всегда располагает априорной информацией, 

позволяющей достаточно объективно присвоить нормирующие коэффициенты каждому из критери-

ев, если по смыслу задачи даны лишь сами критерии, и эта проблема хорошо известна [10]. Соответ-

ствующая задача относится к классу некорректных, поэтому стандартные приемы решения задач 

многокритериальной оптимизации в данном случае не подходят. Но, оказывается, некоторые теоре-

тические выводы можно получить даже в условиях полностью неопределенных нормирующих коэф-

фициентов, о чем и пойдет речь ниже. 

В настоящее время известен ряд способов выбора одной оценки из условно оптимального семей-

ства оценок, которые являются в большей или меньшей степени эвристическими. Например, в [4] для 

этого предложена компромиссная оценка, которая минимизирует сумму отношений асимптотической 

дисперсии и неустойчивости к их минимальным значениям. Также в [8] рассматривается равнооп-

тимальная оценка, которая обеспечивает равные значения этих отношений. В данной работе пред-

лагается еще один подход к выбору разумного компромисса в условно оптимальном семействе,  

основанный на решении оптимизационной задачи и не привязанный к минимальным значениям 

критериев. 

Для этого рассматривается функционал, представляющий собой выпуклую линейную комбина-

цию нормированных критериев, оптимизация которого приводит к условно оптимальному семейству. 

При этом нормировка критериев равносильна репараметризации семейства, которая может быть про-

изведена с точностью до произвольного положительного параметра. Произвол в выборе данного па-

раметра можно устранить путем решения максиминной задачи относительно аргументов функциона-

ла при наложении дополнительного регуляризирующего условия – чтобы решение указанной задачи 

соответствовало центру семейства. Построенная таким образом оценка названа равновесной – по ана-

логии с геометрией, где такая выпуклая комбинация двух точек аффинного пространства определяет 

центр тяжести отрезка, соединяющего эти точки. 

В разд. 1 работы приведены базовые теоретические сведения. В разд. 2 описан метод построения 

равновесной оценки для условно оптимального семейства. Также показано, что равновесная оценка 

минимизирует произведение критериев асимптотической дисперсии и неустойчивости. В разд. 3 рас-
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смотрен пример построения равновесной оценочной функции для оценки параметра сдвига косинус-

ного распределения. 

 

1. Элементы теории устойчивого оценивания 

 

Пусть mxx ,...,1  – независимые наблюдения случайной величины ξ, распределенной с плотно-

стью )θ,(xf , где RXx   и параметр RΘθ . M-оценка неизвестного параметра θ может опре-

деляться как решение оценочного уравнения [1–4] 

0)θ̂,(ψ

1

=
=

m

i

ix , 

где )θ,(ψ x  – оценочная функция параметра θ. Условие асимптотической несмещенности оценки име-

ет вид [3, 11]: 

 0)θ,()θ,(ψ)θ,ξψ( == 
X

dxxfxE , (1) 

где E – оператор математического ожидания. 

Дифференцируя (1) по θ и допуская возможность изменения порядка дифференцирования и ин-

тегрирования, можно записать следующие равенства [1, 11]: 

  


=




−=




−=

→
X

t

df

dxxfxt
t

N )θ,(
θ

)θ,(ψ)θ,ξψ(
θ

),ξψ(lim)θ(
θ

EE . (2) 

Условия регулярности. Потребуем, чтобы в окрестности истинного значения параметра θ вы-

полнялось условие асимптотической несмещенности (1), были справедливы равенства (2), функция 

)θ(N  была непрерывной и неравной нулю [1, 8]. Более полный набор условий регулярности, обеспе-

чивающий также асимптотическую нормальность и m -состоятельность оценок [3, 12, 13], приве-

ден, например, в [14]. Дополнительно будем предполагать, что там, где это необходимо, допустимо 

внесение операции дифференцирования под знак интеграла, все выписанные ниже характеристики 

оценочных функций непрерывно зависят от своих параметров, а также const)θ,( xf . 

Нормированная асимптотическая дисперсия M-оценки определяется выражением [1–3] 

)θ,ξ(IF)θ,()θ,(ψ
)θ(

1
)ψ( 22

2
E== 

X

dxxfx
N

V , 

где )θ()θ,(ψ)θ,IF( Nxx =  – функция влияния [1–3]. 

Рассмотрим локально устойчивый подход А.М. Шурыгина, основанный на показателе неустой-

чивости [4, 5] 

 ==

XX

dxxdxx
N

W )θ,(IF)θ,(ψ
)θ(

1
)ψ( 22

2
. 

Минимизация функционала )ψ(V  приводит к оценке максимального правдоподобия (ОМП) [1–3], 

минимизация )ψ(W  – к оценке максимальной устойчивости (ОМУ) [4]. Соответствующие значения 

оптимизируемых функционалов обозначим ОМПV  и ОМУW . Эффективностью и устойчивостью оцен-

ки называются соответственно относительные характеристики 

)ψ(ψeff ОМП VV= , )ψ(ψstb ОМУ WW= . 

В рамках данного подхода построено семейство условно оптимальных оценочных функций [4] 

 
λ)θ,(

)θ,(
 )λ,θ(β)θ,(ln

θ
 )λ,θ()θ,(ψ

+







+




=

xf

xf
xfcx , (3) 

где 0λ   – параметр, задающий семейство, )λ,θ(c  – произвольная непрерывная функция, неравная 

нулю для всех Θθ , функция )λ,θ(β  определяется из условия (1). Значение параметра 0λ =  в (3) 
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соответствует ОМП, значение =λ  – ОМУ. Промежуточные значения параметра λ позволяют полу-

чить различные условно оптимальные оценки, имеющие минимальную неустойчивость при ограни-

чении сверху на величину асимптотической дисперсии либо, что то же, минимальную асимптотиче-

скую дисперсию при ограничении сверху на величину неустойчивости [4–6]. 

Для выбора единственного решения из условно оптимального семейства в [4] предложена ком-

промиссная оценка, которой соответствует значение ОМУОМПλ WV= . Другое решение, называемое 

равнооптимальной оценкой [8], удовлетворяет условию ψstbψeff = . Ниже предлагается еще одно 

решение. 
 

2. Определение и свойство равновесной оценки 
 

Условно оптимальное семейство (3) при 0λ   может определяться как решение оптимизацион-

ной задачи [8] 

 
ψ

min)ψ(λ)ψ( →+ WV . (4) 

Произведем нормировку критериев )ψ(V  и )ψ(W , что равносильно репараметризации семей-

ства. Для этого введем новый параметр 

 )λλ(λ 0+=k , (5) 

где 0λ0   – неопределенный вспомогательный параметр, который задает способ репараметризации 

семейства. Нетрудно видеть, что независимо от выбора 0λ  значение ]1 ;0[k , т.е. значения k−1  и k 

являются коэффициентами выпуклой линейной комбинации, а значение 0λλ =  соответствует ее цен-

тру (значению 21=k ). Также нам понадобится преобразование, обратное к (5): )1(λλ 0 kk −= , отку-

да следует 

 2
0 )1(λλ k−= . (6) 

Штрихом здесь и ниже обозначена производная по k. 

Таким образом, нормировку критериев в (4) можно выполнить путем деления выражения в ле-

вой части (4) на 0λλ + . В результате получаем функционал 

 )ψ()ψ(
~

)1()λλ()]ψ(λ)ψ([),ψ( 0 kWVkWVkU +−=++= , (7) 

где 0λ)ψ()ψ(
~

VV =  – нормированный критерий (критерий )ψ(W  не меняется). Очевидно, минимиза-

ция функционала (7) по ψ дает то же решение, что и (4). 

Далее нужно разрешить неопределенность в выборе вспомогательного параметра 0λ . Его пред-

лагается выбирать из условия, что значение 21=k  (центр семейства) является решением максимин-

ной задачи, которая определяет баланс «интересов» между критериями )ψ(
~
V  и )ψ(W : 

 
k

kU max),ψ(min
ψ

→ . (8) 

Прежде чем сформулировать результат решения (8), заметим, что множество значений пара-

метра λ в выражении (3) можно дополнить отрицательными значениями, такими что )θ,(maxλ xf
Xx

− . 

Соответствующее семейство оценочных функций является решением задачи минимизации неустой-

чивости )ψ(W  при ограничении-равенстве вида 0)ψ( VV =  на асимптотическую дисперсию [6], где 

max0ОМП VVV  , maxV  – предел (конечный или бесконечный) асимптотической дисперсии оценки 

при )θ,(maxλ xf
Xx

−→ . Расширение условно оптимального семейства в область отрицательных значе-

ний λ влияет на оптимизационную формулировку (4): в общем случае она должна записываться как 

ψ
min |)ψ(λ)ψ(| →+ WV . 

Что касается функционала (7), то его запись не меняется, а расширение семейства сводится к расши-

рению диапазона значений параметра k в область 1k  (до некоторого максимального значения). 
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Пусть V
~

, V и W обозначают значения соответствующих функционалов для членов условно оп-

тимального семейства, которые доставляют минимум по ψ функционалу (7). 

Теорема 1. Если решение (8) существует, оно однозначно определяется условием WV=0λ . 

Доказательство. Найдем максимум по k функции kWVkU +−=
~

)1( . Для этого воспользуемся 

теоремой 1 и следствием 2 из нее в [6], согласно которым WWV =+ λ)λ( . Учитывая это свойство 

и выражение (6), проверим необходимое условие максимума функции U: 

0
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Его можно записать в виде WV =
~

, что отражает баланс «интересов». Осталось показать, что данному 

условию соответствует не более чем единственное значение k, и оно доставляет максимум функции U. 

Для этого должно выполняться 0U  во всем диапазоне допустимых значений k. Используя след-

ствие 3 из теоремы 1 в [6], согласно которому λλλ −= WV , можно записать 

)1(λ)λλ1(λλ 00 kWWVWU −=+=−= . 

Убедимся, что функция W убывает по любому из параметров k или λ при 10  k  (или 0λ  ) и воз-

растает при 1k  (или )}θ,(max,λmax{λ 0 xf
Xx

− ). 

Опуская для краткости аргументы функций, введем обозначения λ+= fs , sff )βθ(φ += . 

Также согласно следствию из теоремы 2 в [8] справедливо представление =

X

dxscN  φ 2 . Здесь 

функция N определена в (2), c и β – те же, что и в (3). Продифференцируем последнее выражение: 

 −
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dxdxf
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N
 φ φ
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β
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Обратим внимание, что первое слагаемое здесь равно 0 в силу (1). И далее, учитывая (1): 
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Воспользуемся теоремой 1 в [6]: 
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Учитывая, что  
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dxsdx
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N
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2 , приходим к неравенству Коши–Буняковского: 
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Неравенство здесь строгое, поскольку constf . Нетрудно видеть, что оно остается в силе при 0s  

(т.е. при 1k  или }max,λmax{λ 0 f
Xx

− ). В этом случае в левой части равенства сомножитель 

0cN , а 0λ W . При 10  k  или 0λ   имеем 0cN , а 0λ W . В любом случае 0U  

(включая и точку 1=k , в которой функция непрерывно доопределяется). Теорема доказана. 

Итак, поскольку условию 21=k  соответствует 0λλ 0 = , уравнение для определения ком-

промисса принимает вид: 

 WV=λ . (9) 
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Определение. Оценочная функция из условно оптимального семейства, которая удовлетворяет 

уравнению (9) при 0λ  , называется равновесной. 

Теорема 2. Равновесная оценочная функция является решением задачи 
ψ

min)ψ( )ψ( →WV . 

Доказательство. Заметим, что решение данной задачи принадлежит условно оптимальному 

семейству. Действительно, его члены доставляют минимум одному из критериев )ψ(V  или )ψ(W  при 

фиксированном значении другого [4, 6], одновременно минимизируется и их произведение. 

Определим член семейства, соответствующий решению задачи. Вновь воспользуемся равен-

ством λλλ −= WV  и запишем необходимое условие минимума функции VW : 

0)λ(
λλλ

)(
λ

=−



=




+




=




WV

W
W

V
V

W
VW . 

При 0λ→  имеем 0λ~λ)(  WVVW . При достаточно больших λ имеем 0λ W  и 0,V W−    

поэтому 0λ)(  VW , хотя и 0λ)(lim
λ

=
→

VW , поскольку каждый из критериев стремится к посто-

янной величине. Таким образом, условие 0λ =W , которому соответствует ОМУ ( =λ ), не опре-

деляет решение задачи, а условие 0λ =− WV  равносильно уравнению (9) и доставляет минимум 

функции VW  при некотором 0λ  , т.е. определяет решение. Теорема доказана. 

 

3. Пример оценивания параметра сдвига косинусной модели 
 

Рассмотрим задачу оценивания параметра сдвига θ косинусного распределения [15] c плотностью 
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)θ,( 2 , lx − |θ| . (10) 

Оценочные функции условно оптимальных оценок, совпадающие с функциями влияния, в модели (10) 

имеют вид [15]: 
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xl
x

)θ( π
cosκ

)θ( π
sin

π

)1κκ( 
)θ,(ψ

2

, lx − |θ| , (11) 

где 1λ2κ += l  – параметр, используемый для более лаконичной записи (11). Поскольку модель (10) 

является финитной, для ее робастного оценивания следует применять подход, при котором допуска-

ются наблюдения вне промежутка lx − |θ| , а оценочная функция вне данного промежутка принима-

ется равной нулю [16]. 

Характеристики асимптотической дисперсии и неустойчивости оценочных функций (11) опре-

деляются выражениями [15] 
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1κ
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1

π
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22

3l
W . (12) 

В частности, 22
ОМП πlV = , 23

ОМУ π4lW = . В [15] также показано, что в семействе (11) компромисс-

ной оценке (ОК) [4] соответствуют параметры )4(1λ ОМУОМПОК lWV == , 23κОК =  и характеристики 

% 41,85)531(2ψ stb ОК += , % 10,69)511(ψ eff 1
ОК += − ; равнооптимальной оценке (ОРО) [8] – 

значения )8(1λОРО l= , 45κОРО =  и характеристики % 75ψ effψ stb ОРООРО == . 

Для нахождения равновесной оценки (ОРВ) решим уравнение (9). Используя (12), а также 

условие 0λ   (или 1κ  ), можно записать 

λλ
λ

λλ
2

λ4λ4

2

κ11κ 2
222

=−+=−
+

=
−+−

=
ll

ll

lW

V
. 

Сократим это уравнение на λ и приведем подобные: 2)λ(11 =+ l . Отсюда получаем )3(1λОРВ l=  и 

35κОРВ = . Вычислим некоторые характеристики равновесной оценки в модели (10): 
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2

3

ОРВ
π2

9l
W = , % 89,88

9

8
ψ stb ОРВ = , 

2

2

ОРВ
π2

3l
V = , % 67,66

3

2
ψ eff ОРВ = . 

На рис. 1 показаны графики некоторых функций из семейства (11) при 1=l  и 0θ = . 

 

Наиболее близкими между собой как визуально, так и по характеристикам оказались функции 

влияния ОК и ОРВ. Причем похожи и их определения: различие состоит только в том, что в выражении 

для ОКλ  фигурируют минимальные значения показателей V и W, а в уравнении (9) – равновесные. 

Сходство оценок, с одной стороны, подтверждает разумность соответствующих эвристик, с другой – 

говорит о том, что компромиссная оценка [4], которая сравнительно просто определяется, в некото-

рых случаях может использоваться в качестве аппроксимации равновесной оценки. 

 

Заключение 

 

В работе предложен способ обоснованного выбора одной оценки из семейства условно опти-

мальных оценок [4], которая названа равновесной. Подобные методы выбора компромисса бывают 

востребованы в тех случаях, когда у исследователя отсутствует априорная информация, позволяющая 

объективно согласовать критерии, образующие семейство, особенно если критерии имеют несовпа-

дающие размерности. Между тем ввиду некорректности задачи (наличия неустранимой неопределен-

ности [10]) все подобные методы оказываются в большей или меньшей степени эвристическими. 

Предложенный подход, в отличие от ранее известных, основан на оптимизационном принципе, кото-

рый не привязан к минимальным значениям критериев (т.е. более универсальный) и позволяет есте-

ственным образом регуляризовать задачу. Благодаря этому полученное решение сбалансированно 

учитывает «интересы» каждого из критериев. 

Также показано, что равновесная оценка минимизирует произведение критериев асимптотиче-

ской дисперсии и неустойчивости. 

Изложенные в работе теоретические построения проиллюстрированы на примере задачи оце-

нивания параметра сдвига косинусного распределения [15]. Для данной модели построена равновес-

ная оценка, вычислены ее характеристики, а также приведены графики функций влияния равновес-

ной и некоторых других оценок из условно оптимального семейства. 

В частности, рассмотренный пример показал, что предложенная в [4] компромиссная оценка по 

своим характеристикам и графику функции влияния оказалась довольно близкой к равновесной 

оценке. Поскольку компромиссная оценка определяется технически проще, она при необходимости 

может использоваться вместо равновесной оценки. 
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Рис. 1. Функции влияния некоторых условно оптимальных оценок 

Fig. 1. Influence functions of some conditionally optimal estimators 
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Аннотация. Предложен вероятностный подход каскадно-иерархического типа для контроля состояния 

сложной технической аппаратуры при производстве с учетом видов контролируемых улов (программный, 

аппаратный и механический) и типов контроля: техническим средством и соответствующим уровнем квалифи-

кации персонала на основе полимоделирования. В отличие от детерминированного процесса контроля, когда 

последовательные испытания проводятся до получения некоторого исхода, предложенный подход позволил 

сформировать нестационарные правила оценивания вероятностей исходов процесса динамично, относительно 

меняющихся условий испытаний и среды. Применение меры Кульбака–Лейблера для оценивания диверген-

ции функций распределения вероятностей дефектов сложной технической аппаратуры, обладающей высокой 

чувствительностью, позволило сформировать схему двухконтурной системы поддержки принятия решений 

по динамическому планированию испытаний сложной технической аппаратуры, что в конечном счете повы-

сило степень обоснованности принимаемых решений.  
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Abstract. A probabilistic cascade-hierarchical approach is proposed for monitoring the condition of complex 
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chanical) and types of control: technical means and the appropriate level of qualification of personnel based on poly-

modeling. In contrast to the deterministic control process, when sequential tests are carried out until a certain out-

come is obtained, the proposed approach made it possible to form non-stationary rules for estimating the probabilities 

of process outcomes dynamically, relative to changing test conditions and the environment. The use of the Kullback-

Leibler measure to assess the divergence of the probability distribution functions of defects in complex technical 

equipment, having high sensitivity, allowed us to form a scheme of a two-circuit decision support system for dynamic test 

planning of complex technical equipment, which ultimately increased the degree of validity of the decisions made. 
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Введение 

 

Планирование испытаний при производстве сложной технической аппаратуры (СТА) представ-

ляет собой нетривиальную задачу в современных условиях, характеризующихся требованиями мак-

симального сокращения сроков освоения и дальнейшего развития новых изделий, повышения состо-

яния СТА различных видов в рамках координации усилий по их созданию, сокращения стоимости 

испытаний, что порождает требование минимизации натурных испытаний, и др. 

Обобщенными особенностями СТА являются: 

– сложная структурная организация, в большинстве случаев иерархического типа; 

– наличие в составе подсистем управления (особенно в случае автоматического управления) 

или подсистем приема управляющих сигналов от внешнего источника управления, что порождает 

внутреннюю видовую структурную сложность; 

– наличие программируемых микропроцессорных элементов, которые требуют принципиально 

иных подходов к тестированию, отличных от аппаратной части, и др. 

Таким образом, объекты испытаний – СТА – будем считать неоднородными, конструктивно 

разнообразными, выделяя при этом три основные составляющие: программную (П), аппаратную (А) 

и механическую (M) части. Эти особенности накладывают дополнительные требования и создают 

проблемы планирования, особенно в области летальных аппаратов ответственного применения. 

В целом испытания – процесс определения параметров сложной аппаратуры по установленной 

методике с целью оценки их соответствия требованиям. Согласно ГОСТ 21194–87 наиболее распро-

страненными при испытаниях являются следующие виды контроля: по способу контроля; по отноше-

нию к производственному процессу; по способу определения степени пригодности изделия к исполь-

зованию; по степени охвата; по характеру воздействия контроля на производственный процесс; по 

периодичности контроля; по степени участия человека. Операции контроля в процессе производства: 

выходной контроль; контроль за соблюдением технологического процесса; анализ брака и дефектов; 

техническая приемка и испытания изделий [1–3]. 

При формировании планов испытаний СТА крайне важно учитывать интервалы стационарности 

их характеристик, что позволит получать объективные оценки состояния СТА. Например, часто не 

учитывается то, что процесс испытаний длительный и реализуется на разных этапах подготовки СТА 

к сдаче в эксплуатацию, вследствие чего меняющиеся показатели изделий, а также меняющиеся 

условия испытаний вносят существенные погрешности при оценивании состояния испытуемых СТА.  

Источниками неопределенности при проведении и планировании испытаний СТА являются: 

1) внешние физические условия проведения испытаний (например, погодные условия, скорость 

направление ветра и т.п.); 

2) внешние причины, связанные с субъектом организации и проведения испытаний (знания, 

умения, особенности личности испытателя); 

3) задачи испытаний, т.е. требуемый процент успешных испытаний на каждом их этапе, что 

может быть обусловлено нестационарностью задачи исследования характеристик СТА; 

4) другие, определяемые видом СТА. 

Представляется перспективным с целью компенсации этих проблем использовать информаци-

онные подходы и адаптивные методы, которые позволяют накапливать информацию и принимать 

более обоснованные решения, исходя из динамики проведения испытаний СТА. 

Очевидно, что испытание прекращается по трем возможным причинам:  

1 – достигнут допустимый уровень знаний об объекте (энтропия близка к нулю);  

2 – об объекте в процессе испытаний не получено новой информации (исходная энтропия СТА 

не изменилась и испытания не привели к пониманию состояния СТА); 
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3 – качество СТА ухудшилась (оценки энтропии СТА увеличились); 

4 – в случае цензурированной выборки, элементами которой являются полные наработки и 

наработки до цензурирования (неполные наработки) или только значения наработки до цензуриро-

вания [4]. 

Задача проведения испытаний СТА в общем виде представляет собой процесс, на вход которого 

поступают требования из множества z = {найти вероятность успешной реализации функции системы 

в i-м испытании; найти вероятность успешной реализации функции системы в комплексе испытаний; 

обеспечить проведение испытаний в течение заданного времени T; учесть неопределенность при про-

ведении испытаний в виде некоторого параметра ; сформировать траекторию испытаний СТА с из-

меняющимися параметрами процесса и т.п}.  

С учетом требований к испытаниям формируется множество результатов, которые позволяют 

осуществить поддержку принятия решений лицом, принимающим решения (ЛПР), например, по из-

менению длительности испытаний. Примеры наиболее типичных ситуаций, в которых затруднено 

принятие решений, предложены в следующих формулировках. 

Ситуация 1: при проведении 6 испытаний СТА из 10 запланированных все дали положитель-

ный результат, после чего принято решение о прекращении дальнейших испытаний.  

Ситуация 2: при проведении 6 испытаний СТА из 10 запланированных 5 дали отрицательный 

результат, после чего принято решение о прекращении испытательного процесса для дополнительной 

доработки СТА.  

Ситуация 3: проведено 8 испытаний из 10 запланированных, 4 дали положительный, 4 – отри-

цательный результат, целесообразно продолжить испытания. 

Таким образом, возникают вопросы: Какова степень обоснованности принимаемых решений? 

Каковы оценки вероятностей ошибок 1-го и 2-го рода для случаев, отмеченных в примерах? Какова 

динамика вероятностей отрицательного результата испытаний СТА в зависимости от объема контро-

лируемой партии изделий? Какое количество информации извлечено из этих типовых ситуаций? 

Следовательно, важными представляются учет динамичности процесса испытания СТА, учет 

неопределенности условий проведения испытаний, что позволит в ряде случаев оптимизировать про-

цесс испытаний СТА, например, на основе сокращения сроков сдачи СТА заказчику, либо, напротив, 

обосновать необходимость увеличения длительности испытаний или их этапов. 

Проблемам испытаний изделий СТА посвящено много публикаций. Так, в работах [1, 2] приво-

дится классификация испытаний по назначению (ГОСТ 16504.81), дифференцируются исследователь-

ские, контрольные, сравнительные, определительные, специальные. В работе [4] показано, что мини-

мум дисперсии прогнозной оценки обеспечивается за счет оптимального распределения испытаний  

в области критической нагрузки объекта, что характерно для критических состояний, однако не ими-

тирует стационарный режим функционирования объектов. Исследования, касающиеся оценивания 

состояния изделий СТА, приводятся, например, в [5–7]. В [5] – на основе марковской модели с непре-

рывным временем и одновременного применения экспериментального и расчетно-эксперименталь-

ного метода оценки показателей надежности и других параметров, при этом уравнения для расчетно-

экспериментального метода получены на основе описания процесса эксплуатации объекта матричной 

моделью. В источниках [6, 7] приводятся оценки, позволяющие оценивать среднюю наработку до 

отказа, заданную конечной величиной при безотказных испытаниях, проводимых по биномиальному 

плану, оценка построена в предположении, что наработка до отказа имеет экспоненциальное распре-

деление. Расчет значений потока отказов в [7] сделан для каждого объекта при условии, что стати-

стических данных достаточно для выполнения расчета (зафиксировано 3 и более отказа); по каждому 

показателю надежности предложено вычислять точечную оценку и ее доверительные интервалы.  

Задача определения моментов стохастических различий функций распределения решалась мно-

гими авторами на основе методов, представленных, например, в публикациях [8–13]. Многие авторы 

сводили эту задачу к оценке квалиметрических свойств модели [13], предложено выполнять сопо-

ставление модели объекту по целостному свойству через измерение расстояния между соответству-

ющими точками в n-мерном пространстве элементарных свойств объекта.  
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В связи с преодолением ряда отмеченных трудностей рекомендуется в некоторых случаях при-

менение метода Вальда, который рассматривается многими авторами как основа анализа процесса 

последовательных испытаний; он позволяет снизить риск принятия неправильных решений, что осо-

бенно важно в ситуациях, когда последствия ошибок могут быть значительными, в методе не преду-

сматривается заранее фиксированного объема выборки n и решение о прекращении испытаний выно-

сится в зависимости от проведенных испытаний [6]. Однако метод последовательных испытаний 

Вальда недостаточно конструктивен в связи с тем, что вероятность исхода испытаний в большинстве 

случаев непостоянна. 

Идеи полимоделирования (мультимоделирования) рассматривались в [14] и эффективно при-

меняются для исследования сложных систем, когда одной модели оказывается недостаточно и требу-

ется несколько иногда разнотипных моделей. Их сопряжение, топологии рассматриваются в [15],  

где авторами предложена методология построения полимодельных комплексов в рамках каскадно-

иерархических структур для моделирования ресурсных характеристик сложных систем при исследо-

вании динамики деградационных отказов и пополнения ресурсов. Предложенный подход позволил  

в параметрическом модельном пространстве строить планы исследований сложных систем и на осно-

ве принципа перманентности оценочного функционала сохранять константность представимости  

системных характеристик при фазовом укрупнении пространства моделирования, что для данного 

исследования оказалось полезным при построении двухконтурной системы поддержки принятия ре-

шения при планировании испытаний по оценке состояний СТА. 

В целом в исследованиях рассматриваемой области можно выделить следующие особенности: 

методы в большинстве случаев имеют высокую общность и, следовательно, малоприменимы к кон-

кретным видам изделий либо, напротив, ориентированы сугубо на конкретные виды СТА. Авторы 

настоящего исследования считают целесообразным выделить два основных направления планирова-

ния испытаний изделий СТА: 

1) применение аналитического моделирования с использованием естественного для классиче-

ских случаев решения данной задачи – оценки энтропии по результатам испытаний сложной аппара-

туры – биномиального распределения вероятности в методе Вальда; 

2) применение моделирования для оценки энтропии по результатам испытаний сложной аппа-

ратуры на основе меры Кульбака–Лейблера. 

Исследованию этих направлений при решении задачи повышения эффективности проведения 

испытаний СТА, планирования этого процесса, ситуационного управления и соответствующего кон-

троля состояния СТА посвящена настоящая статья, в том числе для создания современных систем 

поддержки принятия решений в этой области на основе систем искусственного интеллекта. 

Цель статьи – предложить вероятностную схему контроля состояния сложной технической 

аппаратуры, учитывающую возможную неопределенность условий проведения испытаний и неста-

ционарность их параметров для поддержки принятия решений ЛПР по дальнейшему проведению  

испытаний. 

 

1. Математическая модель оценки результатов контроля сложной аппаратуры  

на основе применения биномиального распределения вероятности   

 

При построении модели рассматривается три состояния СТА: исправное, неисправное состоя-

ние (наличие одного или нескольких дефектов – в дальнейшем будет использоваться определение 

дефекта как комплексного обозначения неисправности СТА) и неопределяемое, которое может быть 

сформулировано по результатам кластеризации множества состояний СТА. 

Рассмотрим процесс испытаний СТА системой контроля состояния (СТК), в результате которо-

го состояние СТА может быть определено как дефектное или исправное с вероятностью p1 или (1 – p1) 

соответственно; p2 – вероятность обнаружения дефекта СТА (вероятность не обнаружения, соответ-

ственно, (1 – p2)). Тогда по результатам текущего испытании мы можем получить один из 4 исходов:  

1) p1p2 –дефект есть, и он обнаружен;  
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2) p1(1 – p2) – дефект есть, и это не обнаружено (ситуация возможна в сложном случае скрытых 

дефектов); 

3) (1 – p1)p2 – дефект отсутствует, и это подтверждено результатами контроля;  

4) (1 – p1)(1 – p2) – дефект отсутствует, и это не подтверждено (возможно при оценивании ка-

чества складируемых изделий; в данном исследовании не рассматривается). 

Обозначим априорные вероятности дефектов: рП – в программной (П), рA – в аппаратной (А) и 

рM – в механической (M) частях СТА; их сумма определяет априорную вероятность дефектов всех 

видов СТА.  

Рассмотрим гипотезы: Н1 – гипотеза, определяющая наличие дефекта при испытании, Н2 – ги-

потеза, определяющая отсутствие дефекта при испытании. Рассмотрим сложное событие Vl в некото-

рый фиксированный момент времени, которое может быть представлено в логическом виде и которое 

отражает выполнение испытаний как полная сумма событий: 1 2 3( ) ( ) ( ), ,lV V S V S V S l L=     где 

1 2 3( ), ( ), ( )V S V S V S  – события обнаружения дефектов в программной, аппаратной или механической 

частях СТА соответственно. 

Обозначим 1 1 1 2 2 1 2 2 3 1 3 2( ) | , ( ) | , ( ) | , ( ) | , ( ) | , ( ) |V S H V S H V S H V S H V S H V S H  условные вероят-

ности результата испытаний из-за событий 1 2 3( ), ( ), ( )V S V S V S соответственно и их вероятности: 

1 1 1 2 2 1 2 2 3 1 3 2( ( ) | ), ( ( ) | )), ( ( ) | ), ( ( ) | ), ( ( ) | ), ( ( ) | );P V S H P V S H P V S H P V S H P V S H P V S H  обозначим 1( ),P H  

2( )P H  – вероятности событий, соответствующих гипотезам Н1, Н2. 

Используя формулу полной вероятности, получим 
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 }, 1, .L i N=

 (1) 

Оценка энтропии состояния СТА определяется на основе (1): 

 
1 2 3( ) 1 1 ( ) 2 2 ( ) 3 3( ( )) ln ( ( )); ( ( )) ln ( ( )); ( ( )) ln ( ( )).V S V S V SH P V S P V S H P V S P V S H P V S P V S= −  = −  = −   (2) 

Семейство равенств (2) является энтропийной моделью состояний СТА при контроле. На ее ос-

нове возможны постановки задач анализа, управления и оптимизации процесса проведения контроля 

и испытаний. На рис. 1 приведены графики энтропии состояния СТА в зависимости от числа испыта-

ний при контроле (N). С ростом вероятности наличия дефекта в СТА (р1) энтропия состояния заметно 

растет (см. рис. 1, b). 

Работа системы по оценке состояния СТА поддерживается техническими средствами Тс и пер-

соналом Kр, тогда результат контроля состояния СТА определится декартовым произведением  

KKij = Tci  Kpj. При идентификации дефектов q типами технических средств и h типами различных 

уровней квалификации персонала, получим матрицу вероятностей: 
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Запись KK12 означает, что контроль состояния выявил дефект техническим средством типа 1 и квали-

фикацией персонала типа 2. На основе (3) формируется три матрицы, связанных с выявлением дефек-

тов в различных частях СТА (А, П, М): Π Π A A M M, ,ij ij ijKK kk KK kk KK kk= = = , размерности m и n 

вариативны относительно вида СТА. 
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а                                                                                                          b  

Рис. 1. Энтропия состояний сложной технической системы в зависимости от вероятности обнаружения дефекта  

при числе испытаний (N) при условии, что вероятность наличия дефекта: p1 = 0,1 (а); p1 = 0,4 (b) 

Fig. 1. Entropy of states of complex technical equipment depending on the probability of detecting a defect  

with a number of tests (N), provided that the probability of a defect: а) p1 = 0,1 b) p1 = 0,4 

 

Платежные матрицы затрат по уменьшению энтропии контроля состояния СТА имеют вид: 
Π Π A A M M, ,ij ij ijZKK zkk ZKK zkk ZKK zkk= = = , где Π

ijzkk , A

ijzkk , M

ijzkk  – затраты при проведении кон-

троля СТА конкретного вида i-м типом технического средства и j-м типом уровня квалификации пер-

сонала.  

Следовательно, вероятность обнаружения дефекта СТА p2 представляет собой полную вероят-

ность по событиям, соответствующим гипотезам Н1, Н2 с учетом Π A M, ,KK KK KK  и / или Π ,ZKK  

A M,ZKK ZKK . Учитывая формулы полной вероятности (1) и матрицу вероятностей (2), найдем  

вероятности того, что событие наличия дефекта в процессе испытаний каждой СТА проявится  

k раз. Это может быть определено на основе биномиального закона распределения случайной вели-

чины (СВ): 

 ( ) A M
1 1

1 1 1 1

A M( ( )) 1 ( ) ,( )
i ij j

d k
q qh h

k k
d

Tc c pTKp K

KK KP k C p pK KK KK KK KK 

−

= = = =

  
 

 = =  −      
 

  (4) 

где p1 и d – параметры биномиального распределения. 

Таким образом, согласно (4) стохастической схеме контроля состояния СТА соответствует мо-

дель, в которой возможно как управлять параметрами типов контроля (техническими средствами, 

требуемой квалификацией персонала) и видами дефектов в различных частях СТА, так и решать оп-

тимизационные задачи по управлению требуемыми затратами по каждому из типов локализации де-

фектов Π

ijzkk , A

ijzkk , M

ijzkk , в том числе, например, на основе минимаксного критерия Вальда. 

Результаты численного моделирования вероятностей исходов вариантов контроля состояния 

СТА на основе биномиального распределения с учетом различных d (число испытаний), вероятности 

наличия дефекта p1 = 0,4 и вариаций вероятностей обнаружения дефекта СТА (р2), выполненного  

с помощью инструмента Mapple, приведены на рис.2.  

Показанные на рис. 2 результаты моделирования апостериорных вероятностей дефектов СТА  

c учетом вероятностей обнаружения р2 позволяют видеть сглаживание формы графиков. При плане 

испытаний d = 10 вероятности того, что событие наличия дефекта в процессе испытаний каждой СТА 

проявится k раз более, сконцентрированы около математического ожидания и имеют малые k относи-

тельно планов испытаний d = 15 и d = 30. Наблюдается зависимость: чем больше выборка (объем 

плана испытаний), тем больше информации получит ЛПР, энтропия событий (в данном случае отно-

сительно обнаружения дефектов изделий) снижается, однако растет стоимость испытаний.  
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 a                                                                  b                                                                 c 

Рис. 2. Распределение вероятностей для вариантов контроля состояния СТА для p1 = 0,4, p2 = 0,2; 0,5; 0,8: 

а – при d = 10, b – при d = 15, c – при d = 30 

Fig. 2. Probability distribution for quality control options CTE for p1 = 0,4, p2 = 0,2; 0,5; 0,8: 

a) at d = 10, b) at d = 15, c) at d = 30  
 

Таким образом, остается проблема определения оптимального плана испытаний для снижения 

их стоимости при определенном уровне апостериорной энтропии процесса испытаний. Кроме того, 

рассмотренные особенности процесса испытаний и учет уровней персонала, типов средств контроля 

испытаний приводят к необходимости построения полимодельного комплекса исследования процесса 

испытаний СТА. Схема полимоделирования в рамках предложенного метода представлена на рис. 3.  
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Рис. 3. Схема полимоделирования в стохастическом методе контроля состояния СТА 

Fig. 3. Polymodeling scheme in the probabilistic state control CTE method 
 

Можно видеть, что полимодельный комплекс определяется тремя факторами: типами техниче-

ских средств контроля состояния, уровнями квалификации персонала при контроле состояния и ви-

дами локализации дефектов в СТА. Таким образом, схема полимоделирования имеет каскадно-

иерархическую топологию [14]. 

Рассмотренная модель испытаний СТА построена в условиях некоторых допущений, поскольку 

вероятность события неисправности в результатах испытаний зависит от многих факторов, в том 

числе определяется непостоянством условий проведения экспериментов, старением или износом ап-

паратуры, в том числе испытательных стендов и т.п. Исследование причин появления этих факторов 

не является задачей настоящей статьи. Поскольку модель на основе биномиального распределения не 

позволяет в достаточной степени поддержать процесс принятия решений, далее рассматривается 

применение более тонких механизмов поддержки принятия решений по планированию испытаний 

СТА на основе меры Кульбака–Лейблера. 

 

2. Математическая модель оценки результатов контроля состояния сложной аппаратуры  

на основе применения меры Кульбака–Лейблера  

 

При построении модели принят тот факт, что вероятность исхода процесса контроля состояния 

СТА p не предполагается постоянной; возможный диапазон ее изменения: ,p      , где δ – текущее 

отклонение, а   – допустимая его граница. Например, среднее значение вероятности обнаружения 
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дефектов i-го типа в процессе контроля равно 0,3, при росте вероятности дефекта до 0,4 наблюдается 

изменение состояния СТА (по одному или группе параметров). Как было рассмотрено ранее, причины 

важности применения высокочувствительных методов при проведении контроля состояния СТА свя-

заны с многими факторами, такими как типы контроля, виды контролируемых узлов СТА и др. 

В простейшем случае рассматриваются два этапа испытаний: начальный и заключительный, 

которые характеризуются естественным снижением вероятности обнаружения дефектов γ вследствие 

завершения процесса доработки СТА. Отметим, что в более сложных случаях таких этапов может 

быть больше. Предположим, что случайная величина (СВ), определяющая изменчивость p, распреде-

лена по нормальному закону и для 10 натурных испытаний двух образцов разных уровней сложности 

(I тип сложности; II тип сложности) получены следующие результаты в виде частот появления веро-

ятностей р, изображенные на рис. 4.   

Введенные градации типов сложности СТА (I – конструктивно монотонная, сложная, II – кон-

структивно немонотонная, сложная) позволяют иллюстрировать истоки заметных различий в резуль-

татах оценок состояния СТА (см. рис. 4, а, b)  Под конструктивной монотонностью СТА в статье  

понимается наличие подавляющего числа однотипных конструктивных элементов. 
 

     

а                  b 

Рис. 4. Частоты обнаруженных дефектов при анализе состояния сложной технической аппаратуры  

в серии из 10 натурных экспериментов (средняя вероятность обнаружения дефектов p2  =0,31)  

на начальном и заключительном этапах испытаний для двух образцов СТА: а – I тип; b – II тип 

Fig. 4. The frequency of detected defects in the analysis of the state of complex technical equipment  

in a series of 10 field experiments (average probability of the probability of detecting defects p2= 0,31)  

at the initial and final stages of testing for two samples CTA: a) I type; b) II type 

 

Как видно из результатов обработки натурных испытаний при контроле состояния СТА, приве-

денных на рис. 4, различия в числе полученных значений вероятностей наличия дефектов на началь-

ном и заключительном этапах производства СТА весьма заметны и составляют для одного типа  

от 1 до 3 (см. рис. 4, а), для СТА другого типа график различий имеет иной вид, несмотря на то что 

средние вероятности обнаружения дефектов остались прежними, частоты дефектов не уменьшились, 

но не превышают значения в первой группе испытаний, а частоты на начальном этапе несколько ни-

же. В этой связи представляется важным понимать состояние СТА на разных временных отрезках 

(интервалах) производства на основе определения различия процессов начального и заключительного 

этапов процесса создания СТА. 

Представим набор возможных состояний СТА при проведении r-го испытания четверкой:  

 , , ,r r rQ M p   , (5) 

где 1,r m  (m – количество испытаний), M – математическое ожидание вероятностей события нали-

чия дефектов СТА, pr – апостериорные вероятности дефектов СТА в r-м испытании, α – коэффициент 

значимости важного конструктивного параметра (параметров) СТА, ξr – коэффициент влияния слу-

чайного фактора при проведении k-го испытания.  
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Тогда состояние СТА после серии из m испытаний с учетом (5) представимо в виде кортежа:  

 , , ( ), , ( ), ,m r m n nQ M M p M m N  , (6) 

где ( )rM p  – математическое ожидание вероятностей наличия дефектов СТА в серии из m испытаний 

и партии N изделий, ( )nM   – математическое ожидание наличия случайного фактора в серии из  

m испытаний и партии N изделий.  

В первом приближении r  и ( )nM   будем считать некоторыми константами, а конструктив-

ные параметры СТА постоянными в серии испытаний, тогда можно видеть, что состояние СТА опре-

деляется ( )nM p  или rp .  

В рассмотренных на рис. 3 результатах натурных испытаний речь идет о двух этапах: началь-

ном и заключительном, – иллюстрирующих явные изменения состояний СТА, однако моменты этих 

изменений лежат в области неопределенности, и именно поэтому выбирались явно выраженные со-

стояния объекта относительно жизненного цикла их производства. Предлагаемое в данной статье ис-

пользование меры Кульбака–Лейблера дает возможность получать количественные оценки возмож-

ных границ состояния СТА за счет оценки расхождения между функциями распределения (ФР) отри-

цательных результатов при испытаниях с любым законом распределения СВ в рамках близлежащих 

этапов производства СТА. Основными преимуществами использования меры Кульбака–Лейблера  

в задаче определения расстояний между ФР СТА являются чувствительность к изменениям состоя-

ния системы, малая вычислительная трудоемкость, адаптивность к внешним воздействиям.  

Информационная мера Кульбака–Лейблера (расстояние Кульбака–Лейблера; ИМКЛ) распреде-

лений pl относительно ql рассчитывается следующим образом: 
1

( ) log
K

l
l l

l l

p
p q

q=

−  [11].  

На основе ИМКЛ и с учетом того, что в результате оценивания состояния СТА вероятность об-

наружения дефектов СТА в k-м испытании изменяется в пределах заданной (требуемой) точности , 

имеем |P(r) – P(r0)| < ; выражение ИМКЛ в задаче идентификации состояний СТА запишется в виде: 
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где 0 0( ( , , , ) || ( , , , ))r r rD P M P M       – дивергенция Кульбака–Лейблера (ДКЛ) как мера расстояния 

распределений вероятностей rP  относительно 0P  в r-м испытании из R; 0 , j   – априорное и апо-

стериорное среднеквадратическое отклонение математического ожидания СВ дефекта СТА соответ-

ственно; 0 ,   – априорный и апостериорный случайные параметры СТА соответственно (в общем 

случае – вектор). 

Значение  выбирается по согласованию с заказчиком, так же как и 0 , j  , что будет влиять на 

чувствительность метода оценивания перехода объекта в новое состояние Qs, s{S} – множество 

наблюдаемых состояний СТА. Учитывая предложенные градации типов сложности СТА (I – кон-

структивно монотонная, сложная, II – конструктивно немонотонная, сложная), введем коэффициент 

сложности I, II, что отразится в выражении (7): 
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 (8) 

где DI, DII – ДКЛ распределений вероятностей Pk относительно P0 в k-м испытании из N I и II типов 

соответственно, а 
I

M ,
II

M , 
I , 

II  – уточненные математические ожидания и требуемые точности 

ДКЛ каждого типа. Эти уточнения распространяются на СТА, включенные в выбранные I и II типы 

на основе экспертных решений ЛПР. 
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Целью моделирования ДКЛ на основе (8) является получение количественных оценок возмож-

ного изменения состояния СТА за счет оценки расхождения ФР вероятностей дефектов СТА при 

оценке состояний с ограничением только возможностями генераторов (псевдогенераторов) случай-

ных чисел, что в дальнейшем позволит принимать обоснованные решения по управлению процессом 

контроля качества в частности и испытаний СТА в целом. 

Для получения числовых оценок различия процессов начального и заключительного этапов 

производства СТА воспользуемся формулой Кульбака–Лейблера. В табл. 1 приведены результаты 

имитационного моделирования различия ФР вероятностей дефектов СТА при контроле состояния,  

а на рис. 5, а – графическое представление дивергенции Кульбака–Лейблера при различных стан-

дартных отклонениях : 0,01; 0,02; 0,03. При увеличении числа испытаний до 30 получены результа-

ты, отражающие в том числе область предполагаемого изменения состояний СТА (табл. 2, рис. 5, b).  

Т а б л и ц а  1   

Результаты имитационного моделирования 

m 0,30 0,301 0,302 0,303 0,304 0,305 0,306 0,307 0,308 0,309 0,31 0,41 0,42 0,43 0,44 

σ = 0,03 0,07922 0,10486 0,08239 0,08653 0,05233 0,05653 0,08957 0,06443 0,08007 0,06757 0,16048 0,20687 0,26639 0,27749 0,27522 

σ = 0,05 0,21129 0,13775 0,12111 0,06826 0,09925 0,05799 0,11183 0,10376 0,11551 0,0806 0,31385 0,33443 0,35724 0,41064 0,43261 

σ = 0,01 0,00385 0,00519 0,00851 0,00513 0,00341 0,00182 0,00299 0,00356 0,00253 0,00266 0,08455 0,11195 0,12346 0,15411 0,18155 

 

Т а б л и ц а  2   

Результаты имитационного моделирования 

M 0,301 0,302 0,303 0,304 0,305 0,306 0,307 0,30S 0,309 0,31 0,311 0,312 0,315 0,41 

m = 20 0,00972 0,01302 0,0103 0,00757 0,01241 0,00707 0,01038 0,00801 0,01179 0,00955 0,01008 0,01253 0,0115 0,02698 

m = 30 0,01412 0,00972 0,01284 0,01086 0,0138 0,01349 0,00798 0,01244 0,00711 0,01324 0,00998 0,0081 0,01426 0,02707 

 

 

a 

 

b 

Рис. 5. Результаты имитационного моделирования зависимости дивергенции функций распределения  

вероятностей дефектов при анализе состояния сложной технической аппаратуры: 

а – для  = 0,01; 0,02; 0,03; b – в зависимости от числа испытаний m 

Fig. 5. The results of simulation modeling of the dependence of the divergence of distribution functions  

the probabilities of defects in the analysis of the state of complex technical equipment:  

а) for  = 0,01; 0,02; 0,03; b) depending on the number of tests m 
 

Результаты имитационного моделирования меры различия функций распределения вероятностей 

дефектов СТА, приведенные на рис. 5, а, показывают, что при изменении стандартного отклонения  от 

0,01 до 0,03 наблюдается рост дивергенции Кульбака–Лейблера начиная с M = 0,309, что не противоре-
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чит начальной гипотезе об изменении состояния СТА при переходе к вероятности неисправности от 0,3 

к 0,31. На рис. 5, а область предполагаемого изменения состояния СТА выделена затемнением. 

Результаты имитационного моделирования меры различия функций распределения вероятно-

стей дефектов сложной технической аппаратуры, приведенные на рис. 5, b, показывают, что рост ди-

вергенции Кульбака–Лейблера сдвигается при увеличении объема испытаний, для m = 10 – начиная  

с M = 0,309, к M = 0,14 (при m = 20) и M = 0,15 (при m=30). Область предполагаемого изменения со-

стояния СТА выделена затемнением. Эти результаты также не противоречат начальной гипотезе об 

изменении состояния СТА при переходе к вероятности неисправности от 0,3 к 0,4, но и дают воз-

можность определять изменение состояния СТА с высокой чувствительностью. 

Таким образом, планирование испытаний СТА реализуется на основе рассчитываемых границ 

их состояний, и в зависимости от требуемой точности может быть обосновано необходимое количе-

ство испытаний m, т.е. получена возможность управления m за счет  и . Безусловно, в более слож-

ных случаях управляющими параметрами являются  и учет неопределенности в виде . 
 

3. Структура системы поддержки принятия решения при планировании испытаний  

по оценке состояний сложной технической аппаратуры  
 

Предложенный вероятностный подход при контроле состояния СТА, использующий описанную 

имитационную модель с учетом применения ДКЛ, позволил построить двухконтурную структурную 

схему системы поддержки принятия решения (СППР) по определению границ изменения состояний 

при планировании испытаний сложной технической аппаратуры со следующими параметрами: коли-

чество испытаний m, стандартное отклонение , математическое ожидание дефектов СТА, отклоне-

ние  и др., что позволит формировать высокочувствительный анализ динамики состояний СТА при 

контроле (рис. 6). 
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Рис. 6. Структура двухконтурной системы поддержки принятия решения  

при планировании процесса контроля состояния сложной технической аппаратуры 

Fig. 7. The structure of a two-circuit decision support system for planning the process  

of monitoring the condition of complex technical equipment 
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Структура предложенной СППР содержит несколько подсистем в рамках двух контуров управ-

ления: идентификации задачи, идентификации и ввода параметров управления, получения парамет-

ров динамического планирования процесса контроля состояния СТА, уточнения параметров процесса 

и непосредственно оценивания состояния СТА, управления планированием процесса контроля состо-

яния СТА, уточнения решения при динамическом планировании. В контуре 1 ЛПР предлагается про-

должить процесс контроля, а в контуре 2 – окончить процесс контроля в связи с получением прием-

лемой оценки энтропии состояния СТА. Предполагается разработка уникальных, свойственных  

отдельным типам СТА, и универсальных алгоритмов анализа состояния на основе анализа различия 

ФР вероятности наличия дефектов СТА при контроле состояния.  

В системе формируются оценки проведения контроля (или мониторинга) состояния СТА на 

различных этапах производства СТА с высокой чувствительностью благодаря применению меры 

Кульбака–Лейблера, а также предусмотрен выбор контуров управления ЛПР окончания или продол-

жения процесса, исходя из анализа промежуточных результатов контроля состояния СТА, что позво-

ляет повысить обоснованность принимаемых решений.  

 

Заключение 

 

Контроль состояния в процессе производства СТА представляет собой нетривиальную задачу  

в связи с нестационарностью условий проведения испытаний. В статье предложен полимодельный 

вероятностный подход каскадно-иерархического типа для контроля состояния СТА с учетом видов 

контролируемых улов (программный, аппаратный и механический) и типов контроля: на основе тех-

нических средств и исходя из соответствующего уровня квалификации персонала, что привносит до-

полнительную факторную нагрузку на модель.  

В отличие от детерминированного процесса контроля, когда последовательные испытания про-

водятся до получения или не получения ожидаемого исхода, предложенный подход позволил сфор-

мировать нестационарные правила оценивания вероятностей исходов процесса в системе контроля 

состояния СТА. Применение меры Кульбака–Лейблера как меры дивергенции функций распределе-

ния вероятностей дефектов сложной технической аппаратуры, обладающей высокой чувствительно-

стью, позволило сформировать схему двухконтурной системы поддержки принятия решений по  

динамическому планированию испытаний сложной технической аппаратуры и повысить степень 

обоснованности принимаемых решений ЛПР. В том числе в рамках СППР реализуется накопление 

обучающей информации, и это способствует повышению квалификации персонала. Предложенный 

подход способствует повышению эффективности проведения испытаний СТА, планирования этого 

процесса, ситуационного управления, в том числе для создания современных систем поддержки при-

нятия решений в этой области на основе систем искусственного интеллекта. 
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Аннотация. Винеровские деградационные модели с ковариатами широко используются для оценки 

функции надежности по данным об изменении показателя деградации во времени. В данной статье разрабо-

тан алгоритм построения оптимального плана эксперимента на надежность, который предусматривает вы-

числение оптимальных величин нагрузок, количества исследуемых изделий и моментов времени измерения 

показателя деградации с учетом ограничений на время эксперимента и критического значения показателя де-

градации. Предложенный алгоритм основан на оптимизации суммы функционалов от информационной мат-

рицы Фишера и условной информационной матрицы Фишера при заданных ограничениях на величину 

нагрузки, длительность проведения эксперимента и минимальный интервал между моментами времени изме-

рения показателя деградации. Применение разработанного алгоритма рассмотрено на примере данных об ис-

следовании светодиодов (LED).  
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Abstract. The Wiener degradation models with covariates are widely used for reliability analysis by degradation 

index paths. In this paper, we suggest an algorithm for constructing the optimal design based on the Wiener degrada-

tion model, which involves determining optimal stress levels, the number of objects under each stress level and the 

time moments for measuring degradation index, taking into account the limitation on the duration of the experiment 

and the critical value of the degradation index. The proposed algorithm is based on optimizing the sum of functionals 

from the Fisher information matrix (FIM) and the conditional Fisher information matrix (CFIM) under given  

restrictions on the stress levels, the duration of the experiment and the minimal interval between the time points  

of measuring the degradation index. As an example, the application of the developed algorithm is considered for the 

LED reliability analysis. 
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Введение 

 

В условиях быстрого развития технологий и высоких требований со стороны потребителей 

срок службы производимых изделий должен быть достаточно долгим. Следовательно, отказы могут 

не возникнуть в течение ограниченного времени тестирования на надежность. Таким образом, ис-

пользовать классические методы, основанные только на данных о времени отказа, невозможно. В том 

случае, когда есть возможность получить данные о деградационным показателе, характеризующем 

процесс ухудшения работы исследуемых изделий, переходят к анализу надежности на основе дегра-

дационных моделей [1]. Несмотря на то, что получение данных о деградации позволяет проводить 

анализ надежности на более ранних сроках, не дожидаясь выхода из строя всех объектов исследова-

ния, этот процесс может занять много времени. Поэтому во многих статьях можно встретить комби-

нированный подход – получение деградационных данных в процессе проведения ускоренного экспе-

римента [2]. 

В качестве вероятностной модели, описывающей распределение времен наступления отказов  

в зависимости от величины нагрузки на основе данных о деградации, часто используют винеровскую 

деградационную модель. Особенностью данной модели является то, что приращение деградационного 

показателя может быть как положительным, так и отрицательным [3–5]. Другие популярные модели, 

такие как гамма и обратная гауссовская модели, также часто используются в различных приложениях, 

однако приращение деградационного показателя в этих моделях всегда положительное, что необхо-

димо учитывать при их использовании [6–8]. 

Ускоренные испытания можно классифицировать по трем типам нагрузок: постоянные нагруз-

ки, ступенчатые нагрузки и прогрессирующие нагрузки [9, 10]. В данной статье рассматривается ви-

неровская деградационная модель с постоянными нагрузками в ходе проведения ускоренного экспе-

римента. Перед проведением ускоренных испытаний следует задать план эксперимента. Для этого 

проводят предварительные испытания для построения деградационной модели, после чего можно 

переходить к подбору оптимальных условий для проведения повторного эксперимента на надеж-

ность. Оптимальное планирование эксперимента является распространенным подходом для сниже-

ния экономических затрат на проведение самого эксперимента и повышения точности получаемой на 

его основе модели. Кроме того, для достижения корректных результатов необходимо учитывать раз-

личные факторы, такие как свойства материала, граничные условия, геометрические размеры, пре-

дельные нагрузки [11]. 

В литературе представлены различные подходы к построению оптимального плана экспери-

мента для получения величин оптимальных нагрузок и количества исследуемых объектов с различ-

ными ограничениями как на величину допустимых нагрузок, так и на стоимость и продолжитель-

ность эксперимента. При этом выбор целевой функции оказывает существенное влияние на результат 

оптимального планирования ускоренного эксперимента [12]. В [13–15] проводились исследования 

различных целевых функций, оптимизация которых может приводить к увеличению точности оценок 

параметров модели или точности прогнозирования срока службы изделий в зависимости от постав-

ленной задачи. Согласно текущим исследованиям, множество целевых функций включает в себя не-

который функционал от информационной матрицы Фишера [13], асимптотическую дисперсию или 

среднеквадратическую ошибку оценки q-го квантиля распределения наработок до отказа [14, 15] и др. 

Кроме того, в литературе можно встретить альтернативный подход, основанный на оптимизации 

функционала от ковариационной матрицы, полученной методами статистического моделирования. 

Основным минусом данного подхода является то, что процедура моделирования требует большого 

объема вычислительных ресурсов и времени. 
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В своих предыдущих работах мы рассматривали подход к оптимальному планированию экспери-

мента на основе оптимизации некоторого функционала от информационной матрицы Фишера. В [16] 

акцент был сделан на то, что выбор моментов времени для измерения показателя деградации суще-

ственно влияет на точность оценок максимального правдоподобия (ОМП) параметров винеровской 

деградационной модели. Оптимальное распределение моментов времени измерения зависит от моде-

ли, описывающей процесс деградации, а также от условий эксперимента, таких как уровень нагрузок, 

продолжительность эксперимента и минимальный временной интервал между измерениями показа-

теля деградации. В [17] мы разработали алгоритм построения А- и D-оптимальных планов на основе 

винеровской деградационной модели, который включает определение оптимальных уровней нагрузок, 

количества тестируемых объектов и моментов времени измерения показателя деградации. Однако в [17] 

не был учтен тот факт, что наблюдение за объектом должно быть прекращено, когда значение пока-

зателя деградации достигает критического уровня. В [18] был предложен алгоритм, который позволяет 

получить оптимальные величины нагрузок при условии, что все деградационные процессы ограничены 

заданным критическим уровнем. Данный алгоритм основан на оптимизации функционала от услов-

ной информационной матрицы Фишера.  

Основной целью данной работы является разработка общего алгоритма построения D-опти-

мального плана эксперимента на основе винеровской деградационной модели, который включает 

определение оптимальных уровней нагрузок, количества тестируемых объектов и моментов времени 

измерения показателя деградации при условии, что все деградационные процессы ограничены задан-

ным критическим уровнем. 

 

1. Винеровская деградационная модель 

 

Случайный процесс с независимыми приращениями ( )Z t , характеризующий процесс деграда-

ции исследуемых изделий, называется винеровским деградационным процессом, если приращения 

подчиняются нормальному закону распределения с функцией плотности 

( )
( )

2

1
1 2 2

2 2

1
, , exp

2 2

u
f u

 − 
   = −
   
 

, 

где ( ) ( )( )1 t t t =  +  −   – параметр сдвига, ( ) ( )2 t t t =  +  −   – параметр масштаба, 0  , 

( );t   – положительная возрастающая функция тренда,   – параметр функции тренда, ( )0 0Z = . 

Предполагается, что деградационный процесс наблюдается при некоторой постоянной во вре-

мени нагрузке (ковариате) x, диапазон значений которой определяется условиями проведения экспе-

римента и представляет собой отрезок числовой прямой. В общем случае ковариата x представляет 

собой векторную величину, поскольку может учитываться влияние нескольких факторов, например 

температуры, напряжения, давления и пр. Однако в настоящей работе для упрощения математиче-

ских выражений ковариата рассматривается как скалярная величина.  

Влияние ковариаты на изменение деградационного показателя в ходе проведения ускоренного 

эксперимента можно определить следующим образом: 

( ) ( )( )/ ;xZ t Z t r x=  , 

где ( );r x   – положительная возрастающая функция, β – регрессионный параметр. В этом случае ма-

тематическое ожидание ( )xZ t  имеет вид: 

( )( ) ( )( )/ ; ;xE Z t t r x=    . 

Время наработки до отказа представляет собой случайную величину 

( ) 0sup : Zxt t z =  , 

где z0 – критический уровень показателя деградации. Таким образом, функцию надежности можно 

записать в следующем виде: 
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x

z t r x
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 =   =  = 
     

. 

Обозначим выборку приращений деградационного показателя, полученную в результате 

наблюдения деградационных процессов n объектов, следующим образом: 

( ) ( ) ( ) 1 1 2 2, , , ,..., , , 1,n j j nj n iZ x Z x Z x j k=    =X , 

где для каждого i-го объекта ki – количество измерений деградационного показателя, xi – значение 

ковариаты, ( ) ( )1ij i j i jZ Z t Z t − = −  – значение приращения деградационного показателя в интервале 

от 1jt −  до jt . Моменты времени измерения деградационного показателя:  

0 10 ...
ikt t t=   , ( ) 0sup : Z , 1,

i ik xt t t z i n  = . 

Неизвестные параметры модели оцениваются методом максимального правдоподобия. Лога-

рифмическая функция правдоподобия для винеровской деградационной модели имеет вид: 
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2. Информационная матрица Фишера для винеровской деградационной модели 
 

Для получения информационной матрицы Фишера (ИМФ) для винеровской деградационной 

модели необходимо вычислить математическое ожидание вторых частных производных от функции 

правдоподобия (1) по параметрам. 

Элементы информационной матрицы Фишера можно записать следующим образом: 
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где ( )( ) ( )( ), 1 / ; ; / ; ; .ij i j i ij it r x t r x+ =    −   
 

 

3. Условная информационная матрица Фишера для винеровской деградационной модели 
 

Для того чтобы учесть факт, что наблюдение за объектом прекращается при достижении кри-

тического уровня показателя деградации, при вычислении ИМФ необходимо использовать условную 

функцию плотности: ( )0|
ij iZ ikf u Z z  , где 

1

i

i

k

ik ij
j

Z Z
=

=   – значение показателя деградации в момент 
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времени достижения критического уровня z0. Однако ее вычисление предполагает расчет k-кратных 

интегралов, что представляет собой сложную вычислительную задачу. Таким образом, в данной ста-

тье предлагается упростить задачу, используя условную функцию плотности ( )0|
ik ii

Z ikf u Z z . Для 

упрощения выкладок введем обозначение  

( )
( )( )
( )2

i

i

k

k

z t
С z

t

− 
=

 

. 

Тогда логарифмическая функция правдоподобия может быть представлена в следующем виде: 

 ( ) ( )( )1 0 0 0
1

ln L( | ,..., ) ln ln
n ik i iki i

n

n k k Z ik Z
i

Z z Z z f Z F z
=

   = − , (3) 

где ( )
( )

( )( )21
exp

2
iki

i

Z

k

f z C z
t

= −
 

,  ( ) ( )( )2
0 0

0.5
0.5 0.5, .

iki
ZF z C z= + 


  

Для получения элементов условной информационной матрицы Фишера (УИМФ) вычислим ма-

тематическое ожидание вторых частных производных по параметрам функции правдоподобия (3): 

( )
( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

2
2

1

2 2 2

0
0 1

0 0

0 0

1 1

ln lnln L( | )
| ,...,

ln ln ln ln

ik i iki i
i

n

ik i ik ik ii i i iki

n

Z ik Z
n k i

k k T T

n nZ ik Z Z ik Z

T T
i i

f Z F zZ z
I Z z Z z E E

f Z F z f Z F z
E E E

=

= =

 
 −     

    = − = − = 
      

 

    −     = − = − +        
  

1

.
n

T
i=

 
 
 
 

 

Элементы первой части УИМФ ( )
( )

2

11 0 0
1

ln
| ,...,

ik ii

n

n Z ik

k k T
i

f Z
I Z z Z z E

=

 
    = − 
  
 

: 

11 2

2n
I =


; 

2

23 32 2
1

i
n ik

i

I I
=


= = 


; 

 

12 21 0I I= = ; 
2

24 42 2
1

i
n ik

i

I I
=


= = 


; 

 

13 31
1

1 1
i

i

n ik

i ik

I I
=


= = 

  
; 

2
2

33 2 2
1

1 1

2

i

i i

n ik

i ik ik

I
=

   
 =  +   
       

; (4) 

14 41
1

1 1
i

i
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i ik

I I
=
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; 

2

34 43 2 2
1

1 1

2

i i

i i

n ik ik

i ik ik

I I
=

      
 = =   +     
          

; 

 

22 2
1

1
i

n

ik
i

I
=

= 


; 

2
2

44 2 2
1

1 1

2

i

i i

n ik

i ik ik

I
=

   
 =  +   
       

; 

 

где ( )( )/ ; ;
i iik k it r x =    , 1,i n= . 

Элементы второй части УИМФ:   

( )
( )

( )

( )( )

( ) ( )
1

2
0 0 0

2 0 0 2
1 0

0

1 1
| ,...,

ik ik iki i i

n

iki
iki

n Z Z Z

k k T T
i Z

Z

F z F z F z
I Z z Z z E

F z
F z=

 
   

   = −  
  

 

, 
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где 

( ) ( )
( )( )

0 0 2
0

1
exp

iki
ZF z С z

С z
 

= −
 

, 

( ) ( )
( )( )

( ) ( ) ( )
( )( )

2 2
0 0 0 0 02 2

0 0

21
exp exp

iki
Z

T T T

F z С z C z С z С z
С z С z

   
= − − −

    
. 

Производные ( )0С z  по параметрам винеровской деградационной модели имеют вид: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

00 0 0 0

2
; ; ; ;

2 2 2 2 2 2

i i i ii i

i i i

ik ik ik ikik ik
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i i i
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ik ik ik

ikik
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           = − 
       

 

где ( )( )/ ; ;
i iik k it r x =    , 1,i n= . 

 

4. Задача построения оптимального плана эксперимента на надежность 

 

Определим план эксперимента как совокупность данных 

( ) ( )

1

1

1

1 1

...

...

,..., ... ,...,
q

q

q

k k

x x

t t t t

 
  

 =   
 
  

,  

здесь ( ) ( )1 ,..., qx x  – опорные точки плана; i
i

n

n
 = , 0i  , 

1

1
q

i
i=

 = , где in  – число объектов, исследу-

емых при ковариате ( )ix , 1,i q= , q n , 
1

q

i
i

n n
=

= , и моменты времени измерения деградационного по-

казателя 1 ...
ikt t . Все тестируемые объекты разделены на q групп в соответствии с величинами нагру-

зок (опорными точками плана), и ( )( ) 0sup : / ; ; , 1,
ik it t t r x z i q     = .  
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Таким образом, задача построения D-оптимального плана эксперимента может быть записана  

в следующем виде: 

( )( ) ( )( )

min ( ) max

0 1 min

det max,

,

0, , , 1, , 1, ,
i

i

ik j j

M I I

x x x

t t T t t t j k i q−

  =  →


 


=  −   = =

 

где ( )M   – функционал от информационной матрицы Фишера (ИМФ), minx , maxx  – минимальное и 

максимальное значения нагрузок, определенных условиями задачи, mint  – минимальный интервал 

времени между моментами измерения деградационного показателя.  

 

5. Алгоритм прямого поиска оптимального плана эксперимента 

 

Алгоритм прямого поиска оптимального плана эксперимента предполагает решение задачи оп-

тимизации некоторой целевой функции. Для достижения поставленной цели предлагается в качестве 

целевой функции использовать сумму определителей полученных выражений ИМФ и УИМФ для 

оптимизации моментов времени измерения деградации 1,...,
ikt t  и получения оптимальных величин 

нагрузок ( ) ( )1 ,..., qx x  и весов 1,..., q  .  

Таким образом, предлагаемый алгоритм поиска оптимального плана эксперимента можно 

сформулировать в следующем виде. 

Шаг 1. Задать начальный план эксперимента: 

( ) ( )

1

0 0
1 1

0 0 0
1

0 0 0 0
1 1

...

... .

,..., ... ,...,
q

q

k k

x x

t t t t

 
 
 

 =   
 
  

 

Установить 0iter = . 

Шаг 2. Вычислить ИМФ ( )0I   и УИМФ ( )1

0
0 0| ,...,

qk kI Z z Z z    для начального плана экс-

перимента. 

Шаг 3. Зафиксировать точки плана 0 0
1 ,..., q  , 0 0

1 ,..., , 1,
ikt t i q= , и решить оптимизационную за-

дачу 

( )( ) ( )( )
( ) ( )

1
1

0 0
... .

| ,..., max
q

q

k k
x x

M I Z z Z z M I   +  → . 

Вычислить ИМФ ( )iterI   и УИМФ ( )1 0 0| ,...,
q

iter
k kI Z z Z z    в соответствии с полученным планом: 

( ) ( )

1

1 1
1

1

1 1

...

...

,..., ... ,...,
q

iter iter
q

iter iter iter
q

iter iter iter iter
k k

x x

t t t t

+ + 
 
 

 =   
 
  

. 

Шаг 4. Зафиксировать точки плана 1 1
(1) ( ),...,iter iter

qx x+ + , 1 ,..., , 1,
i

iter iter
kt t i q= , и решить оптимизацион-

ную задачу 

( )( ) ( )( )
1

1

0 0
,...,

| ,..., max
q

q

k kM I Z z Z z M I
 

   +  → . 

Вычислить ИМФ ( )iterI   и УИМФ ( )1 0 0| ,...,
q

iter
k kI Z z Z z    в соответствии с полученным планом: 
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( ) ( )

1

1 1
1

1 1
1

1 1

...

...

,..., ... ,...,
q

iter iter
q

iter iter iter
q

iter iter iter iter
k k

x x

t t t t

+ +

+ +

 
 
 

 =   
 
  

.  

Шаг 5. Зафиксировать точки плана 1 1
(1) ( ),...,iter iter

qx x+ + , 1 1
1 ,...,iter iter

q
+ +   и решить оптимизационную 

задачу 

( )( ) ( )( )
1

1

0 0
,...,

| ,..., max
q

ki

k k
t t

M I Z z Z z M I   +  → . 

Вычислить ИМФ ( )iterI   и УИМФ ( )1 0 0| ,...,
q

iter
k kI Z z Z z    в соответствии с полученным планом. 

Шаг 6. Проверить условие окончания для получения оптимального плана 

( ) ( )

1

1 1
1

1 1 1
1

1 1 1 1
1 1

...

...

,..., ... ,...,
q

iter iter
q

iter iter iter
q

iter iter iter iter
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x x
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+ + +

+ + + +

 
 
 

 =   
 
  

. 

Если для небольшого положительного числа ε неравенства 

( )( )
( )( )1

100 100

iter

iter

M I

M I +


 −  


 и

( )( )
( )( )

1

1

0 0

1
0 0

| ,...,
100 100

| ,...,

q

q

iter
k k

iter
k k

M I Z z Z z

M I Z z Z z+

  
 −  

  
 

выполняются, то оптимальный план эксперимента найден; в противном случае установить 

1iter iter= +  и повторить шаги 3–6. 

 

6. Оптимальное планирование эксперимента для проверки надежности светодиодов 

 

Светодиодное освещение имеет множество преимуществ для промышленных и коммерческих 

предприятий, которые заинтересованы в снижении энергопотребления и затрат.  

Вероятностная модель, описывающая функцию надежности, может быть построена по резуль-

татам предварительного эксперимента, проведенного в [19]. В течение 250 ч проводилось наблюдение 

за 24 светодиодами. Нормальный уровень силы тока для светодиода составляет 25 мА. Для проведе-

ния ускоренного эксперимента на надежность светодиоды тестировались при двух уровнях электри-

ческого тока: 40 мА и 35 мА. Когда интенсивность света уменьшается на 50%, фиксируется отказ 

светодиода (рис. 1, a). 

Винеровская деградационная модель со степенной функцией тренда, где влияние силы тока 

описывается степенной функцией от ковариат, оказалась наиболее предпочтительной моделью по 

результатам исследований в [17]: 

( )

( )

( )

( )
2

2

1 2

/
1

, , exp

2 /2 /

x

y xx

u t e

f u

t et e







  
−   

    = −
 

   
 

, 

с параметрами ( ) ( )0,84; 0,33; 0,4, , , 8; 1,72  −  = . 

На основе полученной винеровской деградационной модели построим оптимальный план экс-

перимента с использованием предлагаемого алгоритма в разделе 5 c учетом заданных ограничений: 

( ) 0 125 50, 0, 250, 5, 1, , 1,
i

i k j j ix t t t t j k i q−  =  −  = = , где 2q = . 

Рисунок 1, b наглядно иллюстрирует, что в случае использования условной информационной 

матрицы Фишера оптимальный план эксперимента включает в себя максимально допустимую 
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нагрузку ( )1 50x =  и нагрузку ( )2 41x = , при которой показатель деградации достигает своего критиче-

ского значения 0 50z =  к моменту завершения эксперимента 250T = .   

 

 

a                                                                                                             b 

Рис. 1. Функции тренда, соответствующие исходному плану эксперимента (a);  

функции тренда, соответствующие оптимальному плану эксперимента (b) 

Fig. 1. Trend functions for the initial design a); Trend functions for the optimal design b) 

 

В таблице приведены исходный план и полученный D-оптимальный план, а также соответ-

ствующие значения определителей ИМФ и УИМФ. 

D- оптимальный план эксперимента 

 Начальный план Оптимальный план 

План 
0

35 40

0.5 0.5

0,50,...,250 0,50,...,250

 
 

 =  
 
 

 *

41 50

0.5 0.5

0,65,155,240,245,250 0, 65

 
 

 =  
 
 

 

ИМФ ( )( )0det 3,9 15I e = +  ( )( )*det 7.8 15I e = +  

УИМФ ( )( )0det 2.6 16I e = +  ( )( )*det 9.2 16I e = +  

 

На основании полученных результатов можно сделать вывод, что точность оценок параметров 

стала выше, так как определитель ИМФ увеличился в 2 раза, УИМФ увеличился в 3 раза. 

 

Заключение 
 

В данной работе предложен алгоритм прямого поиска оптимального плана эксперимента на ос-

нове винеровской деградационной модели. Алгоритм позволяет определить оптимальные уровни 

нагрузок, количество тестируемых объектов и моменты времени измерения деградационного показа-

теля при условии, что все деградационные процессы ограничены заданным критическим уровнем.  

В качестве примера была рассмотрена задача анализа надежности светодиодов. Следуя предложен-

ному алгоритму, получен D-оптимальный план проверки надежности светодиодов. На основании  

полученных результатов можно сделать вывод, что точность оценок параметров стала выше, так как 

функционал от ИМФ и от УИМФ увеличился. 
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Аннотация. Представлена разрабатываемая микромасштабная модель турбулентного движения воздуха и 

переноса пассивной газообразной примеси в уличных каньонах и городских кварталах. Для создания парал-

лельной версии программного обеспечения данной модели предварительно на примере решения одного 

уравнения конвекции-диффузии были рассмотрены различные технологии параллельного программирования, 

такие как MPI, OpenMP, OpenACC и CUDA. Для каждой параллельной реализации оценивались ускорение, 

эффективность и трудоемкость применения рассматриваемой технологии. По результатам вычислительных 

экспериментов была выбрана наиболее подходящая для распараллеливания всей модели технология параллель-

ного программирования – OpenMP. Результаты применения OpenMP при параллельной реализации микро-

масштабной модели турбулентного движения воздуха и переноса примеси показали высокую (> 60%) эффек-

тивность разработанного параллельного программного обеспечения.  

Ключевые слова: технологии параллельного программирования; моделирование турбулентности; чис-
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Abstract. The work presents the developed microscale model of turbulent air movement and the transfer of pas-

sive gaseous pollutant in street canyons and city blocks. To parallelize this model, using the example of solving one 

transport equation, various parallel programming technologies were considered: MPI, OpenMP, OpenACC and 

CUDA. For each parallel implementation, the acceleration, efficiency and labor intensity of using the technology in 

question were assessed. Based on the results of computational experiments, the most suitable parallel programming 

technology – OpenMP for parallelizing the entire model was chosen. The results of using OpenMP in parallel imple-

mentation of a microscale model of turbulent air movement and pollutant transfer are presented. 

Keywords: parallel programming technologies; turbulence modeling; numerical calculations; computational  

experiments. 
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Введение 

 

Современные задачи численного моделирования нередко требуют больших вычислительных 

затрат. Поэтому наряду с возможностью применения высокопроизводительных вычислительных си-

стем необходимо провести серьезную работу по оптимизации алгоритма для максимально эффектив-

ного его использования на системах с общей или распределенной памятью. Множество современных 

научных работ помимо решения основной задачи включают в себя исследования по максимально эф-

фективному с точки зрения времени подходу для получения искомого решения [1–5]. Самыми попу-

лярными и легко сравниваемыми между собой технологиями параллельного программирования  

являются Open Multi-Processing (OpenMP) и Message Passing Interface (MPI), которые имеют ряд пре-

имуществ и недостатков при их применении. 

Параллельное программирование открывает новые возможности эффективного использования 

современных многоядерных процессоров и гетерогенных вычислительных систем. Однако переход от 

последовательного программирования к параллельному не лишен проблем [6]. Например, такие опции 

директив OpenMP, как PRIVATE, THREADPRIVATE, FIRSTPRIVATE, LASTPRIVATE, REDUCTION 

и COPYPRIVATE, прямо или косвенно используют операции копирования, которые сопровождаются 

дополнительными накладными расходами на память. Таким образом, применение механизма быстро-

го копирования больших фрагментов данных будет целесообразнее использовать для крупномас-

штабных приложений [7].  

Если MPI предполагает ручное распределение данных по процессам, и вся ответственность за 

качество распределения ложится на плечи программиста, то при написании кода с использованием 

OpenMP распределение данных опционально и не так очевидно на первый взгляд. Эксперименты, 

представленные в статье [8], говорят о том, что самостоятельное распределение данных не имеет 

особого смысла, потому как аппаратное обеспечение современных мультипроцессоров хорошо опти-

мизировано для снижения соотношения задержек при доступе к удаленной и локальной памяти.  

В [8] рассматривается работа с привычной локальной памятью, а также с удаленной памятью, кото-

рая приставляет собой локальную память другого компьютера. Таким образом, любая разумно сба-

лансированная схема автоматического распределения данных OpenMP будет работать на том же 

уровне, что и ручная-оптимальная [8], при том что на разработку своей оптимальной схемы распре-

деления необходимы существенные временные затраты. 

Область применения OpenMP и MPI также расширяется и на гетерогенные вычислительные  

системы. Как утверждается в статье [9], в подобных системах, а также в системах, сочетающих цен-

тральные процессоры с графическими (GPU) и многоинтегрированными ядрами (MIC), MPI не имеет 
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большого преимущества по сравнению с OpenMP. В [9] авторы продемонстрировали эффективность 

параллелизма OpenMP в вычислительной гидродинамике, а также его превосходство над MPI. 

Одним из существенных плюсов использования технологии OpenMP является простота ее при-

менения. Для распараллеливания довольно простых циклов настройки любых современных компиля-

торов по умолчанию не дают сильного расхождения во времени работы параллельной программы. 

Это связано с тем, что распараллеливание циклов является одной из тем, которая очень интенсивно 

исследовалась в прошлом и прекрасно реализована в OpenMP. Таким образом, синергия архитектурных 

факторов и достижений в системном программном обеспечении позволяет простым моделям програм-

мирования для систем с общей памятью, таким как OpenMP, сохранять конкурентоспособную пози-

цию по сравнению с моделью передачи сообщений и MPI, сохраняя простоту и переносимость [8].  

Цель данной работы – разработка эффективной параллельной реализации микромасштабной 

модели турбулентного течения с использованием технологии OpenMP. Обоснование выбора данной 

технологии базируется на сравнении значений ускорения параллельных версий программы численно-

го решения одного уравнения конвекции-диффузии (главной составляющей математической модели), 

разработанных с помощью технологий MPI, OpenMP, OpenACC (Open Accelerators) и CUDA 

(Compute Unified Device Architecture). Также при выборе оптимального способа распараллеливания 

оценивалась трудоемкость процесса применения упомянутых выше технологий. Такой подход к рас-

параллеливанию позволяет оценить трудоемкость процесса параллелизации алгоритма еще на ранних 

этапах реализации алгоритма и выбрать подходящую технологию параллельного программирования 

относительно имеющихся вычислительных и временных ресурсов. 

 

1. Постановка задачи 
 

Рассматривается стационарное неизотермическое трехмерное турбулентное движение воздуха 

в уличном каньоне [10], который представляет собой протяженный участок улицы с параллельно 

расположенными высокими зданиями с обеих ее сторон (рис. 1). По дороге между зданиями интен-

сивно движется автотранспорт, выбрасывающий в атмосферу продукты сгорания углеводородного 

топлива. Высота зданий (H) соизмерима с шириной улицы (W). Примесь считается химически инерт-

ной и не осаждается на образующих уличного каньона. Стены и дно уличного каньона могут иметь 

температуру, отличную от температуры окружающей среды. Это возможно в результате антропоген-

ной деятельности или солнечного нагрева.  
 

 

Рис. 1. Иллюстрация физической постановки задачи 

Fig. 1. Illustration of the physical statement of the problem 
 

Математическая модель рассматриваемого физического процесса включает в себя осредненные 

по Рейнольдсу уравнения неразрывности, Навье–Стокса, теплообмена и переноса примеси [10]. Вли-

яние силы плавучести на движение воздуха в уличном каньоне моделируется с помощью приближе-

ния Обербека–Буссинеска:  
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здесь iu , iu  – осредненная и пульсационная компоненты вектора скорости (i = 1, 2, 3), p – давление, 

(0,0, )ig g−  – компоненты ускорения свободного падения, T  – температура, C  – осредненная кон-

центрация примеси, cS  – функция, описывающая распределение источников примеси, , , ,a D   – 

плотность, кинематическая вязкость, температуропроводность и коэффициент диффузии, i ju u   – тен-
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где T  – турбулентная вязкость, k – кинетическая энергия турбулентности, ε – диссипация турбу-

лентной кинетической энергии. Коэффициенты модели турбулентности 1,0,k =  1,22, = 1 1,44,C =  

2 1,92,C =  
2 2

3 3 1 2tanh( / ),C u u u = +  0,09C = . 

В качестве граничных условий для системы уравнений (1)–(9) использовались: 

– условия первого рода на входе в расчетную область; 

– равенство нулю производных по нормали на верхней и боковых границах, а также на выходе 

из расчетной области; 

– на твердых поверхностях условия прилипания и непротекания для соответствующих компо-

нент скорости, равенство нулю производных по нормали от концентрации примеси и метод присте-

ночных функций для определения трения и теплового потока на стенках и турбулентных характери-

стик в пристеночных областях [12]. 
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2. Численный метод решения задачи 

 

Рассматриваемая задача решалась численно на неравномерной структурированной сетке, сгу-

щающейся при приближении к твердым поверхностям. При построении конечно-разностных анало-

гов дифференциальных уравнений используется метод конечного объема, обеспечивающий точное 

выполнение закона сохранения массы на разностном уровне. Для учета препятствий используется 

метод фиктивных областей, в соответствии с которым компоненты скорости через грани конечного 

объема, принадлежащего препятствию, устанавливаются равными нулю. Аппроксимация конвектив-

ных членов уравнений переноса выполнена с использованием схемы MLU Ван Лира [13], а диффузи-

онных слагаемых – с помощью центральных разностей. Согласование полей скорости и давления  

с целью обеспечения выполнения закона сохранения массы (1) на разностном уровне осуществлялось 

на основе процедуры SIMPLE [14]. Для источниковых членов конвективно-диффузионных уравнений 

(4), (7), (8) применялась линеаризация, обеспечивающая неотрицательность в глобальном итерацион-

ном процессе таких величин, как концентрация примеси, энергия турбулентности и скорость ее дис-

сипации. Полученные в результате аппроксимации разностные схемы для каждого уравнения кон-

векции-диффузии решались численно методом релаксации. 

 

3. Подходы к распараллеливанию алгоритма решения одного уравнения переноса 

 

С целью оценки трудозатратности и эффективности способов распараллеливания всех вычис-

лительных блоков модели было проведено распараллеливание алгоритма решения одного уравнения 

конвекции-диффузии с источниковым членом (4). В этом случае рассматривается процесс распро-

странения газообразной инертной примеси от постоянного точечного источника за счет движения 

воздуха и турбулентного перемешивания в идеализированной области, представляющей собой пря-

моугольный параллелепипед. Источник примеси находится в центре области исследования на неко-

торой высоте над землей. Предполагается, что примесь не поглощается почвой и может свободно по-

кидать область исследования. Математическая постановка задачи сводится к решению обобщенного 

трехмерного дифференциального уравнения конвективно-диффузионного переноса вида (4) с гра-

ничными условиями Неймана (производная по нормали к поверхности равна нулю). Компоненты 

вектора скорости и коэффициенты диффузии постоянны и известны.  

Для дискретизации используется декартовая равномерная сетка. Аппроксимация дифференци-

альной задачи выполнена методом конечного объема со вторым порядком аппроксимации по про-

странству. Используемый для численного решения метод идентичен алгоритму численного решения 

уравнений переноса в модели, которая описана в разделе 2. Численное решение сравнивается с из-

вестным аналитическим решением рассматриваемой упрощенной задачи. Предварительные результа-

ты по исследованию ускорения были получены на примере решения одного уравнения конвекции-

диффузии на сетке 256 × 256 × 32 = 2 097 152 узлов. Распараллеливание выполнено с использованием 

следующих технологий параллельного программирования: OpenMP, MPI, OpenACC и CUDA. Расче-

ты проводились на вычислительной системе со следующими характеристиками: два 12-ядерных про-

цессора Intel(R) Xeon(R) Silver 4214 CPU @ 2.20GHz, 192 Гб общей оперативной памяти и два графи-

ческих ускорителя NVidia RTX2080 Ti. 

 

3.1. Технология Open Multi-Processing (OpenMP) 

 

Рассмотрим самую простую с точки зрения исполнения технологию параллельного программи-

рования – Open Multi-Processing (OpenMP). Данная технология распараллеливания применяется для 

многопроцессорных (многоядерных) вычислительных систем с общей оперативной памятью. OpenMP 

также позволяет запускать исполнительный код в режиме гипертрейдинга – технологии, разработан-

ной компанией Intel, которая обеспечивает более эффективное использование ресурсов процессора, 

позволяя выполнять несколько потоков на каждом ядре. Технология гипертрейдинга дает возмож-
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ность получить дополнительную производительность при более низких затратах на транзисторы  

и электроэнергию [15]. На рис. 2 приведен фрагмент параллельной части OpenMP-программы. 

 

double time = 0; 
while (time < time_fin) 
{ 
 #pragma omp parallel for private (/*Список приватных переменных*/) 
 for (i = 1; i <= Nx; i++) 
  for (j = 1; j <= Ny; j++) 
   for (k = 1; k <= Nz; k++) 
    C[i][j][k] = ...; //Расчет концентрации  
 
 #pragma omp parallel for private (i, j, k) collapse(3) 
 for (i = 0; i <= Nx + 1; i++) 
  for (j = 0; j <= Ny + 1; j++) 
   for (k = 0; k <= Nz + 1; k++) 
    C0[i][j][k] = C[i][j][k];  
 time += tau; 
} 

 

Рис. 2. Фрагмент параллельной части OpenMP-программы для решения уравнения переноса 

Fig. 2. Fragment of the parallel part of the OpenMP program for solving the transport equation 

 

Для исполнения разработанного исходного последовательного алгоритма в многопоточном ре-

жиме перед вычислительными циклами были добавлены директивы, указывающие на параллельное 

исполнение следующего за ней блока (см. рис. 2). В каждом таком блоке итерации циклов равномер-

но распределяются между потоками параллельно исполняемых инструкций при условии независимо-

сти вычислений элементов массивов. Параллельное программирование с использованием библиотеки 

OpenMP можно без преувеличения считать простым с точки зрения трудозатратности. 

На рис. 3 представлен график ускорения параллельной OpenMP-программы. Ускорение рассчи-

тывается по формуле  

 1 ,p

p

T
S

T
=   (10) 

где 1T  – время выполнения программы одним потоком, pT  – время выполнения программы на p па-

раллельных потоках. 
 

 

a                        b 

Рис. 3. Ускорение (a) и эффективность (b) работы параллельных MPI- и OpenMP-программ 

Fig. 3. Acceleration (a) and efficiency (b) of parallel MPI and OpenMP programs 
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Результаты показывают, что задействование всех параллельных потоков, доступных на сервере, 

позволяет ускорить процесс получения решения в 18 раз. Видно, что отклонение от линейного уско-

рения начинает проявляться при переходе от 16 к 24 потокам. Замедление прироста ускорения объяс-

няется увеличением нагрузки на память, а точнее, уменьшением пропускной способности памяти  

в расчете на одно активное ядро при задействовании всех доступных физических ядер центрального 

процессора. Вычислительная система имеет 24 вычислительных ядра, использование гипертрейдинга 

дает возможность запускать программу на 48 потоках. Однако, как видно из графиков (см. рис. 3), 

использование гипертрейдинга не дало значительного прироста ускорения, что в целом характерно 

для программ, активно взаимодействующих с оперативной памятью. Это объясняется тем, что хотя 

логические ядра процессора имеют свои собственные наборы регистров, они совместно используют 

почти все физические и аппаратные ресурсы физического ядра [15]. 

 

3.2. Технология Message Passing Interface (MPI) 

 

Библиотека Message Passing Interface (MPI) является средством передачи сообщений между па-

раллельными процессами на системах с распределенной памятью [16]. Использование программи-

стом MPI подразумевает самостоятельное распределение вычислительной работы по процессам и 

организацию обмена данными между параллельными процессами с помощью функций библиотеки 

передачи сообщений MPI. В качестве основного подхода распараллеливания выбрана двумерная (2D) 

декомпозиция трехмерной сеточной области на подобласти. При разработке параллельной программы 

используется ряд функций MPI для создания двумерной декартовой логической топологии, создания 

пользовательских типов данных для обеспечения эффективной пересылки между процессами, а так-

же функций MPI_Isend() и MPI_Irecv() для проведения парных неблокирующих пересылок значений 

сеточной функции в соседние подобласти двумерной Ox1x2-декомпозиции сеточной области. 

Ускорение полученного алгоритма в зависимости от числа используемых процессов представле-

но на рис. 3. Сравнение показывает, что в целом на рассматриваемом вычислительном сервере с общей 

памятью MPI- и OpenMP-программы показывают одинаковое ускорение при использовании от 1 до 

16 ядер. При дальнейшем увеличении количества задействованных процессов / потоков использование 

MPI позволяет получить большее ускорение работы программы. Важно отметить, что распараллели-

вание с помощью технологии MPI требует значительно больше времени на разработку параллельной 

программы. 

 

3.3. Технологии создания параллельных программ на графических процессорах 

 

При рассмотрении гибридных вычислительных систем (CPU + GPU) появляется возможность ис-

пользования вычислительной мощности графических карт. Технология Open Accelerators (OpenACC), 

как и технология OpenMP, с помощью директив компилятора позволяет отмечать участки програм-

мы, которые следует выполнять параллельно на графическом процессоре. Предварительно указыва-

ется, какие данные должны быть переданы в память GPU, а какие обратно скопированы в общую 

оперативную память. Результаты расчетов по параллельной программе, созданной с помощью техно-

логии OpenACC, показали ускорение в 31 раз по сравнению с последовательной программой.  

Compute Unified Device Architecture (CUDA) – технология параллельного программирования, 

разработанная компанией NVidia, позволяющая проводить вычисления на графических процессорах. 

Распараллеливание работы алгоритма основывалось на принципе двумерной (2D) декомпозиции дан-

ных. Использование технологии параллельного программирования CUDA для реализации рассматри-

ваемого алгоритма позволяет ускорить получение решения в 38 раз по сравнению с последовательной 

программой. 

Использование технологий параллельного программирования OpenACC или CUDA и графиче-

ской карты NVidia RTX2080Ti обеспечивает получение достаточно хорошего ускорения в 31 и 38 раз 

соответственно, однако такое решение сопровождается и высокими временными затратами на парал-
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лелизацию алгоритма. Таким образом, при небольшом объеме передаваемых между программными 

модулями данных или небольшом количестве решаемых уравнений перспективным является приме-

нение параллельных технологий программирования на графических процессорах. 

 

4. Параллельная реализация микромасштабной модели  

турбулентного движения воздуха и переноса примеси 

 

Результаты расчетов решения одного конвективно-диффузионного уравнения показали, что 

ускорение и эффективность OpenMP-программы практически не уступают аналогичным параметрам 

MPI-программы на многопроцессорном сервере с общей памятью. Также достаточно хорошее уско-

рение было получено при использовании технологий OpenACC и CUDA. Параллелизация программ  

с использованием технологии OpenMP является более простой в сравнении с MPI, OpenACC или 

CUDA. Исходя из вышеизложенного, для ускорения проведения расчетов по микромасштабной  

модели турбулентного течения были проведены работы по распараллеливанию программного кода  

с использованием технологии параллельного программирования OpenMP, ориентированной на мно-

гоядерные вычислительные системы с общей оперативной памятью. 
 

  
 

Рис. 4. Блок-схема программы 

Fig. 4. Block diagram of the program 
 

При создании параллельной многопоточной программы с использованием технологии OpenMP 

нужно распараллелить вычислительные блоки, в которых производится перевычисление значений 

сеточных функций на каждой итерации. Основные по трудоемкости проведения расчетов вычисли-

Запись результатов 

Вход 

Ввод и обработка начальных данных 

Построение разностной сетки 

n = n + 1 

Velocity – Расчет приближенных значений компонент  

поля скорости 

Pressure – Расчет поправок к полю давления 

Turbulence – Блок расчета модели турбулентности  

n < n_Max 

Concentration – Блок расчет концентрации примеси  

и температуры 

Выход 
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тельные компоненты программы рассматриваемой микромасштабной модели (рис. 4) – блоки итера-

ционного решения разностного уравнения для поправки давления и разностного уравнения для скаляр-

ной сеточной функции (кинетической энергии турбулентности, скорости ее диссипации, температуры, 

концентрации примеси). Для демонстрации эффективности полученной параллельной версии микро-

масштабной модели были проведены расчеты на сетке 162 × 162 × 47 = 1 233 468 узлов. Расчет длился 

1 000 глобальных итераций (~ 14 мин на 24 потоках). На каждой глобальной итерации осуществля-

лось 120 итераций для решения разностного уравнения для поправки давления с коэффициентом ре-

лаксации α = 1, 10 итераций для разностных уравнений для скалярных переменных и 6 для компонент 

скорости с нижней релаксацией (α = 0,2). Расчеты проводились на том же вычислительном сервере, 

что и расчеты по решению одного уравнения конвекции-диффузии (см. разд. 3). 

На рис. 5, a представлены графики ускорения вычислительной программы модели турбулент-

ного течения и переноса примеси в уличном каньоне (Total) и ее компонентов (блок расчета компо-

нентов скорости – Velocity, блок расчета поправки давления – Pressure, блок расчета модели турбу-

лентности – Turbulence, блок расчета концентрации и температуры – Concentration). Из графиков 

видно, что вплоть до использования 24 потоков удается получить высокие значения ускорения при 

проведении параллельных вычислений – до 15,5 раз для всей вычислительной модели и до 16,5–17,5 раз 

для отдельных ее компонентов. Блок с наименьшим ускорением – блок расчета скорости. Ускорение 

данного блока составило лишь около 13. 
 

 

a                  b 

Рис. 5. Ускорение (a) и эффективность (b) параллельной программы и ее компонентов  

в зависимости от числа используемых потоков 

Fig. 5. Acceleration (a) and efficiency (b) of a parallel program and its components depending on the number of threads used 
 

На рис. 5, b приведены графики эффективности вычислительной программы модели в целом и 

ее компонентов в отдельности. Видно, что повышение эффективности распараллеливания блока рас-

чета компонентов скорости может поднять общей уровень эффективности распараллеливания до 70% 

на 24 потоках рассматриваемой вычислительной системы, что является неплохим результатом. Также 

стоит отметить, что использование гипертрейдинга, как и в случае решения одного уравнения пере-

носа, не дает значительного прироста ускорения.   

 

Заключение 

 

Для выбора наиболее перспективной технологии параллельного программирования для паралле-

лизации микромасштабной модели турбулентного движения воздуха и переноса примеси, включающей 

в себя численное решение неоднородного стационарного трехмерного конвективно-диффузионного 
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уравнения с помощью метода конечного объема и явно-неявных разностных схем, были проведены 

вычислительные эксперименты на вычислительном сервере с двумя 12-ядерными процессорами Intel 

и графическими картами NVIDIA RTX2080 Ti. В качестве технологий параллельного программиро-

вания рассматривались международные стандарты программирования OpenMP – для многопроцес-

сорных систем с общей памятью, MPI – для многопроцессорных систем с распределенной памятью,  

а также OpenACC и CUDA – для гибридных вычислительных систем с графическими процессорами.  

Предварительные расчеты по решению одного уравнения конвекции-диффузии, проведенные 

на структурированных разностных сетках с количеством узлов более 2 млн, показали, что наиболее 

высокопроизводительную программу для решения рассматриваемой задачи можно получить с помо-

щью технологии MPI. На 24 процессах она дает ускорение вычислений в 17,3 раза по сравнению  

с расчетом последовательной программы. Более «бюджетные» варианты – использование технологии 

OpenACC или CUDA для графических процессоров NVIDIA (1 CPU + 1 GPU на одном вычислитель-

ном узле) – при тех же условиях дают ускорение вычислений почти в 31 и 38 раз соответственно. 

Применение технологии OpenMP показало, что ускорение и эффективность OpenMP-программы 

практически не уступает аналогичным параметрам MPI-программы, что в совокупности с простотой 

ее использования делает данную технологию наиболее перспективной для параллелизации всей мик-

ромасштабной модели. 

Результаты параллелизации микромасштабной модели с использованием технологии OpenMP 

показали, что вплоть до использования 24 потоков удается получить высокие значения ускорения при 

проведении параллельных вычислений – до 15,5 раз для всей вычислительной модели и до 16,5–17,5 раз 

для отдельных ее компонентов. Самый низкий показатель ускорения показал блок вычисления ком-

понент скорости – 13.  
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Introduction 

 

The task of planning the movement of mobile objects is important in many sectors of the economy, 

health care, and in many fields and applications of technology. Planning the movement of an object (solid 

body or structure) is the development of the trajectory of its movement from start to finish in the external 

spatial environment (in the air, on the ground, on water and under water), taking into account obstacles, fuel 

consumption and other environmental factors [1-3]. When solving this problem, the 3D space including the 

space without obstacles and the space containing obstacles is called the configuration space of the object [4]. 

With this concept, the best trajectory is the one with the shortest length and the least number of connecting 

nodes located in the space without obstacles of the object's configuration space. This trajectory connects  

the initial point of the object and its ending point, ensuring there is no collision of the object with obstacles in 

the environment and satisfying the kinematic conditions of the object [4]. From the well-known literature [1–5], 

it follows that the Probabilistic Roadmap Method (PRM) method has important advantages over other path 

planning methods. In the PRM method, the process of planning the trajectory of a mobile object (MO) con-

tains two stages: analysis of the external environment and creation of a trajectory of the MO. The PRM 

method generates movement trajectories on a route network map [4. P. 259–260]. The effectiveness of the 

route network construction method when applying the PRM method was studied in [6]. The most important 

characteristic of a route network is connectivity, which can be interrupted in narrow zones of permissible 

states of the external environment. This problem is usually solved by increasing the number of communica-

tion nodes on the map area allowed for MO movement, which leads to an increase in the amount of calcula-

tions. Increasing the number of communication nodes complicates the task of finding neighboring vertices 

and connecting them to each other, even if the planning of the movement of the MO was successful. There 

may also be problems with increasing the connection radius of neighboring vertices and the number of inci-

dent edges. Consequently, the application of the PRM method in practice becomes more difficult. A review 

of possible ways to solve these problems is contained in [4. P. 259–265]. Application software packages  

are also known [7–10] that provide solutions to the problems of planning the trajectory of a MO. However, 

well-known methods and programs show insufficient efficiency in real situations when calculating the trajec-

tories of a MO in space with a complex topology. This article uses the advantages of the PRM method and 

overcomes the disadvantages of this method based on modifying the PRM and optimizing the trajectory  

of the MO. 

 

1. Formulation of the problem 

 

Motion trajectory planning, navigation and control of the MO are performed in the external environ-

ment. Let us call an acceptable state of the external environment such a state in which direct contact (colli-

sion) of the MO with obstacles located in the area of the planned routes of the MO in the external environ-

ment is excluded, and which satisfies the specified restrictions on the kinematics and dynamics of the MO. 

Let us introduce the following sets: XPS is the set of permissible states of the external environment, XPS – the 

set of forbidden states of the external environment, XMO is the set of MO states. The general formulation of 

the MO motion planning problem is formulated as follows. For two given states of the MO, i

мо PSx X  is the 

initial state and f

мо FSx X  is the final state, it is required to determine a continuous trajectory of the MO ( )r t : 

[0,1] PSX→  such that (0) i

моr x=  and (1) f

моr x= . In this formulation, an infinite number of solutions are pos-

sible - admissible trajectories (routes) of the MO movement (for some, there may be no even one solution), 

therefore, we specify the problem of planning the MO movement as an optimization problem with an objec-

tive function that allows us to determine the minimum length of the MO trajectory (route). In this formula-

tion of the problem, if the power of the set of states of the external environment that do not conflict with ob-

stacles is large, then this will lead to the creation of a large number of motion trajectories. On the contrary, if 

the power of the set of states of the external environment that do not conflict with obstacles is small, then this 

will lead to the fact that the number of created motion trajectories will not be large, or it is even possible that 
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the motion path of the MO will not be determined. Selecting a sufficiently large set of states of the external 

environment without colliding with obstacles located in the external environment, planning and optimizing 

the trajectory of the MO in this external environment is the goal of our research. The optimization problem 

requires specifying an optimality criterion. The choice of optimality criterion depends on the characteristics 

of the external environment and the type of MO. When planning the movement of the MO, the following 

factors must be taken into account: the maximum length of the movement trajectory; obstacles located in the 

vicinity of the MO movement; dangerous zones in the vicinity of the movement of the MO; consumption of 

resources (for example, fuel) during the movement of the MO, etc. The best trajectory of the MO movement 

is the one that has the shortest length, ensures the least consumption of resources (fuel) during the movement 

of the MO and the greatest safety of its movement. Obviously, such a problem is multiextremal, so let’s con-

sider the problem in a simpler formulation: the best trajectory for the MO is the trajectory that has the shortest 

length. So, the task is set of planning the movement of the MO along the trajectory with the shortest length 

based on the PRM algorithm and the shortest path search algorithm. 

 

2. Algorithm PRM 

 

The PRM algorithm was proposed in [5] and has been widely applied in creating motion trajectories 

for unmanned devices such as: unmanned vehicles; unmanned aircraft; robotics, it is also applied to building 

motion trajectories for robotic manipulators in industry [4]. To create a trajectory for the MO, we first create 

a route map consisting of two sections: a section without obstacles and a section with obstacles. On the MO 

route map (Fig. 1), to ensure absolute safety of the MO during its movement, the radius of the area contain-

ing obstacles will be increased by an amount depending on the size of the MO and its kinetic characteristics. 

The white areas in this figure are the areas that will contain a set of states in which there are no collisions 

between the MO and obstacles, or in other words, these are the areas in which there can be safe movement of 

the MO. Black areas represent areas containing obstacles and danger zones. The dimensions of these areas 

have been increased to ensure safe movement of the MO. The route network is formed according to the algo-

rithms described in [4, 5]. To create the trajectory of the MO, a route network is first formed. The creation of 

a route network is carried out according to the following rule: first, random nodes are created in white areas, 

then random nodes located next to each other at a given distance d are connected together, forming a route 

network. The connection of random nodes to each other is carried out according to given rules [4, 5]. After 

successfully constructing a route network, we connect the starting and ending points of the MO movement 

trajectory with the route network. After connecting random nodes together and connecting the starting and 

ending points to the route network, we apply the shortest path algorithm to determine the optimal trajectory 

of the MO [11, 12].  

The quality of the routing network depends on the number of random nodes generated and the radius 

that allows connections between random nodes. If the number of random nodes is created and the radius  

allowing connection between them is large, we will have a good routing network, creating a trajectory for the 

MO will also become easier, but calculating and determining the trajectory for the MO becomes complicated. 

On the contrary, if the number of random nodes created is small, and the radius allowing connections  

between random nodes is small, then the created routing network will not be good enough, which will lead  

to the fact that the search for the desired MO trajectory will be unsuccessful. 

Looking at Figures 1 and 2, we can easily see: for Figure 1, after applying the PRM algorithm and the 

algorithm to find the shortest path with a random number of nodes are 100 nodes and a radius of allowed 

connection d = 100m we obtain a moving trajectory consisting of 34 nodes and 33 line segments. It's easy to 

see that this routing network is not good enough and the moving trajectory is not the best trajectory either. In 

the routing network, there are still many random nodes that are not connected to each other, the moving  

trajectory is too long and there are too many navigation points for MO; for Figure 2, applying the method 

with a random number of nodes are 200 nodes and a connection radius d = 200m, the results show a quite 

clear difference. A routing network is created that is almost perfect with full connections between random 

nodes, besides, a more perfect moving trajectory is created with 9 nodes and 8 line segments. 
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Fig. 1. Route map of a 1400 m x 600 m and shortest path on a network of 100 nodes and d = 100 m 

 

 

Fig. 2. Shortest path on a network of 200 nodes, d = 300 m 

 

So for the PRM algorithm, to create a good moving trajectory we need to create a large number of 

random nodes and increase the radius that allows connections between them, this also means that a route 

network is created to be complex, leading to the calculation process of determining the moving trajectory 

becoming complex and time-consuming, which is not suitable for the navigation characteristics of the MO. 

In this article we will create a new moving trajectory for the MO based on improving the results of the PRM 

algorithm and the shortest path finding algorithm. 

 

3. Methods to create trajectory of a mobile object based on PRM algorithm 

 

The MO's moving trajectory is a polyline consisting of many straight lines connecting random nodes 

together and connected to the start and end points. The best moving trajectory is one, which has the shortest 

length and the fewest line segments of the trajectory. In this content, we propose 3 methods to create a new 

flight trajectory for MOs by removing unnecessary nodes after applying the PRM algorithm with the number 

of randomly generated nodes not being too many and the radius allowing connections between nodes not being 

too long, this is suitable for low-configuration computers and the navigation characteristics of MOs. Methods 

include: sequentially connecting nodes in the moving trajectory to the last node, checking and removing un-

necessary nodes; check for collisions of 3 consecutive nodes and remove middle nodes; check for collisions 

by connecting each node in the trajectory to a chain of consecutive nodes, removing unnecessary nodes. 

 

3.1. Create a new trajectory by connecting each node to the last node,  

checking for collisions, and removing unnecessary nodes 

 

The method of creating a new trajectory for the MO by connecting each node to the last node, checking 

for collisions, and removing unnecessary nodes is determined as follows: 
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Input: 

path (trajectory): the MO's trajectory is created after using the PRM algorithm and the shortest 

path finding algorithm 

inroutemap: MO route map 

Output: 

MO's moving trajectory after being optimized 

1. Initialize counter variables and determine the initial length of the MO's moving trajectory 
i = 1; 

k = 0; 

l = length(path); (l: total number of nodes on the MO's moving trajectory) 

2. Perform sequential connection of nodes on the MO's moving trajectory with the last node (l-k) and 

check for collisions with obstacles, remove redundant points and update the trajectory: 
for i = 1 : l-k 

Check for collision between node i and the last node of the MO's moving trajectory  

(Occ = 0: do not collide with obstacles; Occ = 1: collide with obstacles): 
Occ = Occupancy(inflatedmap, path(i,:), path(l-k,:)); 

Consider the case where there is no collision with an obstacle: 
if Occ == 0  

Delete the intermediate nodes between node i and the last node, then update 

the motion trajectory: 
path(i+1:l-k-1,:) = [];  

Reset i to perform the checking process again: 

i = 1;  

Replace the endpoint with the next point adjacent to the endpoint and repeat 

the process: 
k = k + 1; 

Consider the case of a collision with an obstacle: 
elseif Occ == 1 

Connect the next point to the last point and continue checking for collisions: 
i = i + 1; 

end  

end 

3. Update the new movement trajectory of the MO: 
newpath = path; 

 

After applying the PRM algorithm and the shortest path finding algorithm, a new motion trajectory is 

created. However, the number of random nodes and the connection distance between nodes are not large 

enough, so the created motion trajectory has many unnecessary line segments and is not the trajectory with 

the best length. To optimize the trajectory, connect the nodes one by one to the last node and check for colli-

sions with obstacles. If collisions with obstacles are absent, redundant nodes are removed from the trajectory. 
 

 

Fig. 3. Create a new trajectory by connecting each node to the last node, checking for collisions, and removing unnecessary nodes 
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From Figure 3 we see, after applying the PRM algorithm, a trajectory is created with 23 nodes and  

22 line segments. Connect each node to the last node in turn and check for collisions. The results show that 

connecting the 12th node to the last node gives collision test results: no collision with obstacles, so nodes 

from 13 to node 22 are unnecessary and are removed from the trajectory. Continue to connect the remaining 

nodes to the 12th node one by one and check for collisions. The results show that when connecting the 5th node 

to the 12th node, there is no conflict, so nodes 6 to 11 are unnecessary and are removed. Continue connecting 

the remaining nodes to the 5th node one by one and check that there is no collision at the 3rd node, remove 

the 4th node. Continue checking the first and third node and remove the 2nd node. 

So from Figure 3 we see that after applying this method we obtain a new trajectory consisting 

of 5 connecting nodes and 4 line segments, this is a quite good trajectory that can be applied to MO 

navigation. 
 

3.2. Create a new trajectory by checking the collision of 3 consecutive nodes  

and removing the middle node 

 

The method of creating a new trajectory by checking the collision of 3 consecutive nodes and removing 

the middle node is determined as follows: 
 

Input: 

path (trajectory): the MO's moving trajectory is created after using the PRM algorithm and the 

shortest path finding algorithm 

inroutemap: MO route map 

Output: 

MO's moving trajectory after being optimized 

1. Initialize the counter variable and determine the initial length of the MO's moving trajectory: 
i = 1; 

l = length(path); (l: total number of nodes on the MO's moving trajectory) 

2. Connect node i and node i+ 2 on the MO's moving trajectory, check for collisions with obstacles, 

remove redundant points and update the trajectory: 
for i = 1 : l-2 

Check for collision between point i and node i + 2 of the MO's moving trajectory  

(Occ = 0: do not collide with obstacles; Occ = 1: collide with obstacles): 
Occ = Occupancy(inflatedmap, path(i,:), path(i+2,:)); 

Consider the case where there is no collision with an obstacle: 
if Occ == 0  

Delete node i + 1 and update the motion trajectory: 
path(i+1,:) = [];  

Reset counter variable i to perform the checking process again: 
i = 1;  

Consider the case of a collision with an obstacle: 
elseif Occ == 1 

Increase i by 1 unit and continue checking for collisions: 

i = i + 1; 

end  

end 

3. Update the new movement trajectory of the MO: 
newpath = path; 

 

Similar to the first method, after applying the PRM algorithm, we obtain a MO trajectory with 23 nodes 

and 22 line segments on the trajectory. To create a new, better trajectory, we perform a collision check with 

obstacles of 3 consecutive nodes on the trajectory and remove the node in the middle. To implement this 

method, we connect node i and node i+2, then check for collisions with obstacles. If there is no collision 

with obstacles, we remove node ith+1 and update the flight trajectory. 



Информатика и программирование / Informatics and programming 

112 

From Figure 4, we first connect the first node with nodes 3, 4 and 5, as a result, there is a collision 

with the obstacle at node 5, at nodes 3 and 4 there is no collision, so nodes 2, 3 are unnecessary and are re-

moved from the trajectory (connect node 1 and 3, check for collision and delete node 2, update trajectory, 

continue connecting node 1 and 4 (node 4 as node 3 in the new trajectory) check for collision and delete 

node 3). Continue connecting node 4 with nodes 6, 7, 8, 9 and 10 and check for collision. As a result, at node 

10 there was a collision, at nodes 5, 6, 7, 8 and 9 there was no collision, so nodes 5, 6, 7 and 8 are unneces-

sary and are removed. Doing the same, we will remove nodes: 10, 11 and 12; nodes 14 and 15; node 17; 

nodes 19, 20, 21 and 22. 

Looking at Figure 4 we see, after applying this method, a new trajectory is created consisting of 7 nodes 

and 6 line segments, this is also considered a quite good trajectory, this method is simple, the results will is 

improved if the initial trajectory is simpler. 
 

 

Fig. 4. Create a new trajectory by checking the collision of 3 consecutive nodes and removing the middle node 

 

3.3. Create new trajectories by connecting each node one by one to all other nodes, 

checking for collisions and removing unnecessary nodes 

 

The method of creating a new trajectory by connecting each node one by one to all other nodes, check-

ing for collisions and removing unnecessary nodes is determined as follows:  
 

Input: 

path (trajectory): the MO's moving trajectory is created after using the PRM algorithm and the 

shortest path finding algorithm 

inroutemap: MO route map 

Output: 

MO's moving trajectory after being optimized 

1. Initialize the counter variable and determine the initial length of the MO's moving trajectory: 
i = 1; 

k = 3; 

l = length(path); (l: total number of nodes on the MO's moving trajectory) 

2. Connect node i and k and check for collisions with obstacles, remove nodes between i and k, and 

update the trajectory: 
for i = 1 : l - 2 

for k = 3 : l 

Check for collision between node i and node k of the MO's moving trajectory (Occ = 0: 

do not collide with obstacles; Occ = 1: collide with obstacles): 
Occ = Occupancy(inflatedmap, path(i,:), path(k,:)); 

Consider the case where there is no collision with an obstacle: 
if Occ == 0  
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Delete nodes between node i and node k, update the motion trajectory: 

path(i+1:k-1,:) = [];  

Reset counter variable k to perform the checking process again: 
k = 3;  

Consider the case of a collision with an obstacle: 
elseif Occ == 1 

Increase the counter variable k by 1 and continue checking for collisions: 

k = k + 1; 

end  

end 

Repeat the process of checking collisions between the next node and nodes in the trajectory: 
i = i +1; 

k = k + 1; 

end 

3. Update the new movement trajectory of the MO: 
newpath = path; 

 

Continue working with the trajectory of 23 nodes and 22 line segments created by applying the PRM 

algorithm and the shortest path algorithm. To create a new, better trajectory, we connect each node one by 

one with all remaining nodes, check for collisions and remove unnecessary nodes.  

From Figure 5, we first connect the first node with all remaining nodes in the MO's trajectory and 

check for collisions with obstacles. The collision test results show that there is no collision with obstacles 

between the first node and the 8th node, so the nodes between the first node and the 8th node are unnecessary 

and are removed from the trajectory, then update the trajectory. Next, we connect the 8th node with all the 

remaining nodes in the trajectory and check for collisions. The collision test results show that there is no col-

lision between the 8th node and the 12th node, so the nodes between the 8th node and the 12th node are un-

necessary and are removed from the trajectory. Next, connect the 12th node with all remaining nodes in the 

trajectory, continuing to check for collisions. Collision test results: there is no collision between node 12 and 

the last node, so the nodes between the 12th node and the last node are unnecessary and are removed. 
 

 

Fig. 5. Create new trajectories by connecting each node one by one to all other nodes,  

checking for collisions and removing unnecessary nodes 
 

After removing unnecessary nodes and updating the trajectory, we obtain the results as shown in Fig-

ure 5. Looking at Figure 5, we see that the newly created trajectory is a polylines consisting of 4 nodes and 3 

line segments. This trajectory is much better than the original trajectory, suitable for MO navigation. 

 

3.4. Create a new trajectory using the combined method 

 

In this article, we examined three methods for planning MO movement. From the analysis of Figures 3-5, 

we see that each method creates a MO trajectory with different lengths, number of nodes and number of line 
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segments. With this initial trajectory of 23 nodes and 22 line segments, we can have an initial opinion about 

which method is the best method, but different initial trajectories will produce different results. Therefore,  

it is impossible to conclude which method is the best method. 

To create a new, more optimal trajectory, in this content we add another method, the combined method. 

Looking at Figure 6, we see that after using the method of creating a new trajectory by checking for colli-

sions with obstacles of 3 consecutive nodes, we obtain a new trajectory which is a blue polylines, including  

7 nodes and 6 line segments. Looking at the Figure 6 we see that this is still not the best trajectory, we can 

remove nodes 3, 4 and 5 or nodes 5 and 6 of the new trajectory. After applying the method of creating a new 

trajectory by connecting the nodes on the trajectory with the last node in turn for a new trajectory consisting 

of 7 nodes and 6 line segments, we obtain the final trajectory which is a red trajectory, includes 4 nodes and 

3 line segments. This is a trajectory with much less length and line segments. 

Depending on the characteristics of each initial trajectory and the desired length after optimization, we 

can choose 1 of the 3 proposed methods to create a new trajectory for the MO, we can also use a combina-

tion of 2 of the 3 methods or a combination of all 3 methods to create a trajectory. 
 

 

Fig. 6. Create a new trajectory using the combined method 

 

The results of modeling the PRM algorithm and the proposed modifications of the PRM algorithm, 

presented in Figs 1–6, demonstrate that using modifications of PRM algorithm for MO path planning com-

pletely applicable. From the research results of the proposed modified PRM algorithms (Figs. 3–6) follow 

that the combination of modified PRM algorithms can provide higher efficiency in solving the problem of 

automation and optimization for MO path planning.  

 

Conclusion 

 

Problems of path planning arise when automating complex technological processes in many sectors of 

the economy and in particular when planning the path of automated transport. The article formalizes the prob-

lem of planning the trajectory of a MO, selects a criterion for the optimality of MO movement, and gives prefe-

rence to the PRM method. The article proposes three modifications of PRM algorithms. The study of the effec-

tiveness of modified PRM algorithms and combinations of these algorithms was carried out using examples 

to solve the problem of automation and optimization of trajectory planning for a MO. The simulation results 

can be recommended for the development of application software for planning routes for various vehicles. 
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Аннотация. Троирование − один из широко используемых на практике подходов к обеспечению надеж-

ности функционирования логических схем. Появившиеся в последние годы возможности одновременного 

введения в каждую копию и соответствующие линии вредоносных подсхем (Trojan Circuits) делают метод 

троирования уязвимым к таким действиям. Выходом из этой ситуации является использование вместо трех 

идентичных схем либо двух аппроксимирующих схем, либо трех эквивалентных схем, отличающихся струк-

турной реализацией друг от друга. Построение эквивалентных схем в отличие от использования аппроксими-

рующих схем не порождает незащищенной области в системе троирования. Предлагается подход к синтезу 

эквивалентных схем на основе искажения безызбыточной системы ДНФ (БСДНФ), описывающей поведение 

рабочей схемы системы троирования с последующим использованием искаженных систем в качестве задания 

на синтез схем тем же методом, что и синтез по БСДНФ.  

Ключевые слова: комбинационные схемы; безызбыточные системы ДНФ (БСДНФ); эквивалентные  

схемы; троирование. 
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Abstract. Triple-Modular Redundancy (TMR) technique is one of the widely used approaches to provide reliable 

functioning of logical circuits. In recent years, it has become possible to insert Trojan Circuits into the same line of 

each identical circuit of TMR, such an opportunity makes the TMR technique vulnerable. The way out of this situa-

tion is to use instead of three identical circuits either two approximate circuits or three equivalent circuits that differ 

in structural implementation from each other. The obtained equivalent circuits, in contrast to the use of approximating 
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circuits, does not create an unprotected area in the TMR technique. An approach is proposed to obtain equivalent cir-

cuits based on distortion of the irredundant system of SoPs, which describes the behavior of the primary circuit of the 

TMR technique. The resulting distorted systems of SoPs and the original system of SoPs are used for the synthesis of 

circuits. 

Keywords: combinational circuits; irredundant system of SoPs; equivalent circuits; TMR technique. 
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Введение 
 

Системы троирования являются одним из широко распространенных подходов к обеспечению 

надежности функционирования логических схем. Предполагается, что одна из схем в системе трои-

рования может быть неисправной. В этом случае в условиях подключения схемы голосования к од-

ноименным выходам трех схем значение выхода системы троирования определяется значением 

большинства одноименных выходов схем, ее составляющих. Схемы голосования предполагаются ис-

правными. В современных условиях производство логической схемы может выполняться различны-

ми фирмами, в том числе и в разных частях света. В связи с этим появляется возможность включения 

вредоносной подсхемы в каждую из идентичных схем, например в соответствующую линию каждой 

из трех схем системы троирования. Вредоносная подсхема (Trojan circuit) может изменить в нужный 

момент значение сигнала на этих линиях с целью искажения работы системы или извлечения конфи-

денциальной информации из устройства, содержащего рассматриваемую систему. Это значит, что 

технология троирования оказывается уязвимой в условиях возможности включения вредоносных 

подсхем. Одним из известных подходов к защите системы троирования является использование вместо 

трех идентичных схем либо двух аппроксимирующих схем и рабочей схемы [1–3], либо трех эквива-

лентных схем, отличающихся структурной реализацией друг от друга. Построение эквивалентных 

схем в отличие от использования аппроксимирующих схем не порождает незащищенной области  

в системе троирования. Предлагается алгоритм расщепления простых импликант БСДНФ, сохраняю-

щий систему функций, заданную БСДНФ рабочей схемы. С помощью расщепления части конъюнк-

ций формируются системы ДНФ для синтеза эквивалентных схем системы троирования, содержащие 

конъюнкции меньших рангов, чем БСДНФ. Все три эквивалентные системы ДНФ подаются на вход 

системы синтеза логических схем автоматизированной системы проектирования с целью получения 

реализации систем ДНФ в виде логических схем. Экспериментальные результаты показали, что рас-

щепление 10–20% конъюнкций приводит к получению эквивалентных схем различной структуры, 

незначительно отличающихся по числу вентилей в них от рабочей схемы системы троирования. 

 

1. Построение эквивалентных систем булевых функций 
 

Пусть описание поведения рабочей комбинационной схемы представлено в виде БСДНФ, за-

дающей систему G(x1, …, xn) из m булевых функций. БСДНФ состоит из простых импликант системы 

функций. Каждая простая импликанта (K, h) БСДНФ состоит из конъюнкции K и характеристики h,  

в характеристике перечислены функции системы, для которых эта конъюнкция является допустимой. 

Будем иметь в виду, что ни одна из функций не может быть исключена из характеристики простой 

импликанты БСДНФ.  

Конъюнкция K допустима, если пересечение соответствующего ей интервала с областью нулевых 

наборов значений переменных булевой функции, упомянутой в характеристике конъюнкции, пусто. 

Это значит, что рассматриваемый интервал содержится в области единичных наборов значений пе-

ременных этой функции.  

Поскольку конъюнкция БСДНФ является простой импликантой системы булевых функций, то 

из нее нельзя исключить ни одной (любой) литеры в условиях сохранения характеристики этой 

конъюнкции.  

https://context.reverso.net/%D0%BF%D0%B5%D1%80%D0%B5%D0%B2%D0%BE%D0%B4/%D0%B0%D0%BD%D0%B3%D0%BB%D0%B8%D0%B9%D1%81%D0%BA%D0%B8%D0%B9-%D1%80%D1%83%D1%81%D1%81%D0%BA%D0%B8%D0%B9/approach+is+proposed
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Будем иметь в виду, что выбрасывание переменной xi из конъюнкции K простой импликанты 

системы приводит к пересечению с областью нулевых значений не каждой функции из характеристи-

ки h этой конъюнкции, а только некоторых из них. Непустое пересечение обязательно хотя бы для 

одной из функций характеристики h. 

Выделим функцию характеристики h, для которой выбрасывание переменной xi из конъюнкции 

K не приводит к искажению функции. 

Будем называть конъюнкцию K расширяемой по переменной xi для исследуемой функции.  

Таким образом, для каждой переменной xi конъюнкции K из БСДНФ множество функций ее 

характеристики h разбивается на два подмножества hp и hнp, расширяемых и не расширяемых по пе-

ременной xi.  

Конъюнкция K является простой импликантой функции, принадлежащей характеристике h, ес-

ли для каждой переменной, присутствующей в конъюнкции, hр пусто. Следовательно, для конъюнк-

ции K множество функций ее характеристики делится на два подмножества hп простых импликант и 

подмножество hнп, для которых эта конъюнкция простой импликантой не является. Введем операцию 

расщепления простой импликанты (K, h) БСДНФ на две конъюнкции. 

Операция расщепления простой импликанты системы булевых функций 

1. Для каждой функции fi из hнп строим простую импликанту K(fi), выбрасывая в некотором по-

рядке соответствующие литеры конъюнкции K.  

2. Выбираем функцию из hнп, для которой K(fi) характеризуется минимальным рангом.  

3. Обозначаем выбранную конъюнкцию (K*, fi). Она является простой импликантой заданной 

системы булевых функций с единственной функцией в характеристике. 

4. Заменяем конъюнкцию (K, h) двумя конъюнкциями (K*, fi) и конъюнкцией (K, h/fi). 

Замену конъюнкции (K, h) двумя конъюнкциями (K*, fi), (K, h/fi) назовем расщеплением про-

стой импликанты БСДНФ, а полученные конъюнкции будем называть продуктами расщепления.  

Утверждение 1. Операция расщепления конъюнкции (K, h) не приводит к искажению области 

единичных значений функций системы G (x1, …, xn). 

Доказательство следует из способа реализации операция расщепления.  

Следствие. Выполнение операций расщепления нескольких конъюнкций БСДНФ сохраняет 

функции системы G (x1, …, xn), т.е. позволяет получать формулы, представляющие эквивалентные 

системы ДНФ. 

Формулу, полученную в результате расщепления нескольких конъюнкций БСДНФ, будем обо-

значать СДНФ.  

Поясним процедуру расщепления конъюнкции БСДНФ на примере. Пусть табл. 1 представ-

ляет систему БСДНФ. В ее левых столбцах записаны троичные векторы, задающие конъюнкции,  

а в правых столбцах представлены характеристики этих конъюнкций. Единичная компонента ука-

зывает номера функций, для которых рассматриваемая конъюнкция входит в область их единичных 

наборов. 

Выберем для расщепления конъюнкцию K = 00-11- с соответствующей ей характеристикой 

h = 00110101. Выбранная конъюнкция и ее характеристика выделены в табл. 1 красным цветом. Мат-

ричные задания функций данной характеристики представлены на рис. 1. Синим цветом выделен ин-

тервал, представленный троичным вектором 00-11-, соответствующий конъюнкции K. Из приведен-

ных матриц видно, что рассматриваемая конъюнкция является простой импликантой для функций f4, 

f8. Поэтому расширяем до простых импликант конъюнкцию K для функций f3, f6. Имеем: ---11-, f6  

и -011-, f3. Для расщепления выбираем простую импликанту меньшего ранга ---11-, f6 Простые им-

пликанты функций f3, f6 на рис. 1 выделены красным цветом. 

Итак, конъюнкция K = 00-11- с характеристикой h = 00110101 расщепляется на импликанты  

00-11- с характеристикой 00110001 и простую импликанту ---11- с характеристикой 00000100. 

После выполнения операции расщепления над конъюнкцией БСДНФ проверяем полученную 

систему на безызбыточность по характеристикам. В простых импликантах 01-11-, 01100110; 10-11-, 

10100110; 11-11-, 11000110 функция f6 в характеристиках является избыточной, ее следует удалить  
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из характеристик этих конъюнкций. В результате имеем: 01-11-, 01100010; 10-11-, 10100010; 11-11-, 

11000010. 

Т а б л и ц а  1  

Безызбыточная система ДНФ 

x1 x2 x3 x4 x5 x6 

 

f1 f2 f3 f4 f5 f6 f7 f8 

0 0 1 1 – – 0 0 1 1 1 1 0 0 

0 0 1 – 1 – 0 0 1 1 1 1 0 0 

0 0 – – 1 1 0 0 1 1 1 1 0 0 

– 1 1 1 – – 0 0 1 1 1 0 1 0 

1 – 1 1 – – 0 0 1 1 1 0 1 0 

0 0 1 – – 1 0 0 1 1 1 0 1 0 

– 1 1 – 1 – 0 0 1 1 1 0 0 1 

1 – 1 – 1 – 0 0 1 1 1 0 0 1 

– 1 1 – – 1 0 0 1 1 0 1 1 0 

1 – 1 – – 1 0 0 1 1 0 1 1 0 

0 0 – 1 1 – 0 0 1 1 0 1 0 1 

– 1 – 1 – 1 

 

0 0 1 1 0 1 0 1 

1 – – 1 – 1 0 0 1 1 0 1 0 1 

0 1 – 1 1 – 0 1 1 0 0 1 1 0 

1 0 – 1 1 – 1 0 1 0 0 1 1 0 

1 1 – 1 1 – 1 1 0 0 0 1 1 0 

0 0 – 1 – 1 0 0 1 1 0 0 1 1 

– 1 – – 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 

1 – – – 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 

 

 

а 

 

b 

 

c 

 

d 

Рис. 1. Матричные представления функций из характеристики h = 00110101:  

а – функция f3, b – функция f4, c– функция f6, d – функция f8 

Fig. 1. Matrix representations of functions from the characteristic h = 00110101:  

a is function f3, b is function f4, c is function f6, d is function f8 

 

Теперь опишем алгоритм построения эквивалентных систем булевых функций: 

1. Выбираем импликанту БСДНФ.  

2. Проводим ее расщепление.  

3. Заменяем порождающую расщепление импликанту БСДНФ парой продуктов расщепления  

и вносим результат расщепления в первую эквивалентную систему СДНФ1.  

4. Выполняем пункты 1–3 для следующей конъюнкции и вносим результат расщепления во 

вторую эквивалентную систему СДНФ2.  
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5. Включив результаты расщепления в каждую из строящихся эквивалентных систем, добавля-

ем в каждую из систем те конъюнкции из БСДНФ системы G(x1, …, xn), которые не порождали пары 

для данной эквивалентной системы.  

6. В полученных системах для некоторых конъюнкций характеристики могут содержать избы-

точные функции, их следует удалить. 

В исходной БСДНФ определены только множества наборов единичных значений функций си-

стемы, но для проверки того, что конъюнкция после удаления переменной xi является импликантой 

рассматриваемой функции, полезно знать множества наборов нулевых значений функций этой си-

стемы. Алгоритм проверки основан на применении операций над ROBDD-графами. Итак, имеем 

конъюнкцию K/xi и соответствующую ей функцию fi. 

1. Строим для fi ROBDD-граф, меняем его терминальные вершины местами, получая тем са-

мым ROBDD-граф R1 для инверсии функции fi. 

2. Строим для проверяемой конъюнкции K/xi ROBDD-граф R2. 

3. Вычисляем пересечение ROBDD-графов R1   R2. Если в результате получим пустое мно-

жество, то конъюнкция K/xi является импликантой функции fi. 

 

2. Результаты экспериментов над контрольными схемами 

 

Для синтеза схем используется система логического проектирования ABC [4]. ABC – система 

синтеза и верификации комбинационных и последовательностных схем, разработанная в Беркли, 

США. Описание полученной синтезированной схемы представлено в формате BLIF.  

Для экспериментов использовались наборы бенчмарков LGSynth’91 [5] и IWLS’93 [6]. Среди 

бенчмарков IWLS'93 рассматривались схемы, уже заданные в формате .pla (табл. 2, 4). Схемы 

LGSynth91 изначально были описаны в виде конечных автоматов (формат kiss2). Для схем в формате 

kiss2 сначала производилось кодирование состояний кодами минимальной длины, а затем получались 

безызбыточные системы ДНФ с помощью программы ESPRESSO [7] (табл. 3, 5).  

Ниже представлены сравнительные таблицы полученных схем (см. табл. 2–5), где i – количество 

входов, o – количество выходов, p – количество конъюнкций БСДНФ, k – количество расщепляемых 

конъюнкций, Si – процентное изменение количества элементов эквивалентной системы по отношению 

к количеству элементов исходной системы. Эксперименты проводились с разным количеством рас-

щепляемых конъюнкций. В табл. 2,3 представлены результаты для систем, полученных в результате 

расщепления 10% конъюнкций от общего количества конъюнкций исходной (рабочей) системы,  

а в табл. 4, 5 – для систем, полученных в результате расщепления 20% конъюнкций от общего коли-

чества конъюнкций исходной (рабочей) системы. 

Т а б л и ц а  2  

Схемы IWLS’93 

Схема i o p k 
Кол-во эл-тов 

(осн. схема) 

Кол-во эл-тов 

(эквив. схема 1) 

S1 

% 

Кол-во эл-тов 

(эквив. схема 2) 

S2 

% 

squar5 5 8 25 3 65 62 –4,62 60 –7,69 

bw 5 28 22 2 255 243 –4,71 243 –4,71 

inc 7 9 32 3 151 151 0 146 –3,31 

rd84 8 4 255 26 275 337 22,55 340 23,64 

ex5p 8 63 74 7 1 307 1 382 5,74 1 397 6,89 

apex4 9 19 436 44 3 130 3 109 –0,67 3 023 –3,42 

sao2 10 4 58 6 169 174 2,96 167 –1,18 

ex1010 10 10 284 28 2 177 2 169 –0,37 2 157 –0,92 

table3 14 14 175 18 2 146 2 116 –1,4 2 137 –0,42 

misex3c 14 14 197 20 701 704 0,43 702 0,14 

pdc 16 40 145 15 715 739 3,36 739 3,36 

spla 16 46 260 26 1 055 1 112 5,4 1 099 4,17 

table5 17 15 158 16 1 959 1 968 0,46 1 993 1,74 

duke2 22 29 86 9 678 660 –2,65 644 –5,01 

apex1 45 45 206 21 2 607 2 590 –0,65 2 599 –0,31 
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Т а б л и ц а  3   

Схемы LGSynth’91  

Схема i o p k 
Кол-во эл-тов 

(осн. схема) 

Кол-во эл-тов 

(эквив. схема 1) 

S1 

% 

Кол-во эл-тов 

(эквив. схема 2) 

S2 

% 

dk27 4 5 11 1 30 31 3,33 33 10 

dk16 7 8 85 9 369 378 2,44 382 3,52 

tbk 11 8 244 24 1 378 1 364 –1,02 1 332 –3,34 

s298 11 14 974 97 7 330 7 358 0,38 7 331 0,01 

keyb 12 7 90 9 337 337 0 340 0,89 

s1 13 11 94 9 634 621 –2,05 612 –3,47 

planet 13 25 102 10 979 954 –2,55 980 0,1 

planet1 13 25 105 11 969 1 006 3,82 988 1,96 

styr 14 15 124 12 936 955 2,03 970 3,63 

s1488 14 25 132 13 782 767 –1,92 765 –2,17 

s1494 14 25 132 13 744 725 –2,55 732 –1,61 

kirkman 16 10 188 19 388 424 9,28 440 13,4 

sand 16 14 115 12 926 943 1,84 930 0,43 

s820 23 24 90 9 344 331 –3,78 336 –2,33 

s832 23 24 90 9 344 337 –2,03 331 –3,78 

scf 34 63 165 17 1 558 1 564 0,39 1 548 –0,64 

 

Т а б л и ц а  4   

Схемы IWLS’93 

Схема i o p k 
Кол-во эл-тов 

(осн. схема) 

Кол-во эл-тов 

(эквив. схема 1) 

S1 

% 

Кол-во эл-тов 

(эквив. схема 2) 

S2 

% 

squar5 5 8 25 5 65 60 –7,69 60 –7,69 

bw 5 28 22 4 255 248 –2,75 243 –4,71 

inc 7 9 32 6 151 139 –7,95 138 –8,61 

ex5p 8 63 74 15 1 307 1 349 3,21 1 360 4,06 

apex4 9 19 436 87 3 130 3 071 –1,88 3 052 –2,49 

sao2 10 4 58 12 169 165 –2,37 173 2,37 

ex1010 10 10 284 57 2 177 2 133 –2,02 2 143 –1,56 

table3 14 14 175 35 2 146 2 133 –0,61 2 142 –0,19 

pdc 16 40 145 29 715 731 2,24 762 6,57 

spla 16 46 260 52 1 055 1 122 6,35 1 154 9,38 

table5 17 15 158 32 1 959 2 076 5,97 1 992 1,68 

duke2 22 29 86 17 678 631 –6,93 655 –3,39 

apex1 45 45 206 41 2 607 2 608 0,04 2 602 –0,19 

 

Т а б л и ц а  5  

Схемы LGSynth’91 

Схема i o p k 
Кол-во эл-тов 

(осн. схема) 

Кол-во эл-тов 

(эквив. схема 1) 

S1 

% 

Кол-во эл-тов 

(эквив. схема 2) 

S2 

% 

dk27 4 5 11 2 30 33 10 33 10 

dk16 7 8 85 17 369 383 3,79 375 1,63 

tbk 11 8 244 49 1 378 1 331 –3,41 1 338 –2,9 

s386 11 11 38 8 207 207 0 204 –1,45 

sse 11 11 38 8 175 163 –6,86 175 0 

cse 11 11 60 12 340 338 –0,59 321 –5,59 

s298 11 14 974 195 7 330 7 014 –4,31 6 924 –5,54 

keyb 12 7 90 18 337 336 –0,3 341 1,19 

tma 12 11 39 8 213 202 –5,16 204 –4,23 

s1 13 11 94 19 634 602 –5,05 603 –4,89 

pma 13 13 56 11 336 352 4,76 346 2,98 

planet 13 25 102 20 979 949 –3,06 943 –3,68 

planet1 13 25 105 21 969 988 1,96 988 1,96 

styr 14 15 124 25 936 957 2,24 967 3,31 

ex1 14 24 70 14 407 423 3,93 431 5,9 
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О к о н ч а н и е  т а б л .  5  

Схема i o p k 
Кол-во эл-тов 

(осн. схема) 

Кол-во эл-тов 

(эквив. схема 1) 

S1 

% 

Кол-во эл-тов 

(эквив. схема 2) 

S2 

% 

s1488 14 25 132 26 782 763 –2,43 762 –2,56 

s1494 14 25 132 26 744 725 –2,55 735 –1,21 

kirkman 16 10 188 38 388 415 6,96 436 12,37 

sand 16 14 115 23 926 930 0,43 928 0,22 

s510 25 13 68 14 300 299 –0,33 286 –4,67 

scf 34 63 165 33 1 558 1 523 –2,25 1 526 –2,05 

 

Из полученных данных следует, что в рассмотренных примерах обеспечивается либо приемле-

мое усложнение эквивалентных схем по сравнению со схемой, построенной по заданной ВСДНФ, 

при искажении эквивалентных систем за счет появления дополнительных конъюнкций меньших ран-

гов, либо даже незначительное упрощение эквивалентных схем. В случае упрощения схемы доля со-

кращенных в схеме элементов в процентах по сравнению с числом элементов рабочей схемы пред-

ставлена со знаком минус. 

Заметим, что чем больше количество расщепляемых конъюнкций, тем сильнее эквивалентные 

схемы отличаются по своей структуре от исходной (рабочей) схемы и, следовательно, тем сложнее 

вносить в эквивалентные схемы вредоносные подсхемы, обеспечивающие одинаковые с рабочей схе-

мой искажения поведения. Как показали проведенные нами эксперименты, увеличение числа рас-

щепляемых конъюнкций до 30% и более (для рассматриваемых схем) приводит к существенному 

возрастанию числа элементов в эквивалентных схемах, что нежелательно.  

Отметим, что для некоторых БСДНФ количество конъюнкций, для которых можно выполнить 

расщепления, мало. Следовательно, нельзя получить эквивалентные схемы с помощью предложенного 

алгоритма. В этой ситуации в рамках технологии троирования можно использовать аппроксимирующие 

схемы. Аппроксимирующие схемы реализуют систему булевых функций, которая не является точной 

копией системы, реализуемой оригинальной (рабочей) схемой, но достаточно близка к ней [8]. 

 

Заключение 

 

В данной работе рассмотрена проблема обеспечения надежности функционирования логиче-

ских схем в условиях возможности внедрения в них вредоносных подсхем. Предложен алгоритм по-

строения эквивалентных систем булевых функций путем расщепления конъюнкций, для того чтобы 

получить по ним эквивалентные схемы с целью использования их в системах троирования. Проведе-

ны эксперименты на нескольких БСДНФ, которые показали, что в результате расщепления получа-

ются конъюнкции низких рангов по сравнению с конъюнкциями исходной БСДНФ. Это означает, что 

некоторые конъюнкции эквивалентных систем существенно отличаются от конъюнкций заданной 

БСДНФ. Следствием этого факта является отличие рабочей схемы от эквивалентных схем, затрудня-

ющее введение вредоносных подсхем в эквивалентные схемы. При подходящем выборе расщепляе-

мых конъюнкций обеспечивается приемлемое усложнение эквивалентных схем по сравнению с рабо-

чей схемой. Возникающее при этом изменение структуры эквивалентных схем затрудняет введение  

в систему троирования вредоносных подсхем. 
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