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ОЦЕНИВАНИЕ ПАРАМЕТРОВ ЛИНЕЙНЫХ ARX-СИСТЕМ ДРОБНОГО ПОРЯДКА 
С ПОМЕХОЙ НАБЛЮДЕНИЯ ВО ВХОДНОМ СИГНАЛЕ 

 

Предложен критерий для оценивания параметров линейных ARX-систем с помехой наблюдения во 
входном сигнале. Доказана сильная состоятельность получаемых оценок параметров при  помехах 
класса мартингал-разность. Для получения сильно состоятельных оценок не требуется знания законов 
распределения помех. 
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В последнее время модели на основе дифференциальных и разностных уравнений дробного по-
рядка находят применение во многих приложениях: теория вязкоупругости, теория хаоса, фракталы, 
для описания диэлектрических материалов, электрохимических процессов, траффика в компьютер-
ных сетях. 

Модели ошибки уравнения (ARX-модели) [1] – наиболее распространенный вид моделей пара-
метризации шума. Идентификация моделей ошибки уравнения сводится к классической задаче ре-
грессионного анализа и может быть решена методом наименьших квадратов. Однако во многих прак-
тических задачах помеха содержится также и во входном сигнале, в этом случае классический метод 
наименьших квадратов не позволяет получать состоятельные оценки. 

В настоящее время активно развиваются методы нелинейного оценивания параметров динами-
ческих систем [2, 3]. Для динамических систем дробного порядка с различными моделями шума раз-
работаны методы для оценивания параметров [4–8]. 

В статье [9] предложен рекуррентный алгоритм оценивания параметров билинейных ARX си-
стем с помехой во входном сигнале на основе стохастической аппроксимации. 

В данной статье разработан критерий для оценивания параметров линейных ARX дробного по-
рядка с помехой во входном сигнале и доказана сильная состоятельность получаемых оценок. 

 
1. Постановка задачи 

 

Рассмотрим линейную ARX-систему дробного порядка, описываемую следующими стохасти-
ческими уравнениями с дискретным временем ... 1,0,1,...i   :    
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iz   наблюдаемая выходная переменная; ii wx ,  ненаблюдаемая и наблюдаемая переменная вход-

ные переменные; i – помеха наблюдения во входных сигналах; i  – ошибка в уравнении. 

Предположим, что выполняются следующие условия: 
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1. Множество 
~

, которому априорно принадлежат истинные значения параметров устойчивой 
динамической системы, является компактом. 
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причем H  существует, ограничена и положительно определена. 

4. }{ ix  статистически не зависит от   ii  , . 

Требуется определять оценки неизвестных коэффициентов динамической системы, описываемой 

уравнением (1), по наблюдаемым последовательностям ii wz ,  при известных порядках r, r1, ,m m . 

 
2. Критерий для оценивания параметров 

 

Система может быть записана как линейная регрессия 
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Лемма 1. Пусть выполняются условия 1–3, тогда математическое ожидание i  равно нулю 

0)(  iE . 

Доказательство. Из предположения, что    ii  ,  – мартингал-разности, следует, что

,0)(  iE  0)(  iE , тогда, используя предположение 3, можно показать 

    .0)1()()(
01

)(
0

)(
0

1











 







i

j
ji

mj
r

m

m
i

iT
ii E

j
aEaEE  

 



Д.В. Иванов 

32 

Лемма 2. Пусть выполняются условия 1–3, тогда средняя дисперсия обобщенной ошибки равна 
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Доказательство. По определению средней дисперсии 
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Используя лемму 1.1 [10] для случайного процесса i , а также условия 3, 4 получаем, что 
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Применив лемму [10] для случайных процессов, получаем, что 
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Первые два слагаемых в сумме 3  в силу условий 2, 3, 4 удовлетворяют условиям леммы 2 [11] 

и, следовательно, 
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таким образом, (4) можно представить в виде конечного числа слагаемых, каждое из которых в силу 
предположений 2–3 по лемме 2 [11] сходится к нулю.  

Можно доказать, что и все остальные слагаемые в 3  сходятся к нулю с вероятностью 1 при 
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Покажем, что решение задачи 
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Для этого вместе с критерием (3) рассмотрим функцию  
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Дифференцируя  ,, abV  по ab,  и приравнивая производные к нулю, находим 
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и тогда 
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функция  V  на интервале  1, min   непрерывна, где min  – наименьшее собственное число 

регулярного пучка квадратичных форм, т.е. наименьший корень уравнения: 
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Легко показать, что уравнение   0V имеет не более одного корня 1  на  1, min  , 
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Аналогично (9) можно получить (для конечной выборки объёма N): 
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и   0NV  имеет свойства, аналогичные   .0V                                                                                 (11) 

Однако нахождение корня 0)( NV  можно записать в следующей форме: 
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Далее неизвестные параметры можно определить из решения следующих линейных уравнений: 
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Из единственности решений (11), (12) и последнего выражения следует [15], что 

.)(ˆ
0

..

N
 



НП
N  

 
Заключение 

 
В работе предложен критерий для оценивания параметров линейной ARX-системы с помехой 

наблюдения во входном сигнале. Доказана сильная состоятельность получаемых оценок. Полученные 
результаты могут послужить основой для создания новых высокоэффективных автоматизированных 
систем управления технологическими процессами. Дальнейшие исследования могут быть направле-
ны на построение алгоритмов идентификации при автокоррелированных помехах. 
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The paper deals with the problem of parameter estimation of linear ARX systems with observation noise in the input signals, de-
scribed by the equations 
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where ix  and iw  are unobservable  and observable input variables; iz  is the observable output variable; i is a noise; i is the 

noise observation  of the input signal. 
We proposed the criterion for estimating the parameters of linear fractional order ARX systems, which is a generalization of the 

method of least squares: 
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It is proved that under non-restrictive conditions on the signal and noise, the proposed algorithm provides strongly consistent es-
timates. Note that there does not require knowledge of the laws of distribution of noise to obtain the strongly consistent estimates. 
The results can be used to create new highly automated systems of control by technological processes. 
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