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Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ îñíîâíîé ïðîáëåìû àëãåáðàè÷åñêîé ãåî-
ìåòðèè íàä ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûìè ìíîæåñòâàìè ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðå-
íèÿ, à èìåííî çàäà÷è ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé íàä ÷àñòè÷íûì ïîðÿä-
êîì. Çàäà÷à ðàçðåøèìîñòè ñèñòåì óðàâíåíèé ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðå-
ìÿ, åñëè îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, ñîîòâåòñòâóþùèé ÷àñòè÷íîìó ïîðÿäêó, ÿâëÿåò-
ñÿ ïðèâåä¼ííûì èíòåðâàëüíûì îðãðàôîì, è ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé, åñëè îñíîâàíèå
îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ öèêëîì
äëèíû íå ìåíüøå 4. Ïîëó÷åí òàêæå ðåçóëüòàò, õàðàêòåðèçóþùèé âîçìîæíîñòü
ïåðåõîäà îò áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì óðàâíåíèé íàä ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì ê êîíå÷íûì
ñèñòåìàì. Àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû, îáëàäàþùèå óêàçàííûì ñâîéñòâîì, íàçûâà-
þòñÿ í¼òåðîâûìè ïî óðàâíåíèÿì. ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî îáëàäàåò
ñâîéñòâîì í¼òåðîâîñòè ïî óðàâíåíèÿì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáûå åãî âåðõ-
íèå è íèæíèå êîíóñû ñ áàçîé ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íî îïðåäåë¼ííûìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìû óðàâíåíèé, âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü, ÷àñòè÷íî

óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, í¼òåðîâîñòü ïî óðàâíåíèÿì, êîíóñû, ðàçðåøèìîñòü.

CRITERION FOR EQUATIONAL NOETHERIANITY AND COMPLEXITY
OF THE SOLVABILITY PROBLEM FOR SYSTEMS OF EQUATIONS

OVER PARTIALLY ORDERED SETS
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Results are presented concerning the main problem of algebraic geometry over partially
ordered sets from a computational point of view, namely, the solvability problem for
systems of equations over a partial order. This problem is solvable in polynomial time
if the directed graph corresponding to the partial order is a adjusted interval digraph,
and is NP-complete if the base of the directed graph corresponding to the partial order
is a cycle of length at least 4. We also present a result characterizing the possibility
of transition from infinite systems of equations over partial orders to finite systems.
Algebraic systems with this property are called equationally Noetherian. A partially
ordered set is equationally Noetherian if and only if any of its upper and lower cones
with base are finitely defined.
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Ââåäåíèå
Êëàññè÷åñêàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ èçó÷àåò óðàâíåíèÿ è ñèñòåìû óðàâíåíèé

íàä ïîëÿìè âåùåñòâåííûõ è êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Âî âòîðîé ïîëîâèíå XX âåêà áóðíûé
ðîñò ïåðåæèâàåò òàêîå íàïðàâëåíèå ìàòåìàòèêè, êàê óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ
ãåîìåòðèÿ, êîòîðàÿ èçó÷àåò ñèñòåìû óðàâíåíèé íàä ïðîèçâîëüíûìè àëãåáðàè÷åñêèìè
ñèñòåìàìè. Îáùèå çàêîíîìåðíîñòè äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì âûâîäÿòñÿ íà îñíîâå
èçó÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì, òàêèõ, êàê ñâîáîäíûå íåàáåëåâû ãðóï-
ïû, àáåëåâû ãðóïïû, ðàçðåøèìûå ãðóïïû, ìåòàáåëåâû ãðóïïû, ïîëóãðóïïû, ðåø¼òêè,
ãðàôû è ò. ä. Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà âîïðîñàì àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè íàä ÷à-
ñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûìè ìíîæåñòâàìè è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîäîëæåíèå èññëåäîâà-
íèé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè íàä àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòåìàìè áåç ôóíêöèîíàëüíûõ
ñèìâîëîâ.

Ñèñòåìû óðàâíåíèé áûâàþò êàê êîíå÷íûå, òàê è áåñêîíå÷íûå. Ñâîéñòâî í¼òåðî-
âîñòè ïî óðàâíåíèÿì ãîâîðèò î òîì, ÷òî ìîæíî èç áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì óðàâíåíèé
âûäåëèòü ýêâèâàëåíòíûå êîíå÷íûå ïîäñèñòåìû, îíî õàðàêòåðèçóåò ¾ïîäàòëèâîñòü¿ ñè-
ñòåìû ê èçó÷åíèþ ñ òî÷êè çðåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Åñëè ñèñòåìà îáëàäàåò
äàííûì ñâîéñòâîì, òî èç ýòîãî ñðàçó æå ñëåäóåò ìíîæåñòâî ñâîéñòâ, õàðàêòåðèçóþ-
ùèõ êîíå÷íîñòü öåïî÷åê àëãåáðàè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé íàä ýòîé ñèñòåìîé, òàêèõ, êàê
óáûâàþùèå öåïî÷êè àëãåáðàè÷åñêèõ ïîäìíîæåñòâ, öåïî÷êè ñîáñòâåííûõ ýïèìîðôèç-
ìîâ êîîðäèíàòíûõ àëãåáð, îáðûâ âîçðàñòàþùèõ öåïî÷åê äèçúþíêòèâíûõ ðàäèêàëü-
íûõ èäåàëîâ è ò. ä. [1]. Ñóùåñòâóþò àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû, îáëàäàþùèå äàííûì
ñâîéñòâîì êàê áåçóñëîâíî, òàê è ïðè îïðåäåë¼ííîì óñëîâèè (èçâåñòíû êðèòåðèè í¼-
òåðîâîñòè). Â ï. 1 äàííîé ðàáîòû ïðèâåäåíû íåîáõîäèìûå ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ.
Ïóíêò 2 ïîñâÿù¼í ôîðìóëèðîâêå êðèòåðèÿ í¼òåðîâîñòè ïî óðàâíåíèÿì äëÿ ÷àñòè÷íî
óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ (×ÓÌ).

Äëÿ ñèñòåì óðàâíåíèé íàä àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòåìàìè ñóùåñòâóþò òàêèå âàæíûå
îáúåêòû, êàê êîîðäèíàòíàÿ àëãåáðà è ðàäèêàë ñèñòåìû. Îíè îïðåäåëÿþò îáùåå ðå-
øåíèå ñèñòåìû, åñëè îíî åñòü. Íî ïåðåä òåì, êàê ðåøàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé è èñêàòü
å¼ îáùåå ðåøåíèå, âàæíî çíàòü: ðàçðåøèìà ëè ýòà ñèñòåìà, èìååò ëè îíà ðåøåíèå
â ïðèíöèïå? Ýòîìó âîïðîñó ïîñâÿùåí ï. 3, ãäå ïîêàçàíà ñâÿçü ×ÓÌ ñ ïîäêëàññîì îðè-
åíòèðîâàííûõ ãðàôîâ è ñâÿçü çàäà÷è ðàçðåøèìîñòè ñèñòåì óðàâíåíèé ñ ïîäçàäà÷åé
óäîâëåòâîðåíèÿ îãðàíè÷åíèé� çàäà÷åé ñïèñî÷íîãî ãîìîìîðôèçìà.

Èñïîëüçîâàíèå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ íà ïðàêòèêå øèðîêî ðàñïðî-
ñòðàíåíî. Ñ èõ ïîìîùüþ ìîæíî ñòðîèòü ìîäåëè òàêèõ ñòðóêòóð, êàê áàçû äàííûõ,
ïîòîêè äàííûõ â ñåòè, ñîáûòèÿ âî âðåìåííûõ ðÿäàõ è äð., ãäå òðåáóåòñÿ çàäàíèå èåðàð-
õèè. Óðàâíåíèÿ íàä ÷àñòè÷íûìè ïîðÿäêàìè çàäàþò íåêîòîðûå ïîäñòðóêòóðû (ïîäïî-
ðÿäêè) â äàííûõ ìîäåëÿõ. Ïîýòîìó èçó÷åíèå ñèñòåì óðàâíåíèé íàä ÷àñòè÷íî óïîðÿäî-
÷åííûìè ìíîæåñòâàìè òàêæå âàæíî è ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Íàïðèìåð, åñëè
çàäàíà ìîäåëü êîìïüþòåðíûõ âû÷èñëåíèé â êà÷åñòâå ïîñëåäîâàòåëüíî-ïàðàëëåëüíîãî
÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà, òî ÷åðåç ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé ìîæíî îïðåäåëÿòü äîñòóï-
íîñòü îäíîãî âû÷èñëåíèÿ äëÿ äðóãîãî. Íî ïî ñâîéñòâàì èçíà÷àëüíîé ìîäåëè ìîæíî
ñðàçó ïîíÿòü: ðàçðåøèìû ëè ñèñòåìû çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ èëè íåò? È åñëè íåò,
òî ìîäåëü âû÷èñëåíèé ìîæíî ìåíÿòü òàê, ÷òîáû ñèñòåìû ðåøàëèñü ýôôåêòèâíî ïî
âðåìåíè.
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Òåîðåìû 1, 5, 6 è ëåììû 1 è 2 äîêàçàíû À.Þ. Íèêèòèíûì. Ñëåäñòâèå 1 âûâåäåíî
È.Ä. Êóäûêîì.

1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ
Äàäèì áàçîâûå îïðåäåëåíèÿ òåîðèè ðåø¼òîê [2, 3] è óíèâåðñàëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé

ãåîìåòðèè [1] è ââåä¼ì âñïîìîãàòåëüíûå îïðåäåëåíèÿ ïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòîâ êîíóñà,
êîíóñà ñ áàçîé, êîíå÷íî ïîðîæä¼ííîãî è êîíå÷íî îïðåäåë¼ííîãî êîíóñà, íåîáõîäèìûå
äëÿ ôîðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòîâ.

×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì (÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì) íàçûâàåòñÿ àëãåá-
ðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà P = ⟨P ; {⩽(2), A}⟩, ãäå ⩽�ïðåäèêàòíûé ñèìâîë îòíîøåíèÿ ïîðÿä-
êà è A�ìíîæåñòâî êîíñòàíòíûõ ñèìâîëîâ, íà êîòîðîé âûïîëíåíû ñëåäóþùèå òðè
àêñèîìû:

1) ∀p ∈ P p ⩽ p (ðåôëåêñèâíîñòü);
2) ∀p1, p2 ∈ P (p1 ⩽ p2 ∧ p2 ⩽ p1)⇒ p1 = p2 (àíòèñèììåòðè÷íîñòü);
3) ∀p1, p2, p3 ∈ P (p1 ⩽ p2 ∧ p2 ⩽ p3)⇒ p1 ⩽ p3 (òðàíçèòèâíîñòü).

ßçûê (ñèãíàòóðó) ÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêîâ ñ ìíîæåñòâîì êîíñòàíòíûõ ñèìâîëîâ A áó-
äåì îáîçíà÷àòü êàê LA.

Äëÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà P = ⟨P ; {⩽(2), A}⟩ ïðåäèêàò ÷àñòè÷íîãî
ïîðÿäêà ⩽(2) çàäà¼ò ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ íîñèòåëÿ P . Ìíîæåñòâî òàêèõ ñîîòíî-
øåíèé îáîçíà÷àåòñÿ ⩽P . Åñëè äëÿ ýëåìåíòîâ pi, pj ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà P âûðàæåíèå
pi ⩽ pj âûïîëíèìî íàä P , òî ýòî ìîæíî îáîçíà÷èòü êàê pi ⩽ pj ∈⩽P , èëè â òåðìèíàõ
âûïîëíèìîñòè êàê P ⊨ pi ⩽ pj.

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ äèîôàíòîâîé, åñëè ìåæäó íîñèòåëåì àëãåáðà-
è÷åñêîé ñèñòåìû è ìíîæåñòâîì å¼ êîíñòàíòíûõ ñèìâîëîâ â ÿçûêå ñóùåñòâóåò âçàèìíî
îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå.

Ýëåìåíòû x è y ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà P íàçûâàþòñÿ ñðàâíèìûìè, åñëè â P ëèáî
x ⩽ y, ëèáî y ⩽ x. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ýëåìåíòû íàçûâàþòñÿ íåñðàâíèìûìè, ýòî
îáîçíà÷àåòñÿ êàê x ̸∼ y [3, ñ. 16]. Äàëåå ïî òåêñòó â íåêîòîðûõ ìåñòàõ óäîáíî áóäåò
ïèñàòü íå a ⩽ b, à b ⩾ a, ÷òî îçíà÷àåò îäíî è òî æå.

Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ A ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà P îïðåäåëåíû ìíîæåñòâà
A↑ = {x ∈ P : ∀a ∈ A a ⩽ x} è A↓ = {x ∈ P : ∀a ∈ A x ⩽ a}. Ýòè ìíîæåñòâà
íàçûâàþòñÿ âåðõíèì è íèæíèì êîíóñàìè ìíîæåñòâà A (èëè ïðîñòî âåðõíåå è íèæíåå
ìíîæåñòâà A) [2, ñ. 90]. Äëÿ îäíîýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà A = {a} áóäåì îáîçíà÷àòü a↑

è a↓ ñîîòâåòñòâåííî.
Ìíîæåñòâîì ïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòîâ êîíóñà A↑ (A↓) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ýëå-

ìåíòîâ B ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà P , äëÿ êîòîðîãî âåðíî B↑ = A↑ (B↓ = A↓). Êîíóñ A↑ (A↓)
íàçûâàåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûì, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî B ïîðîæäà-
þùèõ ýòîãî êîíóñà.

Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà A. Êîíóñîì ñ áàçîé íàçû-
âàåòñÿ ïàðà (A,A↑), êîòîðàÿ ñîñòîèò èç áàçû A è âåðõíåãî êîíóñà A↑, ïîðîæä¼ííî-
ãî áàçîé A. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íèæíèé êîíóñ ñ áàçîé. Âåðõíèé êîíóñ ñ áàçîé
(A,A↑) íàçûâàåòñÿ êîíå÷íî îïðåäåë¼ííûì, åñëè ñóùåñòâóåò B ⊆ A, òàêîå, ÷òî |B| <∞
è B↑ = A↑.

Òåðìîì â ÿçûêå L îò ïåðåìåííûõ X íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå, îïðåäåëåííîå ðåêóð-
ñèâíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) ëþáàÿ ïåðåìåííàÿ x ∈ X åñòü òåðì;
2) ëþáàÿ êîíñòàíòà ÿçûêà L åñòü òåðì;
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3) åñëè t1, . . . , tn � òåðìû è F (n) �ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë ÿçûêà L, òî F (t1, . . . , tn)
ÿâëÿåòñÿ òåðìîì.

×åðåç TL(X) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ òåðìîâ ÿçûêà L îò ïåðåìåííûõ X.
Àòîìàðíîé ôîðìóëîé ÿçûêà L îò ïåðåìåííûõ X íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå, îïðåäå-

ëåííîå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) äëÿ ëþáûõ ti, tj ∈ TL(X) âûðàæåíèå ti = tj ÿâëÿåòñÿ àòîìàðíîé ôîðìóëîé;
2) äëÿ ëþáîãî ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëà R(n) ÿçûêà L è äëÿ ëþáûõ òåðìîâ t1, . . . , tn ∈
∈ TL(X) âûðàæåíèå R(t1, . . . , tn) ÿâëÿåòñÿ àòîìàðíîé ôîðìóëîé.

Ìíîæåñòâî àòîìàðíûõ ôîðìóë â ÿçûêå L îò ïåðåìåííûõ X îáîçíà÷àåòñÿ AtL(X).
Â àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè óðàâíåíèåì â ÿçûêå L îò ïåðåìåííûõ X íàçûâàåòñÿ àòî-
ìàðíàÿ ôîðìóëà â ýòîì ÿçûêå îò ïåðåìåííûõ X. Ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî óðàâíåíèé
èç AtL(X) íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé. Äàäèì îïðåäåëåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ ÷à-
ñòè÷íûõ ïîðÿäêîâ.

Ïóñòü Xn = {x1, . . . , xn}�ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ è çàäàí ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê
P = ⟨P ; {⩽, A}⟩. Óðàâíåíèåì â ÿçûêå LA ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà P îò ïåðåìåííûõ Xn

íàçûâàåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ âûðàæåíèé:

1) ai = aj, ãäå ai, aj ∈ A;
2) ai ⩽ aj (èëè aj ⩾ ai), ãäå ai, aj ∈ A;
3) xi = aj, ãäå xi ∈ Xn, aj ∈ A;
4) xi = xj, ãäå xi, xj ∈ Xn;
5) ai ⩽ xj (èëè xj ⩾ ai), ãäå xj ∈ Xn, ai ∈ A;
6) xi ⩽ aj (èëè aj ⩾ xi), ãäå xi ∈ Xn, aj ∈ A;
7) xi ⩽ xj (èëè xj ⩾ xi), ãäå xi, xj ∈ Xn.

Äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé S(X) íàä ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì P â ÿçûêå LA îò ïåðå-
ìåííûõ X äîãîâîðèìñÿ îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî óðàâíåíèé òèïà ai = aj, ãäå ai, aj ∈ A,
â ñèñòåìå óðàâíåíèé S(X) ÷åðåç Sa=a. Àíàëîãè÷íî îáîçíà÷àþòñÿ îñòàëüíûå ìíîæåñòâà
òèïîâ óðàâíåíèé:

Sa=a, Sa⩽a, Sx=a, Sx=x, Sa⩽x, Sx⩽a, Sx⩽x. (1)

Ìíîæåñòâî An = {(a1, . . . , an) : ai ∈ A} íàçûâàåòñÿ àôôèííûì n-ìåðíûì ïðîñòðàí-

ñòâîì íàä àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìîé A, à åãî ýëåìåíòû� òî÷êàìè.
Òî÷êà p = (a1, . . . , an) ∈ An íàçûâàåòñÿ êîðíåì (ðåøåíèåì) óðàâíåíèÿ s ∈ AtL(X),

åñëè A ⊨ s(a1, . . . , an). Òî÷êà p ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé S ⊆ AtL(X),
åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äëÿ êàæäîãî óðàâíåíèÿ èç ñèñòåìû S.

Ïóñòü S � ñèñòåìà óðàâíåíèé ÿçûêà LA îò ïåðåìåííûõX. Ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé
ñèñòåìû S â ïðîñòðàíñòâå An îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç VA(S) (èëè V (S) äëÿ êðàòêîñòè) è
îïðåäåëÿåòñÿ êàê VA(S) = {(a1, . . . , an) ∈ An : ∀s ∈ SA ⊨ s(a1, . . . , an)}.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé S íàçûâàåòñÿ íåñîâìåñòíîé íàä A, åñëè VA(S) = ∅; èíà÷å îíà
íàçûâàåòñÿ ñîâìåñòíîé. Äâå ñèñòåìû óðàâíåíèé S1 è S2 íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè
íàä A (îáîçíà÷àåòñÿ S1 ∼A S2), åñëè VA(S1) = VA(S2).

2. Êðèòåðèé í¼òåðîâîñòè ïî óðàâíåíèÿì
Ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì êðèòåðèè ñâîéñòâ í¼òåðîâîñòè ïî óðàâíåíèÿì è ñëàáîé

í¼òåðîâîñòè ïî óðàâíåíèÿì äëÿ ÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêîâ.
Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà A íàçûâàåòñÿ ñëàáî í¼òåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì, åñëè äëÿ

ëþáîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà X è ëþáîé ñèñòåìû óðàâíåíèé S ⊆ AtL(X) ñóùåñòâóåò
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òàêàÿ êîíå÷íàÿ ñèñòåìà S0, ÷òî VA(S) = VA(S0). Åñëè ïðè ýòîì S0 ⊆ S, òî àëãåáðàè-
÷åñêàÿ ñèñòåìà A íàçûâàåòñÿ í¼òåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì.

Òåîðåìà 1. ×àñòè÷íûé ïîðÿäîê P â ÿçûêå LA â äèîôàíòîâîì ñëó÷àå îáëàäàåò
ñâîéñòâîì í¼òåðîâîñòè ïî óðàâíåíèÿì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ïîä-
ìíîæåñòâà B ýëåìåíòîâ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà P âåðõíèé è íèæíèé êîíóñû ñ áàçîé B
ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íî îïðåäåë¼ííûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äëÿ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà P ëþáûå êîíóñû ñ áàçîé ÿâ-
ëÿþòñÿ êîíå÷íî îïðåäåë¼ííûìè è çàäàíà ñèñòåìà óðàâíåíèé S(Xn) íàä P â ÿçûêå LA

îò n ïåðåìåííûõ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòà ñèñòåìà ñîäåðæèò âñå ñåìü òèïîâ óðàâíå-
íèé (1) è óðàâíåíèé êàæäîãî òèïà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî âñå ðàçëè÷íûå êîíñòàíòû â ñèñòåìå S(Xn)
èìåþò ðàçíûå èíòåðïðåòàöèè íà P . Ýòî óñëîâèå íå ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíûì, íî óïðî-
ùàåò äàëüíåéøèå ñòðîãèå ðàññóæäåíèÿ è íå âëèÿåò íà ñóòü äîêàçàòåëüñòâà.

Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî èç ñèñòåìû S(Xn) ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íóþ ïîäñèñòå-
ìó S ′(Xn), ýêâèâàëåíòíóþ S(Xn). Ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû S(Xn) ìîæíî îïðåäå-
ëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: V (S) = V (Sa=a) ∩ V (Sa⩽a) ∩ V (Sx=a) ∩ V (Sx=x) ∩ V (Sx⩽a) ∩
∩ V (Sa⩽x) ∩ V (Sx⩽x). Ïîêàæåì, ÷òî èç ïîäñèñòåì êàæäîãî òèïà óðàâíåíèé ìîæíî âû-
áðàòü êîíå÷íóþ ïîäñèñòåìó, ýêâèâàëåíòíóþ èçíà÷àëüíîé.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ïîäñèñòåìó Sa=a ⊂ S(Xn). Åñëè ýòî ìíîæåñòâî óðàâíåíèé ñîâ-
ìåñòíî íàä P , òî îíî íèêàê íå âëèÿåò íà ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé S(Xn)
è îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñèñòåìà S ′

a=a = ∅. Åñëè Sa=a íåñîâìåñòíà íàä P , òî ñóùåñòâó-
åò óðàâíåíèå ai = aj ∈ Sa=a, êîòîðîå íå âûïîëíåíî íàä ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì P , è
ýòî óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî ïîäñèñòåìå Sa=a. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðèìåíèìû
ê ìíîæåñòâó óðàâíåíèé Sa⩽a ⊂ S(Xn).

Ââèäó êîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà
óðàâíåíèé S ′

x=x è S
′
x⩽x, ýêâèâàëåíòíûõ ïîäñèñòåìàì Sx=x è Sx⩽x ñîîòâåòñòâåííî. Îò-

ìåòèì, ÷òî ñèñòåìû Sx=x è Sx⩽x íå ìîãóò áûòü íåñîâìåñòíûìè.
Åñëè ìíîæåñòâî óðàâíåíèé Sx=a ⊂ S(Xn) ñîâìåñòíî, òî, îïÿòü ââèäó êîíå÷íîñòè

ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ, ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ïîäñèñòåìà S ′
x=a ⊂ Sx=a, ýêâèâàëåíò-

íàÿ Sx=a. Èíà÷å â Sx=a ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïàðà óðàâíåíèé xi = aj, xi = ak, ÷òî aj ̸= ak.
Ýòà ïàðà óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîé Sx=a ïîäñèñòåìîé.

Ïóñòü âûäåëåíî ïîäìíîæåñòâî óðàâíåíèé Sxi⩽a ⊂ Sx⩽a, â êîòîðîì âñå óðàâíåíèÿ
çàâèñÿò îò ïåðåìåííîé xi. Ýòî ìíîæåñòâî ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Sxi⩽a = {xi ⩽ aj : j ∈ J, |J | = ∞}. Èç ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ âèäíî, ÷òî V (Sxi⩽a) = A↓

i ,
ãäå Ai = {aj : j ∈ J}. Ïîëüçóÿñü ñâîéñòâîì, ÷òî ëþáûå êîíóñû ñ áàçîé ÷àñòè÷íîãî ïî-
ðÿäêà P êîíå÷íî îïðåäåë¼ííûå, ìîæíî âûáðàòü òàêîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî J ′⊂ J ,
÷òî A′

i = {aj : j ∈ J ′, |J ′| < ∞} è (A′
i)
↓ = A↓

i . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìîæíî âûáðàòü
êîíå÷íóþ ïîäñèñòåìó S ′

xi⩽a ∼ Sxi⩽a.
Ïðèìåíÿÿ îïèñàííóþ ïðîöåäóðó äëÿ âñåõ ïåðåìåííûõ èç Sx⩽a, ìîæíî âûäåëèòü

êîíå÷íóþ ïîäñèñòåìó S ′
x⩽a ∼ Sx⩽a. Àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè ìîæíî âûâåñòè

ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîé ïîäñèñòåìû S ′
a⩽x ∼ Sa⩽x.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíû êîíå÷íûå ïîäñèñòåìû S ′
a=a, S

′
a⩽a, S

′
x=a, S

′
x=x, S

′
a⩽x, S

′
x⩽a

è S ′
x⩽x, ýêâèâàëåíòíûå ïîäñèñòåìàì Sa=a, Sa⩽a, Sx=a, Sx=x, Sa⩽x, Sx⩽a è Sx⩽x ñèñòå-

ìû S(Xn) ñîîòâåòñòâåííî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî V (S) = V (S ′
a=a) ∩ V (S ′

a⩽a) ∩ V (S ′
x=a) ∩

∩ V (S ′
x=x) ∩ V (S ′

x⩽a) ∩ V (S ′
a⩽x) ∩ V (S ′

x⩽x).
Òåïåðü ïóñòü ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê P í¼òåðîâ ïî óðàâíåíèÿì. Ðàññìîòðèì ïðîèç-

âîëüíîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ A ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà P . Ó íåãî åñòü
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íèæíèé êîíóñ A↓. Ñîñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèé S(x) = {x ⩽ ai : ai ∈ A} íàä P .
Ââèäó òîãî, ÷òî P í¼òåðîâ ïî óðàâíåíèÿì, ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íóþ ïîäñèñòåìó
S ′(x) = {x ⩽ ai : ai ∈ A′, |A′| < ∞} ∼ S(x). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî A↓ = A′↓. Òåì ñàìûì
äîêàçàíà êîíå÷íàÿ îïðåäåë¼ííîñòü íèæíåãî êîíóñà ñ áàçîé äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà ýëå-
ìåíòîâ A ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà P . Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ êîíå÷íàÿ îïðåäåë¼ííîñòü
âåðõíèõ êîíóñîâ ñ áàçîé.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî åñëè êîíóñ ñ áàçîé B íå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî îïðåäåë¼ííûì, òî
ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òî B↑ èëè B↓ íå ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûìè. Ïðèìåð: ïóñòü
çàäàí ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê P = Z ∪ {q}, ãäå Z�ëèíåéíûé ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå öå-
ëûõ ÷èñåë è q� åäèíè÷íûé ýëåìåíò, êîòîðûé íå ñðàâíèì íè ñ îäíèì ýëåìåíòîì èç Z.
Ôðàãìåíò ãðàôà äàííîãî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ïðèâåä¼í íà ðèñ. 1.

.

.

.

i− 1

i

i+ 1
.
.
.

q.

Ðèñ. 1. ×àñòè÷íûé ïîðÿäîê P = Z ∪ {q}

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî Z↓ = ∅; äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà B ⊂ Z âåðíî
B↓ ̸= ∅. Íî åñëè âçÿòü ìíîæåñòâî C = {0, q}, òî C↓ = ∅ = Z↓. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Z↓

ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûì.
Èç ýòîãî ïðèìåðà è êðèòåðèÿ í¼òåðîâîñòè ïî óðàâíåíèÿì ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå

Ñëåäñòâèå 1. ×àñòè÷íûé ïîðÿäîê P â ÿçûêå LA îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñëàáîé í¼-
òåðîâîñòè ïî óðàâíåíèÿì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà A
ýëåìåíòîâ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà P êîíóñû B↑ è B↓ ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûìè.

3. Ñëîæíîñòü ïðîáëåìû ðàçðåøèìîñòè ñèñòåì óðàâíåíèé
íàä ÷àñòè÷íûìè ïîðÿäêàìè

Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó ðàçðåøèìîñòè ñèñòåì óðàâíåíèé íàä ÷àñòè÷íûìè ïîðÿäêà-
ìè è íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ å¼ ïîëèíîìèàëüíîé ðàçðåøèìîñòè è NP-ïîëíîòû. Äëÿ ýòîãî
ââåä¼ì ðÿä îïðåäåëåíèé [4] è ïåðåôîðìóëèðóåì èõ ñ àëãåáðàè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ.

Ãðàô G = G(V ) ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V åñòü íåêîòîðîå ñåìåéñòâî ñî÷åòàíèé èëè
ïàð âèäà E = (a, b), a, b ∈ V , óêàçûâàþùåå, êàêèå âåðøèíû ñ÷èòàþòñÿ ñîåäèí¼ííû-
ìè [4, ñ. 11].

Åñëè ðàññìàòðèâàòü ãðàô êàê àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó, òî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ãðàô
G = ⟨V ;E⟩� ýòî àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V â êà÷åñòâå íîñèòåëÿ
è áèíàðíûì ïðåäèêàòíûì îòíîøåíèåì E â ÿçûêå, çàäàþùèì ìíîæåñòâî ð¼áåð â ãðà-
ôå [1, ñ. 21]. Ïàðà âåðøèí u, v ∈ V , äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî E(u, v), íàçûâàåòñÿ ðåáðîì
ãðàôà G. Äàëåå ðåáðî áóäåì îáîçíà÷àòü (u, v). Åñëè ïîðÿäîê âåðøèí â ðåáðå íå ñó-
ùåñòâåíåí, òî åñòü (u, v) = (v, u), òî òàêîå ðåáðî íàçûâàåòñÿ íåîðèåíòèðîâàííûì èëè
çâåíîì. Åñëè ïîðÿäîê ñóùåñòâåíåí, òî ðåáðî íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì èëè äó-

ãîé. Äëÿ äóãè (u, v) âåðøèíà u ÿâëÿåòñÿ èñõîäÿùåé, à âåðøèíà v� âõîäÿùåé. Ãðàô
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ÿâëÿåòñÿ íåîðèåíòèðîâàííûì, åñëè êàæäîå åãî ðåáðî íåîðèåíòèðîâàííîå, è îðèåíòè-
ðîâàííûì, åñëè âñå åãî ðåáðà îðèåíòèðîâàíû. Åñëè ðåáðî ãðàôà èìååò ñâî¼ íà÷àëî è
êîíåö â îäíîé è òîé æå âåðøèíå, òî òàêîå ðåáðî íàçûâàåòñÿ ïåòë¼é.

Îðèåíòèðîâàííîìó ãðàôó G ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå íåîðèåíòèðîâàííûé
ãðàô U(G), ïîëó÷åííûé èç G ïóò¼ì çàìåíû äóã íà íåîðèåíòèðîâàííûå ð¼áðà.

Äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü ãðàôû ñïåöèàëüíîãî âèäà, êîòîðûå èìåþò êëþ÷åâóþ
ðîëü â ðàáîòå [5]. Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî èíòåðâàëîâ I = {I1, . . . , In} íà âåùåñòâåí-
íîé ïðÿìîé R. Íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = ⟨V ;E⟩ íàçûâàåòñÿ èíòåðâàëüíûì, åñ-
ëè åãî ìíîæåñòâó âåðøèí V = {v1, . . . , vn} ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâî èíòåðâàëîâ I è
(vi, vj) ∈ E(G) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ivi ∩ Ivj ̸= ∅. Ïóñòü òåïåðü çàäàíà ïàðà
ìíîæåñòâ èíòåðâàëîâ {I1, . . . , In} è {J1, . . . , Jn}. Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = ⟨V ;E⟩
íàçûâàåòñÿ èíòåðâàëüíûì, åñëè êàæäîé âåðøèíå v ñîîòâåòñòâóåò ïàðà èíòåðâàëîâ
(Iv, Jv) è (u, v) ∈ E(G) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Iu ∩ Jv ̸= ∅. Îðèåíòèðîâàííûé
èíòåðâàëüíûé ãðàô íàçûâàåòñÿ ïðèâåä¼ííûì, åñëè äëÿ êàæäîé âåðøèíû v èíòåðâà-
ëû Iv è Jv èìåþò îáùóþ ëåâóþ òî÷êó. Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåí ïðèìåð ïðèâåä¼ííîãî
èíòåðâàëüíîãî îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà è åãî èíòåðâàëüíàÿ ôîðìà.

a b

cd

Ja
Ia

Jb
Ib

Jc
Ic

Jd
Id

Ðèñ. 2. Ïðèâåä¼ííûé èíòåðâàëüíûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô è åãî èíòåðâàëüíàÿ ôîðìà

Ïóñòü äàíû äâà ãðàôà H è G. Ãîìîìîðôèçìîì ãðàôà H â ãðàô G íàçûâàåòñÿ
òàêîå îòîáðàæåíèå φ : V (H)→ V (G), ÷òî äëÿ âñåõ u, v ∈ V (H) åñëè (u, v) ∈ E(H), òî
(φ(u), φ(v)) ∈ E(G).

Èçâåñòíà ñâÿçü ìåæäó ÷àñòè÷íûìè ïîðÿäêàìè è ãðàôàìè [4]. Ïóñòü çàäàí ÷à-
ñòè÷íûé ïîðÿäîê P , åìó ñîîòâåòñòâóåò ãðàô ΓP , âåðøèíàì êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò
ýëåìåíòû ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà, è äóãà (pi, pj) åñòü â ãðàôå ΓP , åñëè è òîëüêî åñëè
pj ⩽ pi. Ãðàô ΓP ÿâëÿåòñÿ ðåôëåêñèâíûì, òðàíçèòèâíûì, àíòèñèììåòðè÷íûì è àöèê-
ëè÷åñêèì, åñëè íå ðàññìàòðèâàòü ïåòëè. Íàçîâ¼ì ãðàô, ïîñòðîåííûé ïî ÷àñòè÷íîìó
ïîðÿäêó, p-ãðàôîì.

Ïóñòü äàí äèîôàíòîâ ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê P â ÿçûêå LA. Çàäà÷à ðàçðåøèìîñòè
ñèñòåìû óðàâíåíèé S(Xn) íàä ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì P ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì: ñîâìåñòíà ëè ñèñòåìà óðàâíåíèé S(Xn) íàä ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì P â ÿçûêå LA?
Áóäåì îáîçíà÷àòü äàííóþ çàäà÷ó êàê Cons(P).

Çàäà÷à ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé íàä ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì òåñíî ñâÿçà-
íà ñ çàäà÷åé ñïèñî÷íîãî ãîìîìîðôèçìà (list homomorphism problem) [5�8]. Íåêîòîðûå
àâòîðû íàçûâàþò å¼ çàäà÷åé ñïèñêà H-ðàñêðàñêè (list H-coloring problem). Îíà ôîðìó-
ëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïóñòü çàäàíû äâà ãðàôà G èH è äëÿ êàæäîé âåðøèíû v
ãðàôà G çàäàíî ìíîæåñòâî âåðøèí L(v) ⊆ V (H) ãðàôà H. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîé ãîìî-
ìîðôèçì φ : G→ H, ÷òî äëÿ êàæäîé âåðøèíû v ∈ V (G) âåðøèíà φ(v) ïðèíàäëåæèò
çàäàííîìó ñïèñêó âåðøèí L(v)? Â çàäà÷å ãðàô H ôèêñèðîâàí, à ãðàô G è ìíîæåñòâà
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âåðøèí {L(vi) : L(vi) ⊆ V (H), vi ∈ V (G)} ÿâëÿþòñÿ âõîäíûìè ïàðàìåòðàìè. Çàäà÷à
ñïèñî÷íîãî ãîìîìîðôèçìà äëÿ ãðàôà H îáîçíà÷àåòñÿ L-HOM(H) [5].

Â ñëó÷àå, êîãäà äëÿ ëþáîé âåðøèíû v ∈ V (G) ñïèñîê L(v) ðàâåí âñåìó ìíî-
æåñòâó V (H), çàäà÷à L-HOM(H) ÿâëÿåòñÿ îáû÷íîé çàäà÷åé î ãîìîìîðôèçìå ãðà-
ôîâ. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíà òàêæå çàäà÷à RET(H), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé
L-HOM(H), ãäå äëÿ êàæäîé âåðøèíû v âõîäíîãî ãðàôà G ñïèñîê L(v) ñîäåðæèò ëèáî
îäíó âåðøèíó u ãðàôà H (äëÿ êàæäîé v âåðøèíà u ñâîÿ), ëèáî ðàâåí ìíîæåñòâó V (H).

Ó çàäà÷è L-HOM(H) åñòü èåðàðõèÿ ñëîæíîñòè, ïîýòîìó íóæíî ïîêàçàòü, êàêîå
ìåñòî â ýòîé èåðàðõèè çàíèìàåò çàäà÷à Cons(P). Ïðèâåä¼ì èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 2 (T. Feder, P. Hell, and J. Hunag [5, Òåîðåìà 2.4, ñ. 6]). Ïóñòü H �ðåô-
ëåêñèâíûé îðãðàô, ó êîòîðîãî U(H) ÿâëÿåòñÿ öèêëîì äëèíû áîëüøå 3. Òîãäà çàäà÷à
RET(H) ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé.

Òåîðåìà 3 (T. Feder, P. Hell, and J. Hunag [5, Ñëåäñòâèå 3.8, ñ. 11]). Åñëè H �ðå-
ôëåêñèâíûé ïðèâåä¼ííûé èíòåðâàëüíûé îðãðàô, òî L-HOM(H) ðàçðåøèìà çà ïîëè-
íîìèàëüíîå âðåìÿ.

Ïîñêîëüêó RET(H) ÿâëÿåòñÿ ïîäçàäà÷åé L-HOM(H), òî âèäíî, ÷òî L-HOM(H) íå
âñåãäà ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà. Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåò óñëîâèå, ïðè êîòîðîì çàäà÷à
L-HOM(H) ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé.

Òåîðåìà 4 (P. Hell and A. Ra�ey [7, Òåîðåìà 3.2, ñ. 6]). Ïóñòü H � îðèåíòèðîâàí-
íûé ãðàô. Åñëè H ñîäåðæèò íàïðàâëåííóþ àñòåðîèäíóþ òðîéêó, òî çàäà÷à L-HOM(H)
ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé.

Íàïðàâëåííàÿ àñòåðîèäíàÿ òðîéêà � ýòî äîñòàòî÷íî ñëîæíûé îáúåêò, îïðåäåë¼í-
íûé äëÿ îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ. Åãî ïîëíîå îïðåäåëåíèå äàíî â [7].

Ïî äàííûì ðåçóëüòàòàì ìîæíî ïîíÿòü, ÷òî çàäà÷à RET(H) òîæå ìîæåò áûòü ïî-
ëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà, åñëè H óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðûì óñëîâèÿì, íàïðèìåð åñëè
H �ðåôëåêñèâíîå êîëåñî, ò. å. îðãðàô, ïîëó÷åííûé ïðèñîåäèíåíèåì âåðøèíû, êîòîðàÿ
äîìèíèðóåò íàä âñåìè îñòàëüíûìè [5, c. 7].

Äàëåå ïîêàçàíî ñâåäåíèå çàäà÷è Cons(P) ê çàäà÷å L-HOM(H).

Ëåììà 1. Ïóñòü çàäàí äèîôàíòîâ ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê P â ÿçûêå LA (|A| = m) è
ýòîìó ÷àñòè÷íîìó ïîðÿäêó ñîîòâåòñòâóåò p-ãðàô H. Çàäà÷à Cons(P) ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å
L-HOM(H) çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äèîôàíòîâîãî ñëó÷àÿ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà P â ÿçûêå LA

îïðåäåëèì ìíîæåñòâî óðàâíåíèé Sa⩽a âñåõ îòíîøåíèé ïîðÿäêà ìåæäó ýëåìåíòàìè
íîñèòåëÿ P . Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû îïèøåì àëãîðèòì 1. Ãðàôû ïðåäñòàâëÿþò-
ñÿ ìàòðèöàìè ñìåæíîñòè, óðàâíåíèÿ êîäèðóþòñÿ òðîéêàìè: ïåðâûé àðãóìåíò, âòîðîé
àðãóìåíò, ïðåäèêàò.

Íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèÿì ñèñòåìû óðàâíåíèé S(Xn) íàä P âçàèìíî îä-
íîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò ãîìîìîðôèçìû èç ãðàôà G â ãðàô H, óäîâëåòâîðÿþùèå ñïèñ-
êàì L. Ïóñòü äëÿ ðåøåíèÿ pi = (pi1 , . . . , pin) çàäàíî îòîáðàæåíèå

φi(x) =

{
haj , x = gaj , gaj ∈ GA,

hik , x = gik , k ∈ {1, . . . , n}, gik ̸∈ GA.

Ñíà÷àëà íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî φi � ýòî ãîìîìîðôèçì, òî åñòü

∀gr, gs ∈ V (G)
(
(gr, gs) ∈ E(G)⇒ (φi(gr), φi(gs)) ∈ E(H)

)
.
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Òàê êàê êîíñòàíòíûå ñèìâîëû S(Xn) ïðåîáðàçóþòñÿ ïî øàãó 4 àëãîðèòìà 1 â âåð-
øèíû GA è âñå èõ ñîîòíîøåíèÿ äîáàâëåíû â ñèñòåìó íà øàãå 2, òî ìîæíî âûäåëèòü
ïîäãðàô W (GA, E) ãðàôà G, êîòîðûé èçîìîðôåí p-ãðàôó H, ïîñòðîåííîìó íà øàãå 3
àëãîðèòìà. Ïîýòîìó

∀gar , gas ∈ GA

(
(gar , gas) ∈ E(G)⇒ (φi(gar), φi(gas)) ∈ E(H)

)
,

÷òî îáåñïå÷èâàåòñÿ ïîñòðîåíèåì φi.

Àëãîðèòì 1. Ñâåäåíèå âõîäà çàäà÷è Cons(P) ê L-HOM(H)

Âõîä: ñèñòåìà óðàâíåíèé S(Xn) íàä ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì P â ÿçûêå LA (âõîä äëÿ
çàäà÷è Cons(P)).

Âûõîä: ãðàô G ñî ñïèñêàìè âåðøèí L (âõîä äëÿ çàäà÷è L-HOM(H)).
1: Ñèñòåìà óðàâíåíèé S(Xn) ðàçáèâàåòñÿ íà ñåìü íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäñèñòåì óðàâ-
íåíèé (1). Ïðè ýòîì óðàâíåíèå t1 = t2 íàä P , ãäå t1 è t2 � òåðìû, ýêâèâàëåíòíî
ïàðå íåðàâåíñòâ t1 ⩽ t2 è t2 ⩽ t1. Ïîýòîìó ñèñòåìà S(Xn) çàìåíÿåòñÿ íà ýêâèâà-
ëåíòíóþ åé ñèñòåìó óðàâíåíèé S ′(Xn), ñîäåðæàùóþ òîëüêî óðàâíåíèÿ òèïîâ Sa⩽a,
Sx⩽a, Sa⩽x è Sx⩽x.

2: Åñëè ïîäñèñòåìà Sa⩽a â S
′(Xn) ñîâìåñòíà, òî å¼ ìîæíî èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðå-

íèÿ, ïîòîìó ÷òî îíà íå âëèÿåò íà ðàçðåøèìîñòü ñèñòåìû S ′(Xn). Åñëè Sa⩽a â S
′(Xn)

íåñîâìåñòíà, òî: 1) ñèñòåìà S(Xn) íåñîâìåñòíà; 2) â ñèñòåìå Sa⩽a ñóùåñòâóåò óðàâ-
íåíèå ai ⩽ aj, êîòîðîå íå âåðíî íàä P . Ââîäèòñÿ ñèñòåìà S ′′(Xn) = S ′(Xn) ∪ Sa⩽a,
ýêâèâàëåíòíàÿ ñèñòåìå S(Xn).

3: Ïî ÷àñòè÷íîìó ïîðÿäêó P ñòðîèòñÿ p-ãðàô H. Êàæäîìó ýëåìåíòó íîñèòåëÿ pi ∈ P
ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå âåðøèíà ãðàôà hi ∈ V (H). Åñëè äëÿ pi, pj ∈ P âåðíî
P ⊨ pj ⩽ pi, òî (hi, hj) ∈ E(H). Òàê êàê ðàññìàòðèâàåòñÿ äèîôàíòîâ ñëó÷àé, òî
êîíñòàíòíûå ñèìâîëû ai ∈ A òàêæå ïåðåõîäÿò â ýëåìåíò hi, êàê è pi.

4: Ïî ñèñòåìå S ′′(Xn) ñòðîèòñÿ ãðàô G: âåðøèíàì ãðàôà G ñîîòâåòñòâóþò ïåðåìåí-
íûå Xn è êîíñòàíòû ÿçûêà A; äóãà (ti, tj) ïðèñóòñòâóåò â ãðàôå G, åñëè óðàâíåíèå
tj ⩽ ti ñîäåðæèòñÿ â ñèñòåìå S

′(Xn), ti, tj ∈ {Xn ∪ A}. Äëÿ âåðøèí ãðàôà G, ñîîò-
âåòñòâóþùèõ êîíñòàíòíûì ñèìâîëàì A, ââîäèòñÿ îáîçíà÷åíèå GA = {ga1 , . . . , gam}.

5: Ïî ïîäñèñòåìå Sx⩽a∪Sa⩽x ñòðîÿòñÿ ñïèñêè âåðøèí ãðàôà H. Äëÿ êàæäîé ïåðåìåí-
íîé xi â ïîäñèñòåìå âûäåëÿþòñÿ òå óðàâíåíèÿ, êîòîðûå çàâèñÿò òîëüêî îò ýòîé ïå-
ðåìåííîé: Sxi⩽a∪Sa⩽xi

. Äàëåå èç ñèñòåìû Sxi⩽a âûáèðàþòñÿ âñå êîíñòàíòû (èõ ìíî-
æåñòâî îáîçíà÷èì Axi

). Àíàëîãè÷íî âûáèðàåòñÿ ìíîæåñòâî Axi
êîíñòàíò èç Sa⩽xi

.

Îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâî êîíñòàíò L(xi) = A
↓
xi
∩A↑

xi
. Åñëè ïîäñèñòåìà Sxi⩽a ïóñòàÿ,

òî L(xi) = A; äëÿ âñåõ êîíñòàíò L(ai) = {ai}.
6: Äëÿ ñïèñêîâ ýëåìåíòîâ èç øàãà 5 îïðåäåëÿþòñÿ ñïèñêè âåðøèí: äëÿ êàæäîãî
x ∈ Xn ïî øàãó 4 îïðåäåëåíà âåðøèíà v ∈ V (G) è ñïèñêó L(x) = {ai1 , . . . , air}
ñîîòâåòñòâóåò ñïèñîê L(v) = {hi1 , . . . , hir} ⊆ V (H), ãäå âåðøèíà hik ñîîòâåòñòâóåò
êîíñòàíòå aik èç øàãà 3. Êîíñòàíòíûì ñèìâîëàì ai ∈ A ñîîòâåòñòâóþò âåðøèíû
gi ∈ GA ïî øàãó 4 è L(gi) = hi, ãäå hi ñîîòâåòñòâóåò êîíñòàíòå ai ïî øàãó 3.

Äàëåå ïóñòü çàôèêñèðîâàí ýëåìåíò gik ∈ V (G) \GA äëÿ ðåøåíèÿ pi = (pi1 , . . . , pin)
ñèñòåìû óðàâíåíèé S(Xn) è âûáðàí ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò gl ∈ A. Åñëè (gik , gl) ∈
∈ E(G), òî ïî øàãó 4 àëãîðèòìà 1 âåðøèíà gl ñîîòâåòñòâóåò ýëåìåíòó al, à âåðøèíà
gik �ïåðåìåííîé xk. Åñëè (gik , gl) ∈ E(G), òî xk ⩽ al ∈ S(Xn). Äëÿ ðåøåíèÿ pi ïåðåìåí-
íîé xk ñîîòâåòñòâóåò ýëåìåíò pik è, ñëåäîâàòåëüíî, P ⊨ pik ⩽ pl. Èç øàãà 3 àëãîðèòìà
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ñëåäóåò, ÷òî (hik , hl) ∈ E(H). Íî φi(gl) = hl è φi(gik) = hik . Ýòè ðàññóæäåíèÿ âåðíû
äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ èç V (G) \GA. Òåì ñàìûì ïîêàçàíî, ÷òî

∀gr ∈ {V (G) \GA}∀gas ∈ GA

(
(gr, gas) ∈ E(G)→ (φi(gr), φi(gas)) ∈ E(H)

)
.

Àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

∀gar ∈ GA∀gs ∈ {V (G) \GA}
(
(garr, gs) ∈ E(G)→ (φi(gar), φi(gs)) ∈ E(H)

)
;

∀gr, gs ∈ {V (G) \GA}
(
(gr, gas) ∈ E(G)→ (φi(gr), φi(gs)) ∈ E(H)

)
.

Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå φi : G→ H ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì.
Òåïåðü íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî äàííûé ãîìîìîðôèçì óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ñïèñ-

êîâ L(g) äëÿ ãðàôà G.
Ïî øàãàì 5 è 6 âèäíî, ÷òî L(gi) = hi äëÿ âñåõ gi ∈ GA. Òàê êàê φi(gi) = hi äëÿ

âñåõ gi ∈ GA, òî äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ èç GA ãîìîìîðôèçì φi óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
ñïèñêîâ.

Ïóñòü gik ∈ {V (G) \ GA} è φi(gik) = hik . Äëÿ íåãî ïî øàãàì 5 è 6 îïðåäåë¼í
ñïèñîê âåðøèí L(gik) ⊆ V (H). Â øàãå 4 âåðøèíà gik ñîïîñòàâëåíà ïåðåìåííîé xk,
êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò ñïèñîê ýëåìåíòîâ L(xk) (øàã 5). Òàê êàê pi = (pi1 , . . . , pin)�
ðåøåíèå S(Xn), òî aik ∈ L(xk). Ïî øàãó 6 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî hik = φi(gik) ∈ L(gik), ò. å.
φi óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ñïèñêîâ âåðøèí.

Òàêèì îáðàçîì, êàæäîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé pi = (pi1 , . . . , pin) îïðåäåëÿåò
ãîìîìîðôèçì φi, óäîâëåòâîðÿþùèé ïîïàäàíèþ â ñïèñêè âåðøèí.

Äëÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî äðóãèõ ãîìîìîð-
ôèçìîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñïèñêàì, íå ñóùåñòâóåò.

Ïóñòü åñòü ãîìîìîðôèçì ψ : G → H, êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò ñïèñêàì âåðøèí,
ïîëó÷åííûì ïî àëãîðèòìó, íî íå ñîîòâåòñòâóåò íè îäíîìó èç ðåøåíèé. Òàê êàê ψ
óäîâëåòâîðÿåò âñåì ñïèñêàì, òî îí óäîâëåòâîðÿåò è âñåì ñïèñêàì äëÿ g ∈ GA, òî åñòü
ñîõðàíÿåòñÿ èçîìîðôíîñòü H è ïîäãðàôà G. Åñëè ñèñòåìà óðàâíåíèé íåñîâìåñòíà
èç-çà óðàâíåíèé â Sa⩽a, òî ãîìîìîðôèçì G → H íåëüçÿ ñîñòàâèòü òàê, ÷òîáû îí
óäîâëåòâîðÿë ñïèñêàì äëÿ GA.

Ïóñòü âûäåëåí íåêîòîðûé ýëåìåíò gi ∈ V (G) \ GA è ψ(gi) = hj. Èç àëãîðèòìà 1
âèäíî, ÷òî ïåðåìåííàÿ xi ñîîòâåòñòâóåò âåðøèíå gi, à ýëåìåíò è êîíñòàíòà (pj è aj)
÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà P � âåðøèíå hj. Òàê êàê hj ∈ L(gi), òî aj ∈ L(xi) ïî øàãàì 5
è 6 àëãîðèòìà. Àíàëîãè÷íóþ ïðîöåäóðó ìîæíî ïðîäåëàòü ïî îñòàëüíûì ýëåìåíòàì èç
V (G) \GA è ïîëó÷èòü çíà÷åíèÿ a = (aα1 , . . . , aαn) äëÿ âñåõ ïåðåìåííûõ Xn.

Â ñèñòåìå óðàâíåíèé ÷åòûðå âèäà ïîäñèñòåì: Sa⩽a, Sx⩽a, Sa⩽x è Sx⩽x. Êàê óæå îò-
ìå÷àëîñü, Sa⩽a íåïðîòèâîðå÷èâà, èíà÷å ψ íå ãîìîìîðôèçì. Ïîäñèñòåìû Sx⩽a è Sa⩽x íå
ìîãóò áûòü ïðîòèâîðå÷èâûìè ïðè ïîäñòàíîâêå çíà÷åíèé èç a, òàê êàê îíè óäîâëåòâî-
ðÿþò âñåì ñïèñêàì âåðøèí, êîòîðûå ñîñòàâëÿþòñÿ ïî äàííûì óðàâíåíèÿì íà øàãå 5.
Çíà÷èò, ïðè ïîäñòàíîâêå çíà÷åíèé a â ñèñòåìó Sx⩽x ïîëó÷àþòñÿ íåâåðíûå íàä P âûðà-
æåíèÿ. Ïóñòü òàêèì âûðàæåíèåì áóäåò ak ⩽ al, ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèþ xi ⩽ xj,
ò. å. P ⊭ pk ⩽ pl. Âåðøèíû hk, hl ÿâëÿþòñÿ îáðàçàìè âåðøèí gi, gj, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ïåðåìåííûì xi, xj. Ïî àëãîðèòìó 1 ïåðåìåííûå xi, xj ïðåîáðàçóþòñÿ â âåðøèíû
gi, gj ∈ {V (G)\GA} è ìåæäó íèìè åñòü äóãà (gj, gi) ∈ E(G). Òàê êàê ψ� ãîìîìîðôèçì,
òî (ψ(gj), ψ(gi)) = (hl, hk) ∈ E(H). Íî òàê êàê P ⊭ pk ⩽ pl, òî äóãè (hl, hk) â H áûòü íå
ìîæåò. Ïðîòèâîðå÷èå. Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé âçàèìíî
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò ãîìîìîðôèçìû ìåæäó ãðàôàìè, óäîâëåòâîðÿþùèå ñïèñêàì.
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Àëãîðèòì ñâåäåíèÿ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì ïî ÷èñëó ýëåìåíòîâ ÷àñòè÷-
íîãî ïîðÿäêà (m) è êîëè÷åñòâó ïåðåìåííûõ â ñèñòåìå óðàâíåíèé (n). Ïåðâûé øàã
àëãîðèòìà� çàìåíà ïîäñèñòåì Sa=a, Sx=a è Sx=x íà Sa⩽a, Sx⩽a, Sa⩽x è Sx⩽x � óâåëè÷è-
âàåò êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé íå áîëåå ÷åì âäâîå. Ñëåäóþùèé øàã� ïðîâåðêà ñîâìåñò-
íîñòè ïîäñèñòåìû Sa⩽a; ïðîâåðÿåòñÿ ñîâìåñòíîñòü íå áîëåå m

2 óðàâíåíèé. Ïîñòðîåíèå
p-ãðàôà H ïî ÷àñòè÷íîìó ïîðÿäêó P ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîïèðîâàíèå ìàòðèöû ñìåæ-
íîñòè. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ãðàôà G ñòðîèòñÿ ìàòðèöà ñìåæíîñòè ñ (n + m) âåðøèíàìè
è íå áîëåå ÷åì (n + m)2 äóãàìè. Íàêîíåö, ïîñòðîåíèå ñïèñêîâ âåðøèí� ýòî ïîèñê
ïåðåñå÷åíèé êîíóñîâ. Äëÿ ýëåìåíòà ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà a ïîñòðîåíèå a↑ è a↓ ïðîèñ-
õîäèò ïóò¼ì ñðàâíåíèÿ ýëåìåíòà a ñî âñåìè ýëåìåíòàìè ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà. Ïîýòîìó
òðóäî¼ìêîñòü äàííîé îïåðàöèè îöåíèâàåòñÿ êàê O(m). Ïîñòðîåíèå A↑

xi
ïðîèçâîëüíîãî

ïîäìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ïðîõîäèò òàê, ÷òî ñíà÷àëà ñòðîèòñÿ a↑

äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ Axi
. Äàëåå îñòàëüíûå ýëåìåíòû èç Axi

ñðàâíèâàþòñÿ ñ a↑.
Ñëîæíîñòü ýòîé ïðîöåäóðû ìîæíî îöåíèòü êàê O(m2). Íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü n òàêèõ
ìíîæåñòâ. Ñëåäîâàòåëüíî, àëãîðèòì ñâåäåíèÿ çàäà÷è Cons(P) ê çàäà÷å L-HOM(H) ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì ïî ÷èñëó ýëåìåíòîâ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà è ÷èñëó ïåðåìåííûõ
â ñèñòåìå óðàâíåíèé è èìååò òðóäî¼ìêîñòü O(n2 + nm2 +m2).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî çàäà÷ó L-HOM(H) íåëüçÿ ñâåñòè ê çàäà÷å Cons(P): çàäà÷à
L-HOM(H) øèðå, ÷åì çàäà÷à Cons(P). Íàïðèìåð, íà ðèñ. 3 ïîêàçàíà äèàãðàììà Õàññå
÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêàM. Ðàññìîòðèì âñå âîçìîæíûå êîíóñû:

1) ∅↓ = ∅↑ = a↓1 = a↑3 = {a1, a2, a3};
2) a↑2 = {a2, a3}↑ = {a1, a2};
3) a↓2 = {a1, a2}↓ = {a2, a3};
4) {a1, a2}↑ = {a1, a3}↑ = {a1, a2, a3}↑ = {a1};
5) {a2, a3}↓ = {a1, a3}↓ = {a1, a2, a3}↓ = {a3}.
Åñëè çàäàòü ñïèñîê L(v) = {a1, a3}, òî âèäíî, ÷òî íèêàêîå ïåðåñå÷åíèå èç âñåâîç-

ìîæíûõ êîíóñîâ íå äàñò ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ {a1, a3}. À òàê êàê ñïèñêè ýëåìåíòîâ
ôîðìèðóþòñÿ ïî ñèñòåìàì óðàâíåíèé Sx⩽a è Sa⩽x, òî è íè ïî êàêîé ñèñòåìå óðàâíåíèé
íåëüçÿ ñîñòàâèòü óêàçàííûé ñïèñîê ýëåìåíòîâ.

a1

a2

a3

Ðèñ. 3. ×àñòè÷íûé ïîðÿäîêM

Òåîðåìà 5. Ïóñòü P �÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê è H � ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîìó ÷à-
ñòè÷íîìó ïîðÿäêó p-ãðàô. Òîãäà åñëè H �ïðèâåä¼ííûé èíòåðâàëüíûé îðãðàô, òî çà-
äà÷à Cons(P) ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 1 çàäà÷à Cons(P ) ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ ê çàäà-
÷å L-HOM(H), ãäå H �ðåôëåêñèâíûé àöèêëè÷íûé òðàíçèòèâíûé îðèåíòèðîâàííûé
ãðàô. Ðåôëåêñèâíûå àöèêëè÷íûå òðàíçèòèâíûå îðãðàôû ÿâëÿþòñÿ ïîäêëàññîì ðå-
ôëåêñèâíûõ îðãðàôîâ. Ïîýòîìó ïî òåîðåìå 3 çàäà÷à L-HOM(H) ðàçðåøèìà çà ïîëè-
íîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè H �ïðèâåä¼ííûé èíòåðâàëüíûé îðãðàô.
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Ìîæíî îòìåòèòü ñëó÷àé, â êîòîðîì ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê P çàäàí â ÿçûêå L áåç
êîíñòàíò. Òîãäà Cons(P) ðåøàåòñÿ òðèâèàëüíî. Ëþáàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé S(Xn) íàä P
ñîñòîèò èç óðàâíåíèé äâóõ òèïîâ: Sx=x è Sx⩽x. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèÿìè äàííîé
ñèñòåìû áóäóò òî÷êè âèäà Pi = (pi, . . . , pi), pi ∈ P .

×òî êàñàåòñÿ çàäà÷è RET(H), òî å¼ ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å Cons(P) äëÿ p-ãðàôîâH.
Ëåììà 2. Ïóñòü çàäàí p-ãðàô H è åìó ñîîòâåòñòâóåò ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê P â

ÿçûêå LA. Çàäà÷à RET(H) ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å Cons(P) çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ñâåäåíèÿ ïîñòðîèì ïî ãðàôàì G,H è ñïèñêàì L(v) ñè-

ñòåìó óðàâíåíèé S(Xn) è ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê P .
Äàíî: p-ãðàôG è ñïèñêè âåðøèí L(v) ∈ V (H), v ∈ V (G) (âõîä äëÿ çàäà÷è RET(H)).

Íóæíî ïîñòðîèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé S(Xn) íàä ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì P â ÿçûêå LA

(âõîä äëÿ çàäà÷è Cons(P)).
Ïî p-ãðàôó H ïîëó÷èì ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê P ñòàíäàðòíûì îáðàçîì.
Ïóñòü â ãðàôå G âñåãî n âåðøèí. Ïî ãðàôó G ñòðîèòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé Sx⩽x

ñëåäóþùèì îáðàçîì: âåðøèíàì ãðàôà G ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ïåðåìåííûå Xn; åñëè
â ãðàôå G ïðèñóòñòâóåò äóãà (gi, gj), òî â ñèñòåìó äîáàâëÿåòñÿ óðàâíåíèå xi ⩾ xj.
Ïî ñïèñêàì L(v) ñòðîèòñÿ ìíîæåñòâî óðàâíåíèé Sx=a: åñëè äëÿ âåðøèíû gi ãðàôà G
ñïèñîê L(gi) = {hj}, òî â ñèñòåìó äîáàâëÿåòñÿ óðàâíåíèå xi = aj, ãäå xi ñîîòâåòñòâóåò
âåðøèíå gi, à êîíñòàíòà aj � âåðøèíå hj. Åñëè L(gi) = V (H), òî íèêàêèå óðàâíåíèÿ
â ñèñòåìó íå äîáàâëÿþòñÿ. Ñèñòåìà S(Xn) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå Sx⩽x∪Sx=a.

Àíàëîãè÷íî ñâåäåíèþ çàäà÷è Cons(P) ê çàäà÷å L-HOM(H) â ëåììå 1 ìîæíî ïî-
êàçàòü ñîîòâåòñòâèå ãîìîìîðôèçìîâ ìåæäó ãðàôîì G ñî ñïèñêàìè L è ãðàôîì H è
ðåøåíèÿìè ñèñòåìû S(Xn) íàä P â ÿçûêå LA.

Ïîëèíîìèàëüíîñòü ñâåäåíèÿ (ïî ÷èñëó âåðøèí ãðàôîâ |V (G)| = n è |V (H)| = m)
çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïîñòðîåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà P ïî ãðàôó H ÿâëÿåòñÿ êîïè-
ðîâàíèåì ìàòðèöû ñìåæíîñòè è èìååò òðóäî¼ìêîñòü O(m). Ïîñòðîåíèå ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé S(Xn) íå ïðåâîñõîäèò ïî ñëîæíîñòè O(n

2), òàê êàê ïîñòðîåíèå Sx⩽x îöåíèâàåòñÿ
ïîðÿäêîì ÷èñëà äóã ãðàôà G, à ïîñòðîåíèå ñèñòåìû Sx=a �êîëè÷åñòâîì âåðøèí ãðà-
ôà G (ýòî ìíîæåñòâî óðàâíåíèé îïðåäåëÿåòñÿ ïî ñïèñêàì L(v)). Èòîãî, òðóäî¼ìêîñòü
ñâåäåíèÿ îöåíèâàåòñÿ êàê O(n2 +m).

Òåîðåìà 6. Ïóñòü çàäàí êîíå÷íûé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê P . Åñëè äëÿ ñîîòâåòñòâó-
þùåãî åìó p-ãðàôà H ãðàô U(H) ÿâëÿåòñÿ öèêëîì äëèíû áîëüøå 3, òî çàäà÷à Cons(P)
ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 2 çàäà÷à Cons(P) ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å
RET(H), ãäå H �ðåôëåêñèâíûé àöèêëè÷íûé òðàíçèòèâíûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô.
Ðåôëåêñèâíûå àöèêëè÷íûå òðàíçèòèâíûå îðãðàôû ÿâëÿþòñÿ ïîäêëàññîì ðåôëåêñèâ-
íûõ îðãðàôîâ. Ïîýòîìó ïî òåîðåìå 2 çàäà÷à L-HOM(H) ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé, åñëè
U(H) ÿâëÿåòñÿ öèêëîì äëèíû áîëüøå 3.

Òàêèå ÷àñòè÷íûå ïîðÿäêè ñóùåñòâóþò. Îäèí èç íèõ ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 4.
Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ çàäà÷è Cons(P) îáëàñòü çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ

îïðåäåëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì êîíóñîâ â ÷àñòè÷íîì ïîðÿäêå P , â îòëè÷èå îò ïðîèçâîëüíî-
ãî ñëó÷àÿ çàäàíèÿ ñïèñêîâ â çàäà÷å L-HOM(H) è äóàëüíîñòüþ çàäàíèÿ ñïèñêîâ â çà-
äà÷å RET(H). Çàäà÷à Cons(P) ìîæåò áûòü êàê ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé, òàê è
NP-ïîëíîé, â çàâèñèìîñòè îò ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà P . Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ äëÿ óäî-
âëåòâîðåíèÿ äàííûõ ñâîéñòâ ïîëó÷åíû â òåîðåìàõ 5 è 6.
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A

B

C

D

Ðèñ. 4. ×àñòè÷íûé ïîðÿäîê P, ó êîòîðîãî
ãðàô U(H) ÿâëÿåòñÿ öèêëîì äëèíû 4

Çàêëþ÷åíèå
Ñôîðìóëèðîâàí êðèòåðèé í¼òåðîâîñòè ïî óðàâíåíèÿì äëÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åí-

íûõ ìíîæåñòâ è äàíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ äëÿ ïîëèíîìèàëüíîé ðàçðåøèìîñòè è
NP-ïîëíîòû çàäà÷è ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé íàä ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííû-
ìè ìíîæåñòâàìè.
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