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Íàéäåíû äâå áåñêîíå÷íûå ñåðèè ïîëóãðóïï, ñâîéñòâî âíåøíåïëàíàðíîñòè ãðàôîâ
Êýëè â êîòîðûõ ýêâèâàëåíòíî ñâîéñòâó îáîáù¼ííîé âíåøíåïëàíàðíîñòè èõ ãðà-
ôîâ Êýëè, íî íå ýêâèâàëåíòíî ñâîéñòâó ïëàíàðíîñòè, è îäíà áåñêîíå÷íàÿ ñåðèÿ
ïîëóãðóïï, ñâîéñòâî îáîáù¼ííîé âíåøíåïëàíàðíîñòè ãðàôîâ Êýëè êîòîðûõ ýê-
âèâàëåíòíî ñâîéñòâó ïëàíàðíîñòè èõ ãðàôîâ Êýëè, íî íå ýêâèâàëåíòíî âíåøíå-
ïëàíàðíîñòè. Äîêàçàíî, ÷òî ãðàô Êýëè êîíå÷íîé ïîëóãðóïïû íå èçîìîðôåí íè
îäíîìó èç çàïðåù¼ííûõ ïîäãðàôîâ Ñåäëà÷åêà, âçÿòûõ ñ ëþáîé îðèåíòàöèåé è
ðàñêðàñêîé ð¼áåð, ïî õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó ñâîéñòâó îáîáù¼ííîé âíåøíåïëàíàð-
íîñòè.
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COMPARISON OF OUTERPLANARITY
AND GENERALIZED OUTERPLANARITY PROPERTIES
FOR CAYLEY GRAPHS OF PLANAR SEMIGROUPS

D.V. Solomatin
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We have found two infinite series of semigroups whose Cayley graphs have an outerpla-
narity property equivalent to the generalized outerplanarity property of their Cayley
graphs, but not equivalent to the planarity property, and one infinite series of semi-
groups whose Cayley graphs have a generalized outerplanarity property equivalent to
the planarity property of their Cayley graphs, but not equivalent to outerplanarity.
It is proved that the Cayley graph of a finite semigroup is not isomorphic to any of
the forbidden Sedláček’s subgraphs by the characteristic property of generalized outer
planarity with any orientation and edge coloring.
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Ââåäåíèå
Âíåøíåïëàíàðíûå ãðàôû, êàê ñâÿçíûå ãðàôû, èìåþùèå íå ìåíåå òð¼õ âåðøèí, êî-

òîðûå ìîæíî âëîæèòü â ïëîñêîñòü òàê, ÷òîáû âñå âåðøèíû ëåæàëè âî âíåøíåé ãðàíè,
ââåäåíû Ã. ×àðòðýíäîì è Ô. Õàðàðè [1] ïðè ðåøåíèè âîïðîñîâ ïëàíàðíîñòè ãðàôîâ, îá-
ðàçîâàííûõ ñîâåðøåííûìè ïàðîñî÷åòàíèÿìè, ñâÿçûâàþùèìè äâå êîïèè îäíîãî ãðàôà.
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Äàëüíåéøåå îáîáùåíèå âíåøíåïëàíàðíûõ ãðàôîâ ðàçâèâàëîñü â ðàçíûõ íàïðàâëåíè-
ÿõ, èñòîðè÷åñêè ïåðâûì áûëî ïðåäëîæåííîå â [2] È. Ñåäëà÷åêîì ðàññìîòðåíèå òàêèõ
ïëàíàðíûõ ãðàôîâ, êàæäîå ðåáðî êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò âíåøíåé ãðàíè õîòÿ áû îäíîé
èç ñâîèõ âåðøèí.

Â öèôðîâóþ ýïîõó âíåøíåïëàíàðíûå ãðàôû íàõîäÿò ïðèìåíåíèå â èíôîðìàòèêå,
îñîáåííî â îáëàñòÿõ, ñâÿçàííûõ ñ ñåòåâûìè ñòðóêòóðàìè è õèìè÷åñêîé èíôîðìàòèêîé,
à èìåííî: âíåøíåïëàíàðíûå ãðàôû èñïîëüçóþò äëÿ îïèñàíèÿ îòíîøåíèé â ñåòåâûõ
ñòðóêòóðàõ, òàê êàê îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîäìíîæåñòâî ïëîñêèõ è êðóãîâûõ ãðà-
ôîâ; îíè ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñâÿçíîñòè, ñáîðà äàííûõ, ìàðøðóòè-
çàöèè, ìîáèëüíîñòè, ýíåðãîýôôåêòèâíîñòè, óïðàâëåíèÿ òîïîëîãèåé, àíàëèçà òðàôèêà,
ïîèñêà êðàò÷àéøèõ ïóòåé è áàëàíñèðîâêè íàãðóçêè. Ïðèëîæåíèÿ â õåìîèíôîðìàòèêå
åù¼ øèðå, òàê êàê ìíîãèå õèìè÷åñêèå ñîåäèíåíèÿ ìîæíî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ âíåøíå-
ïëàíàðíûõ ãðàôîâ. Íàïðèìåð, â [3] îïèñàí ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, êîòîðûé âû-
÷èñëÿåò ìàêñèìàëüíûé îáùèé ïîäãðàô ìåæäó äâóìÿ âíåøíåïëàíàðíûìè ãðàôàìè, îí
îêàçàëñÿ ïîëåçåí äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ïðîãíîçèðîâàíèÿ â îáîçíà÷åííîé ñôåðå. Ñïîñîá-
íîñòü âíåøíåïëàíàðíûõ ãðàôîâ ïðåäñòàâëÿòü ñëîæíûå îòíîøåíèÿ âèçóàëüíî-èíòóè-
òèâíûì îáðàçîì äåëàåò èõ öåííûì èíñòðóìåíòîì â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ äèñêðåòíîé
ìàòåìàòèêè. Ïëàíàðíûå ãðàôû, â ñâîþ î÷åðåäü, íàõîäÿò ïðèëîæåíèÿ ïðè ïðîåêòè-
ðîâàíèè ìèêðîñõåì. Èçâåñòíî òàêæå ïðèìåíåíèå ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûõ ïîëóãðóïï
ïðè àíàëèçå âîçìîæíîñòè ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ àëãîðèòìîâ è ïðîãðàìì.

Â îáçîðå [4] àíàëèçèðóþòñÿ âîïðîñû âíåøíåïëàíàðíîñòè ãðàôîâ Êýëè ïîëóãðóïï,
ñðåäè ïðî÷åãî � â êëàññàõ ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûõ ïîëóãðóïï, êîíå÷íûõ ñâîáîäíûõ
êîììóòàòèâíûõ ïîëóãðóïï, ìîíîèäîâ è ïîëóãðóïï ñ íóë¼ì, ñâÿçàííûå ñ âîçìîæíîñòüþ
èõ îáîáùåíèÿ. Â ðàçíûõ êëàññàõ ïîëóãðóïï íåðåäêî âîçíèêàþò òàêèå ñèòóàöèè, ÷òî
ïîëóãðóïïà äîïóñêàåò îáîáù¼ííûé âíåøíåïëàíàðíûé, íî íå äîïóñêàåò âíåøíåïëàíàð-
íûé ãðàô Êýëè [5]. Î÷åâèäíû ïðèìåðû ïîëóãðóïï, â êîòîðûõ ñâîéñòâî ïëàíàðíîñòè
ãðàôîâ Êýëè ýêâèâàëåíòíî ñâîéñòâó âíåøíåïëàíàðíîñòè è ñâîéñòâó îáîáù¼ííîé âíåø-
íåïëàíàðíîñòè, òàêèìè ñðåäè ïðî÷èõ ÿâëÿþòñÿ ïîëóãðóïïû ñ íóëåâûì óìíîæåíèåì.
Â ðàáîòå ïðèâåäåíû íåñêîëüêî êëàññîâ ïîëóãðóïï, äëÿ êîòîðûõ ñâîéñòâî ãðàôà Êýëè
áûòü îáîáù¼ííûì âíåøíåïëàíàðíûì ýêâèâàëåíòíî ëèøü åãî âíåøíåïëàíàðíîñòè ëèáî
ëèøü åãî ïëàíàðíîñòè.

1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ
Ïðèâåä¼ì îïðåäåëåíèÿ êëþ÷åâûõ ïîíÿòèé. Ãðàôîì Êýëè ïîëóãðóïïû S îòíîñèòåëü-

íî ìíîæåñòâà îáðàçóþùèõ å¼ ýëåìåíòîâ X íàçûâàåì îðèåíòèðîâàííûé ìóëüòèãðàô
Cay(S,X) = (S, {(a, x, b) : a, b ∈ S, x ∈ X, ax = b}) ñ ïîìå÷åííûìè äóãàìè. Äóãà (a, x, b)
íà÷èíàåòñÿ â âåðøèíå a ∈ S, çàêàí÷èâàåòñÿ â âåðøèíå b ∈ S è ïîìå÷åíà ýëåìåíòîì
x ∈ X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ïîëóãðóïïå S âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ax = b.

Ãðàô íàçûâàåòñÿ âíåøíåïëàíàðíûì, åñëè îí èçîìîðôåí ïëîñêîìó ãðàôó, êàæ-
äàÿ âåðøèíà ïëîñêîé óêëàäêè êîòîðîãî ïðèíàäëåæèò âíåøíåé ãðàíè. Ãðàô íàçû-
âàåòñÿ îáîáù¼ííûì âíåøíåïëàíàðíûì, åñëè îí èçîìîðôåí ïëîñêîìó ãðàôó, êàæ-
äîå ðåáðî ïëîñêîé óêëàäêè êîòîðîãî ïðèíàäëåæèò âíåøíåé ãðàíè õîòÿ áû îäíîé
èç ñâîèõ âåðøèí. Ãîâîðèì, ÷òî ïîëóãðóïïà S äîïóñêàåò (îáîáù¼ííûé) âíåøíåïëà-

íàðíûé ãðàô Êýëè, åñëè îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà îáðàçóþùèõ X îñíîâà

SCay(S,X) =
(
S, {{a, b} : a, b ∈ S,∃x ∈ X (ax = b)}

)
ãðàôà Cay(S,X), ïîëó÷åííàÿ èç

èñõîäíîãî ïóò¼ì óäàëåíèÿ ïåòåëü, ìåòîê è çàìåíîé âñåõ äóã âèäà (a, x, b) è (b, y, a) äëÿ
a, b ∈ S è x, y ∈ X îäíèì ðåáðîì {a, b}, ÿâëÿåòñÿ (îáîáù¼ííûì) âíåøíåïëàíàðíûì
ãðàôîì.
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Ñîãëàñíî êðèòåðèþ Ñåäëà÷åêà, ãðàô ÿâëÿåòñÿ îáîáù¼ííûì âíåøíåïëàíàðíûì òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí íå ñîäåðæèò ïîäãðàôîâ, ñòÿãèâàåìûõ ê çàïðåù¼ííûì
ãðàôàì Ñåäëà÷åêà G1�G12. Äëÿ ñðàâíåíèÿ, ñîãëàñíî êðèòåðèþ ×àðòðýíäòà �Õàðàðè,
ãðàô âíåøíåïëàíàðåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí íå ñîäåðæèò ïîäãðàôîâ, ãîìåî-
ìîðôíûõ ãðàôàì ×àðòðýíäà �Õàðàðè, K2,3 èëè K4.

2. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò
Â [6] äîêàçàíî, ÷òî íåöèêëè÷åñêàÿ ïîëóãðóïïà S ñ îäíèì îïðåäåëÿþùèì ñîîòíî-

øåíèåì, äîïóñêàþùàÿ ïîëóãðóïïîâîå òîæäåñòâî, èìååò ïëàíàðíûé ãðàô Êýëè òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà S àíòèèçîìîðôíà îäíîé èç ïîëóãðóïï: S1 = ⟨a, b | ab = ba⟩,
S2,k =

〈
a, b | ab = bk

〉
, k = 1, 2, . . . , S3 = ⟨a, b | aba = ba⟩, S4 = ⟨a, b | aba = b⟩, S5 =

= ⟨a, b | a2 = b2⟩, S6 = ⟨a, b | aba2 = ba⟩; èëè èçîìîðôíà îäíîé èç ïîëóãðóïï: S1, S2,1,
S4, S5. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó [7] ïîëóãðóïïû S1, S2,k, k = 1, 2, . . . , S3, S4, S5 è S6 �
ýòî âñå âîçìîæíûå ïîëóãðóïïû, êîòîðûì ìîæåò áûòü èçîìîðôíà èëè àíòèèçîìîðô-
íà íåöèêëè÷åñêàÿ ïîëóãðóïïà ñ îäíèì îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèåì, äîïóñêàþùàÿ
ïîëóãðóïïîâîå òîæäåñòâî. Êàê îêàçàëîñü, ïîëóãðóïïà S ñ îäíèì îïðåäåëÿþùèì ñî-
îòíîøåíèåì è ñ òîæäåñòâîì äîïóñêàåò âíåøíåïëàíàðíûé ãðàô Êýëè òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíà äîïóñêàåò îáîáù¼ííûé âíåøíåïëàíàðíûé ãðàô Êýëè.

Òåîðåìà 1. Åñëè S � ýòî íåöèêëè÷åñêàÿ ïîëóãðóïïà ñ åäèíñòâåííûì îïðåäåëÿ-
þùèì ñîîòíîøåíèåì, äîïóñêàþùàÿ ïîëóãðóïïîâîå òîæäåñòâî, òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
ýêâèâàëåíòíû:

1) ïîëóãðóïïà S äîïóñêàåò âíåøíåïëàíàðíûé ãðàô Êýëè;
2) ïîëóãðóïïà S äîïóñêàåò îáîáùåííûé âíåøíåïëàíàðíûé ãðàô Êýëè;
3) ïîëóãðóïïà S àíòèèçîìîðôíà îäíîé èç ïîëóãðóïï: S2,k =

〈
a, b | ab = bk

〉
, ãäå

k ⩽ 3; S3 = ⟨a, b | aba = ba⟩; èëè èçîìîðôíà ïîëóãðóïïå S2,1 = ⟨a, b | ab = b⟩.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â [8, òåîðåìà 5.1] äîêàçàíî, ÷òî íåöèêëè÷åñêàÿ ïîëóãðóï-

ïà ñ îäíèì îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèåì è ñ òîæäåñòâîì äîïóñêàåò âíåøíåïëàíàð-
íûé ãðàô Êýëè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà àíòèèçîìîðôíà îäíîé èç ïîëóãðóïï
S2,k =

〈
a, b | ab = bk

〉
, ãäå k ⩽ 3, èëè S3 = ⟨a, b | aba = ba⟩; èëè èçîìîðôíà ïîëóãðóï-

ïå S2,1 = ⟨a, b | ab = b⟩. Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî âûïîëíèòü
äîïîëíèòåëüíóþ ïðîâåðêó äîïóñòèìîñòè îáîáù¼ííîãî âíåøíåïëàíàðíîãî ãðàôà Êýëè
ïåðå÷èñëåííûõ â [6] ïîëóãðóïï, äîïóñêàþùèõ ïëàíàðíûå ãðàôû Êýëè.

Íàëè÷èå îáîáù¼ííîé âíåøíåïëîñêîé óêëàäêè ïðåäñòàâëåíî â [8] íà ðèñ. 5.1.1 è
5.1.2 äëÿ 1 ⩽ k ⩽ 3 è íà ðèñ. 5.1.3. Îòñóòñòâèå îáîáù¼ííîé âíåøíåïëîñêîé óêëàäêè
â îñòàâøèõñÿ ñëó÷àÿõ ðàññìàòðèâàåìûõ ïîëóãðóïï ñ ïëîñêèìè ãðàôàìè Êýëè îáîñ-
íîâûâàåòñÿ íàëè÷èåì â îñíîâå èõ ãðàôà Êýëè ïîäãðàôîâ, ñòÿãèâàåìûõ ê ïåðâîìó èç
ãðàôîâ Ñåäëà÷åêà, G1 â îáîçíà÷åíèÿõ èç [9]. Áîëåå òî÷íî, äëÿ ïîëóãðóïïû, èçîìîðô-
íîé èëè àíòèèçîìîðôíîé S1 èëè èçîìîðôíîé S4, íàëè÷èå ïîäãðàôà, ñòÿãèâàåìîãî
ê G1 â îñíîâå, îáåñïå÷èâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèåì òð¼õ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìàðøðóòîâ îò
âåðøèíû a2 äî âåðøèíû a2b3, êîòîðûì ïðèíàäëåæàò âåðøèíû ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ:
{a2, a, ab, ab2, ab3, a2b3}, {a2, a2b, a2b2, a2b3}, {a2, a3, a3b, a3b2, a3b3, a2b3}. Äëÿ ïîëóãðóïïû,
àíòèèçîìîðôíîé S2,k ïðè k ⩾ 4, íàëè÷èå ïîäãðàôà, ñòÿãèâàåìîãî ê G1 â îñíîâå, îáåñ-
ïå÷èâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèåì òð¼õ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìàðøðóòîâ îò âåðøèíû b2k−1a äî
âåðøèíû b2a (ðèñ. 1). Çäåñü ïóíêòèðîì èçîáðàæ¼í ôðàãìåíò ìàðøðóòà, ïîëó÷åííûé
ïîñëåäîâàòåëüíûì óìíîæåíèåì íà b ñëåâà (k − 3) ðàçà ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî äëÿ ëþáî-
ãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî abna = abbn−1a = bkbn−1a = bn+k−1a,
êîòîðîå èñïîëüçóåòñÿ ïðè óìíîæåíèè íà a ñëåâà.
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Ðèñ. 1. Ïîäãðàô îñíîâû ãðàôà Êýëè ïîëóãðóïïû, àíòèèçîìîðôíîé S2,k =
=
〈
a, b | ab = bk

〉
, ïðè k ⩾ 4 ñòÿãèâàåìûé ê ïåðâîìó ãðàôó Ñåäëà÷åêà

Â îñíîâå ãðàôà Êýëè ïîëóãðóïïû, èçîìîðôíîé S5, îáíàðóæèâàåòñÿ ïîäãðàô, ñòÿ-
ãèâàåìûé ê G1 è ñîñòîÿùèé èç òð¼õ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìàðøðóòîâ îò âåðøèíû ba
äî a5, âîññòàíàâëèâàåìûõ íà âåðøèíàõ ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ: {ba, bab, b3a, b5, a6, a5},
{ba, b3, a4, a5}, {ba, b, a2, a3, a3b, a5}.

Â îñíîâå ãðàôà Êýëè ïîëóãðóïïû, àíòèèçîìîðôíîé S4, îáíàðóæèâàåòñÿ ïîäãðàô,
ñòÿãèâàåìûé ê G1 è ñîñòîÿùèé èç òð¼õ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìàðøðóòîâ îò âåðøèíû b2a2

äî bab, âîññòàíàâëèâàåìûõ íà âåðøèíàõ ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ: {b2a2, ba2, ba, b, ab, bab},
{b2a2, b2a, b2, bab}, {b2a2, b3a2, b3a, b3, ab3, bab}. Îòìåòèì ïîïóòíî, ÷òî íà ñîîòâåòñòâóþ-
ùåì äàííîé ïîëóãðóïïå ðèñ. 11 â [6] ñîäåðæèòñÿ òèïîãðàôñêàÿ íåòî÷íîñòü, âìåñòî
âåðøèíû ba ñëåäóåò ÷èòàòü bab.

Â îñíîâå ãðàôà Êýëè ïîëóãðóïïû, àíòèèçîìîðôíîé S5, îáíàðóæèâàåòñÿ ïîäãðàô,
ñòÿãèâàåìûé ê G1 è ñîñòîÿùèé èç òð¼õ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìàðøðóòîâ îò âåðøèíû ab
äî a5, âîññòàíàâëèâàåìûõ íà âåðøèíàõ ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ: {ab, bab, ab3, b5, a6, a5},
{ab, b3, a4, a5}, {ab, b, a2, a3, ba3, a5}.

È íàêîíåö, â îñíîâå ãðàôà Êýëè ïîëóãðóïïû, àíòèèçîìîðôíîé S6, îáíàðóæèâà-
åòñÿ ïîäãðàô, ñòÿãèâàåìûé ê G1 è ñîñòîÿùèé èç òð¼õ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìàðøðó-
òîâ îò âåðøèíû ba4 äî ba, âîññòàíàâëèâàåìûõ íà âåðøèíàõ ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ:
{ba4, a4, a3, a2, a, ba}, {ba4, ba3, ba2, ba}, {ba4, b2a4, b2a3, b2a2, b2a, ba}. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðà-
ôû Êýëè ïîëóãðóïï, äîïóñêàþùèõ ïëàíàðíûå ãðàôû Êýëè, íî íå óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèÿì òåîðåìû, íå ÿâëÿþòñÿ îáîáù¼ííûìè âíåøíåïëàíàðíûìè.

Íàéòè èíôîðìàöèþ î ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûõ ïîëóãðóïïàõ, íåîáõîäèìóþ äëÿ
ïîíèìàíèÿ ñëåäóþùåé òåîðåìû, ìîæíî â [10].

Òåîðåìà 2. Åñëè S(Γ)� ýòî ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíàÿ ñâîáîäíàÿ ïîëóãðóïïà, ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ ãðàôó êîììóòàòèâíîñòè Γ ìíîæåñòâà îáðàçóþùèõ å¼ ýëåìåíòîâ, òî
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) ïîëóãðóïïà S(Γ) äîïóñêàåò âíåøíåïëàíàðíûé ãðàô Êýëè;
2) ïîëóãðóïïà S(Γ) äîïóñêàåò îáîáù¼ííûé âíåøíåïëàíàðíûé ãðàô Êýëè;
3) ñòåïåíü ëþáîé âåðøèíû â ãðàôå Γ ðàâíà íóëþ, òî åñòü ïîëóãðóïïà S(Γ) àíòè-

êîììóòàòèâíàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü VΓ �ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà Γ. Òîãäà, êàê ïî-
êàçàíî â [8, ðèñ. 6.1.1], ïðè íàëè÷èè õîòÿ áû îäíîé ïàðû êîììóòèðóþùèõ ýëå-
ìåíòîâ â ìíîæåñòâå îáðàçóþùèõ îñíîâà ãðàôà Êýëè ñîäåðæèò òðè ïîïàðíî íåïå-
ðåñåêàþùèõñÿ ìàðøðóòà, âîññòàíàâëèâàåìûõ íà ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâàõ âåðøèí:
{sa3b2, sa3b, sa2b, sab, sb, sb2}, {sa3b2, sa2b2, sab2, sb2}, {sa3b2, sa3b3, sa2b3, sab3, sb3, sb2},
ãäå s� ñëîâî èç áóêâ àëôàâèòà VΓ, âîçìîæíî ïóñòîå, çàâåðøàþùååñÿ ýëåìåíòîì, íå
êîììóòèðóþùèì ñ êîììóòèðóþùèìè ìåæäó ñîáîé a è b. Ñëåäîâàòåëüíî, îñíîâà ãðà-
ôà Êýëè òàêîé ïîëóãðóïïû ñîäåðæèò ïîäãðàô, ñòÿãèâàåìûé ê ïåðâîìó ãðàôó Ñåä-
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ëà÷åêà G1. Ïîýòîìó ïîëóãðóïïà S(Γ) äîïóñêàåò îáîáù¼ííûé âíåøíåïëàíàðíûé ãðàô
Êýëè èëè äîïóñêàåò âíåøíåïëàíàðíûé ãðàô Êýëè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S(Γ)
íåêîììóòàòèâíàÿ.

Äëÿ ïîëíîòû êàðòèíû ïðèâåä¼ì åù¼ îäèí ðåçóëüòàò, â êëàññå n-âååðíûõ ïîëóðåø¼-
òîê îïèñûâàþùèé ïîëóãðóïïû, ñâîéñòâî îáîáù¼ííîé âíåøíåïëàíàðíîñòè ãðàôà Êýëè
êîòîðûõ ýêâèâàëåíòíî ñâîéñòâó åãî ïëàíàðíîñòè.

Òåîðåìà 3. Åñëè S = Sn
k � ýòî n-âååðíàÿ ïîëóðåø¼òêà, òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

ýêâèâàëåíòíû:

1) ïîëóãðóïïà S äîïóñêàåò ïëàíàðíûé ãðàô Êýëè;
2) ïîëóãðóïïà S äîïóñêàåò îáîáù¼ííûé âíåøíåïëàíàðíûé ãðàô Êýëè;
3)
∣∣S(2)

∣∣ ⩽ 3, ãäå S(2) �ìíîæåñòâî âñåõ íåíóëåâûõ ñëîâ ïîëóãðóïïû S âèäà aiaj,
i ̸= j.

Äîêàçàòåëüñòâî. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó ñâîéñòâó ïëàíàðíîñòè ãðàôà Êýëè ïî-
ëóãðóïï Sn

k , äîêàçàííîìó â [10], óäîâëåòâîðÿþò òîëüêî S1
k (òîãäà îñíîâó ãðàôà Êýëè

ôîðìèðóåò ïóñòîé ãðàô ïåðâîãî ïîðÿäêà ïðè ëþáîì k ⩾ 1), S2
k (òîãäà îñíîâó ãðàôà

Êýëè ôîðìèðóåò çâåçäà K1,k ïðè ëþáîì k ⩾ 1) è S3
3 (îðèåíòèðîâàííàÿ îñíîâà ãðàôà

Êýëè â ýòîì ñëó÷àå ïðèâåäåíà â [8, ðèñ. 6.2.2]). Â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ ãðàô Êýëè
ÿâëÿåòñÿ îáîáù¼ííûì âíåøíåïëàíàðíûì.

Ðàçâèâàÿ èäåè ðåøåíèÿ çàäà÷è î äîïóñòèìîñòè ãðàôîâ Ïîíòðÿãèíà �Êóðàòîâñêî-
ãî, âçÿòûõ ñ íåêîòîðîé îðèåíòàöèåé è ïîìåòêîé ð¼áåð â êà÷åñòâå ãðàôîâ Êýëè ïî-
ëóãðóïï [11], è àíàëîãè÷íî ãðàôàì ×àðòðåíäà �Õàðàðè [8, òåîðåìà 7.1], ðàññìîòðèì
âîïðîñ î äîïóñòèìîñòè ãðàôîâ Ñåäëà÷åêà, âçÿòûõ ñ íåêîòîðîé îðèåíòàöèåé è ïîìåòêîé
ð¼áåð, â êà÷åñòâå ãðàôîâ Êýëè ïîëóãðóïï.

Òåîðåìà 4. Åñëè G� ãðàô Êýëè êîíå÷íîé ïîëóãðóïïû, òî G íå èçîìîðôåí íè
îäíîìó èç ãðàôîâ Ñåäëà÷åêà Gi, 1 ⩽ i ⩽ 12, ñ ëþáîé îðèåíòàöèåé è ðàñêðàñêîé ð¼áåð.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×èñëî âåðøèí n è ÷èñëî ð¼áåð m ãðàôà Êýëè ïîëóãðóïïû
ñâÿçàíû ñ ÷èñëîì îáðàçóþùèõ å¼ ýëåìåíòîâ t ðàâåíñòâîì nt = m. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
íå õâàòèò ð¼áåð äëÿ îïåðàöèè óìíîæåíèÿ íà êàæäûé èç îáðàçóþùèõ ëèáî íå õâà-
òèò âåðøèí äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòîâ òàêîãî óìíîæåíèÿ. Ïàðàìåòðû n è m ãðàôîâ
Ñåäëà÷åêà ïðèâåäåíû â òàáëèöå.

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
n 8 8 8 8 6 7 7 7 8 5 6 6
m 9 9 9 9 8 9 9 9 10 9 9 9

Êàê âèäèì, äëÿ ëþáîãî i, 1 ⩽ i ⩽ 12, ÷èñëî ð¼áåð m = |E(Gi)| íå äåëèòñÿ íà ÷èñëî
âåðøèí n = |V (Gi)|. Ñëåäîâàòåëüíî, íè îäèí èç ãðàôîâ Ñåäëà÷åêà, âçÿòûé ñ íåêîòîðîé
îðèåíòàöèåé è ïîìåòêîé ð¼áåð, íå èçîìîðôåí ãðàôó Êýëè êàêîé-ëèáî ïîëóãðóïïû.

Çàêëþ÷åíèå
Â ðåçóëüòàòå ïðîâåä¼ííîãî èññëåäîâàíèÿ íàéäåíû: áåñêîíå÷íûå ñåðèè ÷àñòè÷íî

êîììóòàòèâíûõ ïîëóãðóïï è áåñêîíå÷íûå ñåðèè íåöèêëè÷åñêèõ ïîëóãðóïï ñ åäèí-
ñòâåííûì îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèåì, äîïóñêàþùèå ïîëóãðóïïîâîå òîæäåñòâî,
ñâîéñòâî âíåøíåïëàíàðíîñòè ãðàôîâ Êýëè êîòîðûõ ýêâèâàëåíòíî ñâîéñòâó îáîáù¼í-
íîé âíåøíåïëàíàðíîñòè, íî íå ýêâèâàëåíòíî ñâîéñòâó ïëàíàðíîñòè; ñåðèè n-âååðíûõ
ïîëóðåø¼òîê, ñâîéñòâî ïëàíàðíîñòè ãðàôîâ Êýëè êîòîðûõ ýêâèâàëåíòíî ñâîéñòâó
îáîáù¼ííîé âíåøíåïëàíàðíîñòè, íî íå ýêâèâàëåíòíî âíåøíåïëàíàðíîñòè. Êðîìå òîãî,
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äîêàçàíî, ÷òî ãðàô Êýëè ëþáîé êîíå÷íîé ïîëóãðóïïû íå èçîìîðôåí íè îäíîìó èç
çàïðåù¼ííûõ ãðàôîâ Ñåäëà÷åêà èç êðèòåðèÿ îáîáù¼ííîé âíåøíåïëàíàðíîñòè ãðàôîâ,
âçÿòûõ ñ ëþáîé îðèåíòàöèåé è ïîìåòêîé ð¼áåð.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ óñòàíîâëåíèÿ âçàèìíîãî îò-
íîøåíèÿ ìåæäó êëàññàìè ïîëóãðóïï, äîïóñêàþùèõ âíåøíåïëàíàðíûå ãðàôû Êýëè, è
êëàññàìè ïîëóãðóïï, äîïóñêàþùèõ îáîáù¼ííûå âíåøíåïëàíàðíûå ãðàôû Êýëè. Ïî-
ñëåäíåå îòêðûâàåò ïåðñïåêòèâû èññëåäîâàíèÿ áîëåå ñëîæíûõ êîíñòðóêöèé, â ÷àñò-
íîñòè îðäèíàëüíûõ ñóìì ïðÿìîóãîëüíûõ ïîëóãðóïï, äîïóñêàþùèõ âíåøíåïëàíàðíûå
ãðàôû Êýëè è èõ îáîáùåíèÿ.
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