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Îïòèìàëüíûå öèðêóëÿíòíûå ñåòè âûçûâàþò ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ êàê ìîäåëè íà-
ä¼æíûõ ñ íèçêîé çàäåðæêîé ñåòåé ñâÿçè ìóëüòèïðîöåññîðíûõ êëàñòåðíûõ ñèñòåì
è ñåòåé íà êðèñòàëëå. Àâòîðàìè âïåðâûå ïîñòðîåíà áîëüøàÿ áàçà äàííûõ (äàòà-
ñåò) îïòèìàëüíûõ ïî äèàìåòðó äâóõêîíòóðíûõ êîëüöåâûõ öèðêóëÿíòíûõ ñåòåé
äî 50 òûñÿ÷ óçëîâ, ñîäåðæàùàÿ ïîëíûé íàáîð îáðàçóþùèõ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ.
Ïðîâåä¼í àíàëèç äàòàñåòà ñ öåëüþ èññëåäîâàíèÿ ïðîáëåìû ïîèñêà àíàëèòè÷åñêè
çàäàâàåìûõ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ. Ðàçðàáîòàíû äâà íîâûõ àëãîðèòìà
àâòîìàòèçèðîâàííîãî ïîèñêà àíàëèòè÷åñêèõ, îïèñûâàåìûõ ïîëèíîìàìè îò äèà-
ìåòðà, îïèñàíèé ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ. Ñ ïîìîùüþ ðåàëèçîâàííûõ àëãî-
ðèòìîâ íàéäåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî íîâûõ àíàëèòè÷åñêè îïèñûâàåìûõ ñåìåéñòâ
îïòèìàëüíûõ ñåòåé, ïðîâåðåííîå ñ ïîìîùüþ âàëèäàöèè íà âñ¼ì äèàïàçîíå èç-
ìåíåíèÿ äèàìåòðîâ ãðàôîâ äàòàñåòà. Íàéäåííûå ñåìåéñòâà îïòèìàëüíûõ ñåòåé
ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ìàñøòàáèðîâàíèè àëãîðèòìîâ ïåðåäà÷è èíôîðìà-
öèè â äâóõêîíòóðíûõ êîëüöåâûõ öèðêóëÿíòíûõ ñòðóêòóðàõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äàòàñåò îïòèìàëüíûõ ñåòåé, íåîðèåíòèðîâàííûå äâóõêîí-

òóðíûå êîëüöåâûå ñåòè, öèðêóëÿíòíûå ñåòè, ìèíèìàëüíûé äèàìåòð.

DATABASE ANALYSIS OF OPTIMAL DOUBLE-LOOP NETWORKS

E.A. Monakhova, O.G. Monakhov
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Optimal circulant networks are of practical interest as models of reliable low-latency
communication networks for multiprocessor cluster systems and on-chip networks.
The authors are the first to construct a large dataset of optimal diameter double-
loop circulant networks with up to 50 thousand nodes, containing a complete set of
optimal graph generators. The analysis of the dataset has been carried out in order to
study the problem of finding analytically defined families of optimal graphs. Two new
algorithms for automatically finding analytical descriptions of optimal graphs families
described by polynomials in diameter have been developed. Using the implemented
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algorithms, a large number of new analytically described families of optimal networks
have been found and tested using validation over the entire range of changes in the
diameters of the dataset graphs. The found families of optimal networks can be used
when scaling information transmission algorithms in double-loop circulant structures.

Keywords: dataset of optimal networks, undirected double-loop networks, circulant
networks, minimum diameter.

Ââåäåíèå
Íåîðèåíòèðîâàííûå äâóõêîíòóðíûå êîëüöåâûå ñåòè ÿâëÿþòñÿ îáúåêòîì èíòåíñèâ-

íûõ èññëåäîâàíèé [1�11]. Áëàãîäàðÿ âûñîêîé ìàñøòàáèðóåìîñòè, íàä¼æíîñòè è ñèì-
ìåòðèè, îíè íàõîäÿò ïðèìåíåíèå êàê ñåòè ñâÿçè â ìóëüòèïðîöåññîðíûõ êëàñòåðíûõ
ñèñòåìàõ, â êðèïòîãðàôèè ïðè ïîñòðîåíèè ñîâåðøåííûõ êîäîâ, èñïðàâëÿþùèõ îøèá-
êè, à òàêæå â ñåòÿõ íà êðèñòàëëå â êà÷åñòâå çàìåíû òðàäèöèîííî èñïîëüçóåìûõ â íèõ
äâóìåðíûõ ðåø¼òîê è òîðîâ, èìåþùèõ ñóùåñòâåííî áîëüøèå çàäåðæêè ïðè îäèíàêî-
âîì ÷èñëå óçëîâ.

Äâóõêîíòóðíàÿ êîëüöåâàÿ ñåòü (undirected double-loop network) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô C(N ; 1, s), 1 < s < N/2, ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V = {0, 1,
. . . , N − 1} è ð¼áåð E = {(i, j) : i− j ≡ ±1 (mod N), i− j ≡ ±s (mod N)}, ãäå {1, s}�
îáðàçóþùèå; N �ïîðÿäîê ãðàôà. Ïðèìåð äâóõêîíòóðíîé êîëüöåâîé ñåòè ñ ÷èñëîì
óçëîâ N = 18 ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 1. Äâóõêîíòóðíûå êîëüöåâûå ñåòè ñòåïåíè ÷åòûðå
ïðèíàäëåæàò ê êëàññó öèðêóëÿíòíûõ ñåòåé [1�3, 12�16].

Ðèñ. 1. Äâóõêîíòóðíàÿ êîëüöåâàÿ ñåòü C(18; 1, 7)

Çàäåðæêè ïðè ïåðåäà÷å èíôîðìàöèè â ñåòè, à òàêæå ïðè îðãàíèçàöèè êîëëåê-
òèâíûõ îáìåíîâ â ñèñòåìå îöåíèâàþòñÿ äèàìåòðîì ãðàôà (è/èëè ñðåäíèì ðàññòî-
ÿíèåì ìåæäó âåðøèíàìè) [3, 4, 16]. Äèàìåòð ãðàôà G = (V,E) åñòü ïàðàìåòð
d(G) = max

i,j∈V
d(i, j), ãäå d(i, j)�äëèíà êðàò÷àéøåãî ïóòè èç âåðøèíû i â âåðøèíó j.

Èçâåñòíî (ñì. ññûëêè â [1, 3]), ÷òî âåðõíÿÿ ãðàíèöà ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî ÷èñëà
âåðøèí â öèðêóëÿíòíûõ ãðàôàõ ñòåïåíè ÷åòûðå ñ äèàìåòðîì d ðàâíà Nd = 2d2+2d+1.
Òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíèöà äèàìåòðà öèðêóëÿíòîâ ñòåïåíè ÷åòûðå ïîëó÷åíà â [17, 18]:
D(N) = ⌈(−1 +

√
2N − 1)/2⌉.
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Ïðîáëåìà ñèíòåçà îïòèìàëüíûõ öèðêóëÿíòíûõ ãðàôîâ ñîñòîèò â ïîèñêå ãðàôîâ
ñ ìèíèìàëüíî âîçìîæíûì äèàìåòðîì ñðåäè ãðàôîâ çàäàííûõ ñòåïåíè è ÷èñëà âåð-
øèí. Îïòèìàëüíûì íàçûâàåòñÿ ãðàô C(N ; 1, s) ñ äèàìåòðîì d(C(N ; 1, s)) = D(N),
ñóáîïòèìàëüíûì � ãðàô ñ äèàìåòðîì D(N) + 1. Â ðàáîòå [19] âûäâèíóòà ãèïîòåçà,
ïðîâåðåííàÿ äëÿ âñåõ çíà÷åíèé N ⩽ 8 · 106: ïî êðàéíåé ìåðå, ñóáîïòèìàëüíûå ãðàôû
âèäà C(N ; 1, s) ñóùåñòâóþò äëÿ ëþáûõ N > 4.

Îïòèìàëüíîå ñåìåéñòâî öèðêóëÿíòíûõ ñåòåé ëþáîãî ïîðÿäêà N > 4 è ñòåïåíè ÷å-
òûðå íàéäåíî â [17] è ïåðåîòêðûòî â [18, 20]: {C(N ; d, d+1) : d ⩾ 1}, ãäå d� áëèæàéøåå
öåëîå ê (−1 +

√
2N − 1)/2. Â [17] äîêàçàíî, ÷òî âñå ãðàôû ñåìåéñòâà îäíîâðåìåííî

èìåþò ìèíèìóìû äèàìåòðà è ñðåäíåãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âåðøèíàìè. Äëÿ äàííîãî
ñåìåéñòâà ñåòåé èçâåñòíû àíàëèòè÷åñêèå àëãîðèòìû ïàðíîé ìàðøðóòèçàöèè ñ êîí-
ñòàíòíûìè îöåíêàìè ñëîæíîñòè [3, 20, 21].

Èç îïèñàíèÿ öèðêóëÿíòíîãî ãðàôà âèäà C(N ; d, d + 1) ìîæíî ïîëó÷èòü èçîìîðô-
íûå îïèñàíèÿ ïóò¼ì óìíîæåíèÿ åãî îáðàçóþùèõ d è d + 1 íà ýëåìåíòû t ⩽ ⌊N/2⌋
ïðèâåä¼ííîé ñèñòåìû âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ N . Íî òàêîé ìåòîä íå ìîæåò áûòü èñïîëüçî-
âàí äëÿ ïîëó÷åíèÿ îïòèìàëüíûõ îïèñàíèé ãðàôîâ C(N ; 1, s) ïðè ëþáûõ N , ïîñêîëüêó
äëÿ íåêîòîðûõ N îíè ëèáî íå ñóùåñòâóþò, ëèáî ñóùåñòâóþò, íî íå èçîìîðôíû îïèñà-
íèþ âèäà (N ; d, d+ 1). Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä àâòîìàòèçàöèè ïîèñêà
àíàëèòè÷åñêèõ îïèñàíèé ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ âèäà C(N ; 1, s) íà îñíîâå ïîëó-
÷åííîé àâòîðàìè áîëüøîé áàçû äàííûõ (äàòàñåòà) ïàðàìåòðîâ îïèñàíèé îïòèìàëüíûõ
äâóõêîíòóðíûõ êîëüöåâûõ ñåòåé C(N ; 1, s).

1. Ïîäõîäû ê ïîñòðîåíèþ îïòèìàëüíûõ äâóõêîíòóðíûõ êîëüöåâûõ ñåòåé
Ñåìåéñòâà äâóõêîíòóðíûõ êîëüöåâûõ ñåòåé, îïèñàííûå â ëèòåðàòóðå, ïðèâëåêàþò

âíèìàíèå â êà÷åñòâå ñåòåé ñâÿçè ïðè èçó÷åíèè èõ ñòðóêòóðíûõ è êîììóíèêàòèâíûõ
ñâîéñòâ � àëãîðèòìîâ ìàðøðóòèçàöèè ðàçëè÷íûõ âèäîâ, âëîæèìîñòè â ÷èïû äëÿ ñåòè
íà êðèñòàëëå, ñòðóêòóðíîé íàä¼æíîñòè è äð. Íàïðèìåð, ïåðâîå èçâåñòíîå ñåìåéñòâî
îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ ñ àíàëèòè÷åñêèì îïèñàíèåì [22] àêòèâíî èçó÷àëîñü â òåîðèè
êîäèðîâàíèÿ [11] è êàê ìîäåëü ñåòè ñâÿçè ìíîãîïðîöåññîðíûõ ñèñòåì:

{C(Nd; 1, 2d+ 1) : d ⩾ 1}.

Â ðàáîòå [23] ïîñòàâëåíà ñëåäóþùàÿ ïðîáëåìà: êëàññèôèöèðîâàòü âñå çíà÷åíèÿ N,
äëÿ êîòîðûõ îïòèìàëüíûå íåîðèåíòèðîâàííûå ãðàôû C(N ; 1, s) ñóùåñòâóþò. Â ëè-
òåðàòóðå ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ äàííîé ïðîáëåìû è ïîëó÷åíû
íåêîòîðûå áåñêîíå÷íûå ñåìåéñòâà ãðàôîâ C(N ; 1, s) ñ àíàëèòè÷åñêèì îïèñàíèåì.

Â [23] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ñåìåéñòâà ãðàôîâ ñ ÷èñëîì âåðøèí N = Nd− 1, ãäå d > 1,
ìèíèìàëüíî âîçìîæíûé äèàìåòð ðàâåí D(N)+1. Â áîëüøèíñòâå ðàáîò, ïîñâÿù¼ííûõ
ïîèñêó áåñêîíå÷íûõ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ C(N ; 1, s), èñïîëüçóþòñÿ òåîðåòè-
÷åñêèå âåðõíèå îöåíêè äèàìåòðà [19, 23�28]. Â ðàáîòàõ [8, 19, 23, 26, 28] íàéäåíû èëè
èññëåäóþòñÿ ñåìåéñòâà ãðàôîâ ñ ëèíåéíûìè îáðàçóþùèìè âèäà s = 2d ± α, ãäå d�
äèàìåòð; â [5, 29, 30] � ñåìåéñòâà ãðàôîâ c êâàäðàòè÷íûìè îáðàçóþùèìè îò äèàìåòðà.
Ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû ïàðíîé ìàðøðóòèçàöèè ðàçðàáîòàíû äëÿ ðÿäà íàéäåííûõ
ñåìåéñòâ [26, 29, 31]. Èçâåñòåí [9] àëãîðèòì ïàðíîé ìàðøðóòèçàöèè äëÿ ãðàôîâ
C(N ; 1, s) ñëîæíîñòè O(∆), ãäå ∆ ⩽ d. Â [31, 32] ïîëó÷åíû ¾ïëîòíûå¿ áåñêîíå÷íûå
ñåìåéñòâà îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ, îïèñàíèÿ êîòîðûõ ñëåäóþò èç âçàèìíîé ïðîñòîòû
÷èñåë (N, d) èëè (N, d + 1). Â [19] íàéäåíî ìíîæåñòâî ìîùíîñòè O(

√
d) áåñêîíå÷-

íûõ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ C(N ; 1, s) äëÿ êàæäîãî èíòåðâàëà çíà÷åíèé N ,
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ãäå Nd−1 < N ⩽ Nd, d > 1, ñ îáðàçóþùèìè âèäà s = 2d ± α. Â [27] íàéäåíû òðè ñå-
ìåéñòâà îïòèìàëüíûõ ñåòåé, êîòîðûå ïðåäñòàâèìû êàê ïðîèçâåäåíèÿ Êðîíåêåðà äâóõ
öèêëîâ. Â [5] àâòîðû ïîëó÷èëè øåñòü îïòèìàëüíûõ è ïÿòü ñóáîïòèìàëüíûõ ñåìåéñòâ
ãðàôîâ C(N ; 1, s) äëÿ êàæäîãî èíòåðâàëà çíà÷åíèé N , ãäå 2d2+d < N < Nd−1, d > 1.
Â [33] ðåàëèçîâàíû ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû ïîèñêà ñåìåéñòâ è ïîñòðîåíû 70 íîâûõ ñå-
ìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ ñ ëèíåéíûìè îáðàçóþùèìè âèäîâ s = 4d±α è s = 6d±α.
Àâòîðû [34], èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåííûé èìè àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ äèàìåòðà ãðàôîâ
C(N ; 1, s), ïðåäñòàâèëè íåêîòîðûå ôðàãìåíòû ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèÿ îïòèìàëüíûõ
è ñóáîïòèìàëüíûõ îáðàçóþùèõ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé N , âêëþ÷àÿ N = 32 000.
Â [35], â ñâÿçè ñ àêòóàëüíîñòüþ ïðèìåíåíèÿ öèðêóëÿíòîâ â ñåòÿõ íà êðèñòàëëå, ïîëó-
÷åí äàòàñåò îïòèìàëüíûõ öèðêóëÿíòîâ ðàçëè÷íûõ ñòåïåíåé îò 4 äî 10 ñ ÷èñëîì âåðøèí
äî 500, êîòîðûé âêëþ÷àåò â òîì ÷èñëå äâóõêîíòóðíûå êîëüöåâûå ñåòè.

Â [36] àâòîðû ïîñòðîèëè äàòàñåò îïòèìàëüíûõ (ñ ìèíèìàëüíî âîçìîæíûì äèàìåò-
ðîì ïðè çàäàííîì ïîðÿäêå) ãðàôîâ C(N ; 1, s) äî 50 òûñÿ÷ âåðøèí. Íîâûé äàòàñåò ñî-
äåðæèò äëÿ êàæäîãî ïîðÿäêà ãðàôîâ âñå îáðàçóþùèå, ñîîòâåòñòâóþùèå îïòèìàëüíûì
èëè ñóáîïòèìàëüíûì (â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ îïòèìàëüíûõ) îïèñàíèÿì ãðàôà. Ïåðå÷èñ-
ëåíèå îáðàçóþùèõ äëÿ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ â äàòàñåòå ïîçâîëèëî íàéòè àíàëèòè÷å-
ñêèå çàâèñèìîñòè ïàðàìåòðîâ, îïðåäåëÿþùèõ ñåìåéñòâà îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ.

Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíî òð¼õìåðíîå ãðàôè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ôðàãìåíòà äàòàñåòà òî-
÷åê (N, s, d) ñ ÷èñëîì âåðøèí 10 ⩽ N ⩽ 900. Äàòàñåò ïîëó÷åí ñ ïðèìåíåíèåì ïà-
ðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà èñ÷åðïûâàþùåãî ïîèñêà, ðåàëèçîâàííûì íà C íà êëàñòåðå
Kunpeng [36]. Òî÷êè (N, s, d) ñîîòâåòñòâóþò ïàðàìåòðàì îïèñàíèé îïòèìàëüíûõ ãðà-
ôîâ C(N ; 1, s). Äëÿ êàæäîãî N ïîêàçàíû âñå îáðàçóþùèå s ⩽ N/2, êîòîðûå îïðåäå-
ëÿþò ãðàô ìèíèìàëüíî âîçìîæíîãî äèàìåòðà d ïðè äàííîì N . Ïðîâåä¼ííûé àíàëèç
ãðàôîâ èç äàòàñåòà ïîêàçàë ñóùåñòâîâàíèå çíà÷åíèé N , äëÿ êîòîðûõ åäèíñòâåííàÿ
îïòèìàëüíàÿ îáðàçóþùàÿ ìîæåò áûòü êàê ëèíåéíîãî, òàê è êâàäðàòè÷íîãî âèäîâ îò
äèàìåòðà. Âåñü äàòàñåò îïèñàíèé ïàðàìåòðîâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ ñ N ⩽ 5 · 104 âåð-
øèí ñîäåðæèò îêîëî 451 000 òî÷åê è ïðåäñòàâëåí â îòêðûòîì äîñòóïå â Èíòåðíåòå:
https://github.com/mila0411/Double-loop-networks/tree/main/Dataset.

Ïåðâîíà÷àëüíûé àíàëèç äàòàñåòà íà îòêðûòèå àíàëèòè÷åñêè îïèñûâàåìûõ ñå-
ìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ ïðîâåä¼í â [36] ñ ïîìîùüþ ïîäõîäà, îñíîâàííîãî íà òåì-
ïëåéòàõ ñ íåäîîïðåäåë¼ííûìè êîýôôèöèåíòàìè è èñïîëüçóþùåãî äëÿ ïîèñêà ïåðñïåê-
òèâíûõ òåìïëåéòîâ àëãîðèòìû ìåòàýâðèñòè÷åñêîãî ïîèñêà � ìóðàâüèíîé êîëîíèè è
äèôôåðåíöèàëüíîé ýâîëþöèè [37, 38]. Ïîäðîáíîå îïèñàíèå àëãîðèòìîâ ïîèñêà ìîæíî
íàéòè â [36]. Ðåàëèçîâàííûå àëãîðèòìû ñ ïðèìåíåíèåì ïÿòè íàéäåííûõ òåìïëåéòîâ
ñãåíåðèðîâàëè 200 ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ äâóõêîíòóðíûõ êîëüöåâûõ ãðàôîâ. Íà ðèñ. 3
÷ëåíû ïîëó÷åííûõ ñåìåéñòâ ãðàôîâ îòìå÷åíû ÷¼ðíûìè òî÷êàìè.

Äàëåå ðàññìîòðåí äðóãîé ïîäõîä ê àâòîìàòèçàöèè ïîèñêà ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ
ãðàôîâ â äàòàñåòå, îñíîâàííûé íà ïîñëåäîâàòåëüíîì äåëåíèè ñ îñòàòêîì ïàðàìåò-
ðîâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ è ïîñòðîåíèè êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìîâ äëÿ èõ ïîðÿäêîâ
è îáðàçóþùèõ, êîòîðûé: 1) îáîáùàåò òåìïëåéò-îðèåíòèðîâàííûé ïîäõîä; 2) ñîäåðæèò
íåêîòîðûå îáùèå ïðèíöèïû ïîñòðîåíèÿ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ; 3) ïîçâîëÿåò
îòêðûòü èçâåñòíûå è ïîëó÷èòü íîâûå ñåìåéñòâà, ïîêðûâàþùèå, êàê ïîêàçàëè ýêñïåðè-
ìåíòû, ïðåäñòàâèòåëüíóþ ÷àñòü òî÷åê äàòàñåòà; 4) äà¼ò âîçìîæíîñòü ïðîâîäèòü òåî-
ðåòè÷åñêèé àíàëèç è ïðàêòè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ ñåòåé, îñíîâàííûõ íà àíàëèòè÷åñêèõ
îïèñàíèÿõ. Íà áàçå íîâîãî ïîäõîäà ðàçðàáîòàíû äâà àëãîðèòìà àâòîìàòèçèðîâàííîãî
ïîèñêà ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ, îòëè÷àþùèõñÿ âèäîì îáðàçóþùèõ.
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Ðèñ. 2. Ôðàãìåíò äàòàñåòà òî÷åê (N, s, d) îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ C(N ; 1, s)

Ðèñ. 3. Ñåìåéñòâà îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ òåìïëåéò-îðèåíòèðîâàííîãî
ïîäõîäà
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2. Ïîèñê ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ äâóõêîíòóðíûõ êîëüöåâûõ ñåòåé
ñ êâàäðàòè÷íûìè îáðàçóþùèìè

×òîáû àâòîìàòèçèðîâàòü ïðîöåññ ïîèñêà ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ, ðàññìîò-
ðèì êîíêðåòíûé ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ ãðàôîâ ïîòåíöèàëüíî âîçìîæíîãî ñåìåéñòâà, îñ-
íîâûâàÿñü íà äàííûõ, âçÿòûõ èç äàòàñåòà.

Ââåä¼ì ïàðàìåòð p ⩾ 1. Íàçîâ¼ì åãî ïåðèîäîì ïîâòîðÿåìîñòè ÷ëåíîâ ñåìåéñòâà.
Ïàðàìåòð p ðàâåí ðàçíèöå äèàìåòðîâ ìåæäó ñîñåäíèìè ÷ëåíàìè ñåìåéñòâà. Àíàëèç
èçâåñòíûõ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ ïîêàçàë, ÷òî p ìîæåò ïðèíèìàòü ðàçëè÷íûå
çíà÷åíèÿ� îò p = 1, êîãäà ñåìåéñòâî ñóùåñòâóåò ïðè ëþáîì äèàìåòðå [22], äî p = 15 [5,
òåîðåìà 3.8], êîãäà ÷ëåíû îïòèìàëüíîãî ñåìåéñòâà ñóùåñòâóþò â êëàññå äèàìåòðîâ ïî
ìîäóëþ 15. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àè, êîãäà ðàçíèöà äèàìåòðîâ
ìåæäó ñîñåäíèìè ÷ëåíàìè ñåìåéñòâà ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé.

Ïîêàæåì, êàê, èñïîëüçóÿ äâå òî÷êè äàòàñåòà, ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêèå ôîð-
ìóëû äëÿ ïîñòðîåíèÿ îáðàçóþùèõ è ïîðÿäêîâ ãðàôîâ ïîòåíöèàëüíîãî ñåìåéñòâà.

Âîçüì¼ì òî÷êó â äàòàñåòå, íàïðèìåð (N1, s1, d1) = (258, 48, 11). Ïóñòü p = 6. Íàéä¼ì
â äàòàñåòå òî÷êó (N2, s2, d2), äëÿ êîòîðîé, êðîìå óñëîâèÿ d2 = d1 + p, âûïîëíÿåòñÿ
ñëåäóþùåå: ⌊

N1

s1

⌋
=

⌊
N2

s2

⌋
. (1)

Íàïðèìåð, ïóñòü ýòî áóäåò òî÷êà (N2, s2, d2) = (606, 108, 17). Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (1)
îçíà÷àåò, ÷òî îáå òî÷êè äàòàñåòà íàõîäÿòñÿ íà îáùåé ëèíèè ñ óãëîì íàêëîíà, îïðå-
äåëÿåìûì îòíîøåíèåì ⌊N/s⌋ (ñì. ðèñ. 2). Íàéä¼ì öåëûå ÷àñòè è îñòàòêè îò äåëåíèÿ
îáðàçóþùèõ ãðàôîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ äàííûì òî÷êàì, íà èõ äèàìåòð: s1 = 4d1 + 4,
s2 = 6d2 + 6. Ââåä¼ì ïàðàìåòðû, êîòîðûå îïðåäåëÿþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óâåëè÷å-
íèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ d äëÿ îáðàçóþùèõ ãðàôîâ âîçìîæíîãî
ñåìåéñòâà:

∆1 =

⌊
s2
d2

⌋
−
⌊
s1
d1

⌋
,

∆2 = s2 mod d2 − s1 mod d1.

(2)

Äëÿ íàøåãî ïðèìåðà ∆1 = 2, ∆2 = 2. Åñëè ïðîäîëæèòü ýòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
óâåëè÷èâàÿ äèàìåòð ãðàôîâ íà p, òî îáùèé âèä îáðàçóþùèõ ãðàôîâ ñåìåéñòâà áóäåò
ñëåäóþùèì:

s =

(⌊
s1
d1

⌋
+

(d− d1)∆1

p

)
d+ s1 mod d1 +

(d− d1)∆2

p
.

Ñîáèðàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ d, ïîëó÷èì êâàäðàòè÷íûé ïîëèíîì
îò äèàìåòðà, îïðåäåëÿþùèé îáðàçóþùèå ñåìåéñòâà îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ:

s = ed2 + fd+ g,

e =
∆1

p
,

f =

⌊
s1
d1

⌋
− d1∆1

p
+

∆2

p
,

g = s1 mod d1 −
d1∆2

p
.

(3)

Äëÿ íàøåãî ïðèìåðà â ñèëó (3) ïîëó÷àåì s = (d2 + 2d+ 1)/3.
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Òåïåðü äëÿ äâóõ ðàññìîòðåííûõ òî÷åê äàòàñåòà íàéä¼ì ôîðìóëó, êîòîðàÿ îïðåäå-
ëèò ïîðÿäêè ãðàôîâ âîçìîæíîãî ñåìåéñòâà.

Èìååì N1 = 5s1 + N1 mod s1 = 5s1 + 18, N2 = 5s2 + N2 mod s2 = 5s2 + 66. Ïîñëå
äåëåíèÿ îñòàòêîâ íà äèàìåòðû ïîëó÷èì N1 = 5s1 + d1 + 7, N2 = 5s2 + 3d2 + 15.

Ââåä¼ì ïàðàìåòðû, êîòîðûå îïðåäåëÿò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óâåëè÷åíèÿ êîýôôèöè-
åíòîâ ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ d â ðàçëîæåíèè îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ íà d îñòàòêà îò
äåëåíèÿ N íà s:

∆3 = ⌊(N2 mod s2)/d2⌋ − ⌊(N1 mod s1)/d1⌋,
∆4 = (N2 mod s2) mod d2 − (N1 mod s1) mod d1.

(4)

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïðèìåðà ∆3 = 2, ∆4 = 8. Åñëè ïðîäîëæèòü ýòè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè, óâåëè÷èâàÿ äèàìåòð ãðàôîâ íà âåëè÷èíó p, òî îáùèé âèä ïîðÿäêîâ âîçìîæíîãî
ñåìåéñòâà áóäåò ñëåäóþùèé:

N = ⌊N1/s1⌋s+
(
⌊(N1 mod s1)/d1⌋+

(d− d1)∆3

p

)
d+(N1 mod s1) mod d1+

(d− d1)∆4

p
.

Ïîäñòàâëÿÿ ôîðìóëó (3) äëÿ îáðàçóþùåé s è ñîáèðàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ
ñòåïåíÿõ d, ïîëó÷àåì

N = ad2 + bd+ c,

a = e⌊N1/s1⌋+∆3/p,

b = f⌊N1/s1⌋+ ⌊(N1 mod s1)/d1⌋ − d1∆3/p+∆4/p,

c = g⌊N1/s1⌋+ (N1 mod s1) mod d1 − d1∆4/p.

(5)

Òàêèì îáðàçîì, êâàäðàòè÷íûé ïîëèíîì îò äèàìåòðà, êîòîðûé îïðåäåëÿåò ïîðÿäêè
îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ ïîòåíöèàëüíî âîçìîæíîãî ñåìåéñòâà, ñôîðìèðîâàí.

Äëÿ ðàññìîòðåííîãî ïðèìåðà â ñèëó (5) ïîëó÷àåì N = 2d2+2d−6 è ñîîòâåòñòâåííî
ñëåäóþùèé âèä ñåìåéñòâà ãðàôîâ: {C(2d2 + 2d− 6; 1, (d2 + 2d+ 1)/3) : d ≡ 5 (mod 6)}.
Ïðîâåðêà â äàòàñåòå ïîêàçàëà ñóùåñòâîâàíèå âñåõ ãðàôîâ ñåìåéñòâà, íà÷èíàÿ ñ d = 5
äî 149.

Íèæå îïèñàíà îáùàÿ ñõåìà àëãîðèòìà 1 � ýâðèñòè÷åñêîãî àëãîðèòìà àâòîìàòè-
÷åñêîãî ïîèñêà ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ, îñíîâàííîãî íà ðàññìîòðåííûõ âûøå
ïðèíöèïàõ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü èíòåðåñíóþ îñîáåííîñòü ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû àëãîðèòìà 1: íåêî-
òîðûå èç íàéäåííûõ ñåìåéñòâ ãðàôîâ èìåþò îáðàçóþùèå ëèíåéíîãî âèäà îò d. Ýòî
ïðîèñõîäèò â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ïðè âûïîëíåíèè íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ (1) òàêæå âû-
ïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ⌊s1/d1⌋ = ⌊s2/d2⌋, ÷òî äà¼ò e = 0. ×òîáû àâòîìàòèçèðîâàòü ïðîöåññ
ïîèñêà ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ ñ ëèíåéíûìè îáðàçóþùèìè îò äèàìåòðà, ìû
ðàçðàáîòàëè îòäåëüíûé àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà àíàëîãè÷íûõ ïðèíöèïàõ.
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Àëãîðèòì 1. Àëãîðèòì àâòîìàòè÷åñêîãî ïîèñêà ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ
ñ êâàäðàòè÷íûìè îáðàçóþùèìè (îáùàÿ ñõåìà)

Âõîä: Òî÷êè äàòàñåòà (N, s, d); P �ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà p.
1: Âûáèðàåì íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ïåðèîäà p ∈ {1, 2, 3, . . . , P} è äèàìåòðà d = d1, ãäå
d1 ≡ 0 (mod p). Âûáèðàåì âñå òî÷êè (N1, s1, d1) â äàòàñåòå è ñðåäè òî÷åê âèäà
(N2, s2, d2), ãäå d2 = d1 + p, âûáèðàåì òî÷êè (N2, s2, d2), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèþ (1).
Äëÿ òî÷êè (N1, s1, d1) è î÷åðåäíîé òî÷êè (N2, s2, d2) ãåíåðèðóåì îáùèå ôîðìóëû
äëÿ s è N â âèäå êâàäðàòè÷íûõ ïîëèíîìîâ îò äèàìåòðà äëÿ ãðàôîâ âîçìîæíîãî
ñåìåéñòâà:

C(N = ad2 + bd+ c; 1, s = ed2 + fd+ g).

Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ñâîéñòâî ïîâòîðÿåìîñòè âèäà ÷ëåíîâ ñåìåéñòâà ÷åðåç k =
= (d−d1)/p øàãîâ, à èìåííî: äëÿ êîýôôèöèåíòîâ e, f, g èñïîëüçóþòñÿ ôîðìóëû (2)
è (3); äëÿ a, b, c�ôîðìóëû (3), (4) è (5). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òî÷åê (N1, s1, d1) è
(N2, s2, d2) àíàëèòè÷åñêèé âèä ãðàôîâ âîçìîæíîãî ñåìåéñòâà ñôîðìèðîâàí.

2: Ïðîâåðÿåì ïðèñóòñòâèå ÷ëåíîâ ñôîðìèðîâàííîãî ñåìåéñòâà â äàòàñåòå, óâåëè÷èâàÿ
äèàìåòð íà âåëè÷èíó p. Åñëè ñóùåñòâîâàíèå ñëåäóþùèõ ÷ëåíîâ ñåìåéñòâà ïîäòâåð-
æäåíî íà âûáðàííîé ÷àñòè äàòàñåòà, òî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ñåìåéñòâî ïðîøëî òåñòèðî-
âàíèå è íîâîå ñåìåéñòâî ãðàôîâ íàéäåíî; îíî äîáàâëÿåòñÿ â ëèñò ïîòåíöèàëüíûõ
ñåìåéñòâ.

3: Ïðîöåññ ïîèñêà ñåìåéñòâ ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå ðàññìîòðåíû, âî-
ïåðâûõ, âñå èìåþùèåñÿ ïàðîñî÷åòàíèÿ ãðàôîâ ñ äèàìåòðàìè d1 è d2 è, âî-âòîðûõ,
äèàìåòðû äëÿ âñåõ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p è çàòåì� ïîñëåäîâàòåëüíî âåñü âûäåëåí-
íûé äèàïàçîí çíà÷åíèé ïàðàìåòðà p.

4: Ïîñëå ýòîãî âñå íàéäåííûå ñåìåéñòâà ïðîâåðÿþòñÿ íà òîé ÷àñòè äàòàñåòà, êîòîðàÿ
íå áûëà âêëþ÷åíà â ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâåä¼ííîå òåñòèðîâàíèå íà øàãå 2. Åñëè
ðåçóëüòàò ïîëîæèòåëüíûé, òî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî íîâîå ñåìåéñòâî íàéäåíî.

Âûõîä: Ìíîæåñòâî àíàëèòè÷åñêèõ îïèñàíèé (ôîðìóë N(d) è s(d)) ñåìåéñòâ îïòè-
ìàëüíûõ ãðàôîâ ñ êâàäðàòè÷íûìè îáðàçóþùèìè, îãðàíè÷åííîå ðàññìîòðåííûì
äèàïàçîíîì èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà p.

3. Ïîèñê ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ ñ ëèíåéíûìè îáðàçóþùèìè
Ïðè àíàëèçå ïîëó÷åííîãî äàòàñåòà áûëî çàìå÷åíî, ÷òî ëèíåéíûå îáðàçóþùèå

ñ íå÷¼òíûì êîýôôèöèåíòîì ïðè d íå äàþò óñòîé÷èâûõ îïòèìàëüíûõ ñåìåéñòâ íà áîëü-
øèõ äèàïàçîíàõ èçìåíåíèÿ äèàìåòðà. Ïîýòîìó äëÿ ïîèñêà ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðà-
ôîâ ñ ëèíåéíûìè îáðàçóþùèìè áóäåì ðàññìàòðèâàòü îáðàçóþùèå âèäà s = γd + α,
ãäå γ ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî ÷¼òíûå, à α�ëþáûå öåëûå çíà÷åíèÿ. Äëÿ ðàçðàáîò-
êè ïðîöåññà àâòîìàòèçàöèè ïîèñêà ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ ðàññìîòðèì ïðèìåð
ïîñòðîåíèÿ ñåìåéñòâà îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ íà îñíîâàíèè äàííûõ, âçÿòûõ èç äàòàñåòà.
Ïîêàæåì, êàê ïî äâóì òî÷êàì äàòàñåòà ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ
ïîðÿäêîâ ãðàôîâ ñåìåéñòâà è îáðàçóþùèõ ëèíåéíîãî âèäà.

Âîçüì¼ì â äàòàñåòå òî÷êó (N1, s1, d1) = (295, 69, 12). Ïóñòü p = 3�ðàçíîñòü äèà-
ìåòðîâ ñîñåäíèõ ÷ëåíîâ âîçìîæíîãî ñåìåéñòâà. Íàéä¼ì â äàòàñåòå òî÷êó (N2, s2, d2),
äëÿ êîòîðîé, êðîìå óñëîâèÿ d2 = d1 + p, âûïîëíÿåòñÿ åù¼ óñëîâèå⌊

s1
d1

⌋
=

⌊
s2
d2

⌋
. (6)
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Íàïðèìåð, ýòî òî÷êà (N2, s2, d2) = (459, 87, 15). Óñëîâèå (6) âûïîëíåíî, çíà÷èò, êîýô-
ôèöèåíò γ íå çàâèñèò îò äèàìåòðà. Íàéä¼ì öåëûå ÷àñòè è îñòàòêè îò äåëåíèÿ îáðàçó-
þùèõ ãðàôîâ íà èõ äèàìåòðû, ïðè ýòîì êîýôôèöèåíò ïðè d äîëæåí áûòü ÷¼òíûì, òî
åñòü:

s = fd+ g,

f =

{
⌊s1/d1⌋ , åñëè ⌊s1/d1⌋ ÷¼òíîå,
⌈s1/d1⌉ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

g =

{
s1 mod d1, åñëè ⌊s1/d1⌋ ÷¼òíîå,
s1 − ⌈s1/d1⌉ d1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

(7)

Äëÿ íàøåãî ïðèìåðà s1 = 6d1 − 3, s2 = 6d2 − 3. Òàêèì îáðàçîì, f = 6, g = −3 è
s = 6d− 3.

Ââåä¼ì òðè ïàðàìåòðà, êîòîðûå îïðåäåëÿþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèðàùåíèÿ êî-
ýôôèöèåíòîâ ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ d â ðàçëîæåíèè N íà s è â ðàçëîæåíèè îñòàòêà
îò äåëåíèÿ íà d îñòàòêà îò äåëåíèÿ N íà s:

∆1 = ⌊N2/s2⌋ − ⌊N1/s1⌋ ,
∆2 = ⌊(N2 mod s2)/d2⌋ − ⌊(N1 mod s1)/d1⌋ ,

∆3 = (N2 mod s2) mod d2 − (N1 mod s1) mod d1.

(8)

Äëÿ ðàññìîòðåííîãî ïðèìåðà èìååì N1 = 4s1 + 19 = 4s1 + d1 + 7, N2 = 5s2 + 24 =
= 5s2 + d2 + 9. Òàêèì îáðàçîì, ∆1 = 1, ∆2 = 0, ∆3 = 2. Åñëè ïðîäîëæèòü ýòè ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè, íàðàùèâàÿ äèàìåòð ãðàôîâ íà âåëè÷èíó p, òî îáùèé âèä ïîðÿäêîâ
âîçìîæíîãî ñåìåéñòâà áóäåò ðàâåí

N = (⌊N1/s1⌋+ (d− d1)∆1/p)s+ (⌊(N1 mod s1)/d1⌋+ (d− d1)∆2/p) d+

+(N1 mod s1) mod d1 + (d− d1)∆3/p.

Ïîäñòàâèâ ôîðìóëó (7) äëÿ îáðàçóþùåé s è ñîáðàâ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ
ñòåïåíÿõ d, ïîëó÷èì

N = ad2 + bd+ c,

a = f∆1/p+∆2/p,

b = f ⌊N1/s1⌋+ ⌊(N1 mod s1)/d1⌋ − fd1∆1/p+ g∆1/p− d1∆2/p+∆3/p,

c = g ⌊N1/s1⌋+ (N1 mod s1) mod d1 − gd1∆1/p− d1∆3/p.

(9)

Òàêèì îáðàçîì, ñôîðìèðîâàí êâàäðàòè÷íûé ïîëèíîì îò äèàìåòðà, çàäàþùèé ïîðÿäêè
îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ ñåìåéñòâà.

Äëÿ íàøåãî ïðèìåðà ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé âèä âîçìîæíîãî ñåìåéñòâà ãðàôîâ:
{C(2d2 + 2d/3 − 1; 1, 6d − 3) : d ≡ 0 (mod 3)}. Ïðîâåðêà â äàòàñåòå ïîêàçàëà ñóùå-
ñòâîâàíèå âñåõ ãðàôîâ ñåìåéñòâà ñ d = 3 äî 150.

Íèæå ïðåäñòàâëåíà îáùàÿ ñõåìà àëãîðèòìà 2� ýâðèñòè÷åñêîãî àëãîðèòìà àâòîìà-
òè÷åñêîãî ïîèñêà ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ äâóõêîíòóðíûõ êîëüöåâûõ ãðàôîâ ñ ëèíåé-
íûìè îáðàçóþùèìè, îñíîâàííîãî íà îïèñàííûõ ïðèíöèïàõ.
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Àëãîðèòì 2. Àëãîðèòì àâòîìàòè÷åñêîãî ïîèñêà ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ ñ ëè-
íåéíûìè îáðàçóþùèìè (îáùàÿ ñõåìà)

Âõîä: Òî÷êè äàòàñåòà (N, s, d); P �ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà p.
1: Âûáèðàåì íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ïåðèîäà p ∈ {2, 3, 4, . . . , P} è äèàìåòðà d = d1, ãäå
d1 ≡ 0 (mod p). Âûáèðàåì â äàòàñåòå âñå òî÷êè (N1, s1, d1) è ñðåäè òî÷åê âèäà
(N2, s2, d2), ãäå d2 = d1 + p, âûáèðàåì òî÷êè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (6).
Äëÿ òî÷êè (N1, s1, d1) è î÷åðåäíîé òî÷êè (N2, s2, d2) ñîçäà¼ì îáùèå ôîðìóëû äëÿ
s è N â âèäå ïîëèíîìîâ îò äèàìåòðà äëÿ âîçìîæíîãî ñåìåéñòâà ãðàôîâ:

C(N = ad2 + bd+ c; 1, s = fd+ g).

Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ñâîéñòâî ïîâòîðÿåìîñòè âèäà ÷ëåíîâ ñåìåéñòâà ÷åðåç k =
= (d− d1)/p øàãîâ, à èìåííî: äëÿ êîýôôèöèåíòîâ f, g èñïîëüçóþòñÿ ôîðìóëû (7),
äëÿ a, b, c�ôîðìóëû (8) è (9). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òî÷åê (N1, s1, d1) è (N2, s2, d2)
àíàëèòè÷åñêèé âèä ãðàôîâ âîçìîæíîãî ñåìåéñòâà ñôîðìèðîâàí.

2: Ïðîâåðÿåì íàëè÷èå ÷ëåíîâ ñôîðìèðîâàííîãî ñåìåéñòâà â äàòàñåòå ïðè óâåëè÷åíèè
äèàìåòðà íà p. Åñëè íà âûáðàííîì ôðàãìåíòå äàííûõ ñóùåñòâîâàíèå ñëåäóþùèõ
÷ëåíîâ ñåìåéñòâà ïîäòâåðæäåíî, òî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ñåìåéñòâî ïðîøëî òåñòèðîâàíèå
è íîâîå ñåìåéñòâî íàéäåíî, îíî çàïèñûâàåòñÿ â ñïèñîê íîâûõ ñåìåéñòâ.

3: Ïðîöåññ ïîèñêà ñåìåéñòâ ïðîäîëæàåì äî òåõ ïîð, ïîêà íå ðàññìîòðåíû, âî-ïåðâûõ,
âñå èìåþùèåñÿ ïàðîñî÷åòàíèÿ ãðàôîâ ñ äèàìåòðàìè d1 è d2 è, âî-âòîðûõ, äèàìåòðû
äëÿ âñåõ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p, çàòåì� ïîñëåäîâàòåëüíî âåñü âûäåëåííûé äèàïàçîí
çíà÷åíèé ïàðàìåòðà p.

4: Ïîñëå ýòîãî ïðîèñõîäèò âàëèäàöèÿ ïîëó÷åííûõ ñåìåéñòâ, äëÿ ÷åãî èñïîëüçóåòñÿ
÷àñòü ìàññèâà äàííûõ, íå ó÷àñòâîâàâøàÿ â òåñòèðîâàíèè íà øàãå 2. Ïðè ïîëîæè-
òåëüíîì ðåçóëüòàòå ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî íîâîå ñåìåéñòâî íàéäåíî è åãî àíàëèòè÷åñêîå
îïèñàíèå ïîïîëíÿåò ñïèñîê íàéäåííûõ ñåìåéñòâ.

Âûõîä: Ìíîæåñòâî àíàëèòè÷åñêèõ îïèñàíèé (ôîðìóë N(d) è s(d)) ñåìåéñòâ îïòè-
ìàëüíûõ ãðàôîâ ñ ëèíåéíûìè îáðàçóþùèìè, îãðàíè÷åííîå ðàññìîòðåííûì äèàïà-
çîíîì èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà p.

4. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ
Àëãîðèòì 1 ðåàëèçîâàí â ñèñòåìå Wolfram Mathematica 10 äëÿ 15 ⩽ d ⩽ 150 è

1 ⩽ p ⩽ 7. Îáùåå ÷èñëî ïîëó÷åííûõ àíàëèòè÷åñêè îïèñûâàåìûõ ñåìåéñòâ îïòèìàëü-
íûõ ãðàôîâ ðàâíî 1944.

Àëãîðèòì 2 òàêæå ðåàëèçîâàí â ñèñòåìå Wolfram Mathematica 10. Äëÿ ÷¼òíûõ è
íå÷¼òíûõ äèàìåòðîâ è çíà÷åíèé 2 ⩽ p ⩽ 6 ïîëó÷åíî 293 àíàëèòè÷åñêè îïèñûâàåìûõ
ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ ñ ëèíåéíûìè îáðàçóþùèìè. Â òàáëèöå ïðèâåä¼í ôðàã-
ìåíò îïèñàíèé îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ ñåìåéñòâ âìåñòå ñ èõ ïåðèîäîì ïîâòîðÿåìîñòè è
òèïîì äèàìåòðîâ, ïîëó÷åííûõ ïðè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ 1 è 2.

Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíû ôðàãìåíòû íàéäåííûõ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ äâóõêîíòóðíûõ
êîëüöåâûõ ñåòåé ñ êâàäðàòè÷íûìè è ëèíåéíûìè îáðàçóþùèìè. ×ëåíû íàéäåííûõ ñå-
ìåéñòâ îòìå÷åíû ÷¼ðíûìè òî÷êàìè. Îïèñàíèÿ âñåõ îïòèìàëüíûõ ñåìåéñòâ, ïîëó÷åí-
íûõ ïðè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ, ïðèâåäåíû â ðàçäåëå äàòàñåòà.

Ïðåäëîæåííûå àëãîðèòìû àâòîìàòè÷åñêîãî ïîèñêà ñåìåéñòâ îñíîâàíû íà òåìïëåé-
òàõ îïèñàíèé èçâåñòíûõ îïòèìàëüíûõ ñåìåéñòâ è ïðîâåä¼ííîì èíòåëëåêòóàëüíîì àíà-
ëèçå äàòàñåòà. Ýòîò ïîäõîä ïîçâîëèë ïåðåîòêðûòü èçâåñòíûå ñåìåéñòâà è íàéòè áîëü-
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Ïðèìåðû îïèñàíèé ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ

N s p d mod p N s p d mod p
d+ 2d2 3 + 4d 5 2 −5 + 2d2 −3 + 2d 4 2

1 + d+ 2d2 2d 5 2 −5 + 2d2 3 + 2d 4 2
−7 + 2d+ 2d2 −3 + 2d 5 2 −4 + 2d2 −3 + 2d 4 2
−7 + 2d+ 2d2 5 + 2d 5 2 −4 + 2d2 3 + 2d 4 2
−1 + 2d+ 2d2 −1 + 2d 5 2 −3 + 2d2 −3 + 2d 4 2
−1 + 2d+ 2d2 3 + 2d 5 2 −3 + 2d2 3 + 2d 4 2
1 + 2d+ 2d2 1 + 2d 5 2 −3 + 2d2 −5 + 4d 4 2
−2 + 2d2 −2− d+ d2 5 2 −1 + 2d2 −1 + 2d 4 2
−2 + 2d2 −d+ d2 5 2 −1 + 2d2 1 + 2d 4 2

2d2 −1− d+ d2 5 2 −1 + 2d2 −3 + 4d 4 2

à á

Ðèñ. 4. Ñåìåéñòâà îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìîâ 1 (à) è 2 (á )

øîå êîëè÷åñòâî íîâûõ, íî îí íå èñ÷åðïûâàåò âñå âîçìîæíûå âèäû àíàëèòè÷åñêèõ âû-
ðàæåíèé äëÿ îïèñàíèÿ ñåìåéñòâ. Ïðèìåíåíèå äðóãèõ ïîäõîäîâ ê àíàëèçó äàòàñåòà,
â òîì ÷èñëå ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîäåëåé ãëóáîêîãî îáó÷åíèÿ, ïîçâîëèò âûÿâèòü äðó-
ãèå âîçìîæíûå òåìïëåéòû äëÿ îïèñàíèé îïòèìàëüíûõ ñåìåéñòâ è àëãîðèòìîâ èõ ïî-
ñòðîåíèÿ è, åñëè ýòî âîçìîæíî, ïîêðûòü ñåòüþ àíàëèòèêè âåñü ïîñòðîåííûé äàòàñåò
â ðåàëèçîâàííûõ ãðàíèöàõ èçìåíåíèÿ äèàìåòðà ñåòåé. Äëÿ ãåíåðàöèè íîâûõ îïòèìàëü-
íûõ ñåìåéñòâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëó÷åííûõ àëãîðèòìîâ ìû ïðåäïîëàãàåì â äàëüíåé-
øåì òàêæå óâåëè÷èâàòü îáëàñòü èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà p. Äëÿ áóäóùèõ èññëåäîâàíèé
îñòàþòñÿ îòêðûòûìè ñëåäóþùèå âîïðîñû: êàêèå åù¼ ïðèíöèïû ïîñòðîåíèÿ ñåìåéñòâ
îïòèìàëüíûõ (ñóáîïòèìàëüíûõ) äâóõêîíòóðíûõ êîëüöåâûõ ãðàôîâ ìîãóò áûòü ðåàëè-
çîâàíû ïðè àíàëèçå ïîëó÷åííîãî äàòàñåòà; êàê ðàñïðåäåëÿþòñÿ íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ
äèàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ ïîðîæäàþòñÿ íîâûå ñåìåéñòâà; âîçìîæíûé âèä ôóíêöèé äëÿ
ïàðàìåòðà p. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ àâòîìàòèçàöèè ïîèñêà îïòèìàëüíûõ ñåìåéñòâ ïëàíèðó-
åòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àè, êîãäà ïåðèîä ïîâòîðÿåìîñòè ÷ëåíîâ ñåìåéñòâà ìîæåò áûòü
íå êîíñòàíòîé, à ôóíêöèåé ëèíåéíîãî âèäà îò äðóãîãî ïàðàìåòðà, êàê ýòî, íàïðèìåð,
èìååò ìåñòî äëÿ ñåìåéñòâà, íàéäåííîãî â [5, ñëåäñòâèå 3.6].
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Çàêëþ÷åíèå
Ïðåäëîæåí íîâûé ìåòîä îòêðûòèÿ àíàëèòè÷åñêèõ çàâèñèìîñòåé ïàðàìåòðîâ îïè-

ñàíèé ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ äâóõêîíòóðíûõ êîëüöåâûõ öèðêóëÿíòíûõ ãðàôîâ, ïðåä-
ñòàâëÿþùèõ ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñèñòåì ñâÿçè äëÿ ñåòåé íà êðè-
ñòàëëå è êëàñòåðîâ ìóëüòèïðîöåññîðíûõ ñèñòåì. Ïðè àíàëèçå áîëüøîãî äàòàñåòà ïà-
ðàìåòðîâ îïòèìàëüíûõ ïî äèàìåòðó äâóõêîíòóðíûõ êîëüöåâûõ ãðàôîâ áûëè çàìå-
÷åíû íåêîòîðûå çàêîíîìåðíîñòè â èõ ïîÿâëåíèè. ×òîáû íàéòè íîâûå ñåìåéñòâà îï-
òèìàëüíûõ ãðàôîâ, ðàçðàáîòàíû è ðåàëèçîâàíû â ñèñòåìå Wolfram Mathematica àë-
ãîðèòìû èõ àâòîìàòèçèðîâàííîãî ïîèñêà â äàòàñåòå. Íàéäåííûå ñ èõ ïîìîùüþ àíà-
ëèòè÷åñêè îïèñûâàåìûå ñåìåéñòâà ìîãóò ñîñòàâëÿòü áàçó äëÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ ìàñ-
øòàáèðóåìûõ ïî ÷èñëó ýëåìåíòîâ áîëüøèõ ìíîãîóðîâíåâûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì
ñ óíèôèêàöèåé ïî äèàìåòðó àëãîðèòìîâ ìàðøðóòèçàöèè. Âñå íàéäåííûå ñåìåéñòâà
ãðàôîâ áóäóò ïðåäñòàâëåíû â îòäåëüíîì ðàçäåëå äîñòóïíîãî â Èíòåðíåòå äàòàñå-
òà https://github.com/mila0411/Double-loop-networks/tree/main/Dataset. Ïîëó-
÷åííûé äàòàñåò ìîæíî òàêæå èñïîëüçîâàòü ïðè àíàëèçå ñîîòíîøåíèé ìåæäó ñåìåé-
ñòâàìè îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ è èõ õàðàêòåðèñòèêàìè, òàêèìè, êàê ñòðóêòóðíûå çà-
äåðæêè, îïðåäåëÿåìûå ñðåäíèì ðàññòîÿíèåì ìåæäó óçëàìè, íàä¼æíîñòü ïðè îòêàçàõ
ýëåìåíòîâ ñåòè, ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü, àëãîðèòìû ìàðøðóòèçàöèè.
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