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m∑
k=0

f(a+ kh) =
1

h

∫ ym

y0

f(y) dy −
∑
k

h2k−1bk
(
f (2k−1)(ym)− f (2k−1)(y0)

)
,

ãäå y0 = a − h/2; ym = a + (m + 1/2)h. Ôîðìóëà âêëþ÷àåò â ñåáÿ èíòåãðàëüíóþ
îöåíêó ñóììû äèñêðåòíûõ îòñ÷¼òîâ ôóíêöèè è ïîïðàâêó ê íåé â âèäå ñóììû ðÿ-
äà âåñîâûõ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé å¼ íå÷¼òíûõ ïðîèçâîäíûõ. Óïðîùåíèåì ÿâëÿåòñÿ
èñêëþ÷åíèå èç ðåçóëüòàòà ñóììèðîâàíèÿ ïîëóñóììû ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé ôóíê-
öèè è äîñòèãàåòñÿ ïóò¼ì ñìåùåíèÿ hr îòñ÷¼òîâ âíóòðü îòðåçêîâ èíòåãðèðîâàíèÿ.
Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îïòèìàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ñìåùåíèå êàæäîãî îòñ÷¼òà â ñåðåäèíó
îòðåçêà r = 1/2. Ýòî ñìåùåíèå çàäà¼ò ïðåäåëû èíòåãðàëüíîé îöåíêè y0, ym è
çíà÷åíèÿ âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ ïðîèçâîäíûõ ïîïðàâî÷íîãî ðÿäà. Íàéäåíî àíà-
ëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ è èõ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ

bk =
1− 21−2k
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B2k, Ψb(t) = 1− t
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∞∑
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bkt
2k,

ãäå B2k �÷èñëà Áåðíóëëè. Íà ïðèìåðàõ ïîëó÷åíèÿ òî÷íûõ âûðàæåíèé ñóìì
m∑
k=1

kn,
m∑

k=k0

ahk, ãäå m,n�öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, ïîêàçàíà ñïðàâåäëèâîñòü

ïîëó÷åííîé ôîðìóëû è ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè å¼ êîýôôèöèåíòîâ. Ôîðìóëà áû-
ëà èñïîëüçîâàíà äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæ¼ííûõ âûðàæåíèé äëÿ äçåòà-ôóíêöèè
Ðèìàíà, ïñè-ôóíêöèè, ïîëèãàììà ôóíêöèé, à òàêæå ñóìì áåñêîíå÷íûõ îáðàòíî-
ñòåïåííûõ ðÿäîâ è ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà. Íà îñíîâàíèè àíàëèçà ïîãðåøíîñòè ýòèõ
âûðàæåíèé ïîêàçàíû ïðåèìóùåñòâà óïðîù¼ííîé ôîðìóëû ïåðåä ôîðìóëîé Ýé-
ëåðà �Ìàêëîðåíà â òî÷íîñòè è êðàòêîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñóììà, ðÿä, êîýôôèöèåíò, ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ, ÷èñëî Áåð-
íóëëè, ïîïðàâêà, ïîãðåøíîñòü.
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SIMPLIFIED FORMULA FOR SUMMING DISCRETE VALUES
OF SOME FUNCTIONS

V.R. Osipov

Moscow, Russia

The simplified variant of Euler — Maclaurin summation formula is obtained:

m∑
k=0

f(a+ kh) =
1

h

ym∫
y0

f(y) dy −
∑
k

h2k−1bk
(
f (2k−1)(ym)− f (2k−1)(y0)

)
,

where y0 = a − h/2, ym = a + (m + 1/2)h. The formula includes an integrated esti-
mation of the sum of function discrete samples and the correction to it in the form of
the series sum of weight boundary values of its odd derivatives. Simplification is the
exception a half-sum of boundary function values from summing result and is reached
by shiftihg hr samples inside the integrated segments. The optimal value of this shift
for each sample to the middle of the segment r = 1/2 is proven. This shift specifies
integrated estimation limits y0, ym, and values of correction series weighting coeffi-
cients. The analytical expression of these coefficients and their generating function

have been found: bk =
1− 21−2k

(2k)!
B2k, Ψb(t) = 1 − t
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are Bernoulli numbers. Using examples of obtaining exact expressions for the sums
m∑
k=1

kn,
m∑

k=k0

ahk, where m,n ∈ N, the validity of the resulting formula and the genera-

ting function of its coefficients is shown. The formula was used to obtain approximate
expressions for the Riemann zeta function, psi function, polygamma function, as well
as sums of infinite inverse power series and harmonic series. Based on an analysis
of the error of these expressions, the advantages of the simplified formula over the
Euler — Maclaurin formula in terms of accuracy and brevity are shown.

Keywords: sum, row, coefficient, generating function, Bernoulli’s number, correc-
tion, error.

Ââåäåíèå
Ðåøåíèÿ çàäà÷ ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè íåêîòîðûõ ñïå-

öèàëüíûõ ôóíêöèé èíîãäà ñâîäÿòñÿ ê ðåçóëüòàòó â âèäå ñóììû ïàðàìåòðè÷åñêîãî
ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà

Sm(a, h) =
m∑
k=0

f(a+ kh), (1)

ãäå f(y)�ôóíêöèÿ ÷ëåíà ðÿäà, ñóììèðóåìàÿ â óçëàõ ðàâíîìåðíîé ñåòêè.
Ñóììó (1) ìîæíî îöåíèòü îïðåäåë¼ííûì èíòåãðàëîì îò ôóíêöèîíàëüíîãî ÷ëåíà

â ïðåäåëàõ çíà÷åíèé k ïðè óñëîâèè åãî ñóùåñòâîâàíèÿ. Ôóíäàìåíòàëüíîé îñíîâîé òà-
êîãî ñïîñîáà ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëà ñóììèðîâàíèÿ Ýéëåðà �Ìàêëîðåíà. Ïðèâåä¼ì âàðè-
àíò ýòîé ôîðìóëû èç àâòîðèòåòíîãî ñïðàâî÷íèêà [1, (23.1.30)]:

m∑
k=0

F (a+kh) =
1

h

∫ b

a

F (t)dt+
1

2
(F (a)+F (b))+

n−1∑
k=1

h2k−1

(2k)!
B2k

(
F (2k−1)(b)− F (2k−1)(a)

)
+

. . .+
h2n

(2n)!
B2n

m−1∑
k=k0

F (2n)(a+ kh+ θh), h =
b− a
m

,

(2)

ãäå B2k, B2n �÷èñëà Áåðíóëëè.



Óïðîù¼ííàÿ ôîðìóëà ñóììèðîâàíèÿ äèñêðåòíûõ çíà÷åíèé íåêîòîðûõ ôóíêöèé 81

Ôîðìóëà (2) ñâÿçûâàåò ðåçóëüòàò ñóììèðîâàíèÿ (m+1) çíà÷åíèé (îòñ÷¼òîâ) ôóíê-
öèè ñ èíòåãðàëîì îò ýòîé ôóíêöèè â çàäàííûõ ïðåäåëàõ è ñîäåðæèò, êðîìå íåãî,
ïîëóñóììó êðàéíèõ çíà÷åíèé è ïîïðàâî÷íûé ðÿä ñ îñòàòî÷íûì n-ì ÷ëåíîì.

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ óòî÷íåíèå èíòåãðàëüíîé îöåíêè è óïðîùåíèå ôîðìóëû
ñóììèðîâàíèÿ çà ñ÷¼ò èçáàâëåíèÿ å¼ îò ïîòåíöèàëüíî ñðàâíèìîãî ñ êîíå÷íûì ðåçóëü-
òàòîì çíà÷åíèÿ ïîëóñóììû.

1. Âûâîä óïðîù¼ííîé ôîðìóëû ñóììèðîâàíèÿ
Äëÿ ìîíîòîííûõ íà èíòåðâàëå ôóíêöèé ïîñòàâëåííóþ öåëü ìîæíî äîñòèãíóòü,

èñïîëüçóÿ òåîðåìó î ñðåäíåì çíà÷åíèè íà îñíîâå å¼ óòâåðæäåíèÿ î ðàâåíñòâå îïðåäå-
ë¼ííîãî èíòåãðàëà íà ýòîì èíòåðâàëå çíà÷åíèþ ôóíêöèè â åãî ïðîìåæóòî÷íîé òî÷êå,
óìíîæåííîé íà äëèíó îòðåçêà. Ïðè ýòîì äëÿ ðàçíûõ èíòåðâàëîâ ñìåùåíèå ïðîìåæó-
òî÷íîé òî÷êè îòíîñèòåëüíî ãðàíèö áóäåò íåîäèíàêîâûì, çàâèñÿùèì îò ñàìîé ôóíê-
öèè. Äëÿ îäèíàêîâîãî çíà÷åíèÿ ýòîãî ïîëîæåíèÿ âíóòðè âñåõ èíòåðâàëîâ åãî ñëåäóåò
îïòèìèçèðîâàòü ñ öåëüþ ìèíèìèçàöèè ïîãðåøíîñòè èíòåãðàëüíîé îöåíêè.

1.1. Î ï ò è ì è ç à ö è ÿ ï î ë î æ å í è ÿ ô ó í ê ö è î í à ë ü í û õ î ò ñ ÷ å ò î â
â í ó ò ð è è í ò å ð â à ë î â

Ïðåäñòàâèì íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ ðÿäà (1) êàê ôóíêöèþ äèñêðåòíûõ çíà÷åíèé
(îòñ÷¼òîâ) öåëî÷èñëåííîãî àðãóìåíòà, ïîìåù¼ííûõ âíóòðü (m − k0 + 1) åäèíè÷íûõ
èíòåðâàëîâ. Ïðåäñòàâèì ðåçóëüòàò ñóììèðîâàíèÿ ýòèõ îòñ÷¼òîâ â âèäå ðàçíîñòè èí-
òåãðàëüíîé îöåíêè ïî âñåì èíòåðâàëàì è ñóììû äèñêðåòíûõ ïîïðàâîê äëÿ êàæäîãî
åäèíè÷íîãî èíòåðâàëà:

m∑
k=k0

f(k) =

m+1−r∫
k0−r

f(k) dk −
m∑

k=k0

(
φ(k + 1− r)− φ(k − r)

)
, (3)

ãäå φ(y)�ôóíêöèÿ ïîïðàâêè; r < 1� îäèíàêîâîå äëÿ âñåõ èíòåðâàëîâ ñìåùåíèå îò
èõ íèæíèõ ãðàíèö.

Íàéä¼ì çíà÷åíèå äèñêðåòíîé ïîïðàâêè ê èíòåãðàëüíîé îöåíêå íà åäèíè÷íîì èí-
òåðâàëå:

∆φ(k, r) = φ(k + 1− r)− φ(k − r) =
k+1−r∫
k−r

f(k) dk − f(k). (4)

Ïîòðåáóåì îò ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè, ÷òîáû îíà áûëà àíàëèòè÷åñêîé â ïðåäåëàõ
êàæäîãî èç åäèíè÷íûõ èíòåðâàëîâ, è ïðåäñòàâèì å¼ â âèäå ðàçëîæåíèÿ â ñòåïåííîé
ðÿä Ìàêëîðåíà ñ ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè r < 1:

f(k + t) = f(k) +
∞∑
n=1

f (n)(k)

n!
tn.

Ïîäñòàâèì ýòî ðàçëîæåíèå â (4) è ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ïîïðàâêè â âèäå ðÿäà

∆φ(k, r) =

k+1−r∫
k−r

(
f(k) +

∞∑
n=1

f (n)(k)

n!
tn
)
dt−f(k) =

∞∑
n=1

f (n)(k)

(n+ 1)!

(
(1−r)n+1−(−r)n+1

)
. (5)

Ïðîàíàëèçèðóåì çíà÷åíèå îáùåãî ìíîæèòåëÿ ýòèõ ïîïðàâîê θn(r) = (1 − r)n+1 −
− (−r)n+1, äëÿ ÷åãî èññëåäóåì ïðîèçâîäíóþ êâàäðàòà ýòîé çàâèñèìîñòè:(

θn(r)
2
)′
= 2(n+ 1)

(
(1− r)n+1 − (−r)n+1

)
((1− r)n − (−r)n) .
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè r = 1/2 ýòà ïðîèçâîäíàÿ äëÿ ëþáîãî n ðàâíà 0, ÷òî ñîîòâåò-
ñòâóåò ìèíèìóìó çíà÷åíèÿ çàâèñèìîñòè. Ïðè ýòîì θn(1/2) = 0 äëÿ âñåõ íå÷¼òíûõ n,
θn(1/2) = (1/2)n äëÿ âñåõ ÷¼òíûõ n, à ïðè r = 0 èëè 1 äëÿ ëþáûõ n èìååò ìàêñèìàëü-
íîå çíà÷åíèå |θn(r)| = 1. Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå r = 1/2 îáåñïå÷èâàåò ìèíèìèçàöèþ
îáùåãî ìíîæèòåëÿ, à òàêæå ñïîñîáñòâóåò ñîêðàùåíèþ ÷èñëà ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ (5) çà
ñ÷¼ò èñêëþ÷åíèÿ èç íåãî ÷ëåíîâ ñ íå÷¼òíûìè èíäåêñàìè è îáåñïå÷èâàåò ñîêðàùåíèå
ðàäèóñà åãî ñõîäèìîñòè. Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ, ïîëàãàÿ îïòèìàëüíûì ïîëîæåíèå äèñ-
êðåòíîãî îòñ÷¼òà r = 1/2 â ñåðåäèíå åäèíè÷íîãî èíòåðâàëà, ïîäñòàâèì ýòî çíà÷åíèå
â (5) è ïðîèçâåäÿ çàìåíó n→ 2n, ïîëó÷èì

∆φ(k, 1/2) = φ(k + 1/2)− φ(k − 1/2) =
∞∑
n=1

f (2n)(k)

22n(2n+ 1)!
. (6)

1.2. Î ï ð å ä å ë å í è å à í à ë è ò è ÷ å ñ ê î ã î â û ð à æ å í è ÿ
ô ó í ê ö è è ï î ï ð à â ê è

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ ïîïðàâêè φ(y) äîëæíà áûòü ñâÿçàíà ñ ñóììèðóåìîé ôóíê-
öèåé f(y). Ïðåäñòàâèì ýòó ñâÿçü â âèäå ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà

φ(y) =
∞∑
l=0

blf
(l)(y), (7)

ãäå bl � âåñîâûå êîýôôèöèåíòû ïðîèçâîäíûõ f (l)(y). Òîãäà ôóíêöèîíàëüíîå âûðàæå-
íèå äëÿ äèñêðåòíîé ïîïðàâêè ïðèìåò âèä

φ(k + 1/2)− φ(k − 1/2) =
∞∑
l=0

bl
(
f (l)(k + 1/2)− f (l)(k − 1/2)

)
. (8)

Ïðåäñòàâèì ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ â (8) â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà, èñïîëüçóÿ
ôîðìóëû ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè f(y):

f (l)(k ± 1/2) =
∞∑
q=0

f (l+q)(k)

q!
(±1/2)q.

Ïîäñòàâèì ýòè ðàçëîæåíèÿ â (8) è ïðèðàâíÿåì ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè ê ïðàâîé ÷à-
ñòè (6):

∞∑
l=0

bl
∞∑
q=0

f (l+q)(k)

q!
((1/2)q − (−1/2)q) =

∞∑
n=1

f (2n)(k)

22n(2n+ 1)!
. (9)

Î÷åâèäíî, ÷òî óñëîâèåì íåçàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòîâ bl îò çíà÷åíèé ïðîèçâîäíûõ
ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ èíäåêñíîå ðàâåíñòâî l + q = 2n. Ïîñêîëüêó n ⩾ 1, òî l + q ⩾ 2.
Ïðè ýòîì âûðàæåíèå (1/2)q − (−1/2)q = 2/2q èìååò íåíóëåâîå çíà÷åíèå òîëüêî äëÿ
íå÷¼òíûõ q, ñëåäîâàòåëüíî, èíäåêñ l òàêæå äîëæåí áûòü íå÷¼òíûì, à ôóíêöèÿ ïî-
ïðàâêè (7) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà, êàê è â ôîðìóëå Ýéëåðà �Ìàêëîðåíà, ôóíêöè-
îíàëüíûì ðÿäîì òîëüêî ñ íå÷¼òíûìè ïðîèçâîäíûìè:

φ(y) =
∞∑
l=1

blf
(2l−1)(y). (10)

Ñîñòàâèì äëÿ ïðåîáðàçîâàííûõ èíäåêñîâ íîâîå óðàâíåíèå 2q − 1 + 2l− 1 = 2n. Ðåøèâ
åãî îòíîñèòåëüíî q, ïîëó÷èì óñëîâèå q = n − l + 1, îãðàíè÷èâàþùåå ÷èñëî çíà÷åíèé
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èíäåêñà l ÷èñëîì n. Ïîäñòàâèì ïðåîáðàçîâàííûå çíà÷åíèÿ èíäåêñîâ â (9) è ïðèðàâíÿåì
÷ëåíû ðÿäîâ ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòè ñ îäèíàêîâûì èíäåêñîì n:

n∑
l=1

bl
f (2n)(k)(1/2)2n−2l

(2n− 2l + 1)!
=

f (2n)(k)

22n(2n+ 1)!
.

Ñîêðàùàÿ â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòè îòíîøåíèå f (2n)(k)/22n, ïîëó÷àåì íåçàâèñèìóþ îò
ñóììèðóåìîé ôóíêöèè ñèñòåìó óðàâíåíèé

n∑
l=1

cl
(2n− 2l + 1)!

=
1

(2n+ 1)!
, (11)

ãäå cl = 22lbl. Ïîñëåäîâàòåëüíî çàäàâàÿ çíà÷åíèÿ l = 1, 2, 3 . . ., âû÷èñëÿåì bl =
1

24
,

− 7

5760
,

31

967680
, . . .

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îáùåãî âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ bl íàéä¼ì ïðîèçâîäÿùèå
ôóíêöèè êîýôôèöèåíòîâ ñòåïåííûõ ðÿäîâ ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòè (11). Äëÿ êîýôôè-

öèåíòîâ ïðàâîé ÷àñòè èñïîëüçóåì ðàçëîæåíèå sh t =
∞∑
n=1

t2n−1

(2n− 1)!
. Âû÷èòàåì èç íåãî

ïåðâûé ÷ëåí, â ðåçóëüòàòå èìååì

sh t− t =
∞∑
n=1

t2n+1

(2n+ 1)!
. (12)

Ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ëåâîé ÷àñòè, ââèäó ïðèñóòñòâèÿ â íåé äâóõ èíäåêñîâ, ïðåä-
ñòàâèì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé η(t)Ψc(t) ñ íóëåâûì çíà÷åíèåì ïðè t = 0 è
ïðèðàâíÿåì ðåçóëüòàò ïðîèçâåäåíèÿ èõ ðàçëîæåíèé â ñòåïåííûå ðÿäû ðÿäó (12):

∞∑
q=1

η(q)(0)

q!
tq

∞∑
l=1

Ψ(l)
c (0) tl =

∞∑
q=1

∞∑
l=1

Ψ(l)
c (0)

η(q)(0)

q!
tq+l =

∞∑
n=1

t2n+1

(2n+ 1)!
. (13)

Ñãðóïïèðóåì ÷ëåíû ðÿäà ëåâîé ÷àñòè (13) ñî ñòåïåíüþ t â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì
q + l = 2n+ 1. Ðåøèâ óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî q, ïîëó÷èì q = 2n− l + 1. Ïðèðàâíÿåì
÷ëåíû ðÿäîâ ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòè (13) ñ îäèíàêîâîé ñòåïåíüþ t. Ñîêðàòèâ â íèõ t2n+1,
ïîëó÷èì

2n∑
l=1

Ψ(l)
c (0)

η(2n−l+1)(0)

(2n− l + 1)!
=

1

(2n+ 1)!
.

Î÷åâèäíî, ÷òî óñëîâèÿìè èäåíòè÷íîñòè ýòîãî âûðàæåíèÿ ñ (11) ÿâëÿþòñÿ ÷¼òíîå çíà-
÷åíèå èíäåêñà l, íåçàâèñèìîñòü îò èíäåêñà n çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ η(2n−2l+1)(0) = C

è ðàâåíñòâî Ψ
(2l)
c (0) = cl/C, ãäå C� êîíñòàíòà. Òàêèì îáðàçîì, èíäåêñ q äîëæåí áûòü

íå÷¼òíûì ÷èñëîì è ðàçëîæåíèå ôóíêöèè η(t) ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ìàêëîðåíà èç íå÷¼òíûõ
ñòåïåíåé t ñ ïîñòîÿííûì çíà÷åíèåì ïðè t = 0 è íóëåâûõ çíà÷åíèÿõ ÷¼òíûõ ïðîèç-
âîäíûõ. Ýòèì òðåáîâàíèÿì ñîîòâåòñòâóåò ðàçëîæåíèå sh t, â êîòîðîì C = 1. Îòñþäà
ñëåäóåò ðàâåíñòâî Ψ

(2l)
c (0) = cl, è èç (12) è (13) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå sh tΨc(t) = sh t− t,

ðåøèâ êîòîðîå, ïîëó÷èì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ cl èç (11):

Ψc(t) =
∞∑
l=1

clt
2l = 1− t cosech t. (14)
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Äàëåå, âîñïîëüçîâàâøèñü ðàçëîæåíèåì â ñòåïåííîé ðÿä [1, (4.5.65)]

cosech z =
1

z
− z

6
+

7

360
z3 − 31

15120
z5 + . . .− 2(22n−1 − 1)B2n

(2n)!
z2n−1 + . . . (|z| < π),

ãäå B2n �÷èñëà Áåðíóëëè, ïîëó÷èì èç (14)

Ψc(t) = 1− t
[
1

t
− t

6
+

7

360
t3 − . . .− 2(22l−1 − 1)B2l

(2l)!
t2l−1 + . . .

]
=

∞∑
l=1

2(22l−1 − 1)B2l

(2l)!
t2l.

Î÷åâèäíî, ÷òî îáùèé êîýôôèöèåíò ýòîãî ðÿäà ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòîì cl ðàçëîæåíèÿ
â ñòåïåííîé ðÿä (14). Ïîäñòàâèâ åãî âûðàæåíèå â ñîîòíîøåíèå ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè
èç (11), ïîëó÷èì

b l = 2−2lc l = 2−2l 2(2
2l−1 − 1)B2l

(2l)!
=

1− 21−2l

(2l)!
B2l, (15)

èëè, áîëåå êðàòêî, íà îñíîâàíèè ñîîòíîøåíèÿ Bn(1/2) = −(1− 21−n)Bn [1, (23.1.21)]

bl = −
B2l(1/2)

(2l)!
.

Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ l > 3 ôîðìóëó (15) ìîæíî óïðîñòèòü, èñïîëüçóÿ îãðàíè÷åíèÿ
äëÿ ÷èñåë Áåðíóëëè [1, (23.1.15)]:

2(2n)!

(2π)2n
1

1− 21−2n
> (−1)n+1B2n >

2(2n)!

(2π)2n
.

Ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ ìåæäó bl è B2l â (15), èçìåíèâ îáîçíà÷åíèå l íà n, óìíîæèì

îáå ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà íà
1− 21−2n

(2n)!
. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

2

(2π)2n
> (−1)n+1bn >

2

(2π)2n
(1− 21−2n).

Îòñþäà äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ïîëó÷èì ïðèáëèçèòåëüíîå ðàâåíñòâî

bn ≃
2(−1)n+1

(2π)2n
. (16)

Èç ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè cl è bl íåòðóäíî ïîëó÷èòü ïðîèçâîäÿùóþ
ôóíêöèþ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ bl. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì

Ψb(t) =
∞∑
l=1

blt
2l =

∞∑
l=1

cl
22l
t2l =

∞∑
l=1

cl

(
t

2

)2l

= Ψc

(
t

2

)
.

Îòñþäà èç (14) îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

Ψb(t) =
∞∑
l=1

blt
2l = 1− t

2
cosech

t

2
= 1− t et/2

et−1
. (17)

Ïîäñòàâèâ â (10) âûðàæåíèå äëÿ âåñîâûõ êîýôôèöåíòîâ bl (15), ïîëó÷èì àíàëèòè÷å-
ñêîå âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè ïîïðàâêè:

φ(y) =
∞∑
l=1

1− 21−2l

(2l)!
B2lf

(2l−1)(y). (18)
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Ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè ïîïðàâêè ðÿäîì èç íå÷¼òíûõ ïðîèçâîäíûõ íå ïðîòèâîðå-
÷èò ïðåäñòàâëåíèþ äèñêðåòíîé ïîïðàâêè (6) ðÿäîì âûñøèõ ÷¼òíûõ ïðîèçâîäíûõ, òàê
êàê ïîñëåäíÿÿ ÿâëÿåòñÿ ðàçíîñòüþ ìåæäó ãðàíè÷íûìè çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè ïîïðàâêè
â åäèíè÷íîì èíòåðâàëå.

Ïðîñóììèðóåì äèñêðåòíûå ïîïðàâêè â (3), ó÷èòûâàÿ âçàèìíîå óíè÷òîæåíèå èõ
êðàéíèõ çíà÷åíèé íà ãðàíèöå ñîñåäíèõ èíòåðâàëîâ −φ((k+1)−1/2) + φ(k+1/2) = 0, è
ïîëó÷èì ïîïðàâêó ê èíòåãðàëüíîé îöåíêå â âèäå ðàçíîñòè ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé ôóíê-
öèè φ(y):

m∑
k=k0

(φ(k + 1/2)− φ(k − 1/2)) = φ(m+ 1/2)− φ(k0 − 1/2).

1.3. À í à ë è ò è ÷ å ñ ê î å â û ð à æ å í è å
ó ï ð î ù ¼ í í î é ô î ð ì ó ë û ñ ó ì ì è ð î â à í è ÿ

Ðåçóëüòàòîì îïòèìèçàöèè ïîëîæåíèÿ äèñêðåòíûõ îòñ÷¼òîâ ñóììèðóåìîé ôóíêöèè
â ñåðåäèíå åäèíè÷íûõ èíòåðâàëîâ r = 1/2 ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå êàê êîýôôèöèåí-
òîâ (15), òàê è ãðàíèö èíòåãðàëüíîé îöåíêè. Èñïîëüçóÿ ýòî çíà÷åíèå è àíàëèòè÷åñêîå
âûðàæåíèå ôóíêöèè ïîïðàâêè (18), ïðèâåä¼ì ôîðìóëó ñóììèðîâàíèÿ äèñêðåòíûõ çíà-
÷åíèé ôóíêöèé îò öåëî÷èñëåííîãî àðãóìåíòà (3) ê âèäó

m∑
k=k0

f(k) =

m+1/2∫
k0−1/2

f(y)dy −
∑
k

1− 21−2k

(2k)!
B2k

(
f (2k−1)(m+ 1/2)− f (2k−1)(k0 − 1/2)

)
, (19)

ãäå k = 1, 2, 3, . . . ; B2k �÷èñëà Áåðíóëëè.
Îáùåå âûðàæåíèå äëÿ ôîðìóëû ñóììèðîâàíèÿ, ñõîäíîå ïî âèäó ñ ôîðìóëîé Ýé-

ëåðà �Ìàêëîðåíà (2), ìîæíî ïîëó÷èòü, ðàñêðûâàÿ ïàðàìåòðè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü àð-
ãóìåíòà yk = a+ kh, ãäå a = a0 + k0h:

m∑
k=0

f(a+ kh) =
1

h

a+mh+h/2∫
a−h/2

f(y) dy − . . .

−
n−1∑
k

h2k−11− 21−2k

(2k)!
B2k

(
f (2k−1)(a+mh+ h/2)− y(2k−1)(a− h/2)

)
+Rn.

(20)

Äëÿ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé, ïîñêîëüêó âñå ïðîèçâîäíûå íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà f (2k−1)(y)
íå ìåíÿþò çíàê, ïîïðàâî÷íûé ðÿä â ôîðìóëàõ (2) è (20) ÿâëÿåòñÿ çíàêîïåðåìåí-
íûì, òàê êàê ÷èñëà Áåðíóëëè ïîî÷åð¼äíî ìåíÿþò çíàê â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàâåí-
ñòâîì B2k = (−1)k−1|B2k| [2, (9.611)]. Åñëè ïðè ýòîì ïîñëåäíèé ÷ëåí ýòèõ ðÿ-
äîâ ïðè íåîãðàíè÷åííîì ðîñòå åãî èíäåêñà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òî, ñîãëàñíî ïðè-
çíàêó ñõîäèìîñòè Ëåéáíèöà çíàêîïåðåìåííîãî ðÿäà ñ ìîíîòîííî óáûâàþùèìè ÷ëå-
íàìè, àáñîëþòíîå çíà÷åíèå îñòàòêà åãî ñóììèðîâàíèÿ íå ïðåâûøàåò àáñîëþòíîãî
çíà÷åíèÿ ïåðâîãî îòáðàñûâàåìîãî â (20) ÷ëåíà |Rn| ⩽ |An| [2, (0.227)], ãäå An =
= h2n−1bn

(
f (2n−1)(a+mh+ h/2)− y(2n−1)(a− h/2)

)
. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ áåç èññëå-

äîâàíèÿ îñòàòêà ñóììèðîâàíèÿ ïîïðàâî÷íîãî ðÿäà Rn çíàê ðàâåíñòâà â ôîðìóëàõ (19)
è (20) ÿâëÿåòñÿ óñëîâíûì. Îäíàêî åñëè ïðîèçâîäíûå à) f (2n+2)(y) è á) f (2n+4)(y) íå
ìåíÿþò çíàê íà âñ¼ì èíòåðâàëå èíòåãðèðîâàíèÿ, òî, ñîãëàñíî ñâîéñòâàì ïîïðàâî÷íîãî
ðÿäà ôîðìóëû Ýéëåðà �Ìàêëîðåíà, |Rn| = θ|An|, ãäå θ < 2 â ñëó÷àå (à) è θ < 1 â ñëó-
÷àå (à+á) [1, ïðèìå÷àíèå ê ôîðìóëå (25.4.7); 3, ôîðìóëà (21*), ñ. 542�543]. Ýòî ñâîéñòâî
ìîæíî ïðèìåíèòü â óïðîù¼ííûõ ôîðìóëàõ (19) è (20), èñïîëüçóÿ ñõîäñòâî ïîñëåäíåé
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ñ (2), à òàêæå ìàæîðèðóþùåå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòîâ â (2) ê êîýôôèöèåíòàì bk
â (20). Èõ îòíîøåíèå 1/(1− 21−2k) áîëüøå 1 è ñòðåìèòñÿ ê 1 ïðè k → ∞. Ïðè ýòîì
ïåðâûé êîýôôèöèåíò ïîïðàâî÷íîãî ðÿäà â (20) âäâîå ìåíüøå ïåðâîãî êîýôôèöèåíòà
ôîðìóëû (2), ÷òî ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííûì äëÿ ïðèáëèæ¼ííûõ îöåíîê.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ñôîðìóëèðîâàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ äëÿ ôóíêöèè îñòàòîê ñóì-
ìèðîâàíèÿ ïîïðàâî÷íîãî ðÿäà â (20) ìîæíî îöåíèòü âûðàæåíèåì

|Rn| = θ
∣∣bnh2n−1

(
f (2n−1)(ym)− f (2n−1)(y0)

)∣∣ , (21)

ãäå bn �êîýôôèöèåíò ïîïðàâî÷íîãî ðÿäà (15); θ < 2 ïðè îäíîçíà÷íîñòè ïðîèçâîä-
íîé f (2n+2)(y) íà âñ¼ì èíòåðâàëå [y0, ym] è θ < 1 ïðè äîïîëíèòåëüíîé îäíîçíà÷íîñòè
ïðîèçâîäíîé f (2n+4)(y).

Çàìå÷àíèå 1. Â ñëó÷àå ðàâåíñòâ f(k0) = 0 â (19) èëè f(a) = 0 â (20), íå âëèÿ-
þùèõ íà çíà÷åíèÿ èòîãîâûõ ñóìì, èñïîëüçîâàíèå ïðèâåä¼ííûõ â ôîðìóëàõ íèæíèõ
ãðàíèö ïðèâåä¼ò ê îøèáêå. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãðàíèö óïðîù¼ííîé ôîðìóëû ñëåäóåò
èñïîëüçîâàòü òîëüêî êðàéíèå çíà÷àùèå îòñ÷¼òû ñóììèðóåìîé ôóíêöèè.

2. Ïðèìåíåíèå óïðîù¼ííîé ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷
Ïîäòâåðäèì ñïðàâåäëèâîñòü ïîëó÷åííîé ôîðìóëû è ïîëó÷èì íà å¼ îñíîâå íîâûå

ïðèáëèæ¼ííûå ôîðìóëû.

2.1. Ï î ë ó ÷ å í è å ò î ÷ í û õ à í à ë è ò è ÷ å ñ ê è õ â û ð à æ å í è é

Íàéäåííóþ óïðîù¼ííóþ ôîðìóëó ìîæíî ïðîâåðèòü, íå ïðèáåãàÿ ê âû÷èñëåíèÿì,
íà ïðèìåðàõ ïîëó÷åíèÿ ñ å¼ ïîìîùüþ òî÷íûõ àíàëèòè÷åñêèõ âûðàæåíèé. Î÷åâèäíî,
÷òî òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü äëÿ ôóíêöèé ñ êîíå÷íûì ÷èñ-
ëîì ÷ëåíîâ ïîïðàâî÷íîãî ðÿäà, òî åñòü ôóíêöèé ñ îãðàíè÷åííûì ÷èñëîì ïðîèçâîäíûõ.
Òàêîé ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ f(k) = (a + kh)n ñ öåëî÷èñëåííûì ïî-
êàçàòåëåì ñòåïåíè n > 0. Ñîãëàñíî ôîðìóëàì (19) è (20), ìîæíî ïîëó÷èòü òî÷íîå
âûðàæåíèå äëÿ ñóììû òàêîãî ðÿäà ñ ëþáûì ïîêàçàòåëåì n. Ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî ÷ëå-
íîâ ïîïðàâî÷íîãî ðÿäà, âõîäÿùèõ â âûðàæåíèå, ðàâíî n/2 äëÿ ÷¼òíîãî n è (n+1)/2−1
äëÿ íå÷¼òíîãî.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (19) ïðè k0 = 1 íàéä¼ì ñóììû öåëî÷èñëåí-
íûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ è ñðàâíèì ðåçóëüòàòû ñóììèðîâàíèÿ ñ èçâåñòíûìè [2, (0.121)]:

n∑
k=1

k =

∫ n+1/2

1/2

k dk =
1

2

[(
n+

1

2

)2

−
(
1

2

)2
]
=
n(n+ 1)

2
,

n∑
k=1

k2 =
1

3

[(
n+

1

2

)3

−
(
1

2

)3
]
− 1

24

[
2

(
n+

1

2

)
− 2

2

]
=
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
,

n∑
k=1

k3 =
1

4

[(
n+

1

2

)4

−
(
1

2

)4
]
− 1

24

[
3

(
n+

1

2

)2

− 3

22

]
=

[
n(n+ 1)

2

]2
,

. . .

Äàëüíåéøèå ðåçóëüòàòû ñóììèðîâàíèÿ ïðè ïîâûøåíèè ñòåïåíè n ïîäòâåðæäàþò ñïðà-
âåäëèâîñòü êàê ãðàíèö èíòåãðàëüíîé îöåíêè, òàê è çíà÷åíèé âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ bl
ïðè ïðîèçâîäíûõ ïîïðàâî÷íîãî ðÿäà.

Â ñïðàâåäëèâîñòè ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè êîýôôèöèåíòîâ bl ìîæíî óáåäèòüñÿ íà
ïðèìåðå ñóììèðîâàíèÿ ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè [2, (0.112)]:

m∑
k=0

dck =
dc(m+1) − 1

dc − 1
.
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Ïðèìåíèì äëÿ ñóììû çíà÷åíèé ôóíêöèè dck ôîðìóëó (20), ïðåîáðàçîâàâ å¼ ê âèäó
dck = ehk, ãäå h = c ln d. Èíòåãðèðóÿ â (20) ïðåîáðàçîâàííóþ ôóíêöèþ ïðè a = 0,
ïîëó÷àåì

m∑
k=0

ehk = (1/h)(eh(m+1/2)− e−h/2)− φ(h(m+ 1/2)) + φ(−h/2),

ãäå φ(hy)�ôóíêöèÿ ïîïðàâêè. Èñïîëüçîâàâ ðàâåíñòâî ôóíêöèè ïîïðàâêè ðÿäó (10)
è âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè (17) ïðè t = h, ïðèâåä¼ì å¼ ê âèäó

φ(hy) = ehy
∞∑
l=1

blh
2l−1 = ehy

1

h

∞∑
l=1

blh
2l = ehy

1

h
Ψb(h).

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëó èñêîìîé ñóììû ìîæíî îïðåäåëèòü, ïðèìåíÿÿ âûðàæåíèå äëÿ
ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè êîýôôèöèåíòîâ bl:

m∑
k=0

ehk =
eh(m+1/2)− e−h/2

h
− eh(m+1/2)− e−h/2

h
Ψb(h) =

eh(m+1/2)− e−h/2

h
(1−Ψb(h)).

Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (17) ïðèâåä¼ì âûðàæåíèå â ñêîáêàõ ê âèäó 1−Ψb(h) =
h eh/2

eh−1
è

ïîäñòàâèì ýòîò ðåçóëüòàò â ïðåäûäóùåå âûðàæåíèå. Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé, èñïîëüçóÿ ïîäñòàíîâêó h = c ln d, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

m∑
k=0

ehk =
eh(m+1/2)− e−h/2

h

h eh/2

eh−1
=

eh(m+1)−1
eh−1

=
dc(m+1) − 1

dc − 1
.

Ýòîò ðåçóëüòàò ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì äëÿ ñóììû ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, ÷òî
äîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü íàéäåííîãî âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè âåñî-
âûõ êîýôôèöèåíòîâ ïîïðàâî÷íîãî ðÿäà.

Ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ìîæíî ïîëó÷èòü òî÷íûå ñóììû ëèíåéíûõ êîì-
áèíàöèé ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè, íàïðèìåð ãèïåðáîëè÷åñêèõ ôóíêöèé sh (hk), ch (hk).

2.2. Î á ù å å â û ð à æ å í è å ï ð è á ë è æ ¼ í í û õ ô î ð ì ó ë ñ ó ì ì è ð î â à í è ÿ
è è õ ï î ã ð å ø í î ñ ò ü

Âû÷èñëåíèå ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííûõ ôîðìóë ïðèáëèçèòåëüíûõ ÷èñëîâûõ çíà÷å-
íèé ñóìì îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ ñ çàäàííûìè ïàðàìåòðàìè íå èìååò
ñìûñëà, ïîñêîëüêó ìîæíî ïîëó÷èòü ïðàêòè÷åñêè òî÷íûé ðåçóëüòàò, èñïîëüçóÿ êîì-
ïüþòåð. Ïðèáëèæ¼ííûå àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ ìîãóò ïîòðåáîâàòüñÿ äëÿ óñòàíîâ-
ëåíèÿ óïðîù¼ííîé ôóíêöèîíàëüíîé ñâÿçè ðåçóëüòàòà ñóììèðîâàíèÿ ñ åãî ïàðàìåòðà-
ìè, à òàêæå äëÿ ïîëó÷åíèÿ åãî ÷èñëîâîé îöåíêè ñ òðåáóåìîé òî÷íîñòüþ ïðè íåîãðà-
íè÷åííîì ÷èñëå ÷ëåíîâ ñóììèðóåìîãî ðÿäà. Ýòè ïðèáëèæåíèÿ íåèçáåæíû â ñëó÷àå
áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ ïîïðàâî÷íîãî ðÿäà â ôîðìóëàõ (19) è (20) è îãðàíè÷å-
íèå èõ ÷èñëà ïðèâåä¼ò ê ïîãðåøíîñòè èòîãîâîãî ðåçóëüòàòà ôîðìóë, ðàâíîé îñòàòêó
åãî ñóììèðîâàíèÿ. Èç-çà âîçìîæíîãî áîëüøîãî ðàçëè÷èÿ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé ïðî-
èçâîäíûõ â ôîðìóëàõ (19) è (20) öåëåñîîáðàçíî ðàçäåëèòü ïîïðàâî÷íûé ðÿä íà äâà,
ñ âåðõíèì è íèæíèì çíà÷åíèÿìè ïðîèçâîäíûõ è ðàçíûì êîëè÷åñòâîì ó÷èòûâàåìûõ
÷ëåíîâ ñ ñîîòâåòñòâóþùèì îñòàòêîì.

Ðàçäåëÿÿ ðÿä, ïðåäñòàâèì ôîðìóëó (20) â âèäå

m∑
k=0

f(yk) = Ŝm
q

(
f(y)

)
− φJ(ym) + φI(yq) + ∆J(ym)−∆I(yq).
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Çäåñü ïðèáëèæ¼ííàÿ èíòåãðàëüíàÿ îöåíêà

Ŝm
q

(
f(y)

)
=

q∑
k=0

f(yk) +
1

h

ym∫
yq

f(y) dy; (22)

φJ(ym), φI(yq)�ïîïðàâêà ê îöåíêå, ïðåäñòàâëåííàÿ îãðàíè÷åííûìè ðÿäàìè ïîïðàâî÷-
íîé ôóíêöèè (18):

φI(yq) =
I−1∑
i=1

bif
(2i−1)(yq), φJ(ym) =

J−1∑
j=1

bjf
(2j−1)(ym); (23)

∆I(yq),∆J(ym)�ïîãðåøíîñòè èíòåãðàëüíîé îöåíêè, ðàâíûå îñòàòêàì ñóììèðîâàíèÿ
ðÿäîâ (23), âçÿòûì ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì, yq = a + (q + 1/2)h, ãäå q îïðåäåëÿåò
âêëàä çíà÷åíèÿ ∆I(yq) â ïîãðåøíîñòü èíòåãðàëüíîé îöåíêè. Çàäàâàÿ ãðàíè÷íûå èí-
äåêñû I, J = 1, 2, 3, . . . è ðàñêðûâàÿ ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ bI,J+1 èç (15),
ýòè ïîãðåøíîñòè ìîæíî ïðåäñòàâèòü âèäå

−∆I(yq) =

{
hf ′(yq)

24
, −7h3f ′′′(yq)

5760
,
31h5fV (yq)

967680
, · · ·

}
; (24)

∆J(ym) =

{
hf ′(ym)

24
, −7h3f ′′′(ym)

5760
,
31h5fV (ym)

967680
, · · ·

}
. (25)

Çíà÷åíèé ïîãðåøíîñòåé (24) è (25) èíòåãðàëüíîé îöåíêè íåäîñòàòî÷íî äëÿ îïðåäåëå-
íèÿ å¼ òî÷íîñòè. Î íåé ìîæíî ñóäèòü, ëèøü âû÷èñëèâ îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòü.
Ïðè ÷èñëåííî íåîïðåäåë¼ííûõ ïàðàìåòðàõ ñóììèðîâàíèÿ ýòó ïîãðåøíîñòü ìîæíî
îïðåäåëèòü ïðèáëèçèòåëüíî:

δ̂mq (I, J) ≃
∆J(ym)−∆I(yq)

Ŝm
q

(
f(y)

) . (26)

Â ñëó÷àÿõ èçâåñòíîãî ðåçóëüòàòà ñóììèðîâàíèÿ îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòü ïðèáëè-
æ¼ííîé èíòåãðàëüíîé îöåíêè ìîæíî îïðåäåëèòü ñ ëþáîé òî÷íîñòüþ:

δmq (I, J) =
Ŝm
q

(
f(y)

)
m∑
k=0

f(yk)
− 1. (27)

2.3. Ñ ó ì ì è ð î â à í è å ä è ñ ê ð å ò í û õ ç í à ÷ å í è é ô ó í ê ö è è f(y) = y−p

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè áåñêîíå÷íîì ÷èñëå îòñ÷¼òîâ ôóíêöèè y−p ñóììà ñóùåñòâóåò
òîëüêî äëÿ p > 1. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ïðè ïðîâåäåíèè îöåíêè ñëåäóåò îãðàíè÷èâàòü
÷èñëî îòñ÷¼òîâ.

Èññëåäóåì ñõîäèìîñòü ïîïðàâî÷íîãî ðÿäà, äëÿ ÷åãî íàéä¼ì ïðåäåë îòíîøåíèÿ çíà-

÷åíèé ñîñåäíèõ åãî ÷ëåíîâ dk =
bk+1f

(2k+1)(y)

bkf (2k−1)(y)
. Îáùåå âûðàæåíèå äëÿ íå÷¼òíûõ ïðî-

èçâîäíûõ ýòîé ôóíêöèè ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

f (2k−1)(y) = −
(
1

y

)p+2k−1 2k−1∏
l=1

(p+ l − 1). (28)
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Îòñþäà, çàäàâàÿ k = 1, 2, 3, . . . è èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ bk (15)
è (16), ïîëó÷àåì

|dk| =
{
(1 + p)(2 + p)

34,2857y2
,
(3 + p)(4 + p)

37,9355y2
,
(5 + p)(6 + p)

39,0551y2
, . . . ,

(p+ 2k − 1)(p+ 2k)

39,4784y2

}
.

Èç âûðàæåíèÿ k-ãî ÷ëåíà ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëåäóåò lim
k→∞
|dk| = ∞, ÷òî ïðî-

òèâîðå÷èò ïðèçíàêó ñõîäèìîñòè Äàëàìáåðà lim
k→∞
|dk| < 1 [2, (0.222)]. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî ïîïðàâî÷íûé ðÿä ðàñõîäèòñÿ äëÿ ëþáûõ y < ∞. Ïîñêîëüêó âñå íå÷¼òíûå ïðî-
èçâîäíûå (28) îòðèöàòåëüíû, ïîïðàâî÷íûé ðÿä íà èõ îñíîâå ÿâëÿåòñÿ çíàêîïåðåìåí-
íûì èç-çà ïðîòèâîïîëîæíîñòè çíàêîâ bn åãî ñîñåäíèõ ÷ëåíîâ. Ïðè ýòîì âñå ÷¼òíûå
ïðîèçâîäíûå èìåþò ïîëîæèòåëüíûé çíàê âî âñ¼ì èíòåðâàëå [y0, ym]. Îòñþäà, ñîãëàñ-
íî (21), ïîãðåøíîñòü ìîæíî îöåíèòü ïåðâûì îòáðàñûâàåìûì ÷ëåíîì ôóíêöèè ïîïðàâ-
êè ïðè θ < 1.

Èç âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíîé (28) âèäíî, ÷òî ïîãðåøíîñòü îöåíêè ∆I(yq) òåì
ìåíüøå, ÷åì áîëüøå åäèíèöû íèæíÿÿ ãðàíèöà èíòåãðàëüíîé îöåíêè y0. Ïîýòîìó åñëè
y0 < 1, öåëåñîîáðàçíî ïðîñóììèðîâàòü â ñîîòâåòñòâèè ñ (22) íà÷àëüíûå ÷ëåíû ñ yk < 1
ñ öåëüþ óñòàíîâëåíèÿ íèæíåé ãðàíèöû yq > 1. Åñëè ÷èñëî ñóììèðóåìûõ îòñ÷¼òîâ
îãðàíè÷åíî, à ïàðàìåòðû a, h â (20) ñòîëü ìàëû, ÷òî ïðèâîäÿò ê çíà÷èòåëüíîìó êîëè-
÷åñòâó ÷ëåíîâ íà÷àëüíîé ñóììû c yk < 1, ôîðìóëó (20) ìîæíî ñâåñòè ê îöåíêå ñóììû
îòñ÷¼òîâ ôóíêöèè îò öåëî÷èñëåííîãî àðãóìåíòà ïóò¼ì óìíîæåíèÿ êàæäîãî îòñ÷¼òà
íà hp è äåëåíèÿ ðåçóëüòàòà ñóììèðîâàíèÿ íà hp+m+1 ïðè a > 0 è íà hp+m ïðè a = 0.

Ïðè p ̸= 1 óïðîù¼ííàÿ èíòåãðàëüíàÿ îöåíêà (23) ïðèìåò âèä

Ŝm
q (y−p) =

q∑
k=0

y−p
k +

1

(p− 1) yp−1
q

− 1

(p− 1) yp−1
m

, (29)

ãäå yq = a+ (q + 1/2)h; ym = a+ (m+ 1/2)h; îöåíêà ïî ôîðìóëå Ýéëåðà �Ìàêëîðåíà
ðàâíà

SEMq

(
y−p
)
=

q∑
k=0

y−p
k +

1

2ypq
+

1

(p− 1)yp−1
q

− 1

(p− 1)yp−1
m

, (30)

ãäå yq = a+ (q + 1)h; ym = a+mh.
Äëÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷¼òîâ ñ çàäàííûìè ïàðàìåòðàìè p, a, h,m çíà÷åíèå q îïðåäåëÿ-

åòñÿ çàäàííîé ïîãðåøíîñòüþ, à íà÷àëüíóþ ñóììó ìîæíî ðàññ÷èòàòü íà êîìïüþòåðå
ïðè ïðàêòè÷åñêè íåîãðàíè÷åííîì ÷èñëå å¼ ÷ëåíîâ. Òîãäà áåç ó÷¼òà ïîïðàâêè îæèäàå-
ìàÿ ïîãðåøíîñòü â ñîîòâåòñòâèè ñ (21) áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ïåðâûì ÷ëåíîì ïîïðàâî÷-
íûõ ðÿäîâ (23):
äëÿ óïðîù¼ííîé îöåíêè

∆1(yq,m) =
p

24yp+1
q,m

; (31)

äëÿ ôîðìóëû Ýéëåðà �Ìàêëîðåíà

∆EM

1 (yq,m) =
p

12yp+1
q,m

.

Ïîñêîëüêó ∆1(ym)→ 0 ïðè m→∞, óâåëè÷èâàÿ ÷èñëî ÷ëåíîâ íà÷àëüíîé ñóììû q,
ìîæíî îáåñïå÷èòü ëþáóþ òî÷íîñòü ÷èñëåííîé èíòåãðàëüíîé îöåíêè.
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Ñóììèðîâàíèå ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà Sm
1 (k−1) =

m∑
k=1

k−1

Ýòîò ðÿä ÿâëÿåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ, ïîýòîìó ÷èñëî îòñ÷¼òîâ m äîëæíî áûòü îãðà-
íè÷åííûì. Èçâåñòíûé åù¼ â íà÷àëå ïðîøëîãî âåêà ðåçóëüòàò ñóììèðîâàíèÿ èìååò
âèä [2, (0.131)]

n∑
k=1

1

k
= C + ln(n) +

1

2n
−

∞∑
k=2

Ak

n(n+ 1) . . . (n+ k − 1)
, (32)

ãäå C = γ �ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà; A2 = A3 = 1/12; A4 = 19/80; A5 = 9/20, . . .
Ïðåäñòàâèì â ñîîòâåòñòâèè ñ (22) ïðèáëèæ¼ííóþ èíòåãðàëüíóþ îöåíêó ýòîãî ðÿäà

â âèäå

Ŝm
q

(
k−1
)
= Cq + ln(m+ 1/2), ãäå Cq =

q∑
k=1

1

k
− ln(q + 1/2).

Çàäàâàÿ çíà÷åíèÿ q = 1, 2, 3, 4, . . . , ïîëó÷èì Cq ≃ 0,594535, 0,583709, 0,58057, 0,579256,
0,577593, . . . Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè q ïîëó÷èì, ñîãëàñíî [1, (6.1.3)], lim

q→∞
Cq = γ,

ãäå γ = 0,577 215 664 901 532 5 . . .�ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà.
Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ òàêîé îöåíêè ïîïðàâêà φI(yq) = 0 è ïîãðåøíîñòü ∆I(yq) = 0. Îò-

ñþäà, ñîãëàñíî (19), èñïîëüçóÿ ïðè p = 1 âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîäíîé (28) f (2k−1)(y) =
= −y−2k(2k − 1)!, ïðåäñòàâèì óïðîù¼ííóþ ôîðìóëó ñóììèðîâàíèÿ ãàðìîíè÷åñêîãî
ðÿäà â âèäå

Sm
1

(
k−1
)
= γ + ln(m+ 1/2) +

∞∑
k=1

(1− 21−2k)B2k

2k(m+ 1/2)2k
. (33)

Àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîì ìîæíî ïîëó÷èòü èç (2) ôîðìóëó

Sm
EM

(k−1) = γ + lnm+
1

2m
−

∞∑
k=1

B2k

2km2k
. (34)

Îòìåòèì, ÷òî èíòåãðàëüíûå îöåíêè ôîðìóë (32) è (34) ñîâïàäàþò, ïðè÷¼ì è ïåðâûå
÷ëåíû ïîïðàâî÷íîãî ðÿäà ïðè áîëüøèõ m,n ïðàêòè÷åñêè ðàâíû. Ïîëó÷èì èç (33)
è (34) ïðèáëèæ¼ííûå âûðàæåíèÿ, óäåðæèâàÿ â íèõ íå áîëåå äâóõ ÷ëåíîâ, çàâèñÿùèõ
îò âåðõíåãî èíäåêñà m:

Ŝm
10

(
k−1
)
= γ + ln(m+ 1/2); (35)

Ŝm
11

(
k−1
)
= γ + ln(m+ 1/2) +

1

24(m+ 1/2)2
; (36)

Ŝm
EM

(
k−1
)
= γ + ln(m) +

1

2m
. (37)

Âçÿòûé ñ îáðàòíûì çíàêîì òðåòèé ÷ëåí ôîðìóëû (36), â ñîîòâåòñòâèè ñ (21), îïðåäå-

ëÿåò ïðèáëèæ¼ííóþ ïîãðåøíîñòü ôîðìóëû (35) ∆1(m) = − 1

24(m+ 1/2)2
.

Íàéä¼ì, ñîãëàñíî (26) è (27), îòíîñèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæ¼ííûõ ôîð-
ìóë (35)�(37) è ñðàâíèì èõ ìåæäó ñîáîé:

δ̂01(m)=
∆1(m)

Ŝm
10 (k

−1)
, δ10(m)=

Ŝm
10 (k

−1)
m∑
k=1

k−1

− 1, δ11(m)=
Ŝm
11 (k

−1)
m∑
k=1

k−1

− 1, δEM(m)=
Sm
EM (k−1)
m∑
k=1

k−1

− 1.

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ýòèõ ïîãðåøíîñòåé ïðèâåäåíû â òàáë. 1.
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Òà á ë è ö à 1
Îòíîñèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè èíòåãðàëüíûõ îöåíîê

ñóìì ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà

m 3 10 100 1000
δEM(m) 5 · 10−3 2,84 · 10−4 1,61 · 10−6 1,11 · 10−8

δ̂10(m) −1,86 · 10−3 −1,29 · 10−4 −7,95 · 10−7 −5,56 · 10−9

δ10(m) −1,83 · 10−3 −1,29 · 10−4 −7,95 · 10−7 −5,56 · 10−9

δ11(m) 2,55 · 10−5 2,04 · 10−7 1,38 · 10−11 8,88 · 10−16

Ñðàâíèâ òàáëè÷íûå ðåçóëüòàòû, ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû:

� âñå ïðèáëèæ¼ííûå ôîðìóëû (35)�(37) îáåñïå÷èâàþò õîðîøóþ òî÷íîñòü ñóììèðî-
âàíèÿ äàæå äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé m;

� ïðèáëèæ¼ííàÿ δ̂10(m) è ðåàëüíàÿ δ10(m) ïîãðåøíîñòè ôîðìóëû (35) ïðàêòè÷åñêè
ñîâïàäàþò;

� ïðèáëèæ¼ííàÿ ôîðìóëà (35), ïðåäñòàâëåííàÿ îäíèì çàâèñÿùèì îò èíäåêñà m ÷ëå-
íîì, áîëåå ÷åì â 2 ðàçà òî÷íåå ôîðìóëû (37), ïîëó÷åííîé èç ôîðìóëû Ýéëåðà �
Ìàêëîðåíà è ïðåäñòàâëåííîé äâóìÿ òàêèìè ÷ëåíàìè;

� ïðèáëèæ¼ííàÿ ôîðìóëà (36), ïðåäñòàâëåííàÿ äâóìÿ çàâèñÿùèìè îò m ÷ëåíàìè, íà
íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ òî÷íåå ôîðìóë (35) è (37).

×èñëåííûå ðàñ÷¼òû ñóìì áåñêîíå÷íûõ ðÿäîâ k−p ñ ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè p > 1

Ôîðìóëû äëÿ ýòèõ ðàñ÷¼òîâ ìîæíî ïîëó÷èòü èç âûðàæåíèé (29)�(31), çàäàâàÿ ïà-
ðàìåòðû a = 0, h = 0 è m =∞:

Ŝq(k
−p) =

q∑
k=1

k−p +
1

(p− 1)(q + 1/2)p−1
; (38)

SEMq (k−p) =
q∑

k=1

k−p +
1

2(q + 1)p
+

1

(p− 1)(q + 1)p−1
; (39)

∆1q(k
−p) = − p

24(q + 1/2)p+1
. (40)

Ôîðìóëà (40) çàäà¼ò ïðèáëèæ¼ííóþ ïîãðåøíîñòü ôîðìóëû (38), çàâèñÿùóþ îò êîëè-
÷åñòâà ÷ëåíîâ íà÷àëüíîãî ðÿäà q. Çàäàâàÿ q, ìîæíî ñêîëüêî óãîäíî óìåíüøàòü ýòó
ïîãðåøíîñòü, îäíàêî å¼ èñïîëüçîâàíèå â êà÷åñòâå ðåàëüíîé ñëåäóåò ïðîâåðèòü. Ðå-
àëüíóþ ïîãðåøíîñòü ìîæíî âû÷èñëèòü, ïðèìåíÿÿ èçâåñòíûå òî÷íûå çíà÷åíèÿ ñóìì
ðÿäîâ, íàïðèìåð ðÿäîâ ñ ÷¼òíûì öåëî÷èñëåííûì ïîêàçàòåëåì p [2, (0.233.3)]:

S∞
1 (k−p) =

∞∑
k=1

k−2n =
22n−1π2n

(2n)!
|B2n| .

Èñïîëüçóÿ çíà÷åíèÿ ýòèõ ñóìì, ìîæíî âû÷èñëèòü ðåàëüíóþ ïîãðåøíîñòü (27) ôîðìó-
ëû (38) è ñðàâíèòü å¼ ñ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ (26) è ñ ðåàëüíîé ïîãðåøíîñòüþ
ôîðìóëû (39), ïîëó÷åííîé èç ôîðìóëû Ýéëåðà �Ìàêëîðåíà (2):

δpq =
Ŝq(k

−p)

S∞
1 (k−p)

− 1, δ̂pq =
∆1q(k

−p)

Ŝq(k−p)
, δEMq =

SEM
q (k−p)

S∞
1 (k−p)

− 1.

Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè äåñÿòè÷íîãî ëîãàðèôìà ïðèáëèæ¼ííîé îòíîñè-

òåëüíîé ïîãðåøíîñòè δ̂pq âû÷èñëåíèÿ ñóìì áåñêîíå÷íûõ ðÿäîâ k−p ïî ôîðìóëå (38)



92 Â. Ð. Îñèïîâ

ïðè p ∈ [1,5, 14] è êîëè÷åñòâå ÷ëåíîâ íà÷àëüíîé ñóììû q = 10, 100, 1000. Ìàðêåðàìè
îòìå÷åíû ðåàëüíûå îòíîñèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè δpq äëÿ ÷¼òíûõ çíà÷åíèé p = 2, . . . , 12.
Äëÿ òåõ æå ÷¼òíûõ p â òàáë. 2 ïðèâåäåíû ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ ðåàëüíîé ïîãðåøíîñòè δpq

ôîðìóëû (38), îòíîøåíèÿ å¼ ïðèáëèæ¼ííîé ïîãðåøíîñòè ê ðåàëüíîé k̂pq = δ̂pq/δpq è îò-
íîøåíèÿ ðåàëüíûõ ïîãðåøíîñòåé kEMq = δEMq /δpq .

 




























q=10

q=100

q=1000

2 4 6 8 10 12 14p

- 40

- 30

- 20

- 10

Log10| δq̂(p)|

Ðèñ. 1. Îòíîñèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè ôîðìóë ñóììèðîâàíèÿ áåñêîíå÷íûõ ðÿäîâ k−p

Òà á ë è ö à 2
Îòíîñèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ ñóìì áåñêîíå÷íûõ ðÿäîâ k−p

ñ ÷¼òíûì ïîêàçàòåëåì p

q Ôîðìóëà

Çíà÷åíèå ñóììû
π2/6 π4/90 π6/945 π8/9450 π10/93555 691π12/638512875

p
2 4 6 8 10 12

δpq 4,36 · 10−5 1,20 · 10−6 1,72 · 10−8 2,09 · 10−10 2,35 · 10−12 2,53 · 10−14

10 k̂pq 1,00 1,01 1,01 1,02 1,03 1,05
kEMq −0,574 −0,629 −0,688 −0,752 −0,821 −0,895
δpq 4,99 · 10−8 1,50 · 10−11 2,37 · 10−15 3,17 · 10−19 3,94 · 10−23 4,68 · 10−27

100 k̂pq 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
kEMq −0,507 −0,513 −0,518 −0,523 −0,528 −0,533
δpq 5,06 · 10−11 1,54 · 10−16 2,45 · 10−22 3,30 · 10−28 4,14 · 10−34 4,97 · 10−40

1000 k̂pq 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
kEMq −0,501 −0,501 −0,502 −0,502 −0,503 −0,503

Äàííûå ãðàôèêîâ è ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ ïîçâîëÿþò ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû:

� åñëè çíà÷åíèå ñóììû íåèçâåñòíî, òî ïîãðåøíîñòü å¼ ðàñ÷¼òà ìîæíî çàäàâàòü ïðè
äîñòàòî÷íî áîëüøîì êîëè÷åñòâå ÷ëåíîâ íà÷àëüíîé ñóììû, áëàãîäàðÿ ïðàêòè÷åñêè
ðàâíûì ïðè ýòîì ïðèáëèæ¼ííîé è ðåàëüíîé ïîãðåøíîñòåé;

� óâåëè÷èâàÿ êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ íà÷àëüíîé ñóììû, ìîæíî çàäàâàòü ïðàêòè÷åñêè ëþ-
áóþ òî÷íîñòü ðåçóëüòàòà ñóììèðîâàíèÿ;

� ôîðìóëà (38), íåñìîòðÿ íà áîëåå êîðîòêóþ ôîðìó, ïî÷òè âäâîå òî÷íåå ôîðìó-
ëû (39), ïîëó÷åííîé èç ôîðìóëû Ýéëåðà �Ìàêëîðåíà.
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Ïðèáëèæ¼ííûå ôîðìóëû ñóììèðîâàíèÿ áåñêîíå÷íûõ ðÿäîâ k−p ïðè p > 1

Çàäà÷åé ïðèáëèæ¼ííûõ ôîðìóë ÿâëÿåòñÿ óïðîùåíèå ñâÿçè ðåçóëüòàòà ñóììèðî-
âàíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè ñóììèðóåìîé ôóíêöèè. Äëÿ ñîçäàíèÿ ïðèáëèæ¼ííûõ ôîðìóë
ñóìì áåñêîíå÷íûõ ðÿäîâ k−p ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôîðìóëû (38) è (39) ñ íåáîëüøèì
êîëè÷åñòâîì ÷ëåíîâ íà÷àëüíîé ñóììû. Óäåðæèâàÿ íå áîëåå äâóõ òàêèõ ÷ëåíîâ, èç íèõ
ïîëó÷èì:

� (38) ïðè q = 1, áåç ïîïðàâêè, ñ ïðèáëèæ¼ííîé ïîãðåøíîñòüþ ∆10 =
p

24(3/2)p+1
:

Ŝ10(k
−p) = 1 +

1

(p− 1)(3/2)p−1
; (41)

� (38) ïðè q = 2, áåç ïîïðàâêè, ñ ïðèáëèæ¼ííîé ïîãðåøíîñòüþ ∆20 =
p

24(5/2)p+1
:

Ŝ20(k
−p) = 1 +

1

2p
+

1

(p− 1)(5/2)p−1
; (42)

� (38) ïðè q = 1, ñ ïåðâûì ÷ëåíîì ïîïðàâêè, ñ ïðèáëèæ¼ííîé ïîãðåøíîñòüþ ∆11 =

=
7p(p+ 1)(p+ 2)

5760(3/2)p+3
:

Ŝ11(k
−p) = 1 +

1

(p− 1)(3/2)p−1
− p

24(3/2)p+1
; (43)

� (39) ïðè q = 1, áåç ïîïðàâêè, ñ ïðèáëèæ¼ííîé ïîãðåøíîñòüþ ∆em =
p

12 · 2p+1
:

SEM10 (k−p) = 1 +
1

2p+1
+

1

(p− 1)2p−1
. (44)

Ïî ýòèì ôîðìóëàì, ñîãëàñíî (26), ðàññ÷èòàíû ïðèáëèæ¼ííûå îòíîñèòåëüíûå ïîãðåø-
íîñòè. Äëÿ èõ ñðàâíåíèÿ ñ ðåàëüíîé ïîãðåøíîñòüþ ñ ïîìîùüþ (38) è (39)) ïðè q = 1000
ðàññ÷èòàíû óòî÷í¼ííûå ñóììû è, â ñîîòâåòñòâèè ñ (27), óòî÷í¼ííûå îòíîñèòåëüíûå
ïîãðåøíîñòè. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 2, ãäå ïóíêòèðîì ïîêàçàíû ïðè-
áëèæ¼ííûå ïîãðåøíîñòè, ñïëîøíîé ëèíèåé � óòî÷í¼ííûå.

Ïî ðåçóëüòàòàì ïðîâåä¼ííûõ ðàñ÷¼òîâ ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû:

� êðèâûå ïðèáëèæ¼ííîé ïîãðåøíîñòè èìåþò ñõîäíóþ ñ ñîîòâåòñòâóþùåé óòî÷í¼ííîé
ïîãðåøíîñòüþ òðàåêòîðèþ è íàõîäÿòñÿ â å¼ ïðåäåëàõ, ÷òî äîêàçûâàåò ñïðàâåäëè-
âîñòü ôîðìóëû (21) äëÿ îöåíêè îñòàòêà ñóììèðîâàíèÿ ïîïðàâî÷íîãî ðÿäà;

� íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå δ20(p) < 0,3% äà¼ò ôîðìóëà (42), íàèõóäøåå δ10(p) <
< 1,7%� ñàìàÿ ïðîñòàÿ (41);

� ôîðìóëà (43), ñîäåðæàùàÿ ïîïðàâêó, íå èìååò ïðåèìóùåñòâ â òî÷íîñòè ïðè p > 2,5;
� ïðèáëèæ¼ííûå ïîãðåøíîñòè è èõ áëèçîñòü ê óòî÷í¼ííûì ñèëüíî çàâèñÿò îò êîëè-

÷åñòâà ÷ëåíîâ íà÷àëüíîé ñóììû q;
� ñðàâíåíèå ïîãðåøíîñòåé δ20(p) ôîðìóëû (42) è δem(p) ôîðìóëû Ýéëåðà �Ìàêëî-

ðåíà (44), ñîäåðæàùèõ ïî äâà çàâèñÿùèõ îò p ÷ëåíà, âíîâü óêàçûâàåò íà ïðåèìó-
ùåñòâî óïðîù¼ííîé ôîðìóëû ñóììèðîâàíèÿ.
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Ðèñ. 2. Îòíîñèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæ¼ííûõ ôîðìóë ñóììèðîâàíèÿ
áåñêîíå÷íûõ ðÿäîâ k−p

2.4. Ó ï ð î ù ¼ í í û å ô î ð ì ó ë û í å ê î ò î ð û õ ñ ï å ö è à ë ü í û õ ô ó í ê ö è é

Íà êîíå÷íûõ è áåñêîíå÷íûõ ñóììàõ îáðàòíîñòåïåííûõ ÷èñëîâûõ ðÿäîâ îñíîâàíû
âûðàæåíèÿ è îöåíêè äëÿ íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé.

Ïðèáëèæ¼ííîå âûðàæåíèå äëÿ äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà

Êëàññè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ýòîé ôóíêöèè â âèäå ðÿäà Äèðèõëå èìååò âèä [4, ñ. 58]

ζ(s) =
∞∑
n=1

n−s,

ãäå s = σ + it è ðÿä ñõîäèòñÿ ê àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè ïðè σ > 1.
Â ï. 2.3 ïðîâåä¼í ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ïðèáëèæ¼ííûõ ôîðìóë äëÿ òàêîãî ðÿäà

â îòñóòñòâèå ìíèìîãî àðãóìåíòà (t = 0). Ïðîâåðèì èõ ñïðàâåäëèâîñòü ïðè t ̸= 0.
Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì ôîðìóëó (42), ñîäåðæàùóþ äâà ÷ëåíà íà÷àëüíîé ñóììû:

ζ̂20(s) = 1 +
1

2s
+

1

(s− 1)(5/2)s−1
, (45)

è áîëåå òî÷íóþ, ñîäåðæàùóþ ïîïðàâêó ê íåé:

ζ̂21(s) = 1 +
1

2s
+

1

(s− 1)(5/2)s−1
− s

24(5/2)s+1
. (46)

Ðèñ. 3 è 4, ãäå ïðèâåäåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ïîãðåøíîñòåé àáñîëþòíûõ çíà÷åíèé
|ζ̂20(s)| è |ζ̂21(s)| îò êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà îòíîñèòåëüíî èñòèííîãî àáñîëþòíîãî çíà-
÷åíèÿ äçåòà-ôóíêöèè |ζ(s)|, óêàçûâàþò íà âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëüíóþ (|ζ̂20(s)| < 10%

äëÿ (45) è |ζ̂21(s)| < 5% äëÿ (46)) òî÷íîñòü îöåíêè çíà÷åíèé äçåòà-ôóíêöèè â ïðåäåëàõ
èçìåíåíèÿ àðãóìåíòîâ |s| ∈ [1, 10], φs ∈ [−π/2, π/2]. Ïðèáëèæåíèå s ê ìíèìîìó çíà÷å-
íèþ φs → ±π/2 çíà÷èòåëüíî óâåëè÷èâàåò ïîãðåøíîñòü ôîðìóë ïðè óâåëè÷åíèè |s|.
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Ðèñ. 3. Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ïðè-
áëèæ¼ííîãî àáñîëþòíîãî çíà÷åíèÿ
äçåòà-ôóíêöèè (45) íà êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè

Ðèñ. 4. Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ïðè-
áëèæ¼ííîãî àáñîëþòíîãî çíà÷åíèÿ
äçåòà-ôóíêöèè (46) íà êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè

Ïðèáëèæ¼ííûå ôîðìóëû äëÿ ïñè-ôóíêöèè

Äëÿ âûâîäà ïðèáëèæ¼ííîãî âûðàæåíèÿ ïñè-ôóíêöèè (èëè äèãàììà-ôóíêöèè) èç
âñåãî ìíîãîîáðàçèÿ å¼ ïðåäñòàâëåíèé âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé äëÿ öåëî÷èñëåííîãî
àðãóìåíòà [1, (6.3.2)]

ψ(n) =

−γ, åñëè n = 1,

−γ +
n−1∑
k=1

k−1, åñëè n ⩾ 2,
(47)

ãäå γ �ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà.
Â ýòîé ôîðìóëå ïðèñóòñòâóåò ñóììà ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà, äëÿ êîòîðîãî íàéäå-

íû ïðèáëèæ¼ííûå âûðàæåíèÿ� ïðîñòåéøåå (35) è áîëåå òî÷íîå (36). Ñ èõ ïîìîùüþ
ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ïðèáëèæ¼ííûå ôîðìóëû:

ψ̂0(n) = ln(n− 1/2); (48)

ψ̂1(n) = ln(n− 1/2) +
1

24(n− 1/2)2
. (49)

Ïðîâåðèì ñïðàâåäëèâîñòü ýòèõ ôîðìóë äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ n = z > 1/2.
Íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ýòèõ çàâèñèìîñòåé â ñðàâíåíèè ñ ðåàëüíûì çíà÷åíèåì
ïñè-ôóíêöèè ψ(z). Êàê âèäíî èç ãðàôèêîâ, çàâèñèìîñòè çíà÷èòåëüíî îòêëîíÿþòñÿ
îò ðåàëüíîé ïðè z → 1/2, ïîñêîëüêó ïðè ýòîì çíà÷åíèè àðãóìåíòà â ôîðìóëàõ (48)
è (49) âîçíèêàåò íåîïðåäåë¼ííîñòü. Îò ýòîãî íåäîñòàòêà ìîæíî èçáàâèòüñÿ, ïðèáàâëÿÿ
ê ñóììå â (47) ÷ëåí 1/n è âû÷èòàÿ åãî èç èòîãîâîé îöåíêè. Ìîäèôèöèðîâàííûå òàêèì
îáðàçîì ôîðìóëû (48), (49) ïðè n = z ïðèìóò âèä

ψ̂01(z) = ln(z + 1/2)− 1

z
; (50)

ψ̂11(z) = ln(z + 1/2)− 1

z
+

1

24(z + 1/2)2
. (51)

Íà ðèñ. 6 ïðèâåäåíû ãðàôèêè îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè ôîðìóë (50), (51) ïðè
çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà 0,01 ⩽ z ⩽ 0,5.
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ψ̂1(z)

ψ(z)

ψ̂0(z)

1,0 1,5 2,0 2,5 3,0z

- 2,0

- 1,5

- 1,0

- 0,5

0,0

0,5

1,0
ψ(z)

Ðèñ. 5. Ïðèáëèæ¼ííûå ôîðìóëû ïñè-
ôóíêöèè (48), (49) â ñðàâíåíèè
ñ ðåàëüíûì å¼ çíà÷åíèåì

δ̂11(z)

δ̂ 01(z)

0,2 0,3 0,4 0,5z

- 0,005

0,000

0,005

0,010

0,015

0,020
δ(z)

Ðèñ. 6. Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ïðèáëè-
æ¼ííûõ ôîðìóë (50), (51) ïðè çíà÷å-
íèÿõ àðãóìåíòà z ⩽ 1/2

Âñå ðàññìîòðåííûå ïðèáëèæ¼ííûå çàâèñèìîñòè ñ ðîñòîì z àñèìïòîòè÷åñêè ñòðå-
ìÿòñÿ ê çíà÷åíèþ ln z, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñâîéñòâàì ïñè-ôóíêöèè [1, (6.3.18)].

Ïðèáëèæ¼ííûå ôîðìóëû äëÿ ïîëèãàììà-ôóíêöèé

Ïîëèãàììà-ôóíêöèåé ïîðÿäêà n ÿâëÿåòñÿ n-ÿ ïðîèçâîäíàÿ ïñè-ôóíêöèè [1, (6.4.1)]

ψ(n)(z) =
dn

dzn
ψ(z). (52)

Äëÿ öåëîãî àðãóìåíòà ýòèõ ôóíêöèé ñóùåñòâóåò âûðàæåíèå [1, (6.4.2)]

ψ(m)(n+ 1) = (−1)mm!

[
−ζ(m+ 1) + 1 +

1

2m+1
+ . . .+

1

nm+1

]
, (53)

ãäå ζ(m+ 1)�äçåòà-ôóíêöèÿ Ðèìàíà.
Âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå

äçåòà-ôóíêöèè

−ζ(m+ 1) + 1 +
1

2m+1
+ . . .+

1

nm+1
= −

∞∑
k=1

1

km+1
+

n∑
k=1

1

km+1
= −

∞∑
k=n+1

1

km+1
.

Âûíîñÿ èç ñóììû ïåðâûé ÷ëåí 1/(n+ 1)m+1 è ïðåîáðàçóÿ àðãóìåíò n+ 1→ n, èç (53)
ïîëó÷àåì

ψ(m)(n) = (−1)m−1m!

[
1

nm+1
+

∞∑
k=n+1

1

km+1

]
.

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî âûðàæåíèå âìåñòî ñóììû å¼ óïðîù¼ííóþ èíòåãðàëüíóþ îöåíêó∫ ∞

m+1/2

1

km+1
=

1

m(n+ 1/2)m
, èìååì

ψ̂(m)(n) = (−1)m−1m!

[
1

nm+1
+

1

m(n+ 1/2)m

]
. (54)

Ïðîèíòåãðèðîâàâ (54) ïðè m = 1, n = z ïî z, ïîëó÷èì ðåçóëüòàò ln(z+1/2)−1/z, ïîë-
íîñòüþ ñîâïàäàþùèé ñ óïðîù¼ííîé èíòåãðàëüíîé îöåíêîé ïñè-ôóíêöèè (50). Âûíîñ
÷ëåíà ñóììû 1/(n+ 1)m+1 ïîíàäîáèëñÿ, êàê â (50), äëÿ óñòðàíåíèÿ íåîïðåäåë¼ííîñòè
â ïðèáëèæ¼ííûõ âûðàæåíèÿõ ïîëèãàììà-ôóíêöèé ïðè z = 1/2.
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Ïðîâåðèì âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ïðèáëèæ¼ííûõ âûðàæåíèé ïñè-ôóíêöèè (50),
(51) äëÿ ïîëó÷åíèÿ âûðàæåíèé ïîëèãàììà-ôóíêöèé, âçÿâ â ñîîòâåòñòâèå ñ (52) èõ ïðî-
èçâîäíûå

ψ̂
(n)
x1 (z) =

dn

dzn
ψ̂x1. (55)

Íà ðèñ. 7 è 8 ïðèâåäåíû ãðàôèêè ïîãðåøíîñòè ïðîèçâîäíûõ (55) ïðèáëèæ¼ííûõ âû-
ðàæåíèé ïñè-ôóíêöèè (50), (51) îòíîñèòåëüíî ðåàëüíûõ çíà÷åíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ
ïîëèãàììà-ôóíêöèé. Ìàêñèìàëüíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ôîðìóëû (55) îòíî-
ñèòåëüíî çíà÷åíèé ïîëèãàììà-ôóíêöèé äëÿ ïðèáëèæ¼ííîãî âûðàæåíèÿ ïñè-ôóíêöèè
ψ̂

(n)
01 (z) (50) äî äåñÿòîãî ïîðÿäêà íå ïðåâûøàåò 2,5%, äëÿ ïñè-ôóíêöèè ψ̂

(n)
11 (z) (51) �

0,7%.

n=1

n=2

n=3
n=5

n=10

0 2 4 6 8 10z
0,000

0,005

0,010

0,015

0,020

0,025

01
(n)

(z)δ̂

Ðèñ. 7. Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ôîðìó-

ëû (55) äëÿ ôóíêöèè ψ̂
(n)
01 (z) (50)

n=1

n=2

n=3

n=5

n=10

1 2 3 4 5 6z

0,001

0,002

0,003

0,004

0,005

0,006

0,007

-δ̂11
(n)

(z)

0,000

Ðèñ. 8. Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ôîðìó-

ëû (55) äëÿ ôóíêöèè ψ̂
(n)
11 (z) (51)

Çàêëþ÷åíèå
Ïîëó÷åííûå ïðèáëèæ¼ííûå àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà,

ïñè-ôóíêöèè, ïîëèãàììà-ôóíêöèé, à òàêæå ñóìì îáðàòíî ñòåïåííûõ ðÿäîâ è ãàðìî-
íè÷åñêîãî ðÿäà äåìîíñòðèðóþò íåïðÿìîé ïîðÿäîê ïðèìåíåíèÿ óïðîù¼ííîé ôîðìó-
ëû ñóììèðîâàíèÿ. Ïðè èõ âûâîäå áûëè èñïîëüçîâàíû íà÷àëüíîå ñóììèðîâàíèå äëÿ
óìåíüøåíèÿ ïîãðåøíîñòè îöåíêè è ïðèáàâëåíèå äîïîëíèòåëüíîãî ÷ëåíà ê îöåíèâàå-
ìîé ñóììå ñ âû÷èòàíèåì åãî èç èòîãîâîé îöåíêè äëÿ óñòðàíåíèÿ â íåé íåîïðåäåë¼ííî-
ñòè. Ïîëó÷åííûå ôîðìóëû âûÿâèëè íåêîòîðîå ïðåèìóùåñòâî ïðèìåíåíèÿ óïðîù¼ííîé
ôîðìóëû ïåðåä ôîðìóëîé Ýéëåðà �Ìàêëîðåíà (2) â êðàòêîñòè è ïîãðåøíîñòè. Ýòèì
îíà îïðàâäûâàåò ñâî¼ ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå è ñóùåñòâîâàíèå â êà÷åñòâå åù¼ îäíîãî
âàðèàíòà ôîðìóëû ñóììèðîâàíèÿ Ýéëåðà �Ìàêëîðåíà. Îäíàêî, â îòëè÷èå îò ïîñëåä-
íåé, îíà íåïðèìåíèìà äëÿ îöåíêè èíòåãðàëîâ â ïðåäåëàõ, ñîâïàäàþùèõ ñ ïîçèöèåé
ãðàíè÷íûõ îòñ÷¼òîâ ôóíêöèé.
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