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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè îáùåãî âðåìåíè îáðàáîòêè èäåíòè÷íûõ äå-
òàëåé ñî ñëîæíûì òåõíîëîãè÷åñêèì ìàðøðóòîì, êîãäà âîçìîæíî íåîäíîêðàò-
íîå ïîñòóïëåíèå äåòàëåé íà íåêîòîðûå ìàøèíû. Èññëåäóþòñÿ âîïðîñû âû÷èñ-
ëèòåëüíîé ñëîæíîñòè äàííîé çàäà÷è, äîêàçàíà å¼ NP-òðóäíîñòü â îáû÷íîì ñìûñ-
ëå. Ïðè ôèêñèðîâàííîì ÷èñëå äåòàëåé äîêàçàíà ïñåâäîïîëèíîìèàëüíàÿ ðàçðåøè-
ìîñòü çàäà÷è. Èññëåäóåòñÿ âîïðîñ èñïîëüçîâàíèÿ öèêëè÷åñêèõ ðàñïèñàíèé ïðè
ïîñòðîåíèè ïðèáëèæ¼ííûõ ðåøåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàñïèñàíèå, èäåíòè÷íûå äåòàëè, NP-òðóäíîñòü, ïñåâäîïî-
ëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, òåîðèÿ ñëîæíîñòè.

MAKESPAN MINIMIZATION IN REENTRANT FLOW SHOP PROBLEM
WITH IDENTICAL JOBS

A.A. Romanova∗, V.V. Servakh∗,∗∗, V.Yu. Tavchenko∗
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We consider the reentrant flow shop problem F |reentrant, pij = pi|Cmax with iden-
tical jobs and makespan criterion. We prove its NP-hardness in the ordinary sense.
The proof is performed by polynomial reduction of the problem J3|n = 3|Cmax to the
problem F |reentrant, pij = pi|Cmax with three identical jobs. Using the input data of
the problem J3|n = 3|Cmax, we have constructed a special type of job for the problem
F |reentrant, pij = pi|Cmax. In the proof, we analyze all possible variants of critical
paths in the constructed instance. We also propose a dynamic programming algorithm
to find the optimal solution of the problem F |reentrant, pij = pi|Cmax. Analysis of
the time complexity of the algorithm showed that the problem with fixed number of
jobs is pseudopolynomially solvable. Next, we study the use of cyclic schedules to
construct approximate solutions. A cyclic schedule with a minimum cycle time can be
found in polynomial time. We propose a polynomial algorithm for finding an approx-
imate solution. This algorithm is based on the construction of a cyclic schedule with
a minimum cycle time and its subsequent compaction at the beginning and at the
end. We construct an upper bound of the makespan of cyclic schedules. This bound
depends on the number of jobs processed in one cycle. The paper provides numerous
examples characterizing cyclic schedules from both the positive and negative sides to
solve the problem F |reentrant, pij = pi|Cmax.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñçàäàíèÿ ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ, ïðîåêò FWNF-2022-0020.
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Ââåäåíèå
Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îáðàáîòêè èäåíòè÷íûõ äåòàëåé ñî ñëîæíûì òåõíîëîãè÷å-

ñêèì ìàðøðóòîì íà ñîâðåìåííîé ðîáîòèçèðîâàííîé ïðîèçâîäñòâåííîé ëèíèè. Â îáùå-
ïðèíÿòîé íîìèíàöèè [1] ýòà çàäà÷à îáîçíà÷àåòñÿ êàê F |reentrant, pij = pi|Cmax, ïîäðà-
çóìåâàÿ, ÷òî âñå äåòàëè ïðîõîäÿò îäèíàêîâûé òåõíîëîãè÷åñêèé ìàðøðóò è äëèòåëü-
íîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàöèé ðàâíû. Òåì ñàìûì âñå äåòàëè èäåíòè÷íû, à òåðìèí
¾reentrant¿ îçíà÷àåò, ÷òî ïðè îáðàáîòêå äåòàëü ìîæåò ïîñòóïàòü íà íåêîòîðûå ìàøèíû
íåîäíîêðàòíî. Çàäà÷à F |reentrant, pij = pi|Cmax ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì êëàññè÷åñêîé îä-
íîìàðøðóòíîé çàäà÷è Flow-Shop è âïåðâûå áûëà ñôîðìóëèðîâàíà â [2]. Áîëüøèíñòâî
èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ ìîæíî íàéòè â [3]. Äàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé äàæå
äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ ìàøèí. Ôàêòè÷åñêè áîëüøèíñòâî òåîðåòè÷åñêèõ âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ
ñ îáùåé ïîñòàíîâêîé, òàê èëè èíà÷å çàêðûòû. Åñëè æå äåòàëè èäåíòè÷íû, òî âîçíè-
êàåò ìíîæåñòâî ìàòåìàòè÷åñêè èíòåðåñíûõ ïîñòàíîâîê. Êëþ÷åâûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î
âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè çàäà÷è F |reentrant, pij = pi|Cmax. Â ëèòåðàòóðå ðàññìàòðè-
âàþòñÿ ðàçëè÷íûå ÷àñòíûå, â òîì ÷èñëå ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûå ñëó÷àè. Îäíàêî,
êàê îòìå÷åíî â îáçîðå [4], âîïðîñ î ïîëèíîìèàëüíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è ñ èäåíòè÷-
íûìè äåòàëÿìè äàæå äëÿ åäèíè÷íûõ äëèòåëüíîñòåé ðàáîò îñòà¼òñÿ îòêðûòûì.

Áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ ñëåäóþùåé ïîñòàíîâêè. Èìååòñÿ çàêàç íà âûïóñê N èäåí-
òè÷íûõ äåòàëåé. Äëÿ èõ îáðàáîòêè èìååòñÿ m ðàçëè÷íûõ ìàøèí M1,M2, . . . ,Mm.
Âñå äåòàëè â ïðîöåññå îáðàáîòêè ïðîõîäÿò îäèíàêîâûé òåõíîëîãè÷åñêèé ìàðøðóò,
êîòîðûé ñîñòîèò èç n ïîñëåäîâàòåëüíî âûïîëíÿåìûõ îïåðàöèé O1, O2, . . . , On. Îïå-
ðàöèÿ Oi âûïîëíÿåòñÿ íà ìàøèíå Mmi

â òå÷åíèå pi ∈ Z+ åäèíèö âðåìåíè, i = 1, . . . , n.
Ïðåðûâàíèÿ îïåðàöèé çàïðåùåíû. Ìàøèíà íå ìîæåò âûïîëíÿòü áîëåå îäíîé îïåðàöèè
îäíîâðåìåííî. Â òåõíîëîãè÷åñêîì ìàðøðóòå ìàøèíû ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ. Òðåáóåòñÿ
ìèíèìèçèðîâàòü îáùåå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ çàêàçà.

Â êëàññè÷åñêîé îäíîìàðøðóòíîé çàäà÷å ÷èñëî îïåðàöèé n ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ìà-
øèí m, à òåõíîëîãè÷åñêèé ìàðøðóò çàäà¼òñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (M1,M2, . . . ,Mm).
Äëÿ èäåíòè÷íûõ äåòàëåé ñ òàêèì ìàðøðóòîì ïîëó÷àåì îáû÷íûé êîíâåéåð, è çà-
äà÷à ðåøàåòñÿ òðèâèàëüíî. Íåîäíîêðàòíîå èñïîëüçîâàíèå ìàøèí â òåõíîëîãè÷å-
ñêîì ìàðøðóòå ïðèâîäèò ê ðàçëè÷íûì ïîñòàíîâêàì çàäà÷. Â ëèòåðàòóðå ðàññìàò-
ðèâàëèñü ñëó÷àè V -ìàðøðóòà (M1,M2, . . . ,Mm,Mm−1. . . . ,M2,M1) [5], öèêëè÷åñêîãî
(M1,M2, . . . ,Mm,M1,M2, . . . ,Mm, . . . ,M1,M2, . . . ,Mm) [6, 7], çàìêíóòîãî (M1,M2, . . . ,
Mm,M1) [8], ñ ïîñòîÿííûì âîçâðàòîì íà ïåðâóþ ìàøèíó (M1,M2,M1,M3,M1, . . . ,M1,
Mm,M1) [9, 10] è ò. ä. [11�13]. Îñîáåííî èíòåðåñåí ïîñëåäíèé ñëó÷àé, â êîòîðîì ìà-
øèíà M1 ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê òðàíñïîðòíîå ñðåäñòâî, ïåðåìåùàþùåå äåòàëü ìåæäó
îïåðàöèÿìè [14, 15].

Âàæíûì àñïåêòîì ÿâëÿåòñÿ âçàèìîñâÿçü ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ñ çàäà÷åé ïîñòðî-
åíèÿ öèêëè÷åñêèõ ðàñïèñàíèé. Öèêëè÷åñêèå ðàñïèñàíèÿ ñòðîÿòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå
âðåìÿ è îáåñïå÷èâàþò ðèòìè÷íîñòü ïðîèçâîäñòâà, ðàâíîìåðíûé âûõîä ïðîäóêöèè, áî-
ëåå óäîáíóþ ëîãèñòèêó. Íàèáîëåå çíà÷èìûì ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàò èç [16], ãäå ïîêàçàíî,
÷òî ñ ðîñòîì êîëè÷åñòâà äåòàëåé öèêëè÷åñêîå ðàñïèñàíèå ñ ìèíèìàëüíûì âðåìåíåì
öèêëà îáåñïå÷èâàåò àñèìòîòè÷åñêè òî÷íîå ðåøåíèå äëÿ êðèòåðèÿ Cmax. Îäíàêî òàêîé
ïîäõîä íå ðåøàåò ïðîáëåì çàãðóçêè îáîðóäîâàíèÿ íà ñòàäèè çàïóñêà è ñòàäèè çàâåð-
øåíèÿ îáðàáîòêè ïàðòèè äåòàëåé â ïðîèçâîäñòâî. Ïîýòîìó, åñëè ïðîèçâîäñòâåííàÿ íî-
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ìåíêëàòóðà ïðåäïðèÿòèÿ ðàçíîîáðàçíà è ïàðòèè èäåíòè÷íûõ äåòàëåé îòíîñèòåëüíî
íåâåëèêè, âîïðîñ î âçàèìîñâÿçè ýòèõ çàäà÷ îñòàåòñÿ àêòóàëüíûì.

Ñòðóêòóðà ðàáîòû ñëåäóþùàÿ. Â ï. 1 èçëîæåí îñíîâíîé ðåçóëüòàò: äîêàçàíî, ÷òî
çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé â îáû÷íîì ñìûñëå. Â ï. 2 ïðèâåä¼í àëãîðèòì ïîñòðîå-
íèÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûì ïðè ôèêñèðîâàííîì
÷èñëå äåòàëåé. Â ï. 3 îáñóæäàåòñÿ âîïðîñ îá èñïîëüçîâàíèè öèêëè÷åñêèõ ðàñïèñàíèé
ïðè ìèíèìèçàöèè Cmax, â òîì ÷èñëå ïðè íàëè÷èè äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà
ðàñïèñàíèå.

1. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü çàäà÷è
Íåêîòîðûå ïîäõîäû ê àíàëèçó ñëîæíîñòè çàäà÷è ïðåäëîæåíû â [17]. Âõîäíûå

ïàðàìåòðû çàäà÷è� ýòî ÷èñëî äåòàëåé N , ÷èñëî îïåðàöèé n è èõ äëèòåëüíîñòè pi,
i = 1, 2, . . . , n. Äëèíà âõîäà ðàâíà O(log2N+n log2 pmax), ãäå pmax �ìàêñèìàëüíàÿ äëè-
òåëüíîñòü îïåðàöèé. Äàëåå äîêàçàíà NP-òðóäíîñòü çàäà÷è è ñäåëàí àíàëèç å¼ ñëîæíî-
ñòè â çàâèñèìîñòè îò âõîäíûõ ïàðàìåòðîâ.

Òåîðåìà 1. Çàäà÷à F |reentrant, pij = pi|Cmax ìèíèìèçàöèè îáùåãî âðåìåíè îáðà-
áîòêè îäíîòèïíûõ äåòàëåé ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì NP-òðóäíóþ ðàçíîìàðøðóòíóþ çàäà÷ó J3|n =
= 3|Cmax ñ òðåìÿ ìàøèíàìè M1,M2,M3 è òðåìÿ äåòàëÿìè J1, J2, J3 [18]. Ñôîðìóëè-
ðóåì å¼ êàê çàäà÷ó ðàñïîçíàâàíèÿ. Çàäàíî ÷èñëî d. Ñóùåñòâóåò ëè äîïóñòèìîå ðàñ-
ïèñàíèå âûïîëíåíèÿ ðàáîò äëèíû íå áîëåå d? Ïîëèíîìèàëüíî ñâåä¼ì å¼ ê çàäà÷å
F |reentrant, pij = pi|Cmax ñ òðåìÿ èäåíòè÷íûìè äåòàëÿìè.

Ïóñòü M1 è M2 �ìàøèíû, íà êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïåðâàÿ è ïî-
ñëåäíÿÿ îïåðàöèÿ äåòàëè J2. Åñëè ýòè îïåðàöèè âûïîëíÿþòñÿ íà îäíîé ìàøèíå, òî
îáîçíà÷èì å¼ M1. Äîáàâèì ìàøèíó M0 è òðè ôèêòèâíûå ìàøèíû M3, M4 è M5, êîòî-
ðûå â äàëüíåéøåì áóäóò çàìåíåíû íà òåõíîëîãè÷åñêèå ìàðøðóòû äåòàëåé J1, J2 è J3.
Ðàññìîòðèì äåòàëü ñî ñëåäóþùèì òåõíîëîãè÷åñêèì ìàðøðóòîì è ñîîòâåòñòâóþùèìè
äëèòåëüíîñòÿìè:

O1 O2 O3 O4 O5 O6 O7 O8 O9 O10 O11 O12 O13 O14 O15

M1 M0 M1 M2 M3 M2 M0 M4 M0 M1 M5 M1 M2 M0 M2

4d d 4d 4d d 4d 4d d 4d 4d d 4d 4d d 4d

Ïóñòü íåîáõîäèìî îáðàáîòàòü òðè òàêèõ äåòàëè. Îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå ïðèâåäåíî
íà ðèñ. 1. Åãî äëèíà ðàâíà 63d. Íîìåðà ìàøèí ïîäïèñàíû. Íàèáîëåå çàãðóæåííûìè
ÿâëÿþòñÿ ìàøèíû M1 è M2, è â ðàñïèñàíèè îíè ïðåäñòàâëåíû ñèììåòðè÷íî îòíîñè-
òåëüíî îïåðàöèè îáðàùåíèÿ âðåìåíè. Îïåðàöèè êàæäîé äåòàëè îáðàáàòûâàþòñÿ áåç
ïðîñòîåâ, è îïåðàöèÿ O1 âòîðîé äåòàëè âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïîñëå çàâåðøåíèÿ îïåðà-
öèè O3 ïåðâîé äåòàëè. Ïðè ëþáîé äðóãîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàöèé âðåìÿ îáðà-
áîòêè áóäåò íå ìåíåå 66d. Òàêàÿ êîíñòðóêöèÿ ïîçâîëÿåò ëîêàëèçîâàòü îïåðàöèè O5, O8

è O11 â îïòèìàëüíîì ðàñïèñàíèè.

Ðèñ. 1. Îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå äëÿ òð¼õ äåòàëåé
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Îïåðàöèè O5, O8 è O11 çàìåíèì ñîîòâåòñòâåííî íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàöèé
äåòàëåé J1, J2, J3. Ïîëó÷èì äåòàëü ñî ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ îïåðàöèé:

O1, O2, O3, O4, J1, O6, O7, J2, O9, O10, J3, O12, O13, O14, O15.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè çàìåíå ñóììàðíàÿ äëèòåëüíîñòü îïåðàöèé íå óâåëè÷èëàñü, òàê êàê
ñóììàðíàÿ äëèòåëüíîñòü îïåðàöèé êàæäîé èç äåòàëåé J1, J2, J3 íå ïðåâîñõîäèò d. Ðàñ-
ñìîòðèì çàäà÷ó ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèÿ äëÿ òð¼õ òàêèõ äåòàëåé. Ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ
îïåðàöèé â ðàñïèñàíèè ìèíèìàëüíîé äëèíû ïîêàçàí íà ñõåìå ðèñ. 2.

Ðèñ. 2. Ñõåìà ðàñïîëîæåíèÿ îïåðàöèé äåòàëåé J1, J2 è J3 â îïòèìàëüíîì ðàñïèñàíèè

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ýòîé çàäà÷è ðàñïèñàíèå äëèíû íå áîëåå 63d ñóùåñòâóåò òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ðàçíîìàðøðóòíîé çàäà÷è ñ äåòàëÿìè J1, J2, J3 ñóùåñòâóåò
ðàñïèñàíèå äëèíû íå áîëåå ÷åì d.

Äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîñòè î÷åâèäíî. Åñëè äëÿ äåòàëåé J1, J2 è J3 ñóùåñòâóåò
ðàñïèñàíèå äëèíû íå áîëåå d, òî äëÿ ïàð J1, J2 è J2, J3 òåì áîëåå ñóùåñòâóåò ðàñïèñà-
íèå äëèíû íå áîëåå d. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàñïèñàíèå íà ðèñ. 2 èìååò äëèíó íå áîëåå 63d.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìîñòè ïðîâåä¼ì áîëåå äåòàëüíûé àíàëèç. Äëèíó îï-
òèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ îïðåäåëÿåò êðèòè÷åñêèé ïóòü � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàöèé,
çàäåðæêà ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ äëèíû ðàñïèñàíèÿ. Îïåðà-
öèè, âõîäÿùèå â êðèòè÷åñêèé ïóòü, îáû÷íî íàçûâàþò êðèòè÷åñêèìè. Íà ðèñ. 3 ò¼ìíûì
öâåòîì âûäåëåíû îïåðàöèè, êîòîðûå â òîé èëè èíîé ñèòóàöèè ìîãóò âõîäèòü â êðèòè-
÷åñêèé ïóòü; ïðèìåðû êðèòè÷åñêèõ ïóòåé ïðèâåäåíû íà ðèñ. 4 è 5.

Ðèñ. 3. Ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ êðèòè÷åñêèõ îïåðàöèé

Ðèñ. 4. Êðèòè÷åñêèå ïóòè äëÿ âàðèàíòîâ J1− J1 è J3− J3

Ïóñòü äëÿ äåòàëåé J1, J2 è J3 äëèíà îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ ïðåâîñõîäèò d. Ïî-
êàæåì, ÷òî òîãäà è äëèíà ðàñïèñàíèÿ â çàäà÷å ñ èäåíòè÷íûìè äåòàëÿìè áóäåò áîëüøå
÷åì 63d. Ðàññìîòðèì âîçìîæíûå âàðèàíòû íà÷àëà è çàâåðøåíèÿ êðèòè÷åñêîãî ïóòè
â ðàçíîìàðøðóòíîé çàäà÷å. Íàïîìíèì, ÷òî ïåðâàÿ îïåðàöèÿ äåòàëè J2 âûïîëíÿåò-
ñÿ íà ìàøèíå M1, à ïîñëåäíÿÿ ëèáî íà M2, ëèáî íà M1. Â ïåðâîì ñëó÷àå èìååòñÿ
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Ðèñ. 5. Êðèòè÷åñêèé ïóòü äëÿ äâóõ âàðèàíòîâ J2− J2

9 êîìáèíàöèé ïåðâîé è ïîñëåäíåé îïåðàöèé êðèòè÷åñêîãî ïóòè. Ê íèì äîáàâÿòñÿ åù¼
3 âàðèàíòà âî âòîðîì ñëó÷àå. C ó÷¼òîì ýòîãî îáùåå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ
êîíöîâ êðèòè÷åñêîãî ïóòè ðàâíî 12. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå èç íèõ ïîäðîáíåå.

Ïóñòü êðèòè÷åñêèé ïóòü äëÿ çàäà÷è ñ äåòàëÿìè J1, J2, J3 ñîäåðæèò ïåðâóþ è ïî-
ñëåäíþþ îïåðàöèè äåòàëè J1. Íàçîâ¼ì åãî J1−J1. Òîãäà âûäåëåííàÿ íà ïåðâîé ÷àñòè
ðèñ. 4 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàöèé èìååò äëèíó áîëüøå ÷åì 63d. Âàðèàíò J3 − J3
àíàëîãè÷åí è ïðèâåä¼í íà âòîðîé ÷àñòè ðèñóíêà.

Âàðèàíò J2−J2. Ïåðâàÿ îïåðàöèÿ êðèòè÷åñêîãî ïóòè âûïîëíÿåòñÿ íà ìàøèíåM1,
ïîñëåäíÿÿ� íà ìàøèíåM2. Âûäåëåííàÿ íà ðèñ. 5 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàöèé èìååò
äëèíó áîëüøå ÷åì 63d. Êðèòè÷åñêèé ïóòü â ñëó÷àå, åñëè ïîñëåäíÿÿ îïåðàöèÿ äåòàëè J2
âûïîëíÿåòñÿ íà ìàøèíå M1, ïðèâåä¼í íà âòîðîé ÷àñòè ðèñóíêà.

Âñå îñòàëüíûå êîìáèíàöèè òàêæå äàþò êðèòè÷åñêèé ïóòü, äëèíà êîòîðîãî áîëüøå
÷åì 63d. Äåéñòâèòåëüíî, â ëþáîì ñëó÷àå ñëåâà êðèòè÷åñêèé ïóòü óïèðàåòñÿ â ïðåä-
øåñòâóþùóþ îïåðàöèþ, âûïîëíÿåìóþ íà ìàøèíå 1 èëè 2, ýòè îïåðàöèè íåâîçìîæíî
ñäâèíóòü íà áîëåå ðàííèé ñðîê. Ñïðàâà òàêæå âñ¼ îãðàíè÷èâàþò îïåðàöèè, ñäâèã êî-
òîðûõ óâåëè÷èâàåò äëèíó êðèòè÷åñêîãî ïóòè.

Îòìåòèì, ÷òî äîêàçàíà òîëüêî îáû÷íàÿ NP-òðóäíîñòü ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.
Íèæå ïðåäëîæåí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è, êîòîðûé ïðè ôèê-
ñèðîâàííîì ÷èñëå äåòàëåé ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûì. Áîëåå òîãî, íà îñíîâå
ýòîãî àëãîðèòìà ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà âïîëíå ïîëèíîìèàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèîííàÿ
ñõåìà [19]. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ íåóëó÷øàåìûì äëÿ ñëó-
÷àÿ ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà ðàáîò. Îäíàêî âîïðîñ î âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè çàäà÷è
â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà ðàáîò îñòà¼òñÿ îòêðûòûì.

2. Òî÷íûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è
Îïèøåì àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, èäåÿ êî-

òîðîãî ïðåäëîæåíà â [20] äëÿ çàäà÷è êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ ñ îãðàíè÷åííûìè
ðåñóðñàìè. Äàëåå ýòîò àëãîðèòì àäàïòèðîâàí äëÿ çàäà÷è ñ èäåíòè÷íûìè äåòàëÿìè
F |reentrant, pij = pi|Cmax.

Â îñíîâå àëãîðèòìà ëåæèò ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ çàäà÷è, â êîòîðîé êàæ-
äîé äåòàëè ñîïîñòàâëÿåòñÿ îñü â N -ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå è êàæäàÿ òî÷êà ïàðàëëå-
ëåïèïåäà [0, P ]N ñîîòâåòñòâóåò ïðîìåæóòî÷íîìó ñîñòîÿíèþ îáðàáîòêè äåòàëåé, ãäå

P =
n∑

i=1

pi � ñóììàðíàÿ äëèòåëüíîñòü îïåðàöèé îäíîé äåòàëè. Òåêóùåå ñîñòîÿíèå ïðî-

öåññà îáðàáîòêè äåòàëè j áóäåì çàäàâàòü âåëè÷èíîé xj. Çíà÷åíèå xj îïðåäåëÿåò, ñêîëü-
êî âðåìåíè, áåç ó÷¼òà ïðîñòîåâ, äåòàëü j óæå îáðàáàòûâàëàñü, è òðåáóåòñÿ åù¼ P − xj
åäèíèö âðåìåíè äëÿ çàâåðøåíèÿ îáðàáîòêè. Êàæäîå ðàñïèñàíèå îáðàáîòêè äåòàëåé
îòîáðàæàåòñÿ ëîìàíîé ëèíèåé ìåæäó òî÷êàìè 0 = (0, 0, . . . , 0), êîãäà íè îäíà äåòàëü
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íå íà÷àëà îáðàáîòêó, è S = (P, P, . . . , P ), êîãäà âñå äåòàëè îáðàáîòàíû. Ëþáîå çâå-
íî ëîìàíîé ïðîõîäèò ìåæäó òî÷êàìè (x1, x2, . . . , xN) è (x1 + τ1, x2 + τ2, . . . , xN + τN),
ãäå τi = 0 èëè τi = τ . Òàêîå çâåíî ñîîòâåòñòâóåò îäíîâðåìåííîé îáðàáîòêå â òå÷åíèå
âðåìåíè τ òåõ äåòàëåé, äëÿ êîòîðûõ τj = τ . Îñòàëüíûå äåòàëè â ýòîò ïåðèîä íå îáðà-
áàòûâàþòñÿ. Äëèíà ýòîãî ó÷àñòêà ëîìàíîé ïîëàãàåòñÿ ðàâíîé τ , à äëèíà ðàñïèñàíèÿ
ðàâíà ñóììå äëèí âñåõ çâåíüåâ ëîìàíîé.

Òàê êàê pi �öåëûå, ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå, â êîòîðîì âñå îïåðà-
öèè íà÷èíàþòñÿ è çàêàí÷èâàþòñÿ â öåëî÷èñëåííûå ìîìåíòû âðåìåíè è äëÿ êàæäî-
ãî öåëîãî t íà ïîëóèíòåðâàëå (t − 1, t] ìíîæåñòâî îáðàáàòûâàåìûõ äåòàëåé íå èçìå-
íÿåòñÿ. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òîëüêî òàêèå ðàñïèñàíèÿ, äëÿ êîòîðûõ ëî-
ìàíàÿ ìåíÿåò íàïðàâëåíèå òîëüêî â öåëî÷èñëåííûõ òî÷êàõ. Öåëî÷èñëåííûé âåêòîð
x = (x1, x2, . . . , xN) áóäåì íàçûâàòü ñîñòîÿíèåì îáðàáîòêè äåòàëåé. Ìíîæåñòâî âñåõ
ñîñòîÿíèé îáîçíà÷èì ÷åðåç X = {x = (x1, x2, . . . , xN) : xj ∈ {0, 1, . . . , P}}. Â òàêîé
ñèòóàöèè ëîìàíóþ ìîæíî ðàçáèòü íà ó÷àñòêè åäèíè÷íîé äëèíû. Êàæäûé èç íèõ ñî-
åäèíÿåò öåëî÷èñëåííûå òî÷êè è ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîäó èç ñîñòîÿíèÿ x â ñîñòîÿíèå
x + δ, ãäå δ = (δ1, δ2, . . . , δN), δj ∈ {0, 1}, j = 1, 2, . . . , N . Ïðîöåññ ïåðåõîäà ñîîòâåò-
ñòâóåò îäíîâðåìåííîìó âûïîëíåíèþ â åäèíè÷íîì âðåìåííîì èíòåðâàëå îïåðàöèé òåõ
äåòàëåé, äëÿ êîòîðûõ δj = 1.

Èäåÿ àëãîðèòìà îñíîâàíà íà ñõåìå äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è çàêëþ÷à-
åòñÿ â ïåðåáîðå âñåâîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé, à äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ ïî ðåêóððåíòíîé
ôîðìóëå âû÷èñëÿåòñÿ ëó÷øåå äîïóñòèìîå ÷àñòè÷íîå ðàñïèñàíèå.

Èìååòñÿ äâà òèïà îãðàíè÷åíèé, êîòîðûå íåîáõîäèìî ó÷åñòü. Ïåðâîå � ýòî íåïðå-
ðûâíîñòü âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé. Äëÿ ñîñòîÿíèÿ x âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

i−1∑
k=1

pk < xj <
i−1∑
k=1

pk + pi

îçíà÷àåò, ÷òî îïåðàöèÿ i äåòàëè j áûëà íà÷àòà è åù¼ íå çàâåðøèëàñü. Òîãäà, â ñèëó
íåïðåðûâíîñòè âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé, δj äîëæíî áûòü ðàâíî 1. Ïîýòîìó äëÿ òàêîãî x
ïåðåõîä x→ x+ δ, ó êîòîðîãî δj = 0, íåäîïóñòèì.

Âòîðîå � ýòî çàïðåò íà îäíîâðåìåííîå âûïîëíåíèå äâóõ îïåðàöèé íà îäíîé ìàøèíå.
Ñîñòîÿíèå x è åäèíè÷íûå êîìïîíåíòû ïåðåõîäà δ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò íàáîð îïå-
ðàöèé, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ â ñîñòîÿíèè âûïîëíåíèÿ. Åñëè õîòÿ áû îäíà ïàðà èç ýòîãî
íàáîðà âûïîëíÿåòñÿ íà îäíîé è òîé æå ìàøèíå, òî ïåðåõîä δ íåäîïóñòèì.

Ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ïåðåõîäîâ, ïðèâîäÿùèõ â ñîñòîÿíèå x ∈ X, îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç ∆x. Êàæäûé ïåðåõîä ñîîòâåòñòâóåò âûïîëíåíèþ íåêîòîðîãî íàáîðà îïåðàöèé â òå-
÷åíèå åäèíè÷íîãî èíòåðâàëà âðåìåíè. Íåîáõîäèìî íàéòè êðàò÷àéøóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü äîïóñòèìûõ ïåðåõîäîâ èç ñîñòîÿíèÿ 0 â ñîñòîÿíèå S.

Ïóñòü L(x)�íàèìåíüøåå ÷èñëî ïåðåõîäîâ èç ñîñòîÿíèÿ 0 â ñîñòîÿíèå x. Âûïèøåì
ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ïîèñêà êðàò÷àéøåãî ïóòè:

L(x) = min
δ∈∆x

{L(x− δ) + 1}, x ∈ X \ {0}.

Àëãîðèòì íà÷èíàåò ðàáîòó ñ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ 0 è â ïîðÿäêå ëåêñèêîãðàôè÷åñêî-
ãî âîçðàñòàíèÿ ïåðåáèðàåò âñå îòìå÷åííûå ñîñòîÿíèÿ x ∈ X, âû÷èñëÿÿ çíà÷åíèÿ L(x).
Ïðè ýòîì çàïîìèíàåò âåêòîð δ(x) ∈ ∆x, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì L(x). Âåëè-
÷èíà L(S) îïðåäåëÿåò îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è.

Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ðåøåíèÿ ïåðâîíà÷àëüíî ïîëàãàåì x = S è ðàññìàòðèâàåì ïåðå-
õîä δ(S). Âî âðåìåííîì èíòåðâàëå (L(S) −1, L(S)] âûïîëíÿþòñÿ îïåðàöèè òåõ äåòàëåé,
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äëÿ êîòîðûõ δj(S) = 1. Çàòåì ïåðåõîäèì â ñîñòîÿíèå x = S − δ(S). Âî âðåìåííîì èí-
òåðâàëå (L(S)−2, L(S)−1] âûïîëíÿþòñÿ îïåðàöèè òåõ äåòàëåé, äëÿ êîòîðûõ δj(x) = 1.
È òàê äàëåå, ïîêà íå äîéä¼ì äî ñîñòîÿíèÿ x = 0. Çíàÿ ìíîæåñòâà îïåðàöèé, âûïîëíÿ-
åìûõ â êàæäîì èç èíòåðâàëîâ (t− 1, t], t = 1, 2, . . . , L(S), îïðåäåëÿåì ìîìåíòû íà÷àëà
èõ âûïîëíåíèÿ.

Òðóäî¼ìêîñòü àëãîðèòìà ëèíåéíî çàâèñèò îò êîëè÷åñòâà ñîñòîÿíèé. Äëÿ ñîñòîÿ-
íèÿ x íóæíî âûáðàòü ìèíèìóì èç ∆x ÷èñåë. Âåðõíÿÿ îöåíêà òðóäî¼ìêîñòè ñîñòàâèò
O(2NPN) = O((2P )N). Äëÿ èäåíòè÷íûõ äåòàëåé ýòó îöåíêó ìîæíî óëó÷øèòü. Áåç îãðà-
íè÷åíèÿ îáùíîñòè äåòàëè çàïóñêàþòñÿ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ íîìåðîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî
â îïòèìàëüíîì ðàñïèñàíèè òàêîé æå ïîðÿäîê ñîõðàíèòñÿ ïðè âûïîëíåíèè ñîîòâåòñòâó-
þùèõ îïåðàöèé âñåõ äåòàëåé. Ïîýòîìó â ëþáîé ìîìåíò èìååò ìåñòî x1 > x2 > . . . > xN .
Ýòî ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü ÷èñëî ïåðåáèðàåìûõ ñîñòîÿíèé. Â ñëó÷àå N < P
âåðõíÿÿ îöåíêà ìîæåò áûòü óìåíüøåíà äî O((2P )N/N !).

Âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ýêñïîíåíöèàëüíî çàâèñèò îò êîëè÷åñòâà äåòà-
ëåé N . ×èñëî ìàøèí M íå âëèÿåò íà òðóäî¼ìêîñòü, òàê êàê â àëãîðèòìå äëÿ êàæäîé
ïàðû îïåðàöèé äåëàåòñÿ ïðîñòàÿ ïðîâåðêà, îáðàáàòûâàþòñÿ ýòè îïåðàöèè íà îäíîé
ìàøèíå èëè íåò. Åñëè ÷èñëî äåòàëåé ôèêñèðîâàòü, òî ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ñòàíî-
âèòñÿ ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûì. Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2. Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè îáùåãî âðåìåíè îáðàáîòêè ïàðòèè èäåíòè÷íûõ
äåòàëåé ïðè óñëîâèè, ÷òî êîëè÷åñòâî îáðàáàòûâàåìûõ äåòàëåé îãðàíè÷åíî êîíñòàíòîé,
ðàçðåøèìà çà ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Îòìåòèì, ÷òî ýòîò âûâîä ìîæåò áûòü òàêæå ïîëó÷åí èç [21] íà îñíîâå ïñåâäîïî-
ëèíîìèàëüíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è J |N = const |Cmax. Ïðè N = 2 çàäà÷à ïîëèíîìè-
àëüíî ðàçðåøèìà. Óæå ïðè N = 3 ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ NP-òðóäíîé â
îáû÷íîì ñìûñëå, ÷òî ïîêàçàíî âûøå.

Â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ NP -òðóäíîñòü â çàâèñèìîñòè îò äëèòåëüíîñòåé íå ÿâëÿåòñÿ
êðèòè÷åñêîé, òàê êàê òðóäíî ïðåäñòàâèòü ñèòóàöèþ î÷åíü äëèííûõ òåõíîëîãè÷åñêèõ
ìàðøðóòîâ ïðè îáðàáîòêå äåòàëè. À âîò êîëè÷åñòâî äåòàëåé ìîæåò ìåíÿòüñÿ è ñîñòàâ-
ëÿòü íåñêîëüêî ñîòåí, à âîçìîæíî, è òûñÿ÷è [17]. Ïîýòîìó âàæíî èññëåäîâàíèå âû÷èñ-
ëèòåëüíîé ñëîæíîñòè çàäà÷è â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà N . Äëÿ çàäà÷è ñ èäåíòè÷íû-
ìè äåòàëÿìè äëèíà âõîäà ïî ýòîìó ïàðàìåòðó ñîñòàâëÿåò O(log2N). Òî åñòü ïîëèíî-
ìèàëüíîñòü ïî ýòîìó ïàðàìåòðó ïðåäïîëàãàåò íàëè÷èå ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà îò
âåëè÷èíû O(log2N). Êàê âàðèàíò, òðóäî¼ìêîñòü àëãîðèòìà ìîæåò íå çàâèñåòü îò N .
Â ñëåäóþùåì ïóíêòå èññëåäóåì âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ïðè ìèíèìèçàöèè Cmax

öèêëè÷åñêèõ ðàñïèñàíèé. Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ðàñïèñàíèé ñ ìèíèìàëüíûì âðåìåíåì
öèêëà ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì è åãî òðóäî¼ìêîñòü íå çàâèñèò îò N .

3. Èñïîëüçîâàíèå öèêëè÷åñêèõ ðàñïèñàíèé
ïðè ìèíèìèçàöèè îáùåãî âðåìåíè

Ðàñïèñàíèå íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêèì, åñëè âûïîëíåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàöèé
ëþáûõ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíî îáðàáàòûâàåìûõ äåòàëåé ïðîèñõîäèò ÷åðåç ïðîìåæóòîê
âðåìåíè C, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ äëèíîé öèêëà. Ìèíèìàëüíî âîçìîæíàÿ äëèíà öèêëà
ðàâíà ñóììàðíîé äëèòåëüíîñòè îïåðàöèé îäíîé äåòàëè íà ñàìîé çàãðóæåííîé ìàøèíå.
Öèêë íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè âíóòðè íåãî âûïîëíÿþòñÿ âñå îïåðàöèè {1, 2, . . . , n},
âîçìîæíî, ðàçíûõ äåòàëåé. Öèêëè÷åñêèå ðàñïèñàíèÿ îáåñïå÷èâàþò ðèòìè÷íîñòü ïðî-
èçâîäñòâà, ðàâíîìåðíûé âûõîä ïðîäóêöèè, áîëåå óäîáíóþ ëîãèñòèêó. Ïðè ìèíèìàëü-
íîì âðåìåíè öèêëà C è ðîñòå ÷èñëà èäåíòè÷íûõ äåòàëåé ýôôåêòèâíîñòü ïðîèçâîäñòâà
âîçðàñòàåò è åãî ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ñòðåìèòñÿ ê ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé. Áîëåå òîãî,



106 À.À. Ðîìàíîâà, Â. Â. Ñåðâàõ, Â.Þ. Òàâ÷åíêî

öèêëè÷åñêîå ðàñïèñàíèå ñ ìèíèìàëüíûì âðåìåíåì öèêëà ìîæåò áûòü íàéäåíî çà ïî-
ëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò èäåÿ èñïîëüçîâàíèÿ ìàëîòðó-
äî¼ìêîãî àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ öèêëè÷åñêèõ ðàñïèñàíèé äëÿ ðåøåíèÿ NP -òðóäíîé
çàäà÷è ìèíèìèçàöèè îáùåãî âðåìåíè âûïîëíåíèÿ çàêàçà. Íà îñíîâå òàêèõ ðàñïèñàíèé
â [16] ïîñòðîåí àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûé àëãîðèòì äëÿ êðèòåðèÿ Cmax. Íåäîñòàòêîì
ýòîãî àëãîðèòìà è öèêëè÷åñêèõ ðàñïèñàíèé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ çàãðóçêà
îáîðóäîâàíèÿ äîñòèãàåòñÿ òîëüêî â ïîëíîì öèêëå. Ïðè çàïóñêå ïàðòèè äåòàëåé è å¼
çàâåðøåíèè ôîðìèðóþòñÿ íåïîëíûå öèêëû è ïðîèñõîäèò ïðîñòîé îáîðóäîâàíèÿ. Äëÿ
ñëîæíîãî òåõíîëîãè÷åñêîãî ìàðøðóòà îáðàáîòêè äåòàëè òàêèå ïðîñòîè ìîãóò áûòü
äîâîëüíî çíà÷èòåëüíûìè. Ïðè áîëüøèõ ðàçìåðàõ ïàðòèè (áîëåå íåñêîëüêèõ òûñÿ÷)
îíè íå òàê ÷óâñòâèòåëüíû, òàê êàê èõ äîëÿ ïðè ðîñòå N ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Íî êîãäà
òðåáóåòñÿ îáðàáîòàòü íåñêîëüêî äåñÿòêîâ èëè ñîòåí ñëîæíûõ äåòàëåé, òî âðåìåííûå
ïîòåðè ìîãóò ñîñòàâëÿòü ñóùåñòâåííóþ ÷àñòü îáùåãî âðåìåíè îáðàáîòêè. Â ýòîì ñëó-
÷àå àñèìïòîòèêà åù¼ íå äàåò ýôôåêòà, à îïèñàííûé âûøå ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûé
àëãîðèòì óæå íå ðàáîòàåò èç-çà âûñîêîé òðóäî¼ìêîñòè. Ïðèâåä¼ì íåáîëüøîé ïðèìåð: O1 O2 O3 O4 O5 O6 . . . O2k−1 O2k O2k+1

M0 M1 M0 M2 M0 M3 . . . M0 Mk M0

1 p1 1 p2 1 p3 . . . 1 pk 1

 .

Çäåñü p =
k∑

i=1

pi ⩽ 1. Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå äëèíû öèêëà îïðåäåëÿåòñÿ çàãðóçêîé ìà-

øèíû M0 è ðàâíî C∗ = k + 1. Íî ïîëíûå öèêëû, â êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ âåñü íàáîð
îïåðàöèé, íà÷èíàþòñÿ òîëüêî ñ (k+1)-é äåòàëè. Âûïîëíèâ ïåðâóþ è âòîðóþ îïåðàöèþ
ïåðâîé äåòàëè, ìû íå ìîæåò âûïîëíÿòü òðåòüþ îïåðàöèþ íà ìàøèíåM0, õîòÿ îíà ñâî-
áîäíà. Æä¼ì k åäèíèö âðåìåíè è òîëüêî òîãäà çàïóñêàåì âòîðóþ äåòàëü. Òîëüêî êîãäà
äëÿ ïåðâûõ k äåòàëåé áóäóò çàâåðøåíû îïåðàöèè O1, íà÷í¼ò âûïîëíåíèå îïåðàöèÿ O3

ïåðâîé äåòàëè. Äàëåå çàãðóçêà ìàøèíû M0 áóäåò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé. Íî â èòî-
ãå ñàìàÿ äåôèöèòíàÿ ìàøèíà â íà÷àëüíîé ñòàäèè ïðîöåññà, êàê è â çàêëþ÷èòåëüíîé
ñòàäèè, ïðîñòàèâàåò â îáùåé ñëîæíîñòè k2 åäèíèö âðåìåíè. Òàêèì îáðàçîì, ãëàâíûì
íåäîñòàòêîì öèêëè÷åñêèõ ðàñïèñàíèé ÿâëÿþòñÿ ïîòåðè, ñâÿçàííûå ñ çàïóñêîì è çà-
âåðøåíèåì âñåé ïàðòèè äåòàëåé.

Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò æåëàíèå óïëîòíèòü íåïîëíûå öèêëû. Â ðàññìîòðåííîì ïðè-
ìåðå ñæàòèå öèêëè÷åñêîãî ðàñïèñàíèÿ äåéñòâèòåëüíî äà¼ò ýôôåêò è ïðèâîäèò ê îï-
òèìàëüíîìó çíà÷åíèþ Cmax. Äàëåå îïèñàí àëãîðèòì 1 óïëîòíåíèÿ öèêëè÷åñêîãî ðàñ-
ïèñàíèÿ.

Àëãîðèòì 1 ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì. Òàê êàê àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ðàñïèñàíèÿ
ñ ìèíèìàëüíîé äëèíîé öèêëà òàêæå ïîëèíîìèàëåí, òî ïîëó÷èòü òàêèì îáðàçîì îïòè-
ìóì ñ êðèòåðèåì Cmax íåâîçìîæíî, ýòî ïðîòèâîðå÷èëî áû òåîðåìå 1. Áîëåå òîãî, åñëè
ðàññìîòðåòü âñ¼ ìíîæåñòâî ðàñïèñàíèé ñ ìèíèìàëüíûì âðåìåíåì öèêëà è êàæäîå èç
íèõ óïëîòíèòü, òî íè îäíî èç ýòèõ ðàñïèñàíèé ìîæåò íå äàòü îïòèìóìà. Ïðèìåð î÷åíü
ïðîñòîé:  O1 O2 O3 O4

M1 M2 M3 M1

1 1 1 1

 .

Ìèíèìàëüíàÿ äëèíà öèêëà C = 2. Ïðè N ⩾ 4 ëþáîå öèêëè÷åñêîå ðàñïèñàíèå (ñ ó÷¼òîì
âîçìîæíîãî ñæàòèÿ) èìååò äëèíó 2N +2. À îïòèìóì äîñòèãàåòñÿ íà ðàñïèñàíèè ðèñ. 6
è èìååò äëèíó 2N . Ïðè N = 4 îòêëîíåíèå îò îïòèìóìà� â 1,25 ðàçà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
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Àëãîðèòì 1. Óïëîòíåíèå öèêëè÷åñêîãî ðàñïèñàíèÿ
1: Ñòðîèì öèêëè÷åñêîå ðàñïèñàíèå ñ ìèíèìàëüíûì âðåìåíåì öèêëà.
2: Âûäåëÿåì ïåðâûé öèêë ñ ïîëíûì íàáîðîì îïåðàöèé.
3: Îïåðàöèè, âõîäÿùèå â ýòîò è ïðåäøåñòâóþùèå öèêëû, óïîðÿäî÷èâàåì ïî íåâîç-
ðàñòàíèþ âðåìåíè îêîí÷àíèÿ.

4: Ïðîñìàòðèâàåì ñïèñîê ñ êîíöà: êàæäóþ îïåðàöèþ ñäâèãàåì êàê ìîæíî ïîçäíåå,
ïîêà íå íàðóøèòñÿ îòíîøåíèå ïðåäøåñòâîâàíèÿ èëè äâå îïåðàöèè íå ïîñòóïÿò íà
îäíó ìàøèíó. Ïîëó÷èì ïëîòíîå ðàñïèñàíèå, êîãäà íè îäíà èç îïåðàöèé íå ìîæåò
áûòü ñäâèíóòà íà áîëåå ïîçäíèé ñðîê.

5: Àíàëîãè÷íî ïðè çàâåðøåíèè çàêàçà. Áåð¼ì ïîñëåäíèé öèêë ñ ïîëíûì íàáîðîì îïå-
ðàöèé. Îïåðàöèè ýòîãî è âñåõ ïîñëåäóþùèõ öèêëîâ óïîðÿäî÷èâàåì ïî âîçðàñòàíèþ
ìîìåíòîâ èõ íà÷àëà.

6: Ïðîñìàòðèâàåì ñïèñîê ñ íà÷àëà, êàæäóþ îïåðàöèþ ñäâèãàåì êàê ìîæíî ðàíüøå, äî
ïåðâîãî íàðóøåíèÿ îòíîøåíèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ èëè ïîñòóïëåíèÿ äâóõ îïåðàöèé
íà îäíó ìàøèíó. Ïîëó÷èì ïëîòíîå ðàñïèñàíèå, êîãäà íè îäíà îïåðàöèÿ íå ìîæåò
áûòü ñäâèíóòà íà áîëåå ðàííèé ñðîê.

äëÿ êðèòåðèÿ ìèíèìèçàöèè îáùåãî âðåìåíè îáðàáîòêè äåòàëåé â êëàññå öèêëè÷åñêèõ
ðàñïèñàíèé íåëüçÿ ãàðàíòèðîâàòü ðåøåíèå ñ îöåíêîé òî÷íîñòè ëó÷øå ÷åì 1,25.

Ðèñ. 6. Îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå

Åñëè èññëåäîâàòü âîïðîñ î ïðèáëèæåíèè, òî çíà÷åíèå Cmax ìîæíî îöåíèòü ñâåð-
õó âåëè÷èíîé CN + C(n − 1), òàê êàê êîëè÷åñòâî íåïîëíûõ öèêëîâ íå ïðåâîñõîäèò
2C(n − 1), à ïîëíûõ öèêëîâ áóäåò (N − n + 1). Ýòà îöåíêà ìîæåò áûòü óëó÷øåíà äî
çíà÷åíèÿ CN + C(k − 1), ãäå k�êîëè÷åñòâî îáðàáàòûâàåìûõ äåòàëåé â îäíîì öèêëå.
Ëîãè÷íî áûëî áû ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ÷åì ìåíüøå äåòàëåé çàäåéñòâîâàíî â öèêëå, òåì
ëó÷øå äîëæíî áûòü ðàñïèñàíèå ïîñëå óïëîòíåíèÿ. Ýòî õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ ïðåæ-
íèìè ðåçóëüòàòàìè èç [22], ãäå äîêàçàíà ïñåâäîïîëèíîìèàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è
ìèíèìèçàöèè ÷èñëà äåòàëåé ïðè óñëîâèè îïòèìàëüíîé äëèíû öèêëà. Îäíàêî óäàëîñü
ïîñòðîèòü ïðèìåð, êîãäà ýòî íå òàê.

Ïóñòü â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå äëèòåëüíîñòè îïåðàöèé ðàâíû 2, 3, 3 è 2 åäèíèöû
ñîîòâåòñòâåííî. Íà ïåðâîé ÷àñòè ðèñ. 7 ïðèâåäåíî öèêëè÷åñêîå ðàñïèñàíèå äëÿ N = 5
ñ ìèíèìàëüíî âîçìîæíûì ÷èñëîì äåòàëåé â öèêëå, ðàâíûì òð¼ì. Öèêëû îòäåëåíû âåð-
òèêàëüíûìè ëèíèÿìè. Äâà ïåðâûõ è äâà ïîñëåäíèõ öèêëà íåïîëíûå. Íà âòîðîé ÷àñòè
ðèñ. 7 îòîáðàæåíî ðàñïèñàíèå ïîñëå óïëîòíåíèÿ. Åãî äëèíà ðàâíà 25. Íà ðèñ. 8 ïðèâå-
äåíî ðàñïèñàíèå, êîãäà â öèêëå ìèíèìàëüíîé äëèíû îáðàáàòûâàþòñÿ ÷åòûðå äåòàëè.
Ïîñëå åãî óïëîòíåíèÿ äëèíà ðàñïèñàíèÿ ðàâíà 21. Òåì ñàìûì ÷èñëî äåòàëåé â öèêëå
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íå ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿþùèì äëÿ ïîèñêà ëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ â êëàññå öèêëè÷åñêèõ
ðàñïèñàíèé.

Ðèñ. 7. Ðàñïèñàíèå äëÿ òð¼õ äåòàëåé â öèêëå

Ðèñ. 8. Ðàñïèñàíèå äëÿ ÷åòûð¼õ äåòàëåé â öèêëå

Ïîêà íåïîíÿòíî, êàêîå öèêëè÷åñêîå ðàñïèñàíèå ïðèâåä¼ò ê ñàìîé ïëîòíîé óïàêîâ-
êå. Íî, êàê ñêàçàíî ðàíåå, â êëàññå àëãîðèòìîâ, âêëþ÷àþùèõ ïîñòðîåíèå öèêëè÷åñêîãî
ðàñïèñàíèÿ ñ äàëüíåéøèì óïëîòíåíèåì, äîñòèæåíèå îïòèìóìà íå ãàðàíòèðîâàíî. Ýòî
êîñâåííî ãîâîðèò î òîì, ÷òî íåâîçìîæíî ïîñòðîèòü àëãîðèòì ìèíèìèçàöèè Cmax, òðó-
äî¼ìêîñòü êîòîðîãî íå çàâèñèò îò ÷èñëà äåòàëåé.

Öèêëè÷åñêèå ðàñïèñàíèÿ ìîãóò ñóùåñòâåííî ïîìî÷ü, êîãäà êîëè÷åñòâî äåòàëåé,
îäíîâðåìåííî íàõîäÿùèõñÿ â îáðàáîòêå, îãðàíè÷åíî íåêîòîðîé âåëè÷èíîé [23]. Ïðèâå-
ä¼ííûé â íà÷àëå ïóíêòà ïðèìåð ñ (2k + 1) äåòàëÿìè îñîáåííî âàæåí â ñëó÷àå, êîãäà
÷èñëî äåòàëåé, îäíîâðåìåííî íàõîäÿùèõñÿ â îáðàáîòêå, îãðàíè÷åíî íåêîòîðîé âåëè÷è-
íîé H. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ íàèáîëüøåé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ëèíèè íåîáõîäèìî çàïóñêàòü
â ïðîèçâîäñòâî ñðàçó k+1 äåòàëåé, è ýòà âåëè÷èíà ìîæåò ñóùåñòâåííî ïðåâîñõîäèòüH.
Ïðèìåð öèêëè÷åñêîãî ðàñïèñàíèÿ äëÿ äåòàëè ñ øåñòüþ îïåðàöèÿìè ïðè H = 2 ïðèâå-
ä¼í íà ðèñ. 9. Îïåðàöèè O1, O3, O5 âûïîëíÿþòñÿ íà ïåðâîé ìàøèíå, à O2, O4, O6 �íà
âòîðîé. Ìèíèìàëüíî âîçìîæíàÿ äëèíà öèêëà ðàâíà ñóììàðíîé äëèòåëüíîñòè îïåðà-
öèé îäíîé äåòàëè íà ñàìîé çàãðóæåííîé ìàøèíå.
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Ðèñ. 9. Ôðàãìåíò öèêëè÷åñêîãî ðàñïèñàíèÿ

Òåîðåìà 3. Ïðè H = 2 öèêëè÷åñêîå ðàñïèñàíèå ñ ìèíèìàëüíûì âðåìåíåì öèêëà
ïîñëå óïëîòíåíèÿ äà¼ò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå äëÿ êðèòåðèÿ Cmax.

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà òîì, ÷òî ïðè H = 2 îïåðàöèè, íå âîøåäøèå â îñíîâ-
íîé öèêë, óäà¼òñÿ óïëîòíèòü, è ïðè ýòîì äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ îöåíêà îïòèìàëüíîãî
âðåìåíè îáðàáîòêè ïàðòèè äåòàëåé. Ïðè H = 2 çàäà÷à ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà.

Ñëåäñòâèå 1. Çàäà÷à F |reentrant, pij=pi, H=2|Cmax ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà.

Ïðè H = 3 îïåðàöèè, íå âîøåäøèå â ïîëíûé öèêë, íå âñåãäà óäà¼òñÿ óïëîòíèòü äî
ñîñòîÿíèÿ, êîãäà áóäåò äîñòèãíóòà íèæíÿÿ îöåíêà. Êðîìå òîãî, âîïðîñ î âû÷èñëèòåëü-
íîé ñëîæíîñòè çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî öèêëè÷åñêîãî ðàñïèñàíèÿ äëÿ H = 3
äî ñèõ ïîð îñòà¼òñÿ îòêðûòûì.

Çàêëþ÷åíèå
Èññëåäóåòñÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü çàäà÷è ìèíèìèçàöèè îáùåãî âðåìåíè îá-

ðàáîòêè èäåíòè÷íûõ äåòàëåé ñî ñëîæíûì òåõíîëîãè÷åñêèì ìàðøðóòîì, êîãäà âîç-
ìîæíî íåîäíîêðàòíîå ïîñòóïëåíèå äåòàëåé íà íåêîòîðûå ìàøèíû. Äîêàçàíî, ÷òî çà-
äà÷à F |reentrant, pij = pi|Cmax ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé â îáû÷íîì ñìûñëå. Ïðåäëîæåí
àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ïðè ôèêñèðîâàííîì ÷èñëå äåòàëåé N
àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûì è íà åãî îñíîâå ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà
âïîëíå ïîëèíîìèàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèîííàÿ ñõåìà. Åñëè çàôèêñèðîâàòü òåõíîëîãè-
÷åñêèé ìàðøðóò è äëèòåëüíîñòè îïåðàöèé, òî â çàäà÷å îñòà¼òñÿ åäèíñòâåííûé ïàðà-
ìåòð � ÷èñëî äåòàëåé N , è äëèíà âõîäà ñîñòàâèò O(log2N). Òàêàÿ ñèòóàöèÿ áîëåå õà-
ðàêòåðíà äëÿ ðåàëüíîãî ïðîèçâîäñòâà. Â ýòîì ñëó÷àå âîïðîñ î âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæ-
íîñòè îñòà¼òñÿ îòêðûòûì. Èññëåäóåòñÿ âçàèìîñâÿçü äàííîé çàäà÷è ñ çàäà÷åé ïîñòðîå-
íèÿ öèêëè÷åñêèõ ðàñïèñàíèé ñ ìèíèìàëüíûì âðåìåíåì öèêëà, êîòîðàÿ ïîëèíîìèàëüíî
ðàçðåøèìà. Ïîñòðîåíû îöåíêè âîçìîæíîãî îòêëîíåíèÿ ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî â êëàññå
öèêëè÷åñêèõ ðàñïèñàíèé, îò îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ äëÿ êðèòåðèÿ Cmax.
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