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Ðàññìàòðèâàåòñÿ NP-òðóäíàÿ îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à êîððåëÿöèîííîé êëàñòå-
ðèçàöèè äëÿ íåîðèåíòèðîâàííûõ è íåâçâåøåííûõ çíàêîâûõ ãðàôîâ áåç êðàòíûõ
ð¼áåð è ïåòåëü, ãäå ôóíêöèîíàë îøèáêè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíóþ êîìáèíà-
öèþ ìåæêëàñòåðíîé è âíóòðèêëàñòåðíîé îøèáîê. Ïðåäëîæåí ñèñòåìíûé ïîäõîä
ïîñòðîåíèÿ è àíàëèçà àëãîðèòìîâ, îñíîâàííûõ íà ñòðóêòóðå ãðàôà, äëÿ ðåøåíèÿ
ýòîé çàäà÷è. Ïîäõîä ïðåäñòàâëåí â âèäå îáùåé ñõåìû, ñîñòîÿùåé èç øåñòè âçàèìî-
ñâÿçàííûõ áëîêîâ, îòðàæàþùèõ îñíîâíûå ýòàïû ðåøåíèÿ çàäà÷è êîððåëÿöèîííîé
êëàñòåðèçàöèè. Ñ èñïîëüçîâàíèåì äàííîé ñõåìû ïðîàíàëèçèðîâàíû øåñòü ñóùå-
ñòâóþùèõ àëãîðèòìîâ. Ñîãëàñíî îáùåé ñõåìå ïîñòðîåí íîâûé àëãîðèòì CarVeR,
êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèåé àëãîðèòìà SGClustα ñ ïîìîùüþ ïîòåíöèàëü-
íûõ ôóíêöèé. Òîïîëîãèÿ îáùåé ñõåìû îòêðûâàåò âîçìîæíîñòè äëÿ àíàëèçà è
äîêàçàòåëüñòâà âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ, ÷òî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî
â òåîðåìå î âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè àëãîðèòìà CarVeR. Ïðåäñòàâëåíû âû÷èñ-
ëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû íà ñèíòåòè÷åñêèõ äàííûõ äëÿ ñðàâíåíèÿ ïÿòè àëãîðèò-
ìîâ. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ïîêàçàëè êîíêóðåíòíóþ ñïîñîáíîñòü àëãîðèòìà
CarVeR êàê ïî âðåìåíè âûïîëíåíèÿ, òàê è ïî ìèíèìèçàöèè çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíà-
ëà îøèáêè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: çíàêîâûé ãðàô, êîððåëÿöèîííàÿ êëàñòåðèçàöèÿ, ñèñòåìàòè-
çàöèÿ àëãîðèòìîâ, ïîòåíöèàëüíûå ôóíêöèè.

APPROACH TO ANALYSIS AND CONSTRUCTION OF ALGORITHMS
FOR SOLVING ONE CLUSTERING PROBLEM ON SIGNED GRAPHS
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We consider the NP-hard correlation clustering problem for undirected and unweighted
signed graphs without multiple edges and loops, where the error functional is a linear
combination of intercluster and intracluster errors. In this paper, we propose a sys-
tematic approach for constructing and analyzing graph structure based algorithms to
solve this problem. The approach is presented in the form of a general scheme con-
sisting of six interrelated blocks reflecting the main stages of solving the correlation
clustering problem. Six existing algorithms have been analyzed using this scheme. Ac-
cording to the general scheme, a new algorithm CarVeR has been constructed, which
is a modification of the SGClustα algorithm using potential functions. The topology
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of the general scheme opens up the possibility of analyzing and proving the compu-
tational complexity of the algorithms, which is demonstrated in the computational
complexity theorem of the CarVeR algorithm. This paper presents computational ex-
periments on synthetic data to compare five algorithms. The experimental results
show the competitive ability of the CarVeR algorithm both in terms of execution time
and minimization of the value of the error functional.

Keywords: signed graph, correlation clustering, algorithm systematization, potential
functions.

Ââåäåíèå
Íà ïðîòÿæåíèè äåñÿòèëåòèé èññëåäîâàòåëè àêòèâíî èçó÷àþò çàäà÷ó êîððåëÿöèîí-

íîé êëàñòåðèçàöèè è ïðåäëàãàþò ðàçëè÷íûå ìåòîäû åå ðåøåíèÿ. Â çàïàäíîé ëèòåðà-
òóðå äàííàÿ çàäà÷à íîñèò íàçâàíèå Correlation Clustering problem. Èñòîðè÷åñêèé îáçîð
ïî äàííîé ïðîáëåìå ïðèâåä¼í â [1], à äîñòàòî÷íî ïîäðîáíûé îáçîð ñóùåñòâóþùèõ ìå-
òîäîâ ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëåí â [2].

Àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷è êîððåëÿöèîííîé êëàñòåðèçàöèè ìîæíî óñëîâíî ðàçäå-
ëèòü íà òðè ãðóïïû [2]. Ïåðâàÿ ãðóïïà àëãîðèòìîâ ó÷èòûâàåò ñòðóêòóðó ãðàôà [2, 3].
Äëÿ âòîðîé ãðóïïû õàðàêòåðíî ïðåäñòàâëåíèå çàäà÷è êîððåëÿöèîííîé êëàñòåðèçàöèè
êàê çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (íàïðèìåð, ëèíåéíîãî, öåëî÷èñëåííî-
ãî ëèíåéíîãî, ïîëóîïðåäåë¼ííîãî è äð.) è èñïîëüçîâàíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåòîäîâ è
àëãîðèòìîâ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è [2, 4�8]. Òðåòüÿ ãðóïïà îñíîâàíà íà ðàçëè÷íûõ ìàò-
ðè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ ãðàôà, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü â àëãîðèòìàõ àïïàðàò ìàò-
ðè÷íîé àëãåáðû [2, 9]. Äàëåå âíèìàíèå àêöåíòèðîâàíî íà ïåðâîé ãðóïïå àëãîðèòìîâ.

Ñòðóêòóðà ðàáîòû ñëåäóþùàÿ. Â ï. 1 ïðèâåäåíû íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî
èçëîæåíèÿ îïðåäåëåíèÿ è ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è êîððåëÿöèîííîé êëàñòåðèçàöèè çíà-
êîâûõ ãðàôîâ. Â ï. 2 èññëåäîâàíû ïîïóëÿðíûå àëãîðèòìû å¼ ðåøåíèÿ, îñíîâàííûå íà
ñòðóêòóðå ãðàôà, è ïðåäëîæåíà îáùàÿ ñõåìà ïîñòðîåíèÿ è àíàëèçà òàêèõ àëãîðèòìîâ.
Â ï. 3 èññëåäóåòñÿ íîâûé àëãîðèòì CaRVeR. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåí-
òîâ ïî ñðàâíåíèþ àëãîðèòìà CaRVeR ñ íåêîòîðûìè èçâåñòíûìè àëãîðèòìàìè ïðåäñòàâ-
ëåíû â ï. 4.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
1.1. Ç í à ê î â û é ã ð à ô

Â ðàáîòå èññëåäóþòñÿ çíàêîâûå ãðàôû âèäà Σ = (G, σ), ãäå G = (V,E) ÿâëÿåòñÿ
íåîðèåíòèðîâàííûì íåâçâåøåííûì ãðàôîì áåç êðàòíûõ ð¼áåð è ïåòåëü ñ ìíîæåñòâîì
âåðøèí V , |V | = n ⩾ 2, è ìíîæåñòâîì ð¼áåð E, |E| = m ⩾ 1. Â ãðàôå G êàæäîå ðåáðî
îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåóïîðÿäî÷åííîé ïàðîé e = (u, v), ãäå e ∈ E, u, v ∈ V .
Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ðåáðî e èíöèäåíòíî âåðøèíàì u è v, à âåðøèíû u è v
ñìåæíû. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âåðøèí, ñìåæíûõ ñ v, êàê Γ(v) = {u : (v, u) ∈ E}.
Ïîä ñòåïåíüþ âåðøèíû v ïîíèìàåòñÿ ÷èñëî ð¼áåð, èíöèäåíòíûõ åé. Î÷åâèäíî, ÷òî
δ(v) = |Γ(v)|; ñòåïåíüþ ãðàôà áóäåì ñ÷èòàòü ∆ = max

v∈V
δ(v). Íà ð¼áðàõ (u, v) ∈ E

ãðàôà G çàäàíà ôóíêöèÿ çíàêà σ : E → {+,−}, êîòîðàÿ ïîðîæäàåò ðàçáèåíèå ìíîæå-
ñòâà ð¼áåð ãðàôà E = E+∪E−, ãäå E+ �ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ, E− �ìíîæåñòâî
îòðèöàòåëüíûõ ð¼áåð. Äëÿ ðåáðà e = (u, v) ôóíêöèÿ çíàêà ïðåäñòàâèìà â âèäå

σ(u, v) = sign
([

(u, v) ∈ E+
]
−
[
(u, v) ∈ E−]),

ãäå [·]� ñêîáêè Àéâåðñîíà [10].
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Çíàêîâûé ãðàô íàçûâàåòñÿ k-ñáàëàíñèðîâàííûì, åñëè ìíîæåñòâî åãî âåðøèí ìîæ-
íî ðàçáèòü íà k ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ òàê, ÷òî âñå ïîëî-
æèòåëüíûå ð¼áðà íàõîäÿòñÿ âíóòðè, à îòðèöàòåëüíûå�ìåæäó ïîäìíîæåñòâàìè [11].

1.2. Ç à ä à ÷ à ê î ð ð å ë ÿ ö è î í í î é ê ë à ñ ò å ð è ç à ö è è

Îáîçíà÷èì ñèñòåìó ìíîæåñòâ, îáðàçóþùèõ ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà âåðøèí V íà k
ïîäìíîæåñòâ, êàê

C =
{
Ci ⊆ V :

k⋃
i=1

Ci = V, Ci ∩ Cj = ∅, i ̸= j; i = 1, . . . , k

}
. (1)

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî çíàêîâîãî ãðàôà ñâîéñòâî k-ñáàëàíñèðîâàííîñòè ìî-
æåò íå âûïîëíÿòüñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå èíòåðåñåí ïîèñê òàêîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà âåð-
øèí ãðàôà, äëÿ êîòîðîãî ÷èñëî îòðèöàòåëüíûõ ð¼áåð âíóòðè ïîäìíîæåñòâ è ÷èñëî
ïîëîæèòåëüíûõ ð¼áåð ìåæäó ïîäìíîæåñòâàìè áóäóò ìèíèìàëüíû. Äàííàÿ çàäà÷à ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ êàê çàäà÷à êëàñòåðèçàöèè ãðàôà ñî ñïåöèàëüíûì âèäîì ôóíêöèîíàëà
îøèáêè. Ýëåìåíòû ðàçáèåíèÿ Ci ∈ C áóäåì íàçûâàòü êëàñòåðàìè.

Ïîä ïîëîæèòåëüíîé îøèáêîé P (C) ðàçáèåíèÿ (1) áóäåì ïîíèìàòü ÷èñëî ïîëîæè-
òåëüíûõ ð¼áåð ìåæäó ïîäìíîæåñòâàìè C1, . . . , Ck. Çàìåòèì, ÷òî P (C)� ýòî ìåæêëà-
ñòåðíàÿ îøèáêà, âû÷èñëÿåìàÿ ïî ôîðìóëå

P (C) =
k∑

i=1

∑
u∈Ci

∑
v∈V \Ci

[(u, v) ∈ E+] . (2)

Ïîä îòðèöàòåëüíîé îøèáêîé N(C) áóäåì ïîíèìàòü ÷èñëî îòðèöàòåëüíûõ ð¼áåð
âíóòðè ïîäìíîæåñòâ äëÿ ðàçáèåíèÿ (1). Îòðèöàòåëüíàÿ îøèáêà � ýòî âíóòðèêëàñòåð-
íàÿ îøèáêà, âû÷èñëÿåìàÿ ïî ôîðìóëå

N(C) =
k∑

i=1

∑
{u,v}⊆Ci

[(u, v) ∈ E−] . (3)

Â [12] àâòîðû ïðåäëàãàþò ïðåäñòàâëÿòü ñóììàðíóþ îøèáêó â âèäå âûïóêëîé êîìáè-
íàöèè ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé îøèáîê, çàâèñÿùåé îò ïàðàìåòðà α ∈ [0, 1]:

Qα(C) = αN(C) + (1− α)P (C). (4)

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèîíàë îøèáêè (4) âñåãäà óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

0 ⩽ Qα(C) ⩽ α|E−|+ (1− α)|E+|.

Çàäà÷ó êëàñòåðèçàöèè çíàêîâîãî ãðàôà áóäåì ðàññìàòðèâàòü â ñëåäóþùåé ïîñòà-
íîâêå [13, 14].

Correlation Clustering problem (çàäà÷à ÑÑ)
Óñëîâèå: çàäàí çíàêîâûé ãðàô Σ = (G, σ), ãäå G = (V,E)�íåîðèåíòèðîâàí-

íûé ãðàô; n = |V | ⩾ 2; m = |E| ⩾ 1.
Âîïðîñ: äëÿ çàäàííîãî α ∈ [0, 1] òðåáóåòñÿ íàéòè ðàçáèåíèå C ìíîæåñòâà âåð-

øèí V çíàêîâîãî ãðàôà Σ ñ ìèíèìàëüíîé ñóììàðíîé îøèáêîé Qα(C).
Â ðàáîòå [13] ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à êîððåëÿöèîííîé êëàñòåðèçàöèè çíàêîâûõ ãðà-

ôîâ ñ ôóíêöèîíàëîì îøèáêè â âèäå (4) ïðè α = 0,5 â ðàñïîçíàâàòåëüíîé ôîðìå ÿâëÿ-
åòñÿ NP-ïîëíîé.
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Ðåøåíèåì çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî êëàñòåðîâ C∗, äîñòàâëÿþùèõ ìèíèìóì ôóíê-
öèîíàëó îøèáêè (4):

C∗ = argmin
C∈Φ

[
αN(C) + (1− α)P (C)

]
, (5)

ãäå Φ =
n⋃

k=1

Φk �ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ ðàçáèåíèé V ; Φk �ìíîæåñòâî ðàçáèåíèé

íà k ïîäìíîæåñòâ. Ìîùíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé Φ ðàâíà ÷èñëó Áåëëà Bn. Ñëåäóåò
îòìåòèòü, ÷òî ðåøåíèå (5) ìîæåò áûòü íå åäèíñòâåííûì.

Ïðè α = 0 è 1 äàííàÿ çàäà÷à âûðîæäàåòñÿ â ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûå ñëó÷àè
ìèíèìèçàöèè ìåæêëàñòåðíîé (2) è âíóòðèêëàñòåðíîé (3) îøèáîê ñîîòâåòñòâåííî.

Îäíà èç ñòðàòåãèé ïîèñêà íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è êîððåëÿöèîííîé êëàñòå-
ðèçàöèè çíàêîâûõ ãðàôîâ äëÿ α = 0 ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ìíîæåñòâî
êëàñòåðîâ C = {C1, C2, . . . , Ck} ôîðìèðóåòñÿ èç èñõîäíîãî çíàêîâîãî ãðàôà Σ ïóò¼ì
íàõîæäåíèÿ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè C1, C2, . . . , Ck ïîðîæä¼ííîãî ãðàôà Σ+ = (V,E+).
Ïîëó÷åííîå ðàçáèåíèå èìååò îøèáêó Q0(C) = 0. Òàêàÿ ñòðàòåãèÿ ìîæåò áûòü ðåà-
ëèçîâàíà àëãîðèòìàìè ïîèñêà â ãëóáèíó èëè øèðèíó, âðåìåíí�àÿ ñëîæíîñòü êîòîðûõ
ñîñòàâëÿåò O(n+ |E+|) [15]. Äëÿ ïîèñêà íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì α = 1
ìîæíî ïðèìåíèòü ñëåäóþùóþ ñòðàòåãèþ. Èçíà÷àëüíî ïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå âåðøèíû
íàõîäÿòñÿ â îäíîì êëàñòåðå. Äàëåå íà êàæäîì øàãå âåðøèíà, èíöèäåíòíàÿ íàèáîëü-
øåìó ÷èñëó îòðèöàòåëüíûõ ð¼áåð, âûäåëÿåòñÿ â îòäåëüíûé êëàñòåð. Â ðåçóëüòàòå äëÿ
ëþáîãî ðåáðà e = (u, v) ∈ E− âûïîëíÿåòñÿ, ÷òî u ∈ Ci è v ∈ Cj, ãäå i ̸= j. Äàííàÿ
ïðîöåäóðà ïðèâîäèò ê ðàçáèåíèþ C ñ îøèáêîé Q1(C) = 0. Òàêàÿ ñòðàòåãèÿ âûïîëíèìà
çà âðåìÿ, íå ïðåâûøàþùåå O(n2 + nm).

2. Îáùàÿ ñõåìà àëãîðèòìîâ, îñíîâàííûõ íà ñòðóêòóðå ãðàôà
Èññëåäîâàíèå àëãîðèòìîâ, îñíîâàííûõ íà ñòðóêòóðå ãðàôà, âûÿâèëî îáùóþ ñõå-

ìó â îðãàíèçàöèè âû÷èñëåíèé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è êîððåëÿöèîííîé êëàñòåðèçàöèè,
êîòîðàÿ ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 1.
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Ðèñ. 1. Îáùàÿ ñõåìà àëãîðèòìîâ, îñíîâàííûõ íà ñòðóêòóðå ãðàôà

Áëîê ¾Íà÷àëüíîå ðàçáèåíèå¿ ñîäåðæèò ôóíêöèþ Init(Σ), îñóùåñòâëÿþùóþ ïåðâî-
íà÷àëüíîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà âåðøèí V çíàêîâîãî ãðàôà Σ ïî íåêîòîðîìó ïðàâè-
ëó. Òðèâèàëüíûì ñëó÷àåì òàêîãî ðàçáèåíèÿ áóäåì ñ÷èòàòü ñëó÷àéíîå ðàçáèåíèå V íà
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ôèêñèðîâàííîå èëè íåôèêñèðîâàííîå êîëè÷åñòâî êëàñòåðîâ. Äàííûé áëîê çà÷àñòóþ
âûïîëíÿåòñÿ åäèíîæäû ïðè çàïóñêå àëãîðèòìà è ôîðìèðóåò ïåðâîíà÷àëüíîå ðàçáèå-
íèå C0 ∈ Φ âèäà (1).

Áëîê ¾Ðåøàþùàÿ ôóíêöèÿ¿ ÿâëÿåòñÿ ïîäãîòîâèòåëüíûì äëÿ áëîêà ¾Ïåðåìåùå-
íèå¿. Ðåøàþùàÿ ôóíêöèÿ îñóùåñòâëÿåò ðàçäåëåíèå ìíîæåñòâà âåðøèí V ñ ó÷¼òîì
òåêóùåãî ðàçáèåíèÿ C íà äâà ïîäìíîæåñòâà

d (V | C) = V�x ⊔ Vmov, (6)

ãäå V�x �ìíîæåñòâî çàáëîêèðîâàííûõ äëÿ ïåðåìåùåíèÿ ìåæäó êëàñòåðàìè âåðøèí;
Vmov �ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ äëÿ ïåðåìåùåíèÿ âåðøèí. Òðèâèàëüíîé áóäåì ñ÷èòàòü
ðåøàþùóþ ôóíêöèþ, âîçâðàùàþùóþ Vmov = V .

Áëîê ¾Ïåðåìåùåíèå¿ ñîäåðæèò ôóíêöèþ ψ(C |Vmov), êîòîðàÿ îòâå÷àåò çà ïåðåìå-
ùåíèå âåðøèí èç ìíîæåñòâà Vmov ìåæäó êëàñòåðàìè òåêóùåãî ðàçáèåíèÿ C è òåì
ñàìûì ôîðìèðóåò íîâîå ðàçáèåíèå Cnew ∈ Φ. Âåðøèíû ìîãóò ïåðåìåùàòüñÿ íå òîëüêî
ìåæäó ñóùåñòâóþùèìè êëàñòåðàìè, íî è îáðàçîâûâàòü íîâûå êëàñòåðû.

Áëîê ¾Îöåíêà¿ ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ. Íà ïåðâîì ýòàïå âû÷èñëÿåòñÿ ôóíêöèîíàë
îøèáêè Q(Cnew). Íà âòîðîì ýòàïå ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå òåêóùåãî ðàçáèåíèÿ ñ ðàíåå
íàéäåííûìè ïî çíà÷åíèþ ôóíêöèîíàëà îøèáêè. Äàííûé áëîê ïðèñóòñòâóåò è â àëãî-
ðèòìå, êîòîðûé íàõîäèò ïîñëåäîâàòåëüíî èëè ïàðàëëåëüíî íåñêîëüêî ðàçáèåíèé.

Áëîê ¾Êðèòåðèé îñòàíîâà¿ ïîçâîëÿåò èñêëþ÷èòü ïåðåáîð ïî âñåìó ìíîæåñòâó Φ.
Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îñòàíîâà ìîãóò âûñòóïàòü: âðåìÿ, ÷èñëî èòåðàöèé, çíà÷åíèå
ôóíêöèîíàëà îøèáêè, íåâÿçêà ôóíêöèîíàëà îøèáêè è ò. ï.

Áëîê ¾Âîçìóùåíèå ðåøåíèÿ¿ íàöåëåí íà âûõîä èç ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíê-
öèîíàëà îøèáêè ïóò¼ì ïåðåìåøèâàíèÿ âåðøèí òåêóùåãî ðàçáèåíèÿ, ïðè ýòîì ñïîñîá
ïåðåìåøèâàíèÿ ìîæåò îïðåäåëÿòü îñíîâíóþ èäåþ àëãîðèòìà. Äàííûé áëîê ìîæåò
ñëåäîâàòü ïîñëå ëþáîãî äðóãîãî áëîêà îáùåé ñõåìû è ïîâòîðÿòüñÿ ìíîãîêðàòíî.

Â òàáë. 1 èçâåñòíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷è êîððåëÿöèîííîé êëàñòåðèçà-
öèè ïðåäñòàâëåíû â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé áëîêîâ èç ñõåìû ðèñ. 1. Ñèìâîëàìè
¾+¿/¾−¿ îáîçíà÷àåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïðèñóòñòâèå èëè îòñóòñòâèå áëîêà. Èñïîëü-
çóþòñÿ òàêæå ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: alg � ðåçóëüòàò ðàáîòû äðóãîãî àëãîðèòìà;
special � ñïåöèàëüíûì îáðàçîì; trivial � òðèâèàëüíûé ñëó÷àé; time � âðåìÿ; iter � ÷èñ-
ëî èòåðàöèé; |V |�ïðîñìîòðåíû âñå âåðøèíû. Â ñòîëáöå ¾Ïåðåìåùåíèå¿: i� àëãîðèòì
îäíîìîìåíòíî ïåðåìåùàåò i âåðøèí è ïðè ýòîì ìîæåò ñîçäàâàòü íîâûå êëàñòåðû; 1 �
àëãîðèòìó çàïðåùåíî ñîçäàâàòü íîâûå êëàñòåðû â ïðîöåññå ïåðåìåùåíèÿ îäíîé âåð-
øèíû. ×èñëî âåðøèí i ìîæåò áûòü ôèêñèðîâàííûì â àëãîðèòìå ëèáî ÿâëÿòüñÿ åãî
âõîäíûì ïàðàìåòðîì, ÷òî îáîçíà÷àåòñÿ êàê r.

Ðàññìîòðèì ñòðóêòóðó àëãîðèòìîâ èç òàáë. 1 â ñîîòâåòñòâèè ñî ñõåìîé ðèñ. 1.
Àëãîðèòì Relocation heuristic (RH) ïðåäëîæåí â [14] è îòíîñèòñÿ ê êëàññó ýâðèñòè-

÷åñêèõ àëãîðèòìîâ. Êîëè÷åñòâî êëàñòåðîâ ðàçáèåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âõîäíûì ïàðàìåòðîì
àëãîðèòìà. Ïåðâîíà÷àëüíîå ðàçáèåíèå C0 ñòðîèòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì, ÷òî ñîîòâåò-
ñòâóåò òðèâèàëüíîìó ñëó÷àþ áëîêà ¾Íà÷àëüíîå ðàçáèåíèå¿. Ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ
äëÿ ïåðåìåùåíèÿ âåðøèí Vmov ìåæäó êëàñòåðàìè ñîâïàäàåò ñî âñåì ìíîæåñòâîì âåð-
øèí V , ÷òî ñîîòâåòñòâóåò òðèâèàëüíîìó ñëó÷àþ äëÿ ôóíêöèè (6) â áëîêå ¾Ðåøàþùàÿ
ôóíêöèÿ¿. Áëîêó ¾Ïåðåìåùåíèå¿ â òàáë. 1 ñîîòâåòñòâóåò ñèìâîë 1 , ÷òî îçíà÷àåò ïå-
ðåìåùåíèå ìåæäó êëàñòåðàìè ðîâíî îäíîé âåðøèíû áåç îáðàçîâàíèÿ íîâûõ êëàñòåðîâ.
Äëÿ êàæäîé âåðøèíû îöåíèâàþòñÿ âñå å¼ âîçìîæíûå ïåðåìåùåíèÿ ìåæäó êëàñòåðàìè.
Ðåàëèçóåòñÿ ïåðåìåùåíèå, ïðè êîòîðîì îøèáêà áóäåò íàèìåíüøåé. Ïðîöåññ ïîâòîðÿ-
åòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå èñòå÷¼ò çàäàííîå âðåìÿ.
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ïî ôàçàì ñõåìû ðèñ. 1
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Relocation heuristic (RH) P. Doreian,
A. Mrvar (1996)

trivial trivial 1 time −

Tabu search M. J. Brusco,
P. Doreian (2019)

alg special 1 time −

Variable neighborhood
search

M. J. Brusco,
P. Doreian (2019)

alg trivial 1 time +

KwikCluster N. Ailon,
M. Charikar,
A. Newman (2008)

special − − |V | −

Iterated local search (ILS) M. Levorato,
L. Drummond,
Y. Frota,
R. Figueiredo (2015)

special trivial 1 . . . r iter, time +

SGClustα Ý.È. Èáðàãèìîâà,
Ä.Â. Ñåìåíîâà,
À.À. Ñîëäàòåíêî (2023)

special special 1 |V | −

Ìåòàýâðèñòè÷åñêèé àëãîðèòì Tabu search ïðåäëîæåí â [16]. Êîëè÷åñòâî êëàñòåðîâ
ðàçáèåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âõîäíûì ïàðàìåòðîì àëãîðèòìà. Íà÷àëüíîå ðàçáèåíèå C0 ÿâëÿ-
åòñÿ ðåçóëüòàòîì ðàáîòû àëãîðèòìà RH. Âî èçáåæàíèè ïîëíîãî ïåðåáîðà àâòîðàìè
ââîäèòñÿ ðåøàþùàÿ ôóíêöèÿ âèäà (6), ãäå ìíîæåñòâî ôèêñèðîâàííûõ âåðøèí V�x
îïðåäåëÿåòñÿ ñïèñêîì tabu. Ñïèñîê tabu ôîðìèðóåòñÿ èç ïàð (v, itv), ãäå v�ïåðåìå-
ù¼ííàÿ íà òåêóùåé èòåðàöèè âåðøèíà, à itv �÷èñëî èòåðàöèé, íà êîòîðîå âåðøèíà v
ïîìåùàåòñÿ â ñïèñîê tabu. Âñå ïîñëåäóþùèå áëîêè àíàëîãè÷íû àëãîðèòìó RH.

Ìåòàýâðèñòè÷åñêèé àëãîðèòì Variable neighborhood search ïðåäëîæåí â [16]. Àëãî-
ðèòì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîäèôèêàöèþ RH. Ñóòü ìîäèôèêàöèè ñîñòîèò â äîáàâëåíèè
áëîêà ¾Âîçìóùåíèå ðåøåíèÿ¿ äëÿ ðàçáèåíèÿ, ïîäàþùåãîñÿ íà âõîä áëîêó ¾Ðåøàþùàÿ
ôóíêöèÿ¿, è â èçìåíåíèè áëîêà ¾Îöåíêà¿. Ðåøåíèå âîçìóùàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Äëÿ êàæäîé âåðøèíû ãðàôà ðàçûãðûâàåòñÿ ñëó÷àéíàÿ áåðíóëëèåâñêàÿ âåëè÷èíà ñ çà-
äàííûì ïàðàìåòðîì âåðîÿòíîñòè óñïåõà ypert. Â ñëó÷àå íàñòóïëåíèÿ óñïåõà äàííàÿ
âåðøèíà ïåðåìåùàåòñÿ èç òåêóùåãî êëàñòåðà â äðóãîé ñëó÷àéíûé êëàñòåð. Äàëåå çà-
ïóñêàåòñÿ àëãîðèòì RH ñ íà÷àëüíûì ðàçáèåíèåì, ñîîòâåòñòâóþùèì âîçìóù¼ííîìó
ðåøåíèþ. Â áëîêå ¾Îöåíêà¿ ðåçóëüòàò ðàáîòû RH ñðàâíèâàåòñÿ ñ ïðåäûäóùèì ðàçáè-
åíèåì. Åñëè îøèáêà íå óìåíüøèëàñü, òî âåðîÿòíîñòü ïåðåìåùåíèÿ ypert óâåëè÷èâàåòñÿ
íà øàã ystep, çàäàííûé ïàðàìåòðîì àëãîðèòìà, à ïîëó÷åííîå ðàçáèåíèå çàáûâàåòñÿ.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðåøåíèå ñòàíîâèòñÿ íîâûì òåêóùèì ðàçáèåíèåì.

Ýâðèñòè÷åñêèé àëãîðèòì KwikCluster ïðåäëîæåí â [3]. Ñîãëàñíî ñõåìå ðèñ. 1, àëãî-
ðèòì ñîäåðæèò òîëüêî áëîê ¾Íà÷àëüíîå ðàçáèåíèå¿. Ïîñòðîåíèå ðàçáèåíèÿ îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñëó÷àéíî âûáèðàåòñÿ âåðøèíà èç ìíîæåñòâà íåïðîñìîò-
ðåííûõ âåðøèí; âåðøèíû, ñîåäèí¼ííûå ñ íåé ïîëîæèòåëüíûì ðåáðîì, ïîìåùàþòñÿ
â òîò æå êëàñòåð è îòìå÷àþòñÿ êàê ïðîñìîòðåííûå. Ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ, ïîêà íå áó-
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äóò ïðîñìîòðåíû âñå âåðøèíû. Àëãîðèòì â õîäå ðàáîòû íå âûïîëíÿåò äàëüíåéøåãî
ïåðåìåùåíèÿ âåðøèí.

Ìåòàýâðèñòè÷åñêèé àëãîðèòì Iterated local search (ILS) ïðåäëîæåí â [17]. Áëîê
¾Íà÷àëüíîå ðàçáèåíèå¿ ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ââîäèòñÿ ôóíêöèÿ äèñáàëàí-
ñà ñïåöèàëüíîãî âèäà äëÿ ðàíæèðîâàíèÿ âåðøèí ãðàôà, ÷òî ïîçâîëÿåò ñôîðìèðîâàòü
óïîðÿäî÷åííûé ñïèñîê âåðøèí. Äàëåå ñòðîèòñÿ α-ñðåç ñïèñêà âåðøèí, èç êîòîðîãî
ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàåòñÿ âåðøèíà è ðàçìåùàåòñÿ â êëàñòåðå ñîãëàñíî ôóíêöèè
äèñáàëàíñà. Ïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà âñå âåðøèíû íå áóäóò ðàçìåùåíû
ïî çàäàííîìó ÷èñëó êëàñòåðîâ. Ãëóáèíà ñðåçà α ÿâëÿåòñÿ âõîäíûì ïàðàìåòðîì àëãî-
ðèòìà. Áëîê ¾Âîçìóùåíèå ðåøåíèÿ¿ ïðèìåíÿåòñÿ ê ðàçáèåíèþ, ïåðåäàâàåìîìó â áëîê
¾Ðåøàþùàÿ ôóíêöèÿ¿, è çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåðøèíà
èç ñëó÷àéíîãî êëàñòåðà è ïåðåìåùàåòñÿ â äðóãîé ñëó÷àéíûé êëàñòåð. Äàííàÿ ïðîöå-
äóðà âûïîëíÿåòñÿ t ðàç. Ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ äëÿ ïåðåìåùåíèÿ âåðøèí Vmov ìåæäó
êëàñòåðàìè ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V , ÷òî ñîîòâåòñòâóåò òðèâèàëüíîìó ñëó-
÷àþ äëÿ ôóíêöèè (6) â áëîêå ¾Ðåøàþùàÿ ôóíêöèÿ¿. Â òàáë. 1 áëîê ¾Ïåðåìåùåíèå¿
ñîäåðæèò îáîçíà÷åíèå 1 . . . r, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïåðåìåùåíèþ ìåæäó êëàñòåðàìè îò
îäíîé äî r âåðøèí c âîçìîæíîñòüþ îáðàçîâàíèÿ íîâûõ êëàñòåðîâ. Ïåðåìåùåíèÿ âåð-
øèí ïåðåáèðàþòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò íàéäåíî ïåðâîå óëó÷øåíèå ôóíêöèîíàëà
îøèáêè. Äàííîå ïåðåìåùåíèå áóäåò ðåçóëüòàòîì áëîêà. Áëîê ¾Îöåíêà¿ ñðàâíèâàåò
ïîëó÷åííîå ðàçáèåíèå ñ ïðåäûäóùèì. Åñëè îøèáêà íå óìåíüøèëàñü, òî ÷èñëî âîçìó-
ùåíèé t óâåëè÷èâàåòñÿ íà åäèíèöó. Âîçìóùåíèÿ îñóùåñòâëÿþòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà t
íå äîñòèãíåò çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïàðàìåòðà àëãîðèòìà. Àâòîðû ïðåäëàãàþò
çàïóñêàòü äàííûé àëãîðèòì ìíîãîêðàòíî, ñîãëàñíî çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà iter, ëèáî äî
èñòå÷åíèÿ çàäàííîãî âðåìåíè ðàáîòû time. Â êà÷åñòâå èòîãîâîãî ðàçáèåíèÿ âûáèðàåòñÿ
íàèëó÷øåå â ñìûñëå ôóíêöèîíàëà îøèáêè ñðåäè âñåõ ðåøåíèé.

Ýâðèñòè÷åñêèé àëãîðèòì SGClustα ïðåäëîæåí â ðàáîòàõ [18, 19]. Â êà÷åñòâå ïåðâî-
íà÷àëüíîãî ðàçáèåíèÿ âûáèðàþòñÿ êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè â ãðàôå Σ+, êîòîðûé ïîëó-
÷àåòñÿ èç ãðàôà Σ ïóò¼ì óäàëåíèÿ âñåõ îòðèöàòåëüíûõ ð¼áåð. Ðåøàþùàÿ ôóíêöèÿ (6)
çàâèñèò îò âíóòðèêëàñòåðíîé îøèáêè êàæäîé âåðøèíû è îáíîâëÿåìîãî íà êàæäîé
èòåðàöèè çàêðûòîãî ñïèñêà closeList. Åñëè âíóòðèêëàñòåðíàÿ îøèáêà âåðøèíû îò-
ëè÷íà îò íóëÿ è âåðøèíà íå ñîäåðæèòñÿ â ñïèñêå closeList, òî îíà ïîìåùàåòñÿ â ìíî-
æåñòâî Vmov. Áëîêó ¾Ïåðåìåùåíèå¿ â òàáë. 1 ñîîòâåòñòâóåò ñèìâîë 1, ÷òî îçíà÷àåò
ïåðåìåùåíèå ìåæäó êëàñòåðàìè ðîâíî îäíîé âåðøèíû ñ âîçìîæíîñòüþ îáðàçîâàíèÿ
íîâûõ êëàñòåðîâ. Âåðøèíà ñ íàèáîëüøåé âíóòðèêëàñòåðíîé îøèáêîé âûáèðàåòñÿ èç
ìíîæåñòâà Vmov. Äàííàÿ âåðøèíà ïîî÷åðåäíî ïðèñîåäèíÿåòñÿ ê êàæäîìó èç êëàñòåðîâ
òåêóùåãî ðàçáèåíèÿ, âêëþ÷àÿ ïóñòîé. Ðåàëèçóåòñÿ ïåðåìåùåíèå, îáåñïå÷èâàþùåå íàè-
ìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà îøèáêè. Ïåðåìåù¼ííàÿ âåðøèíà äîáàâëÿåòñÿ â çàêðû-
òûé ñïèñîê closeList. Ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ, ïîêà íå áóäóò ïðîñìîòðåíû âñå âåðøèíû
èç ìíîæåñòâà V ëèáî íà òåêóùåé èòåðàöèè ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ äëÿ ïåðåìåùåíèÿ
âåðøèí íå ñòàíåò ïóñòûì (Vmov = ∅).

3. Àëãîðèòì CaRVeR ñ ïîòåíöèàëüíûìè ôóíêöèÿìè
Ðàññìîòðèì ìîäèôèêàöèþ àëãîðèòìà SGClustα, èìåíóåìóþ CaRVeR (Careful Vertex

Relocator), âïåðâûå èçëîæåííóþ â [20]. Ñóòü ìîäèôèêàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â ïðèìåíåíèè
ïîòåíöèàëüíûõ ôóíêöèé â áëîêå ¾Ðåøàþùàÿ ôóíêöèÿ¿. Èññëåäóåì äàííûé àëãîðèòì
ñîãëàñíî áëîêàì ñõåìû ðèñ. 1.
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3.1. Í à ÷ à ë ü í î å ð à ç á è å í è å

Àëãîðèòì ìîæåò ðàáîòàòü ñ ëþáûì íà÷àëüíûì ðàçáèåíèåì, îäíàêî öåëåñîîáðàç-
íî ñòðîèòü íåêîòîðîå ðàçáèåíèå, îòëè÷íîå îò òðèâèàëüíîãî ñëó÷àÿ. Â àëãîðèòìå èñ-
ïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé ïðîñòîé äâóõøàãîâûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ íà÷àëüíîãî ðàçáèåíèÿ.
Íà ïåðâîì øàãå ñòðîèòñÿ ãðàô Σ+ ïóò¼ì óäàëåíèÿ âñåõ îòðèöàòåëüíûõ ð¼áåð â èñõîä-
íîì ãðàôå Σ. Ýòîò øàã òðåáóåò âðåìåíè O(m). Íà âòîðîì øàãå àëãîðèòìîì ïîèñêà
â øèðèíó â ãðàôå Σ+ âûäåëÿþòñÿ êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè. Ìíîæåñòâî âåðøèí â êîì-
ïîíåíòå ñâÿçíîñòè ãðàôà Σ+ ÿâëÿåòñÿ êëàñòåðîì â ãðàôå Σ. Ìíîæåñòâî C âñåõ òàêèõ
êëàñòåðîâ îáðàçóåò ïåðâîíà÷àëüíîå ðàçáèåíèå C0. Ýòîò øàã òðåáóåò âðåìåíè íå áîëåå
÷åì O(n +m) [15]. Êîëè÷åñòâî êëàñòåðîâ îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè
|C0| = k(Σ+).

Èç ýòèõ ðàññóæäåíèé âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ ëåììà:

Ëåììà 1. Ñëîæíîñòü âûïîëíåíèÿ áëîêà ¾Íà÷àëüíîå ðàçáèåíèå¿ äëÿ àëãîðèòìà
CaRVeR ñîñòàâëÿåò O(n+m).

Îòëè÷èòåëüíîå ñâîéñòâî òàêîãî íà÷àëüíîãî ðàçáèåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îíî
îáëàäàåò ìåæêëàñòåðíîé îøèáêîé P (C) = 0. Äàííàÿ ñòðàòåãèÿ îáîñíîâàíà òåì, ÷òî
àëãîðèòì CaRVeR â õîäå ðàáîòû óìåíüøàåò âíóòðèêëàñòåðíóþ îøèáêó áåç óâåëè÷åíèÿ
ñóììàðíîé îøèáêè.

3.2. Ð å ø à þ ù à ÿ ô ó í ê ö è ÿ

Ðåøàþùàÿ ôóíêöèÿ (6) çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèè äëÿ êàæäîé
âåðøèíû ïðè òåêóùåì ðàçáèåíèè C. Çíà÷åíèå ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèè âåðøèíû v,
ïðèíàäëåæàùåé êëàñòåðó C ∈ C, áóäåì âû÷èñëÿòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

π(v) = α

( ∑
u∈Γ(v)∩C

[(v, u) ∈ E−]−
∑

u∈Γ(v)\C
[(v, u) ∈ E−]

)
+

+(1− α)

( ∑
u∈Γ(v)\C

[(v, u) ∈ E+]−
∑

u∈Γ(v)∩C
[(v, u) ∈ E+]

)
.

(7)

Â (7) ïåðâîå ñëàãàåìîå îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðàçíîñòü òåêóùåãî âêëàäà âåðøèíû v â îòðè-
öàòåëüíóþ îøèáêó è ÷èñëà êîððåêòíûõ îòðèöàòåëüíûõ ð¼áåð. Âòîðîå ñëàãàåìîå åñòü
ðàçíîñòü òåêóùåãî âêëàäà âåðøèíû v â ìåæêëàñòåðíóþ îøèáêó è ÷èñëà êîððåêòíûõ
ïîëîæèòåëüíûõ ð¼áåð. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ (7) ñîñòîèò èç ìåæêëà-
ñòåðíîé è âíóòðèêëàñòåðíîé îøèáêè âåðøèíû v è íîñèò ñëåäóþùèé ñìûñë: ¾ìîæåò ëè
ïðè èäåàëüíûõ óñëîâèÿõ âåðøèíà v èìåòü ìåíüøèé âêëàä â îøèáêó, ÷åì ñåé÷àñ â êëà-
ñòåðå C?¿ Âûáîð âåðøèíû v è å¼ ïåðåìåùåíèå â äðóãîé êëàñòåð îäíîçíà÷íî óâåëè÷àò
îøèáêó ïðîïîðöèîíàëüíî ÷èñëó êîððåêòíûõ ïîëîæèòåëüíûõ ð¼áåð, èíöèäåíòíûõ v,
â òåêóùåé êëàñòåðèçàöèè, ïðè ýòîì íåêîòîðîå ÷èñëî êîððåêòíûõ îòðèöàòåëüíûõ ð¼-
áåð ìîæåò ñîõðàíèòüñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåðøèíà v íå ïîäëåæèò ïåðåìåùåíèþ, ò. å.
v ∈ V�x, åñëè π(v) < 0 ëèáî îíà áûëà ïåðåìåùåíà ðàíåå, è v ∈ Vmov, åñëè π(v) ⩾ 0.
Àíàëîãè÷íî àëãîðèòìó SGClustα, â ìíîæåñòâå Vmov íå ìîãóò ñîäåðæàòüñÿ âåðøèíû èç
çàêðûòîãî ñïèñêà closeList.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöèàëüíûõ ôóíêöèé π(v) äëÿ âñåõ âåðøèí v ∈ V òðåáóåòñÿ
ïðîâåðèòü êëàñòåð äëÿ êàæäîé âåðøèíû èç îêðåñòíîñòè Γ(v). Èçâåñòíî, ÷òî ñóììà
ñòåïåíåé âñåõ âåðøèí â ãðàôå ðàâíà 2m. Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 2. Ñëîæíîñòü âûïîëíåíèÿ áëîêà ¾Ðåøàþùàÿ ôóíêöèÿ¿ äëÿ àëãîðèòìà
CaRVeR ñîñòàâëÿåò O(m).
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Îòìåòèì, ÷òî âèä ôîðìóëû (7) ïîçâîëÿåò âûïîëíÿòü ïåðåñ÷¼ò çíà÷åíèÿ äëÿ âåð-
øèíû v òîëüêî ïðè èçìåíåíèè êëàñòåðà ñàìîé âåðøèíû v èëè ñìåæíîé ñ íåé âåðøèíû.

3.3. Ï å ð å ì å ù å í è å

Äàííûé áëîê îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé ψ(C |Vmov), êîòîðàÿ âûáèðàåò åäèíñòâåííóþ
âåðøèíó v ∈ Vmov ñ íàèáîëüøèì çíà÷åíèåì ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèè π(v). Åñëè òàêèõ
âåðøèí íåñêîëüêî, òî èç íèõ âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíàÿ. Äàëåå îïðåäåëÿåòñÿ êëàñòåð, â êî-
òîðîì âåðøèíà v äàñò íàèìåíüøèé âêëàä â îøèáêó. Îøèáêó âåðøèíû v îòíîñèòåëüíî
êëàñòåðà Ci â ðàçáèåíèè C áóäåì îïðåäåëÿòü ïî ôîðìóëå

τ(Ci, v) = α
∑

u∈Γ(v)∩Ci

[(v, u) ∈ E−] + (1− α)
∑

u∈Γ(v)\Ci

[(v, u) ∈ E+] . (8)

Âåðøèíà v ïåðåìåùàåòñÿ â êëàñòåð Ci, äîñòàâëÿþùèé ìèíèìóì ôóíêöèè τ(Ci, v).
Âû÷èñëåíèå ôîðìóëû (8) òðåáóåò íå áîëåå ÷åì∆ âðåìåíè äëÿ êàæäîãî êëàñòåðà Ci,

ãäå ∆� ñòåïåíü ãðàôà. Î÷åâèäíî, ÷òî ÷èñëî êëàñòåðîâ íå ìîæåò ïðåâîñõîäèòü ÷èñëà
âåðøèí n. Èç ýòèõ ðàññóæäåíèé âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ ëåììà:

Ëåììà 3. Ñëîæíîñòü âûïîëíåíèÿ áëîêà ¾Ïåðåìåùåíèå¿ äëÿ àëãîðèòìà CaRVeR

ñîñòàâëÿåò O(nm).

3.4. Î ö å í ê à è ê ð è ò å ð è é î ñ ò à í î â à

Áëîê ¾Îöåíêà¿ îðãàíèçîâàí ñòàíäàðòíûì îáðàçîì è ñîäåðæèò âû÷èñëåíèå ôóíê-
öèîíàëà îøèáêè (4) íà ïîñëåäíåì øàãå àëãîðèòìà.

Â àëãîðèòìå CaRVeR áëîê ¾Êðèòåðèé îñòàíîâà¿ îðãàíèçîâàí ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Â êîíöå êàæäîé èòåðàöèè àëãîðèòìà îáíîâëÿåòñÿ çàêðûòûé ñïèñîê closeList, â êî-
òîðûé ïîìåùàåòñÿ âåðøèíà, âûáðàííàÿ â áëîêå ¾Ïåðåìåùåíèå¿ íà òåêóùåé èòåðà-
öèè. Îñòàíîâ àëãîðèòìà ïðîèñõîäèò â òîì ñëó÷àå, åñëè â áëîêå ¾Ðåøàþùàÿ ôóíêöèÿ¿
Vmov = ∅.

Ôèêñàöèÿ âåðøèíû îò äàëüíåéøèõ ïåðåìåùåíèé âûïîëíèìà çà êîíñòàíòíîå âðå-
ìÿ O(1), à êðèòåðèé îñòàíîâà ôîðìèðóåò îñíîâíîé öèêë àëãîðèòìà ñ ÷èñëîì èòåðàöèé,
íå ïðåâîñõîäÿùèì n.

Èç ëåìì 1�3 è êðèòåðèÿ îñòàíîâà âûâîäèòñÿ èòîãîâàÿ îöåíêà ñëîæíîñòè àëãîðèòìà
CaRVeR.

Òåîðåìà 1. Âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà CaRVeR ñîñòàâëÿåò O(n2m).

4. Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû
Îïèøåì äâå ñåðèè ýêñïåðèìåíòîâ íà ñèíòåòè÷åñêèõ äàííûõ.
Ïåðâàÿ ñåðèÿ ýêñïåðèìåíòîâ ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ èçó÷åíèÿ ïîâåäåíèÿ àëãîðèòìà

CaRVeR â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà ãðàôà p è çíà÷åíèÿ α ôóíêöèîíàëà îøèáêè (4).
Èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäèëèñü íà ãðàôàõ ñ ôèêñèðîâàííûì ÷èñëîì âåðøèí, ðàâíûì 5000.
Ðàññìàòðèâàëèñü äâà òèïà ãðàôîâ: ïîëíûå ãðàôû è ãðàôû, ñìîäåëèðîâàííûå ìåòîäîì
Âàêñìåíà [21] ñ ïàðàìåòðàìè 0,15 è 0,4. Çíàêè ð¼áåð äëÿ êàæäîãî ãðàôà ôîðìèðîâà-
ëèñü ïî ñõåìå Áåðíóëëè ñ ïàðàìåòðîì p èç íàáîðà {0,10; 0,15; . . . ; 0,85}. Ïàðàìåòð p
îáîçíà÷àåò âåðîÿòíîñòü ïîëîæèòåëüíîãî çíàêà ðåáðà. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà α ôóíêöè-
îíàëà îøèáêè (4) âûáèðàëèñü èç äèàïàçîíà îò 0 äî 1 ñ øàãîì 0,01.

Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíî òèïè÷íîå ïîâåäåíèå ôóíêöèîíàëà îøèáêè â çàâèñèìîñòè
îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà α äëÿ ãðàôîâ ñ ðàçíîé äîëåé ïîëîæèòåëüíûõ ð¼áåð p. Â êàæ-
äîì ñëó÷àå ôóíêöèîíàë îøèáêè Qα(C) äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïðè
α ≈ p. Ðèñ. 2, á îòðàæàåò ïîâåäåíèå ôóíêöèîíàëà îøèáêè äëÿ íåïîëíûõ ãðàôîâ, ñãå-
íåðèðîâàííûõ ïî ìåòîäó Âàêñìåíà. Àíàëîãè÷íîå ïîâåäåíèå õàðàêòåðíî äëÿ ïîëíûõ
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ãðàôîâ (ðèñ. 2, à). Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ íåïîëíûõ ãðàôîâ ÷èñëî ð¼áåð â ñðåäíåì
ñîñòàâëÿåò 708827, à äëÿ ïîëíûõ ãðàôîâ îíî ðàâíî 12497500.
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Ðèñ. 2. Ïîâåäåíèå ôóíêöèîíàëà îøèáêè àëãîðèòìà CaRVeR â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ïàðà-
ìåòðà α íà ãðàôàõ ñ ðàçíîé äîëåé ïîëîæèòåëüíûõ ð¼áåð p: à) äëÿ ïîëíûõ ãðàôîâ;
á ) äëÿ ãðàôîâ, ñãåíåðèðîâàííûõ ïî ìåòîäó Âàêñìåíà

Ñ ðîñòîì ïàðàìåòðà α òðóäî¼ìêîñòü àëãîðèòìà CaRVeR âîçðàñòàåò, ïðè ýòîì âû-
ñîêàÿ äîëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ð¼áåð p â ãðàôå çàìåäëÿåò ðîñò çàòðà÷èâàåìîãî âðåìåíè.
Íà ïîëíûõ ãðàôàõ âðåìÿ âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà ñóùåñòâåííî âîçðàñòàåò, ýòî ñëåäóåò
èç ñïåöèôèêè áëîêà ¾Ðåøàþùàÿ ôóíêöèÿ¿, ïîñêîëüêó òðåáóåòñÿ îáíîâëÿòü îêðåñò-
íîñòü êàæäîé âåðøèíû. Äàííûå ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3.
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Ðèñ. 3. Âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà CaRVeR ïðè ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðàõ α íà ãðàôàõ ñ ðàçíîé äî-
ëåé ïîëîæèòåëüíûõ ð¼áåð p: à) äëÿ ïîëíûõ ãðàôîâ; á ) äëÿ ãðàôîâ, ñãåíåðèðîâàííûõ
ïî ìåòîäó Âàêñìåíà

×èñëî êëàñòåðîâ, âûäåëÿåìûõ àëãîðèòìîì CaRVeR, ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 4.
Äëÿ ïîëíûõ ãðàôîâ ÷èñëî êëàñòåðîâ ðàñò¼ò ñ óìåíüøåíèåì äîëè ïîëîæèòåëüíûõ ð¼-
áåð p (ðèñ. 4, à), ÷òî åñòåñòâåííî äëÿ ñòðàòåãèè, ïðèìåíÿåìîé àëãîðèòìîì CaRVeR.

Âòîðàÿ ñåðèÿ ýêñïåðèìåíòîâ ïðåäñòàâëÿåò ñðàâíåíèå àëãîãðèòìà CaRVeR c àëãîðèò-
ìàìè KwikCluster, SGClustα, RH, Tabu search. Àëãîðèòìû ñðàâíèâàëèñü ïî âðåìåíè
ðàáîòû è çíà÷åíèþ ôóíêöèîíàëà îøèáêè Qα(C) ïðè α = 0,5. Íà÷àëüíîå ðàçáèåíèå
äëÿ àëãîðèòìîâ RH è Tabu search çàäàâàëîñü ñëó÷àéíûì îáðàçîì, à ÷èñëî êëàñòå-
ðîâ � òàêèì æå, ÷òî áûëî ïîëó÷åíî àëãîðèòìîì CaRVeR äëÿ äàííîãî ãðàôà. Ñðàâíå-
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Ðèñ. 4. Êîëè÷åñòâî âûäåëÿåìûõ êëàñòåðîâ àëãîðèòìîì CaRVeR ïðè ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðàõ α
íà ãðàôàõ ñ ðàçíîé äîëåé ïîëîæèòåëüíûõ ð¼áåð p: à) äëÿ ïîëíûõ ãðàôîâ; á ) äëÿ
ãðàôîâ, ñãåíåðèðîâàííûõ ïî ìåòîäó Âàêñìåíà

íèå ïðîâîäèëîñü íà ãðàôàõ ñ ðàçíîé äîëåé ïîëîæèòåëüíûõ ð¼áåð p = {0,25; 0,5; 0,75}.
Äëÿ êàæäîé äîëè p áûëè ñãåíåðèðîâàíû 100 ãðàôîâ ìåòîäîì Âàêñìåíà ñ ïàðàìåòðàìè
0,15 è 0,4.

Ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ àëãîðèòìîâ ïî âðåìåíè ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 2. Àëãîðèòì
CaRVeR âåä¼ò ñåáÿ äîñòàòî÷íî ñòàáèëüíî ïî âðåìåíè âûïîëíåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî ïðåä-
ñòàâëåííûå àëãîðèòìû ðàáîòàþò çíà÷èòåëüíî áûñòðåå íà ãðàôàõ ñ áîëüøåé äîëåé
ïîëîæèòåëüíûõ ð¼áåð p.

Òà á ë è ö à 2
Ñðàâíåíèå àëãîðèòìîâ ïî âðåìåíè ðàáîòû

p Àëãîðèòì
Ñðåäíåå
âðåìÿ, ñ

Ìèíèìàëüíîå
âðåìÿ, ñ

Ìàêñèìàëüíîå
âðåìÿ, ñ

Ñðåäíåêâàäðà-
òè÷íîå

îòêëîíåíèå

0,25

CaRVeR 0,016 0,015 0,018 0,001
KwikCluster 0,001 0,001 0,001 0

RH 30,667 26,145 36,995 2,039
SGClustα 0,018 0,017 0,02 0,001
Tabu search 71,322 60,041 79,819 5,312

0,5

CaRVeR 0,008 0,007 0,009 0,001
KwikCluster 0,001 0,001 0,001 0

RH 16,158 10,642 19,663 1,623
SGClustα 0,016 0,014 0,017 0,001
Tabu search 64,701 60,031 69,755 2,892

0,75

CaRVeR 0,004 0,004 0,005 0,001
KwikCluster 0,001 0,001 0,001 0

RH 1,636 0,405 3,221 0,587
SGClustα 0,008 0,007 0,01 0,001
Tabu search 60,294 60,0 60,981 0,242

Íà ðèñ. 5 è 6 ïðåäñòàâëåíà ñêðèïè÷íàÿ äèàãðàììà çíà÷åíèé ôóíêöèîíàëà îøèá-
êè Qα(C). Èç ðèñ. 5 âèäíî, ÷òî íà ïîëíûõ ãðàôàõ àëãîðèòì SGClustα è åãî ìîäè-
ôèêàöèÿ CaRVeR â ñðåäíåì äåìîíñòðèðóþò íàèëó÷øèé ðåçóëüòàò ñðåäè òåñòèðóåìûõ
àëãîðèòìîâ. Àíàëîãè÷íûé âûâîä ñïðàâåäëèâ è äëÿ ãðàôîâ, ñãåíåðèðîâàííûõ ìåòîäîì
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Âàêñìåíà (ðèñ. 6). Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî àëãîðèòì KwikCluster äåìîíñòðèðóåò óäî-
âëåòâîðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû ïî çíà÷åíèþ ôóíêöèîíàëà îøèáêè íà íåïîëíûõ ãðàôàõ
è, ó÷èòûâàÿ åãî âûñîêóþ ñêîðîñòü ðàáîòû, ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí êàê àëãîðèòì
ïåðâîíà÷àëüíîãî ðàçáèåíèÿ. Íàèáîëüøèé ðàçáðîñ â çíà÷åíèÿõ ôóíêöèîíàëà îøèáêè
ïîêàçûâàåò àëãîðèòì Tabu search. Àëãîðèòìû SGClustα è CaRVeR ìåíåå ÷óâñòâèòåëüíû
ê èçìåíåíèþ äîëè ïîëîæèòåëüíûõ ð¼áåð p, ÷òî âèäíî èç ðèñ. 6.

0,25 0,5 0,75
p

15 000

17 500

20 000

22 500

25 000

27 500

30 000

Q
α(

)

KwikCluster SGClustα CarVeR Tabu search RH

Ðèñ. 5. Ñðàâíåíèå àëãîðèòìîâ ïî ôóíêöèîíàëó îøèáêè Qα(C) äëÿ ïîëíûõ ãðàôîâ

Íà ðèñ. 7 è 8 îòðàæåíû ñðåäíèå äîëè â ïðîöåíòàõ ìåæêëàñòåðíîé P (C) è âíóòðè-
êëàñòåðíîéN(C) îøèáîê â íàéäåííîì ðåøåíèè, ÷òî â íåêîòîðîì ñìûñëå õàðàêòåðèçóåò
ñòðàòåãèþ òåñòèðóåìûõ àëãîðèòìîâ. Â àëãîðèòìå CaRVeR, â ñðàâíåíèè ñ àëãîðèòìîì
SGClustα, ïðîèñõîäèò áàëàíñèðîâêà âíóòðèêëàñòåðíîé è ìåæêëàñòåðíîé îøèáîê, ÷òî
îáóñëîâëåíî ñïåöèôèêîé ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèè (ðèñ. 7 è 8). Äëÿ ïîëíûõ ãðàôîâ
(ðèñ. 7) àëãîðèòì KwikCluster íàõîäèò â ñðåäíåì ðàâíûå äîëè ìåæêëàñòåðíîé è âíóò-
ðèêëàñòåðíîé îøèáîê, à äëÿ íåïîëíûõ (ðèñ. 8) äîëÿ ìåæêëàñòåðíîé îøèáêè çíà÷è-
òåëüíî ïðåâîñõîäèò äîëþ âíóòðèêëàñòåðíîé îøèáêè.
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Ðèñ. 6. Ñðàâíåíèå àëãîðèòìîâ ïî ôóíêöèîíàëó îøèáêè Qα(C) äëÿ ãðàôîâ, ñãåíåðèðîâàííûõ
ìåòîäîì Âàêñìåíà
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Ðèñ. 7. Ñðàâíåíèå àëãîðèòìîâ ïî äîëÿì p â ïðîöåíòàõ ìåæêëàñòåðíîé P (C) è âíóòðèêëàñòåð-
íîé N(C) îøèáîê äëÿ íàéäåííîãî ðåøåíèÿ íà ïîëíûõ ãðàôàõ
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Ðèñ. 8. Ñðàâíåíèå àëãîðèòìîâ ïî äîëÿì p â ïðîöåíòàõ ìåæêëàñòåðíîé P (C) è âíóòðèêëà-
ñòåðíîé N(C) îøèáîê äëÿ íàéäåííîãî ðåøåíèÿ íà ãðàôàõ, ñãåíåðèðîâàííûõ ìåòîäîì
Âàêñìåíà

Çàêëþ÷åíèå
Ïðîâåä¼ííûé ñèñòåìíûé àíàëèç ñîâîêóïíîñòè àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è êîððå-

ëÿöèîííîé êëàñòåðèçàöèè, îñíîâàííûõ íà ñòðóêòóðå çíàêîâîãî ãðàôà, ïîçâîëèë âû-
ÿâèòü îáùóþ êîíöåïòóàëüíóþ ñõåìó êîíñòðóèðîâàíèÿ è àíàëèçà òàêèõ àëãîðèòìîâ.
Êîìïîíåíòàìè ñõåìû ÿâëÿþòñÿ øåñòü îñíîâíûõ áëîêîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ âîçìîæíûå
ýòàïû ðåøåíèÿ, ÷òî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî íà ïðèìåðå îïèñàíèÿ èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ
KwikCluster, SGClustα, Relocation heuristic, Tabu search, Variable neighborhood search,
Iterated local search. Òàêîé îáùèé âçãëÿä íà ñòðóêòóðó àëãîðèòìîâ ïîçâîëÿåò ìîäèôè-
öèðîâàòü ñóùåñòâóþùèå àëãîðèòìû ïóò¼ì âíåñåíèÿ èçìåíåíèé â îäèí èëè íåñêîëüêî
áëîêîâ ñõåìû. Ïðåäëîæåí íîâûé àëãîðèòì CaRVeR. Ñîãëàñíî îáùåé ñõåìå, îí ÿâëÿåòñÿ
óëó÷øåííîé ìîäèôèêàöèåé àëãîðèòìà SGClustα â áëîêå ¾Ðåøàþùàÿ ôóíêöèÿ¿. Áîëåå
òîãî, òîïîëîãèÿ îáùåé ñõåìû îòêðûâàåò âîçìîæíîñòè äëÿ àíàëèçà è äîêàçàòåëüñòâà
âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ, ÷òî ïðåäñòàâëåíî â òåîðåìå 1.

Ñåðèè âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ íà ñèíòåòè÷åñêèõ äàííûõ ïîêàçàëè ðåçóëü-
òàòèâíîñòü àëãîðèòìà CaRVeR â ñðàâíåíèè ñ àëãîðèòìàìè KwikCluster, SGClustα,
Relocation heuristic, Tabu search êàê ïî âðåìåíè ðàáîòû, òàê è ïî çíà÷åíèþ ôóíê-
öèîíàëà îøèáêè.

Ïåðñïåêòèâíû äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ ïîòåíöèàëüíûõ ôóíêöèé íà áëîêå ¾Ðå-
øàþùàÿ ôóíêöèÿ¿ îáùåé ñõåìû, à òàêæå ôîðìèðîâàíèå áàçîâîãî àëãîðèòìà, ñîäåð-
æàùåãî âñå áëîêè îáùåé ñõåìû, äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ ðàçëè÷íûõ ìîäèôèêàöèé ëþáîãî
èç áëîêîâ.
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