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Ðàññìàòðèâàþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè ìîùíîñòè ìíîæåñòâ Pk
n îáðàòèìûõ

ôóíêöèé F : Fn
2 → Fn

2 , äëÿ êîòîðûõ ëþáîå U ⊆ Fn
2 è åãî îáðàç F (U) íå ìîãóò

îäíîâðåìåííî ÿâëÿòüñÿ àôôèííûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè Fn
2 ðàçìåðíîñòè k, ãäå

3 ⩽ k ⩽ n− 1. Ïðèâåäåíû íèæíèå îöåíêè ìîùíîñòè Pk
n è Pk

n ∩ . . . ∩ Pn−1
n , óñèëè-

âàþùèå ðåçóëüòàòû 2007 ã. (W.E. Clark, X. Hou, A. Mihailovs) î íåïóñòîòå äàííûõ
ìíîæåñòâ. Äîêàçàíî, ÷òî ïî÷òè âñå ïîäñòàíîâêè íà Fn

2 ïðèíàäëåæàò P4
n∩. . .∩Pn−1

n .
Äëÿ ìîùíîñòè ìíîæåñòâà P3

n ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè ñíèçó è ñâåðõó
ñ òî÷íîñòüþ äî o(2n!): o(1) ⩽ |P3

n|/2n!−(1−ρ) ⩽ ρ2/2+o(1), ãäå ρ = 5/224. Äàííûå
îöåíêè ñïðàâåäëèâû è äëÿ ìîùíîñòè P3

n ∩ . . . ∩ Pn−1
n . Ñõîæèì îáðàçîì îöåíåíî

ñíèçó ÷èñëî ôóíêöèé èç P4
n∩ . . .∩Pn−1

n , êîòîðûå îòîáðàæàþò ðîâíî îäíî àôôèí-
íîå ïîäïðîñòðàíñòâî Fn

2 ðàçìåðíîñòè 3 â àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Ïðèâåäåíà
ñâÿçü îãðàíè÷åíèé êîìïîíåíòíûõ ôóíêöèé F ñî ñëó÷àåì, êîãäà è U , è F (U) �
àôôèííûå ïîäïðîñòðàíñòâà Fn

2 . Ïðåäëîæåíà õàðàêòåðèçàöèÿ äèôôåðåíöèàëüíî
4-ðàâíîìåðíûõ ïîäñòàíîâîê â ðàññìàòðèâàåìûõ òåðìèíàõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àôôèííûå ïîäïðîñòðàíñòâà, àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè, íåëè-
íåéíîñòü, äèôôåðåíöèàëüíàÿ ðàâíîìåðíîñòü, APN-ôóíêöèè.

ON PERMUTATIONS THAT BREAK SUBSPACES
OF SPECIFIED DIMENSIONS

N.A. Kolomeec

Sobolev Institute of Mathematics, Novosibirsk, Russia

We consider the sets Pk
n consisting of invertible functions F : Fn

2 → Fn
2 such that any

U ⊆ Fn
2 and its image F (U) are not simultaneously k-dimensional affine subspaces

of Fn
2 , where 3 ⩽ k ⩽ n−1. We present lower bounds for the cardinalities of all such Pk

n

and Pk
n ∩ . . .∩Pn−1

n that improve the result of W.E. Clark, X. Hou, and A. Mihailovs,
2007, providing that these sets are not empty. We prove that almost all permutations
of Fn

2 belong to P4
n ∩ . . . ∩ Pn−1

n . Asymptotic lower and upper bounds of |P3
n| up to

o(2n!) are obtained: o(1) ⩽ |P3
n|/2n!−(1−ρ) ⩽ ρ2/2+o(1), where ρ = 5/224. They are

correct for |P3
n∩ . . .∩Pn−1

n | as well. The number of functions from P4
n∩ . . .∩Pn−1

n that
map exactly one 3-dimensional affine subspace of Fn

2 to an affine subspace is estimated.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñçàäàíèÿ ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ (ïðîåêò �FWNF�2022�0019).
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The connection between the restrictions of component functions of F and the case
when both U and F (U) are affine subspaces of Fn

2 is obtained. The characterization
of differentially 4-uniform permutations in the mentioned terms is provided.

Keywords: affine subspaces, asymptotic bounds, nonlinearity, differential uniformity,
APN functions.

Ââåäåíèå
Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé íà àô-

ôèííûå ïîäïðîñòðàíñòâà Fn
2 â ñëó÷àå, êîãäà èõ îáðàç òàêæå ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì ïîä-

ïðîñòðàíñòâîì Fn
2 . Îáîçíà÷àÿ ìíîæåñòâî âñåõ ïîäñòàíîâîê íà Fn

2 ÷åðåç Pn, áóäåì ãî-
âîðèòü, ÷òî π ∈ Pn ñîõðàíÿåò ñòðóêòóðó àôôèííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà L ⊆ Fn

2 , åñëè
π(L) = {π(x) : x ∈ L}� àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî Fn

2 ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå π ðàçðó-

øàåò ñòðóêòóðó L. Îïðåäåëèì

Lk(π) = {L ⊆ Fn
2 : L è π(L) � àôôèííûå ïîäïðîñòðàíñòâà Fn

2 ðàçìåðíîñòè k} (1)

è ìíîæåñòâà ôóíêöèé, ðàçðóøàþùèõ ñòðóêòóðó ïîäïðîñòðàíñòâ îïðåäåë¼ííûõ ðàç-
ìåðíîñòåé:

Pk
n = {π ∈ Pn : Lk(π) = ∅} è P⩾k

n = Pk
n ∩ Pk+1

n ∩ . . . ∩ Pn−1
n . (2)

Îñíîâíîå âíèìàíèå â ðàáîòå áóäåì óäåëÿòü èìåííî ýòèì ìíîæåñòâàì. Çàìåòèì, ÷òî
P0

n, P1
n è Pn

n âñåãäà ïóñòû, òàê êàê âñå ïîäìíîæåñòâà Fn
2 èç 1, 2 è 2n ýëåìåíòîâ ÿâëÿþòñÿ

àôôèííûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè. Áóäåì íàçûâàòü òàêèå ðàçìåðíîñòè òðèâèàëüíûìè.
Âïåðâûå äàííûå ñâîéñòâà ïîäñòàíîâîê áûëè ðàññìîòðåíû â ðàáîòå [1]. Ñîõðàíå-

íèå ñòðóêòóðû ïîäïðîñòðàíñòâà L ⊆ Fn
2 ôóíêöèåé π ∈ Pn ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü

π|L : L → π(L) òàê æå, êàê è f |L äëÿ áóëåâîé ôóíêöèè f : Fn
2 → F2: çàôèêñèðîâàòü

íåêîòîðûå áàçèñû L è π(L) è ïåðåéòè ê ïîäñòàíîâêå âèäà FdimL
2 → FdimL

2 . Ïðè ýòîì
å¼ êðèïòîãðàôè÷åñêèå ñâîéñòâà (ñì. [2�6]), èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî ïðèìåíåíèÿ
îáðàòèìûõ àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé, íå çàâèñÿò îò âûáîðà áàçèñîâ. Ê òàêèì ñâîé-
ñòâàì, íàïðèìåð, îòíîñÿòñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòåïåíü, íåëèíåéíîñòü è ïîðÿäîê äèôôå-
ðåíöèàëüíîé ðàâíîìåðíîñòè. Îäíèì èç ïîäõîäîâ ê ïîñòðîåíèþ ôóíêöèé ìîãóò áûòü
èõ êîíñòðóêöèè êàê ïîäôóíêöèé [7]. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçîâàëèñü è ñõîæèå êîíöåïöèè
ïîäôóíêöèé [8�10]. Ðàçðóøåíèå ñòðóêòóðû ïîäïðîñòðàíñòâ ñâÿçàíî ñ èíâàðèàíòíûìè
ïîäïðîñòðàíñòâàìè îòîáðàæåíèé (ñì., íàïðèìåð, [11]), êîòîðûå ìîãóò áûòü èñïîëüçî-
âàíû â àòàêå ñ ïîìîùüþ èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà [12] (ñì. òàêæå îáîáùåíèå
àòàêè [13] è ðàáîòû î ïîñòðîåíèè òàêèõ ïîäïðîñòðàíñòâ, íà÷èíàÿ ñ S-áëîêîâ [14, 15]).
Îäíèì èç âàæíåéøèõ êëàññîâ êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî APN-
ïîäñòàíîâîê [16], êîòîðîå â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ P2

n.
Âî-ïåðâûõ, â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ìíîæåñòâ L ∈ Lk(π) ÷å-

ðåç êîìïîíåíòíûå ôóíêöèè π ∈ Pn, ïîñòîÿííûå íà L (ñëåäñòâèå 1). Äàííîå ñâîé-
ñòâî ìîæíî ñâÿçàòü è ñ íåëèíåéíîñòüþ π. Òàêæå ÷åðåç ñâîéñòâà ýëåìåíòîâ L2(π)
îõàðàêòåðèçîâàíû äèôôåðåíöèàëüíî 4-ðàâíîìåðíûå ïîäñòàíîâêè: ìîùíîñòü ïåðåñå-
÷åíèÿ äâóõ åãî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ-ìíîæåñòâ íå äîëæíà ïðåâûøàòü 1 (ñì. óòâåð-
æäåíèå 4). Äàëåå ìû óñèëèâàåì ðåçóëüòàòû [1] î íåïóñòîòå P⩾3

n , ò. å. î ñóùåñòâîâàíèè
ôóíêöèé, ðàçðóøàþùèõ ñòðóêòóðó âñåõ àôôèííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Fn

2 ðàçìåðíîñòåé
îò 3 äî n − 1. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ñðåäíåå ÷èñëî ρn,k (è σn,k) ýëåìåíòîâ â Lk(π)
(è Lk(π) ∪ . . . ∪ Ln−1(π)) äëÿ π ∈ Pn (ñì. óòâåðæäåíèÿ 5, 6 è 7 îá èõ ñâîéñòâàõ). Ãëàâ-
íûì îáðàçîì, ðåçóëüòàòû êàñàþòñÿ èõ ìîùíîñòè ïðè n → ∞. Ïîêàçàíî, ÷òî ïî÷òè
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âñå ôóíêöèè ðàçðóøàþò ñòðóêòóðó âñåõ àôôèííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Fn
2 ðàçìåðíîñòè

îò 4 äî n− 1, ò. å. |P⩾4
n | = 2n!− o(2n!) (ñì. ñëåäñòâèå 5). Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îöåíêè

äëÿ |P3
n|, ñïðàâåäëèâûå è äëÿ |P⩾3

n |: o(1) ⩽ |P3
n|/2n!−(1−ρ) ⩽ ρ2/2+o(1), ãäå ρ = 5/224

(ñì. òåîðåìó 2). Îöåíåíî òàêæå êîëè÷åñòâî ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ ñòðóêòóðó ðîâíî
îäíîãî àôôèííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà Fn

2 (ñì. ñëåäñòâèå 6).

1. Îïðåäåëåíèÿ
Ïóñòü Fn

2 � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n íàä ïîëåì F2, ñîñòîÿùåì èç äâóõ
ýëåìåíòîâ. Ñëîæåíèå â Fn

2 îáîçíà÷èì ÷åðåç⊕. Äëÿ x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Fn
2

îïðåäåëèì ⟨x, y⟩ = x1y1⊕ . . .⊕xnyn. Àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî L ⊆ Fn
2 îïðåäåëÿåòñÿ

êàê L = a ⊕ L′ = {a ⊕ x : x ∈ L′}, ãäå L′ �ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Fn
2 è a ∈ Fn

2 ,
åãî ðàçìåðíîñòü dimL ðàâíà log2 |L|. Ìíîæåñòâà âñåõ ëèíåéíûõ è àôôèííûõ ïîäïðî-

ñòðàíñòâ Fn
2 ðàçìåðíîñòè k îáîçíà÷èì ÷åðåç Sk

n è Ŝk
n ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ L′ ∈ Sk

n ñó-
ùåñòâóåò îðòîãîíàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L′⊥ = {y ∈ Fn

2 : ⟨x, y⟩ = 0 äëÿ âñåõ x ∈ L′},
ïðè ýòîì L′⊥ ∈ Sn−k

n . ×åðåç ⟨S⟩ è ⟨S⟩A îáîçíà÷èì ëèíåéíóþ è àôôèííóþ îáîëî÷êè

ìíîæåñòâà S ⊆ Fn
2 , ò. å. ïåðåñå÷åíèå âñåõ L ∈ S0

n ∪ . . .∪Sn
n (L ∈ Ŝ0

n ∪ . . .∪ Ŝn
n ), ñîäåðæà-

ùèõ S.
Ôóíêöèÿ âèäà F : Fn

2 → Fm
2 íàçûâàåòñÿ âåêòîðíîé áóëåâîé ôóíêöèåé, à åñëè m = 1,

òî áóëåâîé ôóíêöèåé. Å¼ êîìïîíåíòíîé ôóíêöèåé íàçûâàåòñÿ Fa : x 7→ ⟨a, F (x)⟩,
ãäå a ∈ Fm

2 \ {0}. Ëþáàÿ F ìîæåò áûòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëåíà â âèäå
ïîëèíîìà Æåãàëêèíà (àëãåáðàè÷åñêîé íîðìàëüíîé ôîðìû, ÀÍÔ):

F (x1, x2, . . . , xn) =
⊕
a∈Fn

2

gax
a1
1 x

a2
2 . . . xann , ãäå ga ∈ Fm

2 è 00 = 1.

Ñòåïåíüþ degF íàçûâàåòñÿ ñòåïåíü å¼ ïîëèíîìà Æåãàëêèíà. Ôóíêöèÿ F íàçûâàåòñÿ
àôôèííîé, åñëè degF ⩽ 1, è êâàäðàòè÷íîé, åñëè degF = 2. Âåñ Õýììèíãà áóëåâîé
ôóíêöèè f : Fn

2 → F2 �êîëè÷åñòâî x ∈ Fn
2 , òàêèõ, ÷òî f(x) = 1; f ñáàëàíñèðîâàíà, åñëè

å¼ âåñ ðàâåí 2n−1. Ðàññòîÿíèå Õýììèíãà ìåæäó f, g : Fn
2 → F2 �êîëè÷åñòâî x ∈ Fn

2 ,
íà êîòîðûõ f(x) ̸= g(x).

Íåëèíåéíîñòüþ Nf ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ ðàññòîÿíèå Õýììèíãà îò f äî áëè-
æàéøåé ê íåé àôôèííîé áóëåâîé ôóíêöèè. Íåëèíåéíîñòü NF âåêòîðíîé ôóíêöèè
F : Fn

2 → Fm
2 îïðåäåëÿåòñÿ êàê

NF = min
b∈Fm

2 \{0}
NFb

.

Ýòî èíâàðèàíò îòíîñèòåëüíî àôôèííîé ýêâèâàëåíòíîñòè: F,G : Fn
2 → Fm

2 àôôèííî
ýêâèâàëåíòíû, åñëè ñóùåñòâóþò îáðàòèìûå àôôèííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ A : Fn

2 → Fn
2

è B : Fm
2 → Fm

2 , òàêèå, ÷òî G(x) = B(F (A(x))) äëÿ âñåõ x ∈ Fn
2 . Íåòðóäíî âèäåòü,

÷òî |Lk(π)|, îïðåäåë¼ííîå â (1), òàêæå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì îòíîñèòåëüíî àôôèííîé
ýêâèâàëåíòíîñòè, à ìíîæåñòâà Pk

n è P⩾k
n èç (2) çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî àôôèííîé

ýêâèâàëåíòíîñòè.
Áîëåå ïîäðîáíóþ èíôîðìàöèþ î ôóíêöèÿõ è èõ êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ

ìîæíî íàéòè â [2�6].

2. Ñâÿçü ñ êðèïòîãðàôè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè
Ïðèâåä¼ì ñâÿçü ìíîæåñòâ Lk(π) ñ êîìïîíåíòíûìè ôóíêöèÿìè π, å¼ íåëèíåéíîñòüþ

è ïîðÿäêîì äèôôåðåíöèàëüíîé ðàâíîìåðíîñòè. Íà÷í¼ì ñ òðèâèàëüíîãî ñâîéñòâà ýëå-
ìåíòîâ L0(π) ∪ . . . ∪ Ln(π).



8 Í.À. Êîëîìååö

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü π ∈ Pn ñîõðàíÿåò ñòðóêòóðó àôôèííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ
L,U ⊆ Fn

2 . Òîãäà π ñîõðàíÿåò ñòðóêòóðó L ∩ U .
Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ L∩U ñïðàâåäëèâî x ∈ π(L)∩π(U),

ò. å. π(L ∩ U) ⊆ π(L) ∩ π(U). Ó÷èòûâàÿ ñóùåñòâîâàíèå π−1, ïîëó÷àåì π(L ∩ U) =
= π(L) ∩ π(U).

2.1. Ê î ì ï î í å í ò í û å ô ó í ê ö è è è í å ë è í å é í î ñ ò ü

Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü F : Fn
2 → Fm

2 è U �ïîäïðîñòðàíñòâî Fn
2 . Òîãäà

{a ∈ Fm
2 : x ∈ U 7→ ⟨a, F (x)⟩ � ïîñòîÿííà} = (F (u)⊕ ⟨F (U)⟩A)⊥, ãäå u ∈ U,

ò. å. ðîâíî 2m−dim⟨F (U)⟩A − 1 êîìïîíåíòíûõ ôóíêöèé F ïîñòîÿííû íà U .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a ∈ Fm
2 , u ∈ U , v = F (u) è V = F (U) ⊆ Fm

2 . Òîãäà
ôóíêöèÿ Fa : x 7→ ⟨a, F (x)⟩ ïîñòîÿííà íà U , åñëè è òîëüêî åñëè

⟨a, v ⊕ y⟩ = 0 äëÿ âñåõ y ∈ V.

Ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî a ∈ ⟨v ⊕ V ⟩⊥. Óáðàâ a = 0, ïîëó÷èì ðîâíî 2m−dim⟨v⊕V ⟩ − 1
ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíòíûõ ôóíêöèé. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàëîñü ïîêà-
çàòü, ÷òî

⟨V ⟩A = v ⊕ ⟨v ⊕ V ⟩. (3)

Äåéñòâèòåëüíî, ëþáîå àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî V ′ ⊆ Fm
2 , ñîäåðæàùåå V , ñîäåðæèò

è v, ò. å. v⊕ V ′ ⊇ v⊕ V è v⊕ V ′ � ëèíåéíîå. Ñëåäîâàòåëüíî, v⊕ V ′ ñîäåðæèò ⟨v⊕ V ⟩.
Çíà÷èò, ⟨V ⟩A ⊇ v⊕⟨v⊕V ⟩. Íî v⊕⟨v⊕V ⟩� ýòî òàêæå àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî Fm

2 ,
ñîäåðæàùåå V , ò. å. (3) äîêàçàíî.

Äëÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûõ ôóíêöèé ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé êðèòåðèé.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü π ∈ Pn è U � àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî Fn
2 . Òîãäà π ñî-

õðàíÿåò ñòðóêòóðó U , åñëè è òîëüêî åñëè ðîâíî 2n−dimU − 1 êîìïîíåíòíûõ ôóíêöèé π
ïîñòîÿííû íà U .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u ∈ U , V ⊆ Fm
2 , |V | = 2n−dimU , 0 ∈ V è ⟨v, π(x)⟩ ïîñòîÿí-

íà íà U òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà v ∈ V . ßñíî, ÷òî V �ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Fn
2 ,

òàê êàê ìíîæåñòâî ïîñòîÿííûõ ôóíêöèè çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ. Ñëåäîâà-
òåëüíî, π(u)⊕ π(U) ⊆ V ⊥. Íî òîãäà dim⟨π(U)⟩A ⩽ n− (n− dimU) = dimU . Ñ ó÷¼òîì
âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè π, π(U) ìîæåò áûòü òîëüêî àôôèííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì Fn

2 .
Äîêàçàòåëüñòâî â äðóãóþ ñòîðîíó íàïðÿìóþ ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 2.

Îòìåòèì, ÷òî áóëåâû ôóíêöèè, ïîñòîÿííûå íà íåêîòîðîì àôôèííîì ïîäïðîñòðàí-
ñòâå Fn

2 ðàçìåðíîñòè k, íàçûâàþòñÿ k-íîðìàëüíûìè [17�19]. Åñëè dim⟨F (U)⟩A < m
äëÿ F : Fn

2 → Fm
2 (èëè U ∈ Lk(F ) â ñëó÷àå îáðàòèìîé F è k < n), òî F èìååò

dimU -íîðìàëüíóþ êîìïîíåíòíóþ ôóíêöèþ. Èçâåñòíî, ÷òî íåëèíåéíîñòü òàêèõ ôóíê-
öèé (à çíà÷èò, è NF ) ìîæíî îöåíèòü ñâåðõó êàê 2n−1 − 2dimU−1 [20, 21]. Ýòó è äðóãèå
îöåíêè íåëèíåéíîñòè ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [7]. Îöåíêà 2n−1 − 2dimU−1 ïðè U ∈ Lk(F )
ñëåäóåò òàêæå èç [12]. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèè ñ âûñîêîé íåëèíåéíîñòüþ ðàçðóøàþò
ñòðóêòóðó àôôèííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Fn

2 áîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé.
Èíòåðåñíûì ÿâëÿåòñÿ è êðèòåðèé ñîõðàíåíèÿ ñòðóêòóðû ãèïåðïëîñêîñòåé, äîêà-

çàííûé â îäíó ñòîðîíó â [7].
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Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü π ∈ Pn. Òîãäà L ∈ Ln−1(π) ⇐⇒ a ⊕ L ∈ Ln−1(π) äëÿ âñåõ
a ∈ Fn

2 . Ïðè ýòîì

|Ln−1(π)| = 2|{b ∈ Fn
2 \ {0} : x 7→ ⟨b, π(x)⟩ � àôôèííà}|

è Nπ = 0 ⇐⇒ Ln−1(π) ̸= ∅.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè L ∈ Ln−1(π), òî π(Fn

2 \L) = Fn
2 \π(L), ãäå Fn

2 \L è Fn
2 \π(L)

ÿâëÿþòñÿ àôôèííûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè Fn
2 ðàçìåðíîñòè n− 1 (ãèïåðïëîñêîñòÿìè).

Ñëåäîâàòåëüíî, Fn
2 \L ∈ Ln−1(π), ò. å. Ln−1(π) ðàçáèâàåòñÿ íà ïàðû {L,Fn

2 \L}. Ïðè ýòîì
Fn
2 \ L = a⊕ L äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ Fn

2 , è â öåëîì s⊕ L äëÿ s ∈ Fn
2 ñîâïàäàåò ëèáî ñ L,

ëèáî ñ Fn
2 \ L.

Äàëåå, ïî ñëåäñòâèþ 1: L ∈ Ln−1(π) ⇐⇒ ðîâíî îäíà êîìïîíåíòíàÿ ôóíêöèÿ πb ïî-
ñòîÿííà íà L, b ∈ Fn

2 \{0}. Íî òàê êàê π îáðàòèìà, å¼ êîìïîíåíòíàÿ ôóíêöèÿ πb äîëæíà
áûòü ñáàëàíñèðîâàííîé [5]. Ñëåäîâàòåëüíî, πb ïîñòîÿííà è íà Fn

2 \L, ò. å. îíà ÿâëÿåòñÿ
àôôèííîé. Òàêèì îáðàçîì, ïàðà {L,Fn

2 \L} ⊆ Ln−1(π) ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîé îäíîé
àôôèííîé πb.

Â îáðàòíóþ ñòîðîíó ñïðàâåäëèâî àíàëîãè÷íîå ñîîòâåòñòâèå, òàê êàê àôôèííîñòü
íåêîòîðîé êîìïîíåíòíîé ôóíêöèè îçíà÷àåò, ÷òî îíà ïîñòîÿííà íà íåêîòîðîé ãèïåð-
ïëîñêîñòè L ∈ Sk

n è å¼ ñäâèãå Fn
2 \L [5], ò. å. àôôèííàÿ (è ñáàëàíñèðîâàííàÿ) πb ñîîòâåò-

ñòâóåò ðîâíî îäíîé ïàðå {L,Fn
2 \L} ⊆ Ln−1(π). Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî êîìïîíåíòíûå

ôóíêöèè πb è πc ïðè ðàçëè÷íûõ b, c ∈ Fn
2 , ÿâëÿþùèåñÿ àôôèííûìè, íå ìîãóò èìåòü

îäíî è òî æå L: òîãäà èõ ñóììà πb ⊕ πc, ÿâëÿþùàÿñÿ êîìïîíåíòíîé ôóíêöèåé πb⊕c, íå
áóäåò ñáàëàíñèðîâàííîé.

Îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ îïðåäåëåíèåì: Nπ = 0 ⇐⇒ íåêîòîðàÿ èç êîìïîíåíòíûõ
ôóíêöèé π àôôèííà.

2.2. Ä è ô ô å ð å í ö è à ë ü í à ÿ ð à â í î ì å ð í î ñ ò ü è A P N - ô ó í ê ö è è

Ïîðÿäêîì äèôôåðåíöèàëüíîé ðàâíîìåðíîñòè δ(G) ôóíêöèè G : u ⊕ L → u′ ⊕ L′,
ãäå L è L′ �ëèíåéíûå ïîäïðîñòðàíñòâà Fn

2 è Fm
2 ñîîòâåòñòâåííî, u ∈ Fn

2 è u′ ∈ Fm
2 ,

íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå t, òàêîå, ÷òî ïðè ëþáûõ ïàðàìåòðàõ a ∈ L \ {0} è b ∈ L′

óðàâíåíèå G(x)⊕G(x⊕ a) = b èìååò íå áîëåå t ðåøåíèé îòíîñèòåëüíî x ∈ u⊕L. Åñëè
|L| = |L′| è δ(G) = 2, òî G íàçûâàåòñÿ APN-ôóíêöèåé. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â ëè-
òåðàòóðå òàêæå âñòðå÷àåòñÿ òåðìèí ïîðÿäîê ðàçíîñòíîé ðàâíîìåðíîñòè (ïî àíàëîãèè
ñ ðàçíîñòíûì êðèïòîàíàëèçîì).

Îòìåòèì, ÷òî ñâîéñòâà δ(G) ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóþò ñâîéñòâàì δ(G′) äëÿ ôóíê-
öèé G′ : FdimL

2 → FdimL′
2 ; äëÿ π ∈ Pn è L ∈ Lk(π), âûïîëíÿåòñÿ δ(π|L) ⩽ δ(π). Äàííîå

ñâîéñòâî àêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ, íàïðèìåð, â [7]. Îäíèì èç ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèé
APN-ïîäñòàíîâîê ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå: π ∈ Pn �APN-ôóíêöèÿ ⇐⇒ L2(π) = ∅.

Â îáùåì ñëó÷àå ñîõðàíåíèå ñòðóêòóðû ïîäïðîñòðàíñòâ îïðåäåë¼ííûõ ðàçìåðíî-
ñòåé íå îãðàíè÷èâàåò ïîðÿäîê äèôôåðåíöèàëüíîé ðàâíîìåðíîñòè ôóíêöèè, ïðèìåðîì
÷åãî ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ îáðàùåíèÿ ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîëÿ, ïîðÿäîê äèôôåðåíöè-
àëüíîé ðàâíîìåðíîñòè êîòîðîé ðàâåí 2 è 4 ïðè íå÷¼òíîì è ÷¼òíîì ÷èñëå ïåðåìåííûõ
ñîîòâåòñòâåííî [16]. Ñîãëàñíî [11], ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 3 (Í.À. Êîëîìååö, Ä.À. Áûêîâ, 2024). Ïóñòü π(x) = x2
n−2 äëÿ

x ∈ F2n è 2 ⩽ k ⩽ n. Òîãäà |Lk(π)| = (2n − 1)/(2k − 1) ïðè k | n, èíà÷å Lk(π) = ∅.
Îäíàêî ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü ïóñòîòó íåêîòîðûõ Lk(π) â ñëó÷àå APN-ïîäñòàíîâîê.

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü n > 2 è π ∈ Pn �APN-ôóíêöèÿ. Òîãäà L2(π) = L4(π) =
= Ln−1(π) = ∅. Åñëè π�êâàäðàòè÷íàÿ, òî Lk(π) = ∅ äëÿ âñåõ ÷¼òíûõ k, 1 ⩽ k ⩽ n.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L ∈ Lk(π). Ïîñêîëüêó δ(π|L) ⩽ δ(π), π|L òàêæå äîëæíà
áûòü APN-ïîäñòàíîâêîé. Òàêèì îáðàçîì, L2(π) ïóñòî â ñèëó ýêâèâàëåíòíîãî îïðåäåëå-
íèÿ APN-ïîäñòàíîâîê. Ìíîæåñòâî L4(π) ïóñòî â ñèëó íåñóùåñòâîâàíèÿ APN-ïîäñòàíî-
âîê îò 4 ïåðåìåííûõ; åñëè Ln−1(π) íåïóñòî, òî ïî ñëåäñòâèþ 2 íåëèíåéíîñòü π ðàâíà 0,
÷òî òàêæå íåâûïîëíèìî äëÿ APN-ôóíêöèè [4]. Èç [22] èçâåñòíî, ÷òî íå ñóùåñòâóåò
êâàäðàòè÷íûõ APN-ïîäñòàíîâîê îò ÷¼òíîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ.

Äëÿ íåêîòîðûõ íåáîëüøèõ n ñóùåñòâóþò ôóíêöèè, ðàçðóøàþùèå ñòðóêòóðó âñåõ
ïîäïðîñòðàíñòâ Fn

2 íåòðèâèàëüíûõ ðàçìåðíîñòåé. Íàïðèìåð, ïðè n ∈ {3, 5, 7} ôóíê-
öèÿ èíâåðñèè ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîëÿ ïðèíàäëåæèò P⩾2

n . Ìíîæåñòâî P⩾2
4 ïóñòî, à

âîò P⩾2
6 ñîäåðæèò APN-ïîäñòàíîâêó, íàéäåííóþ â [23]: L2(π), L4(π) è L5(π) äëÿ íå¼

ïóñòû ïî ñëåäñòâèþ 3 è, ñîãëàñíî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì, L3(π) òàêæå ïóñòî.

2.3. Ê ë à ñ ñ è ô è ê à ö è ÿ ô ó í ê ö è é ñ δ(π) = 4

Íåòðóäíî êëàññèôèöèðîâàòü äèôôåðåíöèàëüíî 4-ðàâíîìåðíûå ôóíêöèè, èñõîäÿ
èç ñòðóêòóðû L2(π).

Óòâåðæäåíèå 4. Ïóñòü π ∈ Pn è L2(π) ̸= ∅. Òîãäà δ(π) = 4 ⇐⇒ ëþáûå äâà
ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòà L2(π) ïåðåñåêàþòñÿ ïî íå áîëåå ÷åì îäíîìó ýëåìåíòó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå L2(π) ̸= ∅ ãàðàíòèðóåò, ÷òî δ(π) ⩾ 4.
Ïóñòü δ(π) = 4. Îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü |L ∩ U | = 2 äëÿ íåêîòîðûõ L,U ∈ L2(π), ò. å.

â ñèëó âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè π ñïðàâåäëèâî |π(L)| = |π(U)| = 4 è |π(L)\π(L∩U)| =
= |π(U) \ π(L ∩ U)| = 2.

Îáîçíà÷èì L ∩ U = {a, a ⊕ v} è π(L ∩ U) = {π(a), π(a) ⊕ v′)}, ãäå a, v, v′ ∈ Fn
2 è

v, v′ ̸= 0. Íî òîãäà L \ (L∩U) = {b, b⊕ v} è U \ (L∩U) = {c, c⊕ v} äëÿ íåêîòîðûõ b, c ∈
∈ Fn

2 , ãäå a, b, c ïîïàðíî ðàçëè÷íû, òàê êàê ñóììû âñåõ ýëåìåíòîâ L è U äîëæíû áûòü
ðàâíû íóëþ. Òàê êàê π(L) è π(U)� òîæå àôôèííûå ïîäïðîñòðàíñòâà Fn

2 , àíàëîãè÷íî
ïîëó÷àåì π(L)\π(L∩U) = {π(b), π(b)⊕v′} è π(U)\π(L∩U) = {π(c), π(c)⊕v′}. Îòñþäà
óðàâíåíèå π(x)⊕π(x⊕v) = v′ èìååò êàê ìèíèìóì øåñòü ðåøåíèé a, a⊕v, b, b⊕v, c, c⊕v,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò δ(π) = 4. Òàêèì îáðàçîì, ëþáûå ðàçëè÷íûå L,U ∈ L2(π) ëèáî íå
ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ïåðåñåêàþòñÿ ïî îäíîìó ýëåìåíòó.

Ïóñòü ëþáûå ðàçëè÷íûå L,U ∈ L2(π) ïåðåñåêàþòñÿ ïî íå áîëåå ÷åì îäíîìó ýëåìåí-
òó. Îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü δ(π) > 4. Òîãäà äëÿ íåêîòîðûõ a ∈ Fn

2 \{0} è b ∈ Fn
2 ñóùåñòâó-

þò øåñòü ðàçëè÷íûõ x, x⊕ a, y, y⊕ a, z, z⊕ a, x, y, z ∈ Fn
2 , òàêèõ, ÷òî π(x)⊕ π(x⊕ a) =

= π(y) ⊕ π(y ⊕ a) = π(z) ⊕ π(z ⊕ a) = b. Íî òîãäà {π(x), π(x ⊕ a), π(y), π(y ⊕ a)} è
{π(z), π(z ⊕ a), π(y), π(y ⊕ a)} ÿâëÿþòñÿ àôôèííûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè Fn

2 , ðàçìåð-
íîñòü êîòîðûõ ðàâíà 2 â ñèëó âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè π, è ïåðåñåêàþòñÿ îíè ðîâíî
ïî äâóì ýëåìåíòàì, ò. å. ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû [24] ïîçâîëÿþò îöåíèòü ñâåðõó ìîùíîñòü L2(π) ïðè δ(π) = 4.
Â íåé ðàññìàòðèâàþòñÿ êîëè÷åñòâà ÷åòâ¼ðîê x1, x2, x3, x1 ⊕ x2 ⊕ x3 ∈ Fn

2 , òàêèõ, ÷òî
F (x1)⊕F (x2)⊕F (x3) = F (x1⊕x2⊕x3) äëÿ F : Fn

2 → Fn
2 . Åñëè F âçàèìíî îäíîçíà÷íà, òî

ýòî â òî÷íîñòè |L2(F )|. Íàïðèìåð, [24, òåîðåìà 2.3] ïîçâîëÿåò ïî äèôôåðåíöèàëüíîìó
ñïåêòðó ïîäñ÷èòàòü |L2(F )|:

|L2(F )| =
1

3

∑
a∈Fn

2 \{0}

∑
b∈Fn

2

(
δa,b(F )/2

2

)
,

ãäå δa,b(F )�êîëè÷åñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ F (x) ⊕ F (x ⊕ a) = b. Ïîñêîëüêó∑
b∈Fn

2

δa,b(F ) = 2n, òî äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî 4-ðàâíîìåðíûõ ôóíêöèé ñïðàâåäëèâà ñëå-

äóþùàÿ îöåíêà, äîñòèãàþùàÿñÿ â òî÷íîñòè ïðè δa,b ∈ {0, 4}:
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Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü π ∈ Pn è δ(π) = 4. Òîãäà |L2(π)| ⩽
1

3
2n−2(2n − 1).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îöåíêà íå ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì ïðè íå÷¼òíûõ n. Ïðè ýòîì
îíà ãàðàíòèðîâàííî äîñòèãàåòñÿ ïðè n = 2m+ 2. Íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèé Ãîëäà âèäà

F (x) = x2
2i+1, ãäå x ∈ F22m+2 , 1 ⩽ i ⩽ m è (i,m+ 1) = 1,

âûïîëíÿåòñÿ δa,b ∈ {0, 2(2i,2m+2)}, è îíè ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûìè [3, 4, 25]. Òà-
êèì îáðàçîì, äëÿ íèõ äîñòèãàåòñÿ îöåíêà ñëåäñòâèÿ 4. Äàííîå êîëè÷åñòâî äëÿ âñåõ
ôóíêöèé Ãîëäà (â òîì ÷èñëå íåîáðàòèìûõ) íà ÿçûêå ÷åòâ¼ðîê ïîäñ÷èòàíî â [24, òåî-
ðåìà 3.4]. Äîñòèãàåòñÿ ëè äàííàÿ îöåíêà ïðè n = 4m, îñòà¼òñÿ îòêðûòûì âîïðîñîì.

3. Ïîäñòàíîâêè, ðàçðóøàþùèå ñòðóêòóðó ïîäïðîñòðàíñòâ
îïðåäåë¼ííûõ ðàçìåðíîñòåé

Èìåÿ çàäàííóþ ïîäñòàíîâêó, íåïðîñòî äîêàçàòü, ÷òî îíà ðàçðóøàåò ñòðóêòóðó
êàêèõ-ëèáî àôôèííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Fn

2 . Îäíàêî ìîæíî îöåíèòü ÷èñëî òàêèõ ôóíê-
öèé. Íàïðèìåð, â [1] äîêàçàíî, ÷òî P⩾3

n íåïóñòî. Îöåíèì äîëè |Pk
n| è |P⩾k

n | ê |Pn| ïðè
n→∞. Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

ρn,k = |Ŝk
n|2
/(2n

2k

)
, σn,k =

n−1∑
i=k

ρn,i.

Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî

|Sk
n| =

k−1∏
i=0

(2n − 2i)

k−1∏
i=0

(2k − 2i)

=

k−1∏
i=0

(2n−i − 1)

k−1∏
i=0

(2i+1 − 1)

è |Ŝk
n| = 2n−k|Sk

n|.

Èç äîêàçàòåëüñòâà [1, òåîðåìà 2.1] ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå
îöåíêè:

Òåîðåìà 1 (W.E. Clark, X. Hou, and A. Mihailovs, 2007). Ïóñòü 3 ⩽ k < n. Òîãäà

|Pk
n| ⩾ (1− ρn,k)|Pn| è |P⩾k

n | ⩾ (1− σn,k)|Pn|.

Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëà ρn,k è σn,k èìåþò è áîëåå âàæíîå çíà÷åíèå: ýòî ñðåäíåå êîëè÷å-
ñòâî àôôèííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Fn

2 ðàçìåðíîñòè k (ðàçìåðíîñòè îò k äî n−1), êîòîðîå
ñîõðàíÿåò ôóíêöèÿ èç Pn. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ýòî ñðåäíèå çíà÷åíèÿ, òî

ρn,k|Pn| =
∑

π∈Pn

|Lk(π)| =
∑

π∈Pn\Pk
n

|Lk(π)| ⩾ |Pn \ Pk
n| = |Pn| − |Pk

n|

è àíàëîãè÷íî äëÿ σn,k, ÷òî ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 1. Äàëåå ìû äåòàëüíî
ðàññìîòðèì ýòî è äðóãèå ñâîéñòâà ρn,k è σn,k.

3.1. Ñ ð å ä í å å ê î ë è ÷ å ñ ò â î ï î ä ï ð î ñ ò ð à í ñ ò â ,
ñ ò ð ó ê ò ó ð ó ê î ò î ð û õ ñ î õ ð à í ÿ å ò ï î ä ñ ò à í î â ê à

Íà÷í¼ì ñ óòâåðæäåíèÿ î ñðåäíåé ìîùíîñòè Lk(π).

Óòâåðæäåíèå 5. Ñðåäíåå êîëè÷åñòâî àôôèííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Fn
2 ðàçìåðíî-

ñòè k, ñòðóêòóðó êîòîðûõ ñîõðàíÿåò ïîäñòàíîâêà íà Fn
2 , ðàâíî ρn,k, ò. å.

ρn,k =
1

|Pn|
∑

π∈Pn

|Lk(π)| è σn,k =
1

|Pn|
∑

π∈Pn

n−1∑
i=k

|Li(π)|.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü τ(π, L) = 1, åñëè π(L) ∈ Ŝk
n, è 0 èíà÷å, ãäå π ∈ Pn è

L ∈ Ŝk
n. Ïåðåïèøåì ñóììó èç óñëîâèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:∑

π∈Pn

|Lk(π)| =
∑

π∈Pn

∑
L∈Ŝk

n

τ(π, L) =
∑

L∈Ŝk
n

∑
π∈Pn

τ(π, L) =
∑

L∈Ŝk
n

|{π ∈ Pn : π(L) ∈ Ŝk
n}|. (4)

Âûáåðåì ëþáîå L ∈ Ŝk
n è ïîäñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ π ∈ Pn, äëÿ êîòîðûõ

π(L) ∈ Ŝk
n. Âî-ïåðâûõ, ìû ìîæåì âûáðàòü ëþáîå èç Ŝk

n â êà÷åñòâå π(L), ïðè ýòîì

ðàçíûå π(L) âëåêóò è ðàçëè÷èå π, ò. å. ïîëó÷àåì |Ŝk
n| âàðèàíòîâ π(L). Äàëåå, π|L ìîæíî

âûáðàòü |π(L)| = 2k! ñïîñîáàìè, òàê êàê ìû çàôèêñèðîâàëè π(L). Êàæäîå òàêîå π|L
íóæíî ïðîäîëæèòü íà âñ¼ Fn

2 , ò. å. îñòàâøèåñÿ 2n − 2k ýëåìåíòîâ íóæíî ðàñïîëîæèòü
âñåâîçìîæíûìè (2n − 2k)! ñïîñîáàìè íà Fn

2 \ L. Èòîãî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî íà÷àëüíîå L

èç |Ŝk
n|, çàïèøåì ∑

π∈Pn

|Lk(π)| = |Ŝk
n| · |Ŝk

n| · 2k! (2n − 2k)!.

Ïîäåëèâ âñ¼ íà |Pn| = 2n!, ïîëó÷èì òî, ÷òî òðåáóåòñÿ äîêàçàòü.

Äëÿ òðèâèàëüíûõ àôôèííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ρn,k òàêæå íàõîäèòñÿ òðèâèàëüíî:

ρn,0 = 2n, ρn,1 = 2n−1(2n − 1), ρn,n = 1.

Ïðèâåä¼ì â ÿâíîì âèäå âûðàæåíèÿ äëÿ ρn,2 è ρn,3.

Óòâåðæäåíèå 6. Ñïðàâåäëèâî

ρn,2 =
2n−3(2n − 1)(2n − 2)

3(2n − 3)
=

22n−3

3
+

1

12
+

1

2n+2 − 12
,

ρn,3 = ρ
2n(2n − 1)(2n − 2)(2n − 4)

(2n − 3)(2n − 5)(2n − 6)(2n − 7)
, ãäå ρ =

5

224
.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ îáùåé ôîðìóëîé è âûïîëíèòü
íåñëîæíûå ïðèâåäåíèÿ.

3.2. Ñ â î é ñ ò â à ρn,k è σn,k ï ð è k ⩾ 3

Ðàññìîòðèì ñâîéñòâà ρn,k è σn,k ïðè k ⩾ 3, ò. å. êîãäà èõ çíà÷åíèå ìåíüøå 1. Ñîñðå-
äîòî÷èì âíèìàíèå íà ρn,3, σn,3 è σn,4.

Ëåììà 1. Ïóñòü 2 ⩽ k < n− 1. Òîãäà

ρn,k+1 <
ρn,k

22n−6(2n−k−1 − 1)2k−4
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååò ìåñòî

|Ŝk+1
n | = 2n−k−1

k∏
i=0

(2n−i − 1)

k∏
i=0

(2i+1 − 1)

=
1

2

2n−k − 1

2k+1 − 1
|Ŝk

n| <
2(2n−k−1 − 1)

2k+1 − 1
|Ŝk

n|.

Ïðè ýòîì(
2n

2k+1

)
=

2k+1−1∏
i=0

(2n − i)
/
2k+1! =

2k−1∏
i=0

2n − 2k − i
2k + i+ 1

(
2n

2k

)
> (2n−k−1 − 1)2

k

(
2n

2k

)
.
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Ïîäñòàâèâ íåðàâåíñòâà â âûðàæåíèå äëÿ ρn,k+1 èç óòâåðæäåíèÿ 5, ïîëó÷èì

ρn,k+1 <
4(2n−k−1 − 1)2ρn,k

(2n−k−1 − 1)2k(2k+1 − 1)2
=

4ρn,k
(2n−k−1 − 1)2k−4(2n − 2n−k−1 − 2k+1 + 1)2

.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 2n − 2n−k−1 − 2k+1 + 1 > 2n−2, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.

Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ρn,k ïðè óâåëè÷åíèè n.

Ëåììà 2. Ïóñòü 4 ⩽ k ⩽ n. Òîãäà

ρn+1,k < 22k+4−2kρn,k. (5)

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî

|Ŝk
n+1| = 2n+1−k

k−1∏
i=0

(2n+1−i − 1)

k−1∏
i=0

(2i+1 − 1)

=
2n+2 − 2

2n−k+1 − 1
|Ŝk

n| <
2n+2

2n−k
|Ŝk

n| = 2k+2|Ŝk
n|.

Â òî æå âðåìÿ

(
2n+1

2k

)
=

2k−1∏
i=0

(2n+1 − i)
/
2k! =

2k−1∏
i=0

2n+1 − i
2n − i

(
2n

2k

)
⩾ 22

k

(
2n

2k

)
.

Ïîäñòàâèâ íåðàâåíñòâà â ôîðìóëó äëÿ ρn+1,k, ïîëó÷èì (5).

Äîêàæåì îñíîâíûå ñâîéñòâà ρn,k è σn,k ïðè k ⩾ 3.

Óòâåðæäåíèå 7. Çàôèêñèðóåì k ⩾ 3. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ρn,k è σn,k, n =
= k + 1, k + 2, k + 3, . . . ìîíîòîííî óáûâàþò, ïðè ýòîì

lim
n→∞

ρn,k = lim
n→∞

σn,k =

{
ρ, åñëè k = 3,

0, åñëè k ⩾ 4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óòâåðæäåíèþ 5

ρn,3 = ρ
2n(2n − 1)(2n − 2)(2n − 4)

(2n − 3)(2n − 5)(2n − 6)(2n − 7)
= ρ

2n

2n − 3

2n − 1

2n − 5

2n − 4

2n − 6

2n − 4

2n − 7
,

ò. å. îíî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ρ è ìîíîòîííî óáûâàþùèõ ñîìíîæèòåëåé.
Ìîíîòîííîå óáûâàíèå ρn,k ïðè k ⩾ 4 ñëåäóåò èç ëåììû 2:

2−4 ⩾ 22k+4−2k >
ρn+1,k

ρn,k
. (6)

Äîêàæåì, ÷òî σk,n = ρk,n + . . . + ρn−1,n òàêæå ìîíîòîííî óáûâàåò. Ó÷èòûâàÿ óáû-
âàíèå ρn,k, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ρn,n−1 > ρn+1,n−1 + ρn+1,n. Òàê êàê n ⩾ 4, òî
ρn+1,n < ρn+1,n−1 ïî ëåììå 1. Äàëåå äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ (6).

Íàéä¼ì ïðåäåëû ρn,k è σn,k. Î÷åâèäíî, ÷òî ρn,3 ñòðåìèòñÿ ê ρ. Äëÿ íàõîæäåíèÿ âñåõ
îñòàâøèõñÿ ïðåäåëîâ äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî σn,4 ñõîäèòñÿ ê íóëþ. Âîñïîëüçóåìñÿ
óáûâàíèåì σn,4 è ëåììîé 1:

σn,4 =
n−1∑
k=4

ρn,k <
n− 4

22n−6
· ρn,3,

ò. å. σn,4 ñõîäèòñÿ ê íóëþ.
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Òàêèì îáðàçîì, ρn,3 = σn,3 = ρ + o(1) è ρn,k = σn,k = o(1) ïðè k ⩾ 4. Èñïîëüçóÿ
ìîíîòîííîå óáûâàíèå ρn,k è σn,k, ìîæíî îöåíèâàòü ñâåðõó èõ çíà÷åíèÿ ïðè áîëüøèõ n
íà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè. Íàïðèìåð, ρn,3 < ρ5,3 < ρ4,3 äëÿ âñåõ n ⩾ 6, ãäå

ρ4,3 =
10

143
è ρ5,3 =

124

3393
.

Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû îêðóãë¼ííûå çíà÷åíèÿ íàèáîëåå èñïîëüçóåìûõ äàëåå ρn,3, σn,3
è σn,4 äëÿ íåáîëüøèõ n, ïðè ýòîì ρ ≈ 0,0223214285714286. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî âåðî-
ÿòíîñòü ñîáûòèÿ π ∈ P⩾3

n ïðè ñëó÷àéíîì âûáîðå π ∈ Pn ïðåâûøàåò 93, 96 è 97% äëÿ
n = 4, 5 è n ⩾ 6 ñîîòâåòñòâåííî.

Òà á ë è ö à 1
Îêðóãë¼ííûå çíà÷åíèÿ ρn,3, σn,3 è σn,4 äëÿ 4 ⩽ n ⩽ 12

n ρn,3 σn,3 σn,4

4 0,0699300699300699 0,0699300699300699 1
5 0,0365458296492779 0,0365522248005155 6,3951512375906990·10−06

6 0,0281384877529501 0,0281385016330859 1,3880135807123695·10−08

7 0,0249785705552490 0,0249785706508960 9,5647023517238220·10−11

8 0,0235940660426061 0,0235940660436301 1,0240104891952223·10−12

9 0,0229445264556499 0,0229445264556632 1,3335844188797633·10−14

10 0,0226297620233199 0,0226297620233201 1,9054283870459533·10−16

11 0,0224748023114524 0,0224748023114524 2,8481291963864860·10−18

12 0,0223979185358598 0,0223979185358598 4,3530671380777510·10−20

Äàëåå äëÿ ïîñòðîåíèÿ îöåíîê âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ρn,k è σn,k ìåíüøå 1 ïðè k ⩾ 3

è íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ρn,2. Îäíàêî ñðåäíåå çíà÷åíèå ρn,2 =
22n−3

3
+

1

12
+

1

2n+2 − 12
äëÿ |L2(π)| ïî π ∈ Pn (ñì. óòâåðæäåíèå 6) ìîæíî ñîîòíåñòè ñ âåðõíåé îöåíêîé |L2(π)|

ïðè δ(π) = 4 (ñì. ñëåäñòâèå 4), äîñòèæèìîé â ñëó÷àå n = 2m+2: |L2(π)| ⩽
22n−2 − 2n−2

3
.

Ýòî ïîäòâåðæäàåò, ÷òî íèçêèé ïîðÿäîê äèôôåðåíöèàëüíîé ðàâíîìåðíîñòè π â îáùåì
ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì îãðàíè÷èòåëåì íà êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â Lk(π).

3.3. Ì î ù í î ñ ò ü P⩾k
n ï ð è n→∞

Âîñïîëüçîâàâøèñü ñâîéñòâàìè ρn,k è σn,k, îöåíèì àñèìïòîòèêó ÷èñëà ïîäñòàíîâîê
èç Pk

n è P⩾k
n ïðè k ⩾ 4.

Ñëåäñòâèå 5. Ïî÷òè âñå π ∈ Pn ðàçðóøàþò ñòðóêòóðó âñåõ àôôèííûõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâ ðàçìåðíîñòè îò 4 äî n− 1, ò. å.

lim
n→∞

|P⩾4
n |
|Pn|

= 1.

Ýòî ñïðàâåäëèâî è äëÿ êàæäîãî Pk
n è P⩾k

n ïðè k ⩾ 4.

Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî ñëåäóåò èç òåîðåìû 1 è óòâåðæäåíèÿ 7.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ àñèìïòîòèêè ðàçìåðà P3

n è P⩾3
n íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 3. Ïóñòü U � àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî Fn
2 ðàçìåðíîñòè k. Òîãäà êîëè-

÷åñòâî àôôèííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Fn
2 ðàçìåðíîñòè m, ïåðåñåêàþùèõñÿ ñ U ïî àôôèí-

íîìó ïîäïðîñòðàíñòâó ðàçìåðíîñòè t, ðàâíî 2(k−t)(m−t) · |Ŝt
k| · |Sm−t

n−k |.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Fn
2 = Fn−k

2 ×Fk
2

è U = {0}×Fk
2. Ïîäñ÷èòàåì òîëüêî ëèíåéíûå ïîäïðîñòðàíñòâà Fn−k

2 ×Fk
2, äëÿ íàõîæäå-

íèÿ êîëè÷åñòâà àôôèííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ äîìíîæèì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò íà 2k−t.
Äàëåå äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåäñòàâëåíèåì áàçèñà ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàí-

ñòâà Fn
2 ðàçìåðíîñòè m â âèäå ïðèâåä¼ííîé ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöû (ìàòðèöû Ãàóññà �

Æîðäàíà): ïåðâàÿ ñëåâà åäèíèöà â êàæäîé å¼ ïîñëåäóþùåé ñòðîêå íàõîäèòñÿ ïðàâåå
ïðåäûäóùåé (ýòè åäèíèöû íàçûâàþòñÿ âåäóùèìè), è âåäóùàÿ åäèíèöà� åäèíñòâåí-
íûé íåíóëåâîé ýëåìåíò ñòîëáöà. Ëþáîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî èìååò åäèíñòâåí-
íóþ òàêóþ áàçèñíóþ ìàòðèöó [26]. Ñîñòàâèì ìàòðèöó Ãàóññà �Æîðäàíà ðàçìåðàm×n
èç ÷åòûð¼õ ÷àñòåé:

M =

(
L T
0 R

)
,

ãäå L è R�ìàòðèöû Ãàóññà �Æîðäàíà ðàçìåðà (m−t)×(n−k) è t×k ñîîòâåòñòâåííî;
T �ìàòðèöà ðàçìåðà (m − t) × k ñ åäèíñòâåííûì îãðàíè÷åíèåì: íàä âåäóùèìè åäè-
íèöàìè R (èõ t øòóê) ñòîÿò íóëè. Ïåðåñå÷åíèåì U ñ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì Fn

2 ,
áàçèñîì êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ñòðîêè M , áóäåò {0}×R′, ãäå R′ �ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî Fk

2, áàçèñ êîòîðîãî � ñòðîêè R. Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïåðåáðàòü âñå íóæíûå M ,
òðåáóåòñÿ âûáðàòü L (|Sm−t

n−k | ñïîñîáîâ), âûáðàòü R (|St
k| ñïîñîáîâ) è îñòàâøèåñÿ ýëå-

ìåíòû T (2k(m−t)−t(m−t) ñïîñîáîâ).

Òåîðåìà 2. Ñïðàâåäëèâî

o(1) ⩽
|P3

n|
|Pn|

− (1− ρ) ⩽ ρ2

2
+ o(1).

Äàííûå íåðàâåíñòâà ñïðàâåäëèâû è äëÿ |P⩾3
n |.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíêà ñíèçó íàïðÿìóþ ñëåäóåò èç òåîðåìû 1. Äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà îöåíêè ñâåðõó âîñïîëüçóåìñÿ óòâåðæäåíèåì 5 è ðàâåíñòâîì (4):

ρn,k|Pn| =
∑

π∈Pn

|Lk(π)| =
∑

L∈Ŝk
n

|{π ∈ Pn : π(L) ∈ Ŝk
n}|.

Ïóñòü m = |Ŝ3
n| è Ŝ3

n = {L1, L2, . . . , Lm}, ò. å. ïðîíóìåðóåì âñå àôôèííûå ïîäïðîñòðàí-
ñòâà Fn

2 ðàçìåðíîñòè 3. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâà Ai, i ∈ {1, . . . ,m}, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ai = {π ∈ Pn : π(Li) ∈ Ŝ3
n}, ò. å. |A1|+ . . .+ |Am| = ρn,3|Pn|. (7)

Îáîçíà÷èâ ÷åðåç Ai ìíîæåñòâî Pn \ Ai, ïî ìåòîäó âêëþ÷åíèé� èñêëþ÷åíèé ïîëó÷èì

P3
n = |A1∩ . . .∩Am| = |Pn|−

∑
1⩽i⩽m

|Ai|+
∑

1⩽i<j⩽m

|Ai∩Aj|+ . . .+(−1)n|A1∩ . . .∩Am|. (8)

Ìû íå áóäåì èñêàòü âñå ïåðåñå÷åíèÿ, âîñïîëüçóåìñÿ òîëüêî ñëåäóþùåé îöåíêîé:

|P3
n| ⩽ |Pn| −

∑
1⩽i⩽m

|Ai|+
∑

1⩽i<j⩽m

|Ai ∩ Aj|. (9)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè êàêàÿ-òî π ∈ Pn ïðèíàäëåæèò k ðàçëè÷íûì Ai, òî â âûðàæå-
íèè |Pn| − |A1| − . . . − |Am| áóäåò âû÷òåíà k ðàç èç |Pn| âìåñòî îäíîãî, ò. å. ëèøíèå
(k− 1) ðàç. Íî ïîñëå äîáàâëåíèÿ ïåðåñå÷åíèé îíà áóäåò äîáàâëåíà åù¼ k(k− 1)/2 ðàç.
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Ïðè ýòîì k(k − 1)/2 ⩾ k − 1 ïðè k ⩾ 1. Ïðè k = 0 ôóíêöèÿ íå áóäåò âû÷òåíà, òàê êàê
ïðèíàäëåæèò P3

n. Òàêèì îáðàçîì, â ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷èì íå ìåíüøå ÷åì |P3
n|.

Ñëåäîâàòåëüíî, (7) è (9) ãàðàíòèðóþò

|P3
n|
|Pn|

− (1− ρn,3) ⩽
∑

1⩽i<j⩽m

|Ai ∩ Aj| = Tn. (10)

Âìåñòî òî÷íîé ôîðìóëû äëÿ Tn äàëåå ðàññìîòðèì òîëüêî å¼ àñèìïòîòèêó ïî ñòàðøåìó
ñëàãàåìîìó. Ðàçäåëèâ âñå ïàðû (i, j), i < j, ïî ìîùíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ Li∩Lj, ðàçäåëèì
è Tn íà ñîîòâåòñòâóþùèå ãðóïïû:

Tn = T 0
n + T 1

n + T 2
n + T∅

n ,

ãäå T t
n =

∑
1⩽i<j⩽m,

dimLi∩Lj=t

|Ai ∩ Aj| è T∅
n =

∑
1⩽i<j⩽m,
Li∩Lj=∅

|Ai ∩ Aj|.

1. Íàéä¼ì T t
n, ò. å. Li ∩ Lj ∈ Ŝt

n, ãäå 0 ⩽ t ⩽ 2. Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå t. Ïåðâîå Li

ìîæíî âûáðàòü |Ŝ3
n| ñïîñîáàìè, ò. å. ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. Äàëåå ëåììà 3 ãàðàíòè-

ðóåò, ÷òî ñïîñîáîâ âûáðàòü Lj ñóùåñòâóåò ðîâíî

2(3−t)2 · |Ŝt
3| · |S3−t

n−3|. (11)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì
1

2
2(3−t)2 · |Ŝt

3| · |S3−t
n−3| · |Ŝ3

n| ñïîñîáîâ âûáðàòü 1 ⩽ i < j ⩽ m,

òàêèõ, ÷òî dimLi ∩ Lj = t (òàê êàê i < j, ìû ïîäåëèëè îáùåå êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ
âûáîðà óïîðÿäî÷åííîé ïàðû (Li, Lj) íà äâà). Íàéä¼ì äëÿ íèõ |Ai ∩ Aj|. Àíàëîãè÷íî
ïðåäûäóùèì ðàññóæäåíèÿì, îáðàç π(Li) äëÿ π ∈ Ai ∩ Aj ìîæåì âûáðàòü Ŝ3

n ñïîñîáà-
ìè, ò. å. ïðîèçâîëüíî. Êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ âûáðàòü îáðàç π(Lj) ðàâíî (11), ïîñêîëüêó
|π(Li) ∩ π(Lj)| = |Li ∩ Lj|.

Çíà÷åíèÿ π íà Li ∩Lj ìîæíî âûáðàòü 2t! ñïîñîáàìè, ïåðåñòàâëÿÿ ýëåìåíòû π(Li)∩
∩ π(Lj); íà îñòàâøèõñÿ ÷àñòÿõ ïîäïðîñòðàíñòâ � (23 − 2t)!2 ñïîñîáàìè; âíå Li ∪ Lj �
(2n − (16− 2t))! ñïîñîáàìè, ò. å. ïîëó÷àåì

T t
n =

1

2
22(3−t)2 · |Ŝt

3|2 · |S3−t
n−3|2 · |Ŝ3

n|2 · (2n − (16− 2t))! · 2t! · (23 − 2t)!2.

Íî T t
n/2

n! = o(1). Äåéñòâèòåëüíî,

T t
n

2n!
= st
|S3−t

n−3|2 · |Ŝ3
n|2 (2n − (16− 2t))!

2n!
= st

|S3−t
n−3|2 · |Ŝ3

n|2

2n(2n − 1) . . . (2n − 15 + 2t)
,

ãäå st íå çàâèñèò îò n. Ïðè ýòîì

|Ŝ3
n| = O(24n), |S3−t

n−3| = O(2(3−t)n), 2n(2n − 1) . . . (2n − r + 1) = O(2rn). (12)

Òàêèì îáðàçîì,
T t
n

2n!
= O(2(2(3−t)+2·4−16+2t)n) = O(2(2

t−2t−2)n).

Ïîäñòàâëÿÿ t ∈ {0, 1, 2}, ïîëó÷èì O(2−n), O(2−2n) è O(2−2n) ñîîòâåòñòâåííî. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî T 0

n + T 1
n + T 2

n ìîæíî íå ó÷èòûâàòü.
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2. Íàéä¼ì T∅
n , ò. å. Li ∩ Lj = ∅. Çäåñü Li ìîæåì âûáðàòü |Ŝ3

n| ñïîñîáàìè, Lj �

|Ŝ3
n| −

2∑
t=0

(
2(3−t)2 · |Ŝt

3| · |S3−t
n−3|

)
− 1 ñïîñîáàìè, ñîãëàñíî (11), è ïîäåëèòü íà 2 â ñèëó

i < j.
Òàê êàê Li ∩ Lj = ∅, òî è π(Li) ∩ π(Lj) = ∅. Àíàëîãè÷íî ïîäñ÷¼òó T t

n, ïîëó÷èì

T∅
n =

1

2
|Ŝ3

n|2(|Ŝ3
n| −

3∑
t=0

(
2(3−t)2 · |Ŝt

3| · |S3−t
n−3|)− 1

)2
· 23! · 23! (2n − 16)!.

Ñîãëàñíî (12), ñòàðøèé ÷ëåí T∅
n /2

n! ðàâåí

|Ŝ3
n|4 · 8! · 8!

2 · 2n(2n − 1) . . . (2n − 15)
=

26 · 72 · 62 · 52 · 42 · 62

(8− 1)4(8− 2)4(8− 4)4213
24n(2n − 1)4(2n − 2)4(2n − 4)4

2n(2n − 1) . . . (2n − 15)
.

Òàêèì îáðàçîì,

T∅
n

|Pn|
=

52

72211
+ o(1) =

ρ2

2
+ o(1) è

Tn
|Pn|

=
ρ2

2
+ o(1), (13)

ïîñêîëüêó T t
n/|Pn| = o(1). Íåðàâåíñòâî (10) çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíêè äëÿ P⩾3

n

î÷åâèäíî ñëåäóþò èç äîêàçàííîãî è ñëåäñòâèÿ 5.

Ìîæíî îöåíèòü òàêæå êîëè÷åñòâî ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ ñòðóêòóðó ðîâíî îäíîãî
ïîäïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè 3.

Ñëåäñòâèå 6. Êîëè÷åñòâî π ∈ P⩾4
n c |L3(π)| = 1 íå ìåíåå ÷åì ρ(1− ρ)2n! + o(2n!).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Dn êîëè÷åñòâî ôóíêöèé èç óñëîâèÿ. Âîñ-
ïîëüçóåìñÿ îáîçíà÷åíèÿìè A1, . . . , Am èç (7) è (8), à òàêæå ñóììîé ìîùíîñòåé èõ ïå-
ðåñå÷åíèé Tn èç (10). Òîãäà

Dn ⩾ |A1|+ . . .+ |Am| − 2Tn.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè òàêàÿ π ïðèíàäëåæèò ðîâíî k ìíîæåñòâàì èç A1, . . . , Am è k = 1,
òî ôóíêöèÿ áóäåò ó÷òåíà ðîâíî îäèí ðàç â îáîèõ ÷àñòÿõ. Åñëè k ⩾ 2, òî äî âû÷è-
òàíèÿ 2Tn áóäåò ó÷òåíà ëèøíèå k ðàç â ïðàâîé ÷àñòè. Íî çàòåì ïðè âû÷èòàíèè 2Tn
äàííàÿ ôóíêöèÿ áóäåò âû÷òåíà k(k− 1) ðàç. Ïîñêîëüêó k ⩽ k(k− 1), òî îöåíêà âåðíà.
Ñîãëàñíî (7) è (13), ïîëó÷èì

Dn ⩾ ρ|Pn| − ρ2|Pn|+ o(|Pn|),

÷òî âëå÷¼ò îöåíêó â ñëåäñòâèè.

Â òàáë. 2 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ |Lk(S)|, 2 ⩽ k ⩽ 5, äëÿ S-áëîêîâ ðàçìåðà 8 × 8
ðàçëè÷íûõ øèôðîâ. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî |L6(S)| = |L7(S)| = 0 äëÿ âñåõ S èç
òàáë. 2. Ïðè ïîñòðîåíèè S-áëîêîâ èñïîëüçóþòñÿ ðàçíûå ñòðàòåãèè, ïîýòîìó äàííûå
çíà÷åíèÿ èìåþò âàðèàòèâíîñòü: íåêîòîðûå ñõîæè ñ òàêîâûìè ó ¾ñëó÷àéíûõ¿ ôóíêöèé,
à íåêîòîðûå� íåò, ñì., íàïðèìåð, S-áëîêè AES, ARIA è äð., ïîñòðîåííûå ñ ïîìîùüþ
èíâåðñèè ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîëÿ (|Lk(S)| äëÿ íèõ ïðèâåäåíû â óòâåðæäåíèè 3).
Íàïîìíèì, ÷òî óòâåðæäåíèå 6 ïîçâîëÿåò ïîäñ÷èòàòü ñðåäíåå êîëè÷åñòâî ρ8,k ýëåìåíòîâ
â Lk(π) ñðåäè π ∈ P8:

ρ8,2 ≈ 2730,7509881422924991,

ρ8,3 ≈ 0,0235940660426061,

σ8,4 = ρ8,4 + ρ8,5 + ρ8,6 + ρ8,7 ≈ 1,0240104891952223 · 10−12.
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Òà á ë è ö à 2
Çíà÷åíèÿ |Lk(S)| äëÿ S-áëîêîâ èç P8

S-áëîê |L2(S)| |L3(S)| |L4(S)| |L5(S)| NS δ(S)
AES/ARIA/Camellia/SM4/ 85 0 17 0 112 4

CLEFIA S1/SNOW 3G S1/ZUC S1 85 0 17 0 112 4
Fantomas 6444 79 0 0 96 16

FLY 5968 576 16 0 96 16
Fox (8-bit) 4854 225 3 0 96 16
Kuznechik 1953 0 2 0 100 8
Scream 3104 228 6 0 96 10
iScream 5472 466 2 5 96 16
SKINNY S8 22688 3648 320 24 64 64
SNOW 3G S2 2570 2 1 0 96 8

ZUC S0 3360 100 0 0 96 8
Zorro 2691 4 0 0 96 10
Anubis 2590 0 0 0 94 8
BelT 1666 0 0 0 102 8

Enocoro 2767 0 0 0 96 10
Iceberg 2669 0 0 0 96 8
Khazad 2768 0 0 0 96 8

Skipjack 2469 0 0 0 100 12
Turing 2617 0 0 0 94 12

Whirlpool 2579 0 0 0 100 8
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