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Ïðåäñòàâëåí îáçîð êâàçèöèêëè÷åñêèõ àëüòåðíàíòíûõ êîäîâ è èõ ñòðóêòóðíûé
àíàëèç îòíîñèòåëüíî êëàññèôèêàöèè àâòîìîðôèçìîâ. Äåòàëèçèðîâàíû ìåòîäû
âîññòàíîâëåíèÿ ñòðóêòóðíîé èíôîðìàöèè î êîäå, êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, ñíàá-
æåíû ïîäðîáíûìè ïðèìåðàìè. Ïðèâëåêàòåëüíîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî ñåìåéñòâà
êîäîâ çàêëþ÷àåòñÿ â åãî âîçìîæíîì êðèïòîãðàôè÷åñêîì ïðèëîæåíèè è, êàê ñëåä-
ñòâèå, â óìåíüøåíèè äëèíû êëþ÷à ïîñòêâàíòîâûõ ñõåì íà êîäàõ, èñïðàâëÿþùèõ
îøèáêè. Ê òîìó æå äàííûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ êîäîâ ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì è
ìîæåò áûòü ïðèìåí¼í äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîäïîëåâûõ ïîäêîäîâ êâàçèöèêëè÷åñêèõ àë-
ãåáðîãåîìåòðè÷åñêèõ êîäîâ, àññîöèèðîâàííûõ ñ ïðîèçâîëüíîé êðèâîé ñ èçâåñòíîé
ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ. Îäíàêî ââèäó îñîáåííîñòåé ïîñòðîåíèÿ êâàçèöèêëè÷å-
ñêèõ àëüòåðíàíòíûõ êîäîâ âîçíèêàåò âîçìîæíîñòü ðåäóêöèè êëþ÷åâîé áåçîïàñíî-
ñòè îðèãèíàëüíîãî êîäà ê êëþ÷åâîé áåçîïàñíîñòè êîäà ñ ìåíüøèìè ïàðàìåòðàìè,
êîòîðûé ìîæåò íå ÿâëÿòüñÿ ñòîéêèì ê ñòðóêòóðíîé àòàêå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êâàçèöèêëè÷åñêèå êîäû, àëüòåðíàíòíûå êîäû, èíâàðèàíò-
íûå êîäû, àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèå êîäû, ôóíêöèîíàëüíûå ïîëÿ, ãðóïïà àâòîìîð-

ôèçìîâ êîäà.
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The paper presents an overview of quasi-cyclic alternant codes and their structural
analysis regarding the classification of automorphisms. We also have detailed methods
for recovering the structure of a given code. The attractiveness of the family of
considered codes lies in their cryptographic applications and, as in theory, in reducing
the key length of post-quantum code-based schemes. In addition, this method of
constructing codes is universal and can be used to obtain subfield subcodes of quasi-
cyclic algebraic-geometric codes associated with an arbitrary curve with a known

1Ðàáîòà ïåðâîãî àâòîðà âûïîëíåíà çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà �22-41-0441
(https://rscf.ru/project/22-41-04411/); ðàáîòà âòîðîãî àâòîðà ïîäãîòîâëåíà â ðàìêàõ Ïðîãðàì-
ìû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÍÈÓ ÂØÝ.



Ïîñòðîåíèå êâàçèöèêëè÷åñêèõ àëüòåðíàíòíûõ êîäîâ è èõ ïðèëîæåíèå 85

group of automorphisms. However, as a result of constructing quasi-cyclic alternant
codes, it becomes possible to reduce the key security of the source code to a code with
smaller parameters, which may not be resistant to a structural attack.

Keywords: quasi-cyclic codes, alternant codes, invariant codes, algebraic-geometric
code, function fields, automorphism group of a code.

Ââåäåíèå
Àêòèâíîå ðàçâèòèå êâàíòîâûõ òåõíîëîãèé è ñòðåìèòåëüíûé ðîñò âû÷èñëèòåëü-

íîé ìîùíîñòè êâàíòîâîãî êîìïüþòåðà ñòàâèò ïîä óãðîçó áåçîïàñíîñòü ñîâðåìåííûõ
êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ñòàíäàðòîâ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî êðèïòîñòîéêîñòü áîëüøèíñòâà
àñèììåòðè÷íûõ àëãîðèòìîâ îñíîâûâàåòñÿ íà ñëîæíîñòè çàäà÷ ôàêòîðèçàöèè öåëûõ
÷èñåë (íàïðèìåð, êðèïòîñèñòåìà RSA) è äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ (íàïðèìåð,
ïðîòîêîë Äèôôè�Õåëëìàíà), ÷òî äåëàåò èõ íåóñòîé÷èâûìè ê àòàêàì ñ èñïîëüçî-
âàíèåì êâàíòîâîãî êîìïüþòåðà. Îäíàêî â ïîñëåäíèå íåñêîëüêî ëåò óñïåøíî ðàçâè-
âàåòñÿ íàïðàâëåíèå ïîñòêâàíòîâîé êðèïòîãðàôèè, ê êîòîðîìó îòíîñÿòñÿ àëãîðèòìû,
îñíîâûâàþùèåñÿ íà ñëîæíîñòè çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ íå ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíîãî
àëãîðèòìà ðåøåíèÿ, äàæå íà êâàíòîâîì êîìïüþòåðå.

Â êîíöå 2016 ã. Íàöèîíàëüíûé èíñòèòóò ñòàíäàðòîâ è òåõíîëîãèé ÑØÀ (The
National Institute of Standards and Technology �NIST) îáúÿâèë î íà÷àëå êîíêóðñà ïî
ñòàíäàðòèçàöèè ïîñòêâàíòîâûõ àëãîðèòìîâ. Îäíèì èç ïåðñïåêòèâíûõ íàïðàâëåíèé
â ýòîé îáëàñòè ñòàëà êðèïòîãðàôèÿ íà êîäàõ, èñïðàâëÿþùèõ îøèáêè.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåí ïðèíöèï ïîñòðîåíèÿ êâàçèöèêëè÷åñêèõ êîäîâ Ãîïïû.
Äàëåå îïèñàíî ðåäóöèðîâàíèå êëþ÷åâîé áåçîïàñíîñòè êâàçèöèêëè÷åñêèõ êîäîâ Ãîïïû
ê êëþ÷åâîé áåçîïàñíîñòè èíâàðèàíòíîãî êîäà ñ ìåíüøèìè ïàðàìåòðàìè [1]; ïîä òåð-
ìèíîì ¾êëþ÷åâàÿ áåçîïàñíîñòü¿ ïîíèìàåòñÿ ñòîéêîñòü êîäà îòíîñèòåëüíî àòàê, íà-
ïðàâëåííûõ íà âîññòàíîâëåíèå ñåêðåòíîãî êëþ÷à êðèïòîñèñòåìû. Äåòàëèçèðîâàíà è
ñíàáæåíà ïðèìåðàìè ñòðóêòóðíàÿ àòàêà íà ðàññìàòðèâàåìûé êâàçèöèêëè÷åñêèé êîä.

1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ
Ìû îïóñêàåì áàçîâûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ôóíêöèîíàëüíûõ ïîëåé è àëãåáðàè÷å-

ñêîé ãåîìåòðèè, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ÷èòàòåëü ñ íèìè îçíàêîìëåí. Äëÿ áîëåå ïîäðîáíîãî
èçó÷åíèÿ ìîæíî îáðàòèòüñÿ ê ðàáîòàì [2, 3].

1.1. À Ã - ê î ä û , à ñ ñ î ö è è ð î â à í í û å ñ ï ð î å ê ò è â í î é ï ð ÿ ì î é

Ââåä¼ì ïîíÿòèÿ îáîáù¼ííîãî êîäà Ðèäà�Ñîëîìîíà (GRS-êîäà) è àëãåáðîãåîìåò-
ðè÷åñêîãî êîäà (ÀÃ-êîäà), àññîöèèðîâàííîãî ñ ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé, à òàêæå åãî ïîä-
ïîëåâîãî ïîäêîäà, è ïîêàæåì âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ êîäà Ãîïïû ñ ïîìîùüþ àëãåáðî-
ãåîìåòðè÷åñêîãî ïîäõîäà. Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì ñâÿçü ìåæäó ìíîãî÷ëåíîì Ãîïïû
è äèâèçîðàìè, èñïîëüçóåìûìè ïðè ïîñòðîåíèè êîäà â àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêîì ñëó÷àå.

Îïðåäåëåíèå 1. Çàäàäèì âåêòîð x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Fn
qm , ñîñòîÿùèé èç n ðàç-

ëè÷íûõ ýëåìåíòîâ, è âåêòîð y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ (F∗
qm)

n, ñîñòîÿùèé èç n íåíóëåâûõ
ýëåìåíòîâ. Ïóñòü k ∈ Z+. Îáîáù¼ííûé êîä Ðèäà �Ñîëîìîíà (GRS-êîä) ðàçìåðíîñòè k
çàäà¼òñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

GRSk(x,y) = {(y1f(x1), . . . , ynf(xn)) : f ∈ Fqm [z] è deg(f) < k}.

Âåêòîð x íàçûâàåòñÿ íîñèòåëåì, à âåêòîð y�ìíîæèòåëåì êîäà GRSk(x,y).
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Îòìåòèì, ÷òî ëþáîé ðàöèîíàëüíûé ÀÃ-êîä ÿâëÿåòñÿ îáîáù¼ííûì êîäîì Ðèäà�
Ñîëîìîíà. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ìîæíî íàéòè â [4]. Ïîêàæåì, ÷òî àíàëîãè÷íóþ
êîíñòðóêöèþ êîäà ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä.

Ïóñòü P1 � ýòî ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ íàä ïîëåì Fqm , òîãäà Fqm(P1) = Fqm(x)�
ôóíêöèîíàëüíîå ïîëå ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé y = x, ãäå Fqm(x)� ïîëå ðàöèîíàëüíûõ

ôóíêöèé íàä Fqm . Ïîëþñ ôóíêöèè x ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî óäàë¼ííîé òî÷êîé ïðÿìîé P1,
êîòîðóþ áóäåì îáîçíà÷àòü P∞. Ðàöèîíàëüíûå òî÷êè, òî åñòü òî÷êè ñòåïåíè îäèí ïðî-
åêòèâíîé ïðÿìîé, èìåþò âèä Pi = (xi : 1).

Îáîçíà÷èì D = P1+ . . .+Pn �äèâèçîð, ÿâëÿþùèéñÿ ôîðìàëüíîé ñóììîé ïîïàðíî
ðàçëè÷íûõ ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé. Íîñèòåëåì äèâèçîðà íàçûâà-
þò ìíîæåñòâî òî÷åê, âõîäÿùèõ â íåãî: supp(D) = {P1, . . . , Pn}. ×åðåç G îáîçíà÷èì
äèâèçîð, íîñèòåëü êîòîðîãî íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ íîñèòåëåì äèâèçîðà D. ÀÃ-êîä C, àññî-
öèèðîâàííûé ñ ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé P1, áóäåì îáîçíà÷àòü

C = CL (D,G).

×òîáû ïðîâåñòè àíàëîãèþ ñ êëàññè÷åñêèì îïðåäåëåíèåì GRS-êîäîâ, ïîñòðîèì ïî-
ðîæäàþùóþ ìàòðèöó êîäà C. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî G ∼ deg(G)P∞. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
G + (h) = deg(G)P∞, ãäå (h)� ãëàâíûé äèâèçîð íåêîòîðîé ôóíêöèè h ∈ Fqm(x). Áî-
ëåå òîãî, äëÿ ëþáîãî s ∈ N ïðîñòðàíñòâî Ðèìàíà �Ðîõà, àññîöèèðîâàííîå ñ äèâèçî-
ðîì sP∞, èìååò âèä

L (sP∞) = {xi : i ∈ {0, . . . , s}}.

Òåïåðü çàïèøåì ïðîñòðàíñòâî Ðèìàíà�Ðîõà, àññîöèèðîâàííîå ñ äèâèçîðîì G:

L (G) = {hxi : i ∈ {0, . . . , s}}.

Ñîãëàñíî [4, ñëåäñòâèå 2.2.3], ðàçìåðíîñòü êîäà, àññîöèèðîâàííîãî ñ ïðîåêòèâíîé
ïðÿìîé, ðàâíà k = deg(G) + 1. Ïóñòü x = (x(P1), . . . , x(Pn)) = (x1, . . . , xn) è y =
= (h(P1), . . . , h(Pn)), òîãäà ìàòðèöà

V(x,y) =


y1 . . . yn
y1x1 . . . ynxn
y1x

2
1 . . . ynx

2
n

...
...

y1x
k−1
1 . . . ynx

k−1
n

 (1)

ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé êîäà C.
Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü x ∈ Fn

qm � ýòî íîñèòåëü, à y ∈ (F∗
qm)

n �ìíîæèòåëü êîäà
GRSr(x,y), òîãäà àëüòåðíàíòíûé êîä íàä Fq çàäà¼òñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ar,q(x,y) = GRSr(x,y)
⊥ ∩ Fn

q ,

ãäåGRSr(x,y)
⊥ �äóàëüíûé êîä ê êîäóGRSr(x,y) è r�ðàçìåðíîñòü êîäàGRSr(x,y).

Òàê êàê ïî ïîñòðîåíèþ àëüòåðíàíòíûå êîäû ÿâëÿþòñÿ ïîäïîëåâûìè ïîäêîäàìè
GRS-êîäîâ è ñîîòâåòñòâåííî ÿâëÿþòñÿ ïîäïîëåâûìè ïîäêîäàìè ÀÃ-êîäîâ, äàëåå áóäåì
èñïîëüçîâàòü àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêóþ íîòàöèþ:

Ar,q(D,G) = CL (D,G)⊥ ∩ Fn
q .
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Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü x ∈ Fn
qm � âåêòîð ñ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè êîîðäèíàòàìè è

Γ ∈ Fqm [z]�ìíîãî÷ëåí, òàêîé, ÷òî Γ(xi) ̸= 0 äëÿ ëþáûõ i ∈ {0, . . . , n−1}. Êëàññè÷åñêèé
êîä Ãîïïû Gq(x,Γ), àññîöèèðîâàííûé ñ Γ è ïîðîæä¼ííûé x, îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

Gq(x,Γ) = Ar,q

(
x,Γ(x)−1

)
.

Çäåñü r = deg Γ. Ìíîãî÷ëåí Γ íàçûâàþò ìíîãî÷ëåíîì Ãîïïû, à m� ñòåïåíüþ ðàñøè-

ðåíèÿ êîäà Ãîïïû.

Ïîêàæåì ÿâíûé âèä äèâèçîðîâ è àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêèé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ êëàñ-
ñè÷åñêîãî êîäà Ãîïïû.

Òåîðåìà 1. ÏóñòüD = P1+. . .+Pn �äèâèçîð, íîñèòåëåì êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ n ïî-
ïàðíî ðàçëè÷íûõ ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé P1 íàä Fqm ; G = G0−P∞ �
äèâèçîð ôóíêöèîíàëüíîãî ïîëÿ Fqm(P

1), íîñèòåëü êîòîðîãî íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ íîñèòå-
ëåì äèâèçîðà D, ãäå G0 = (Γ)0 �äèâèçîð íóëåé ìíîãî÷ëåíà Γ ∈ Fq(P

1); êîä CL (D,G)
ÿâëÿåòñÿ ÀÃ-êîäîì, îïðåäåë¼ííûì íàä Fqm . Òîãäà êëàññè÷åñêèé êîä Ãîïïû ïðåäñòàâèì
â ñëåäóþùåé àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêîé ôîðìå:

Gq(x,Γ) = CL (D,G0 − P∞)⊥ ∩ Fn
q = CL (D,A−G0) ∩ Fn

q ,

ãäå CL (D,G0 − P∞)⊥ �äóàëüíûé ê èñõîäíîìó êîäó; A = (h′(z)) + (n − 1)P∞; h(z) =
=
∏
xi∈x

(z − xi).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x = {x(P1), . . . , x(Pn)} = {x1, . . . , xn} è Γ(z) ∈ Fq(P
1),

ãäå Pi = (xi : 1) ∈ P1 �ïîïàðíî ðàçëè÷íûå òî÷êè; deg(Γ(z)) = r, 1 ⩽ r ⩽ n − 1;
Γ(xi) ̸= 0 äëÿ âñåõ xi ∈ x. Ðàññìîòðèì êîä ñ ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé

V =


Γ (x1)

−1 Γ (x2)
−1 . . . Γ (xn)

−1

x1Γ (x1)
−1 x2Γ (x2)

−1 . . . xnΓ (xn)
−1

...
...

...

xr−1
1 Γ (x1)

−1 xr−1
2 Γ (x2)

−1 . . . xr−1
n Γ (xn)

−1

 .

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî âèä äàííîé ìàòðèöû ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ âèäîì ìàòðè-
öû (1), ÿâëÿþùåéñÿ ïîðîæäàþùåé äëÿ GRS-êîäà. Î÷åâèäíî, ÷òî êîä ñ òàêîé ïîðîæ-
äàþùåé ìàòðèöåé óäîâëåòâîðÿåò îïðåäåëåíèþ 1, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ GRSr(x,y)-êîäîì,
ãäå y =

(
Γ(xi)

−1 : xi ∈ x
)
.

Äîêàæåì, ÷òî

GRSr(x,y) = CL (D,G) = CL (D,G0 − P∞). (2)

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî zj ·Γ(z)−1 ∈ L (G0−P∞) äëÿ âñåõ j ∈ {0, . . . , r−1}.
Ðàññìîòðèì äèâèçîð íóëåé è äèâèçîð ïîëþñîâ ôóíêöèè zj · Γ(z)−1, çàòåì íàéä¼ì å¼
ãëàâíûé äèâèçîð:

(zj · Γ(z)−1)0 = jP0 + rP∞ − jP∞, ãäå P0 �íóëü ôóíêöèè z;

(zj · Γ(z)−1)∞ = G0;

(zj · Γ(z)−1) = j(P0 − P∞)− (G0 − rP∞).

Òàêèì îáðàçîì,

j(P0 − P∞)− (G0 − rP∞) = −G0 + jP0 + (r − j)P∞ ⩾ −G0 + P∞.
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Òàê êàê dim(L (G0 − P∞)) = r, òî áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Ðèìàíà �Ðîõà L (G0 − P∞)
èìååò âèä {zj · Γ(z)−1 : j = 0, . . . , r − 1}. Ðàâåíñòâî (2) äîêàçàíî.

Òåïåðü äîêàæåì ðàâåíñòâî êîäîâ

CL (D,G0 − P∞)⊥ = CL (D,A−G0).

Äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ ââåñòè ïîíÿòèå âû÷åòà äèôôåðåíöèàëà ω = fδtP [4, 2] â òî÷-
êå P , ãäå f ∈ Fq(X ) è tP �ëîêàëüíûé ïàðàìåòð. Ðàçëîæèì ôóíêöèþ f â ðÿä Ëîðàíà
ïî ñòåïåíÿì tP :

f =
∞∑
i=s

ait
i
P .

Çäåñü s ∈ Z. Âû÷åòîì äèôôåðåíöèàëà ω â òî÷êå P íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíò a−1

â ïðåäñòàâëåííîì ðàçëîæåíèè; îáîçíà÷àåòñÿ Resω(P ).

Ëåììà 1 [4, Ëåììà 2.3.6]. Ïóñòü P1 �ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ íàä ïîëåì Fqm ;
Fqm(P1) = Fqm(z)�ðàöèîíàëüíîå ôóíêöèîíàëüíîå ïîëå; α = {α1, . . . , αn}�ðàçëè÷-
íûå ýëåìåíòû ïîëÿ Fqm ; Pi ∈ P1 �íóëè ôóíêöèé z − αi; h(z) =

∏
αi∈α

(z − αi). Ïóñòü

ζ ∈ Fqm(P1), òàêîé, ÷òî ζ(Pi) = 1 äëÿ ëþáîé Pi. Òîãäà ñóùåñòâóåò äèôôåðåíöèàë
Âåéëÿ ω:

vPi
(ω) = −1, Resω(Pi) = 1, i = 1, . . . , n,

(ω) = (ζ) + (h′(z))− (h(z))− 2P∞,

ãäå vPi
(ω)�íîðìèðîâàíèå ω â òî÷êå Pi [4, 2].

Ïðåäëîæåíèå 1 [4, Ïðåäëîæåíèå 2.2.10]. Ïóñòü D = P1 + . . .+Pn �äèâèçîð, íî-
ñèòåëåì êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ n ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê ïðîåêòèâíîé
ïðÿìîé; G�äèâèçîð ôóíêöèîíàëüíîãî ïîëÿ Fqm(P

1); η�äèôôåðåíöèàë Âåéëÿ, òà-
êîé, ÷òî vPi

(η) = −1 è Resη(Pi) = 1 äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n. Òîãäà

CL (D,G)⊥ = CL (D,D −G+ (η)), ãäå D =
n∑

i=1

Pi.

Òåïåðü ìû ìîæåì ÿâíî çàäàòü âèä äèâèçîðîâ äóàëüíîãî êîäà, èñïîëüçóÿ ïðåäëî-
æåíèå 1:

CL (D,G0 − P∞)⊥ = CL (D,D − (G0 − P∞) + (h′(z))− (h(z))− 2P∞). (3)

Çäåñü (h(z)) = (h(z))0−(h(z))∞ =
n∑

i=1

Pi−nP∞ = D−nP∞. Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî (3)

ïðèíèìàåò âèä

CL (D,G0 − P∞)⊥ = CL (D,−G0 + P∞ + (h′(z)) + nP∞ − 2P∞) = CL (D,A−G0),

ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî è äëÿ èñõîäíîãî êîäà Ãîïïû:

Gq(x,Γ) = CL (D,G0 − P∞)⊥ ∩ Fn
q = CL (D,A−G0) ∩ Fn

q .

Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.
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1.2. Ã ð ó ï ï à à â ò î ì î ð ô è ç ì î â à ë ü ò å ð í à í ò í û õ ê î ä î â

ÏóñòüSn � ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê ìíîæåñòâà {1, . . . , n}. Îïðåäåëèì ãðóïïó àâòîìîð-
ôèçìîâ êîäà.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü C �ëèíåéíûé êîä äëèíû n íàä ïîëåì Fq; σ ∈ Sn �ïåðå-
ñòàíîâêà, äåéñòâóþùàÿ íà êîäîâîå ñëîâî êàê σ(c) =

(
cσ(1), . . . , cσ(n)

)
. Ãðóïïà àâòîìîð-

ôèçìîâ êîäà C èìååò âèä

Aut(C) = {σ ∈ Sn : σ(C) = C}.

Òàê êàê àëüòåðíàíòíûå êîäû ÿâëÿþòñÿ ïîäïîëåâûìè ïîäêîäàìè GRS-êîäîâ, cíà-
÷àëà íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü GRS-êîäû è èõ àâòîìîðôèçìû.

Äàäèì îïðåäåëåíèå ïðîåêòèâíîé ëèíåéíîé ãðóïïû:

PGL2(Fqm) =

{
P1 → P1,

(x : y) 7→ (ax+ by : cx+ dy),
a, b, c, d ∈ Fqm , ad− bc ̸= 0.

Â [5] ðàññìîòðåíî àëãåáðîãåîìåòðè÷åñêîå ïîñòðîåíèå GRS-êîäîâ, à òàêæå äîêàçàíî,
÷òî âñÿ ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ êîäà èíäóöèðîâàíà äåéñòâèåì ïðîåêòèâíîé ëèíåéíîé
ãðóïïû PGL2(Fqm), ÿâëÿþùåéñÿ ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé P1.

Ýëåìåíòû PGL2(Fqm) èìåþò òàêæå ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå, à èìåííî: ëþáîé ýëå-
ìåíò σ ∈ PGL2(Fqm) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

σ =

(
a b
c d

)
, ad− bc ̸= 0.

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü D = P1 + . . . + Pn �äèâèçîð, íîñèòåëåì êîòîðîãî ÿâëÿ-
þòñÿ n ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê; G,G′ �äèâèçîðû íà P1, òàêèå, ÷òî
(supp(G)∪supp(G′))∩supp(D) = ∅. Îïðåäåëèì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè äèâèçîðîâ
îòíîñèòåëüíî äèâèçîðà D ñëåäóþùèì îáðàçîì:

G ∼D G′ ⇔ ∃f ∈ Fqm(P
1)
(
f ̸= 0 & G−G′ = (f) & ∀P ∈ supp(D) f(P ) = 1

)
.

Ëåììà 2 [5, Ëåììà 2.1]. Ïóñòü supp(D) ⊆ P1 è G,G′ �äâà äèâèçîðà P1, òàêèå,
÷òî (supp(G) ∪ supp(G′)) ∩ supp(D) = ∅. Åñëè G ∼D G′, òî CL (D,G) = CL (D,G′).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îïðåäåëÿåò âñåâîçìîæíûå àâòîìîðôèçìû ÀÃ-êîäà, àññîöèè-
ðîâàííîãî ñ äèâèçîðîì G.

Òåîðåìà 2 [5, Òåîðåìà 3.1]. Ïóñòü C = CL (D,G) ⊆ Fn
qm �ÀÃ-êîä, 1 ⩽ deg(G) ⩽

⩽ n− 3. Òîãäà

Aut(C) =
{
σ ∈ Aut

(
P1
)
: σ(D) = D & σ(G) ∼D G

}
.

Òåïåðü ïåðåéä¼ì íåïîñðåäñòâåííî ê ïîñòðîåíèþ GRS-êîäîâ ñ ïîìîùüþ àâòîìîð-
ôèçìà. Ïóñòü σ ∈ PGL2 (Fqm)� àâòîìîðôèçì, äåéñòâóþùèé íà íîñèòåëü äèâèçîðà D
è äèâèçîð G ∈ Div (P1). Òîãäà σ èíäóöèðóåò àâòîìîðôèçì êîäà C = CL (D,G):

σ̃ :

{
C −→ C,(
f(P1), . . . , f(Pn)

)
7−→

(
f(σ(P1)), . . . , f(σ(Pn))

)
.

Ïîñêîëüêó àëüòåðíàíòíûå êîäû ÿâëÿþòñÿ ïîäïîëåâûìè ïîäêîäàìè GRS-êîäîâ, òî èõ
ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ âêëþ÷àåò â ñåáÿ ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ èñõîäíîãî GRS-êîäà.

Çàìå÷àíèå 1. ÏóñòüAr,q(D,G)� àëüòåðíàíòíûé êîä íàä Fq è σ ∈ Aut (CL (D,G)),
òîãäà σ ∈ Aut(Ar,q(D,G)).
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2. Êâàçèöèêëè÷åñêèå àëüòåðíàíòíûå êîäû
2.1. Ê â à ç è ö è ê ë è ÷ å ñ ê è å ê î ä û

Ïóñòü F�êîíå÷íîå ïîëå, ℓ�ïîëîæèòåëüíîå öåëîå.

Îïðåäåëåíèå 6. Îïðåäåëèì öèêëè÷åñêèé è êâàçèöèêëè÷åñêèé ñäâèãè σℓ è σ:

σℓ:

{
Fℓ → Fℓ,

(x0, x1, . . . , xℓ−1) 7→(xℓ−1, x0, . . . , xℓ−2),
σ:

{
Fn → Fn,

(b1∥ . . . ∥bn/ℓ) 7→(σℓ(b1)∥ . . . ∥σℓ(bn/ℓ)).

Ïóñòü n�öåëîå è ℓ|n. Òîãäà σ íàçûâàåòñÿ ℓ-êâàçèöèêëè÷åñêèì ñäâèãîì, ïîëó÷åííûì
ïîáëî÷íûì ïðèìåíåíèåì σℓ, ãäå bi � áëîêè äëèíû ℓ, i = 1, . . . , n/ℓ.

Îïðåäåëåíèå 7. Êîä C ⊆ Fn íàçûâàåòñÿ ℓ-êâàçèöèêëè÷åñêèì (ℓ-QC), åñëè äëÿ
âñåõ c ∈ C âûïîëíÿåòñÿ σ(c) ∈ C, ãäå σ� îïåðàöèÿ ℓ-êâàçèöèêëè÷åñêîãî ñäâèãà.
Ïðè ýòîì ℓ íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì êâàçèöèêëè÷íîñòè êîäà.

Îïðåäåëåíèå 8. Ìàòðèöà M íàçûâàåòñÿ ℓ-áëî÷íî-öèðêóëÿíòíîé, åñëè îíà ñî-
ñòîèò èç öèðêóëÿíòíûõ ìàòðèö Mi ïîðÿäêà ℓ:

M =

 . . . Mi . . .

 , ãäå Mi =


a0 a1 . . . aℓ−1

aℓ−1 a0 . . . aℓ−2
...

. . . . . .
...

a1 . . . aℓ−1 a0

 .

Ìàòðèöà òàêîãî òèïà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ïåðâûìè ñòðîêàìè êàæäîãî áëîêà
ðàçìåðà ℓ. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî âîññòàíîâèòü ℓ-áëî÷íî-öèðêóëÿíòíóþ ìàòðèöó M
èç k ñòðîê, çíàÿ å¼ ñòðîêè ñ èíäåêñàìè 1, ℓ+ 1, . . . , k − ℓ+ 1.

Çàìå÷àíèå 2. Êîä C, èìåþùèé ℓ-áëî÷íî-öèðêóëÿíòíóþ ïîðîæäàþùóþ ìàòðèöó,
ÿâëÿåòñÿ ℓ-QC-êîäîì. Îòìåòèì, ÷òî QC-êîä C ðàçìåðíîñòè k íå îáÿçàí èìåòü ℓ-áëî÷-
íî-öèðêóëÿíòíóþ ïîðîæäàþùóþ ìàòðèöó, îäíàêî ñóùåñòâóåò ℓ-áëî÷íî-öèðêóëÿíòíàÿ
ìàòðèöà G, ñîñòîÿùàÿ èç k′ ⩾ k ñòðîê, êîòîðàÿ ïîðîæäàåò äàííûé êîä C.

Äëÿ îïòèìàëüíîãî óìåíüøåíèÿ ðàçìåðà îòêðûòîãî êëþ÷à êðèïòîñèñòåìû Ìàê-
Ýëèñà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ℓ-QC-êîäû C ñ ïàðàìåòðàìè [n, k], èìåþùèå ïîðîæäàþ-
ùóþ ìàòðèöó â ñèñòåìàòè÷åñêîì âèäå

G =
(
Ik |M

)
,

ãäå Ik � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà k; M� ℓ-áëî÷íî-öèðêóëÿíòíàÿ ìàòðèöà. Â ýòîì
ñëó÷àå áóäåì íàçûâàòü êîä C ñèñòåìàòè÷åñêèì êâàçèöèêëè÷åñêèì.

Çàìå÷àíèå 3. Äëÿ âûïîëíåíèÿ ïðåäûäóùåãî óñëîâèÿ ðàçìåðíîñòü ℓ-QC-êîäà
äîëæíà áûòü êðàòíà ℓ.

Îïðåäåëåíèå 9. Äëÿ ìàòðèöû G â ñèñòåìàòè÷åñêîé ôîðìå îïðåäåëèì ρ(G) êàê
ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ ïóò¼ì óäàëåíèÿ âñåõ ñòðîê êàæäîãî áëîêà ìàòðèöû M, êðîìå
ïåðâîé, ò. å. ρ(G) ïîëó÷àåòñÿ ïóò¼ì çàïèñûâàíèÿ ñòðîê èç M ñ èíäåêñàìè 1, ℓ + 1,
2ℓ+ 1, . . . , k − ℓ+ 1. Îòñþäà èìååì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

×èñëî ñòðîê ìàòðèöû G = ℓ · (×èñëî ñòðîê ìàòðèöû ρ(G)).

Îïðåäåëåíèå 10. Ïóñòü C ⊆ Fn � ℓ-QC-êîä. Èíâàðèàíòíûé êîä îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Cσ = {c ∈ C : σ(c) = c}.
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Òàê êàê èíâàðèàíòíûé êîä èìååò ïîâòîðÿþùèåñÿ ýëåìåíòû, äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü
ïðîêîëîòûé èíâàðèàíòíûé êîä, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Cσ = PunctIℓ(Cσ),

ãäå Iℓ = {1, . . . , n} \ {1, ℓ + 1, . . . , n − ℓ + 1}. Ïóñòü σC � ℓ-QC-ñäâèã σ, ñóæåííûé íà
êîä C, òîãäà ìîæíî çàïèñàòü Cσ = PunctIℓ(ker(σC − id)).

Äàëåå ïîä èíâàðèàíòíûì êîäîì áóäåì èìåòü â âèäó è èíâàðèàíòíûé, è ïðîêîëîòûé
èíâàðèàíòíûé êîä, îäíàêî îáîçíà÷åíèÿ îñòàíóòñÿ ðàçíûìè.

Çàìå÷àíèå 4. Èíâàðèàíòíîñòü êîììóòèðóåò ñ îïåðàöèåé âû÷èñëåíèÿ ïîäïîëå-
âîãî ïîäêîäà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè C � ℓ-QC-êîä íàä Fqm , òî

(C ∩ Fn
q )

σ = {c ∈ C : c ∈ Fn
q & σ(c) = c} = Cσ ∩ Fn

q .

2.2. Ï î ñ ò ð î å í è å ê â à ç è ö è ê ë è ÷ å ñ ê è õ à ë ü ò å ð í à í ò í û õ ê î ä î â

Ðàññìîòðèì ìåòîä ïîñòðîåíèÿ êâàçèöèêëè÷åñêèõ àëüòåðíàíòíûõ êîäîâ, îïðåäåë¼í-
íûõ íàä Fq, ñ ïîìîùüþ çàðàíåå çàäàííîãî àâòîìîðôèçìà.

Ïóñòü σ ∈ PGL2(Fqm) è ord(σ) = ℓ. Äëÿ òî÷êè P ∈ P1 îïðåäåëèì å¼ îðáèòó:

Orbσ(P ) =
{
σi(P ) : i ∈ {0, . . . , ℓ− 1}

}
,

îáîçíà÷èì

D =
n/ℓ∑
i=1

∑
P∈Orbσ(Pi)

P, supp(D) =
n/ℓ∐
i=1

Orbσ(Pi), (4)

ãäå Pi ∈ P1 (Fqm)�ïîïàðíî ðàçëè÷íûå, íå ÿâëÿþùèåñÿ èíâàðèàíòíûìè îòíîñèòåëü-
íî çàäàííîãî îòîáðàæåíèÿ σ òî÷êè ñ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ îðáèòàìè, íå ñîäåðæàùèìè
òî÷êó â áåñêîíå÷íîñòè. Îïðåäåëèì äèâèçîð

G =
s∑

i=1

ti
∑

Q∈Orb(Qi)

Q, (5)

ãäå Qi � òî÷êè P1, íå ñîäåðæàùèå â ñâîèõ îðáèòàõ òî÷êó â áåñêîíå÷íîñòè, òàêèå, ÷òî

supp(D) ∩Qi = ∅, s ∈ N, ti ∈ Z äëÿ i ∈ {1, . . . , s}. Ïðè ýòîì deg(G) =
s∑

i=1

tiℓ deg(Qi).

Êàê ïîêàçàíî â ï. 1.2, àâòîìîðôèçì σ èíäóöèðóåò àâòîìîðôèçì êîäà CL (D,G).
Äëÿ êðàòêîñòè è àâòîìîðôèçì ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé P1, è èíäóöèðîâàííûé àâòîìîð-
ôèçì áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç σ. Òîãäà, ñîãëàñíî ëåììå 1, σ òàêæå ÿâëÿåòñÿ àâòî-
ìîðôèçìîì êîäà Ar,q(D,G) = CL (D,G)⊥ ∩ Fn

q . Òàêèì îáðàçîì, àëüòåðíàíòíûé êîä,
ïîëó÷åííûé îïèñàííûì ñïîñîáîì, ÿâëÿåòñÿ êâàçèöèêëè÷åñêèì ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì
óïîðÿäî÷èâàíèè òî÷åê.

3. Ñòðóêòóðíûé àíàëèç èíâàðèàíòíûõ êîäîâ
Ïîêàæåì, ÷òî èíâàðèàíòíûé êîä äëÿ QC-àëüòåðíàíòíîãî êîäà òàêæå ÿâëÿåòñÿ àëü-

òåðíàíòíûì êîäîì, íî ñ ìåíüøèìè ïàðàìåòðàìè. Òàê êàê èíâàðèàíòíîñòü êîììóòè-
ðóåò ñ îïåðàöèåé âçÿòèÿ ïîäïîëåâîãî ïîäêîäà, äëÿ àíàëèçà ñòðóêòóðû èíâàðèàíòíûõ
êîäîâ Ãîïïû äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü èíâàðèàíòíûé êîä GRS-êîäà. Äàííûå óòâåðæäå-
íèÿ â äàëüíåéøåì ïîçâîëÿò îïèñàòü ïðîöåññ âîññòàíîâëåíèÿ ïàðàìåòðîâ QC-àëüòåð-
íàíòíîãî êîäà Ãîïïû, èñïîëüçóÿ èíâàðèàíòíûé ïðîêîëîòûé êîä.
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Äëÿ óïðîùåíèÿ ðàññóæäåíèé áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî G ñòðîèòñÿ ñ èñïîëüçîâà-
íèåì îäíîé ðàöèîíàëüíîé òî÷êè Q, ò. å. G = t

∑
R∈Orbσ(Q)

R. Â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ

íåñêîëüêèõ òî÷åê òàêæå âîçìîæíî âîññòàíîâèòü ñåêðåòíûå ïàðàìåòðû, îäíàêî àëãî-
ðèòìû âîññòàíîâëåíèÿ ïðèíèìàþò áîëåå ãðîìîçäêèé âèä, ïîýòîìó â äàííîé ðàáîòå îíè
îïóùåíû.

Çàäàäèì

σj (Pi) = (αiℓ+j : βiℓ+j) äëÿ i ∈ {0, . . . , n/ℓ− 1} , j ∈ {0, . . . , ℓ− 1},
σj(Q) = (γj : δj) äëÿ j ∈ {0, . . . , ℓ− 1}.

Ëåììà 3. Ïóñòü G = t
∑

R∈Orbσ(Q)

R, òîãäà ïðîñòðàíñòâî Ðèìàíà �Ðîõà, àññîöèè-

ðîâàííîå ñ äèâèçîðîì G, èìååò ñëåäóþùèé âèä:

L (G)=
{
F (X, Y )

/ℓ−1∏
j=0

(δjX−γjY )t: F ∈ Fqm [X, Y ]� îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè tℓ
}
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P1 �ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ íàä ïîëåì Fqm , òîãäà
Fqm(P

1) = Fqm(x)�ðàöèîíàëüíîå ôóíêöèîíàëüíîå ïîëå. Èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ ïðî-
åêòèâíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Ðèìàíà �Ðîõà, â ñëó÷àå ïðîåêòèâíîé
ïðÿìîé, èìååò ñëåäóþùèé âèä:

L (P1) =

{
f

g
: f, g ∈ Fqm [X, Y ]� îäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû îäèíàêîâîé ñòåïåíè, g ̸= 0

}
.

Ðàññìîòðèì äèâèçîð G = t
∑

R∈Orbσ(Q)

R è äîêàæåì, ÷òî

z = F (X, Y )
/ℓ−1∏

j=0

(δjX − γjY )t ∈ L (G),

ãäå F ∈ Fqm [X, Y ]� îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè tℓ. Ïóñòü Z(f)�ìíîæåñòâî íó-
ëåé ôóíêöèè f , òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå äèâèçîðû íóëåé è ïîëþñîâ, à òàêæå ãëàâíûé
äèâèçîð ôóíêöèè z èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

(z)0 =
∑

P∈Z(F (X,Y ))\P∞

vP (F (X, Y ))P + vP∞(z) =
∑

P∈Z(F (X,Y ))\P∞

vP (F (X, Y ))P,

(z)∞ =
∑

(γj :δj)∈Orbσ(Q)

t(γj : δj) = t
∑

R∈Orbσ(Q)

R = G,

(z) =
∑

P∈Z(F (X,Y ))\P∞

vP (F (X, Y ))P −G ⩾ −G.

Ëåììà 3 äîêàçàíà.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà îïðåäåëÿåò ïîíÿòèå èíâàðèàíòíîé ôóíêöèè. Òàê êàê ìû ðàñ-
ñìàòðèâàåì QC-àëüòåðíàíòíûå êîäû ñ òî÷êè çðåíèÿ ÀÃ-êîäîâ, íåîáõîäèìî ïîíèìàòü,
êàêèå ôóíêöèè èç ïðîñòðàíñòâà Ðèìàíà�Ðîõà ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè îòíîñèòåëü-
íî äåéñòâèÿ àâòîìîðôèçìà.

Ëåììà 4 [1, Ëåììà 3.3]. Ïóñòü C = CL (D,G) è σ ∈ Aut(C). Åñëè c = (f(P1), . . . ,
f(Pn)) ∈ C òàêîå, ÷òî σ(c) = c, òî f ÿâëÿåòñÿ σ-èíâàðèàíòíîé ôóíêöèåé, ò. e. f ◦σ = f .
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Òåîðåìà 3 [1, Òåîðåìà 3.5]. Ïóñòü CL (D,G) ⊆ Fn
qm �ÀÃ-êîä äëèíû n, ðàçìåð-

íîñòè k, ñ äåéñòâóþùèì íà íåãî àâòîìîðôèçìîì σ ∈ PGL2 (Fqm) ïîðÿäêà ℓ, ãäå ℓ | n.
Ïóñòü, êàê è ðàíåå, îïðåäåëåíû D è G. Òîãäà èíâàðèàíòíûé êîä CL (D,G)

σ
ÿâëÿåòñÿ

ÀÃ-êîäîì äëèíû n/ℓ è ðàçìåðíîñòè [k/ℓ].

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü Ar,q(D,G) = CL (D,G) ∩ Fn
q � àëüòåðíàíòíûé êîä äëèíû n,

ïîðÿäêà r, ñ äåéñòâóþùèì íà íåãî àâòîìîðôèçìîì σ ∈ PGL2 (Fqm) ïîðÿäêà ℓ, ãäå ℓ | n.
Ïóñòü D è G îïðåäåëåíû, êàê â (4) è (5). Òîãäà èíâàðèàíòíûé êîä A⌊r/ℓ⌋,q(D,G)

σ

ÿâëÿåòñÿ àëüòåðíàíòíûì êîäîì äëèíû n/l è ïîðÿäêà [r/ℓ].

Äàëåå èçó÷èì äåéñòâèå àâòîìîðôèçìà σ ∈ PGL2 (Fqm) íà ïðîñòðàíñòâî Ðèìàíà�
Ðîõà L (G). Ðàññìîòðèì σ ∈ PGL2 (Fqm) è ord(σ) = ℓ, à òàêæå äèâèçîðû D è G,
îïðåäåë¼ííûå ðàíåå. Àâòîìîðôèçì σ ∈ PGL2 (Fqm) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ìàòðèöû
M ∈ GL2 (Fqm). Íîòàöèÿ M ∼ N , ãäå M,N ∈ PGL2 (Fqm), îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò
ìàòðèöà P ∈ PGL2 (Fqm), òàêàÿ, ÷òî M = PNP−1. Â çàâèñèìîñòè îò ñîáñòâåííûõ
âåêòîðîâ ìàòðèöû M ìîæíî âûäåëèòü òðè ñëó÷àÿ:

1) M ∼
(
a 0
0 1

)
, ãäå a ∈ Fqm (σ�äèàãîíàëèçèðóåìûé â Fqm);

2) M ∼
(

1 b
0 1

)
, ãäå b ∈ Fqm \ {0} (σ� òðèãîíàëèçèðóåìûé â Fqm);

3) M ∼
(
ξ 0
0 ξq

m

)
, ãäå ξ ∈ Fq2m (σ�äèàãîíàëèçèðóåìûé â Fq2m).

Âîçìîæíîñòü äèàãîíàëèçàöèè èëè òðèãîíàëèçàöèè çàâèñèò îò ñîáñòâåííûõ âåêòî-
ðîâ ìàòðèöû. Ïîÿñíèì ïîäðîáíåå, êîãäà ìîæíî ïðèâåñòè ìàòðèöó M ê îäíîìó èç
âûøåîïèñàííûõ âèäîâ.

Òåîðåìà 4 [6, Òåîðåìà 2.2]. Ïóñòü M ∈Mn(F), òîãäà ìàòðèöà M äèàãîíàëèçèðó-
åìà â ïîëå F òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóììà ðàçìåðíîñòåé ñîáñòâåííûõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâ â òî÷íîñòè ðàâíà n, ÷òî âåðíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò áàçèñ
â Fn, ñîñòîÿùèé èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ M .

Äàëåå ðàññìîòðèì ìàòðèöû íàä êîíå÷íûì ïîëåì Fqm . Ëþáîå êîíå÷íîå ïîëå ÿâëÿ-
åòñÿ àëãåáðàè÷åñêè íåçàìêíóòûì, ñëåäîâàòåëüíî, ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí πM(T ) íå
îáÿçàòåëüíî ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè, êàê è õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíî-
ãî÷ëåí. Â òàêîì ñëó÷àå êîëè÷åñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ó ìàòðèöû M ∈ Mn(Fqm)
ìåíüøå n, à óñëîâèÿ òåîðåìû 4 íå âûïîëíÿþòñÿ.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí èìååò êðàòíûé êîðåíü, òî â îá-
ùåì ñëó÷àå ïðè ðàçìåðíîñòè áîëüøå 2 äàííûé ôàêò íå ãîâîðèò î òîì, ÷òî ìàòðèöó
íåëüçÿ äèàãîíàëèçèðîâàòü. Îäíàêî, ðàññìàòðèâàÿ M ∈ M2(Fqm), ìîæíî óòâåðæäàòü,
÷òî ðàçìåðíîñòü ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ìîæåò áûòü ðàâíà 0, 1 èëè 2. Â ïåðâîì
ñëó÷àå óñëîâèÿ òåîðåìû4 íå âûïîëíÿþòñÿ, âòîðîé ñëó÷àé ãîâîðèò î òîì, ÷òî ìàòðè-
öà îáÿçàòåëüíî äèàãîíàëèçèðóåìà íàä Fqm , à â òðåòüåì ñëó÷àå óñëîâèÿ âûïîëíèìû,
òîëüêî åñëè ìàòðèöà M óæå ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé.

Òåîðåìà 5 [7]. Ïóñòü M ∈ M2(Fqm) íå ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé. Ìàòðèöà M äèà-
ãîíàëèçèðóåìà â Fqm òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàçìåðíîñòè âñåõ ñîáñòâåííûõ ïîä-
ïðîñòðàíñòâ ìàòðèöû M ðàâíû 1, òî åñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí èìååò äâà
ðàçëè÷íûõ êîðíÿ êðàòíîñòè 1, ÷òî ýêâèâàëåíòíî íàëè÷èþ äâóõ ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû M .

Åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ðàçëîæèì íà ìíîæèòåëè, íî èìååò êðàòíûå
êîðíè, òî ìîæíî òðèãîíàëèçèðîâàòü ìàòðèöóM . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àåM âñåãäà ìîæíî
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äèàãîíàëèçèðîâàòü â ïîëå Fq2m , ïîñòðîåííîì ïðè ïîìîùè äîáàâëåíèÿ êîðíÿ õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ìàòðèöû M .

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà πM(T ) ìàòðèöûM ýòè ðàññóæäåíèÿ
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñëåäóþùåé òåîðåìû:

Òåîðåìà 6 [7]. Ïóñòü M ∈ M2(Fqm), πM(T )�ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ìàòðè-
öû M . Òîãäà:

1) ìàòðèöàM äèàãîíàëèçèðóåìà â Fqm ⇐⇒ πM(T ) ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ðàçëè÷íûå
ëèíåéíûå ìíîæèòåëè â Fqm ;

2) ìàòðèöà M òðèãîíàëèçèðóåìà â Fqm ⇐⇒ πM(T ) ðàçëîæèì â Fqm íà ëèíåéíûå
ìíîæèòåëè, íî èìååò êðàòíûå êîðíè;

3) ìàòðèöà M äèàãîíàëèçèðóåìà â Fq2m ⇐⇒ πM(T ) ñåïàðàáåëüíûé.

Ëåììà 5 [1, Ëåììà 3.4]. Ïóñòü C = CL (D,G)�ÀÃ-êîä, òàêîé, ÷òî σ(C) = C, è
ρ ∈ PGL2(Fqm). Òîãäà σ

′ = ρ ◦σ ◦ ρ−1 èíäóöèðóåò òîò æå àâòîìîðôèçì êîäà C, ÷òî è σ.
Ëåììà 5 ïîêàçûâàåò, ÷òî èçó÷åíèå GRS-êîäîâ, èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî èíäó-

öèðîâàííîãî àâòîìîðôèçìà σ, ñâîäèòñÿ ê îäíîìó èç òð¼õ ñëó÷àåâ, îïèñàííûõ ðàíåå.
Äàëåå ðàññìîòðèì èíâàðèàíòíûå ïðîêîëîòûå êîäû, äëÿ êîòîðûõ òåîðåìà 3 âûïîëíÿ-
åòñÿ â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ.

3.1. Ñ ë ó ÷ à é , ê î ã ä à à â ò î ì î ð ô è ç ì σ ÿ â ë ÿ å ò ñ ÿ
ä è à ã î í à ë è ç è ð ó å ì û ì â Fqm

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñòðóêòóðó îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ,
èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî äèàãîíàëèçèðóåìîãî àâòîìîðôèçìà σ.

Ïðåäëîæåíèå 2 [1, Ïðåäëîæåíèå 3.8]. Ïóñòü F ∈ Fqm [X, Y ]� îäíîðîäíûé ìíî-
ãî÷ëåí ñòåïåíè tℓ, ýëåìåíò a ∈ Fqm èìååò ïîðÿäîê ℓ. Åñëè F (aX, Y ) = F (X, Y ), òî
F (X, Y ) = R

(
Xℓ, Y ℓ

)
, ãäå R ∈ Fqm [X, Y ] ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè t.

Èñõîäÿ èç âèäà èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî äèàãîíàëèçèðóåìîãî àâòîìîðôèçìà
ìíîãî÷ëåíîâ, ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ïîçâîëÿåò ïîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû 3
â äàííîì ñëó÷àå.

Ïðåäëîæåíèå 3 [1, Ïðåäëîæåíèå 3.9]. Ïóñòü C = CL (D,G)�ÀÃ-êîä ñ ïàðàìåò-
ðàìè [n, k] è

σ :

{
P1 → P1,

(x : y) 7→ (ax : y).

Îïðåäåëèì D̃ =
∑
P̃i, ãäå P̃i ∈

{(
αℓ
i : β

ℓ
i

)
: i ∈ {1, . . . n}

}
= supp(D̃), è G̃ =

= t
(
(−1)ℓ−1aℓ(ℓ−1)/2(γ0/δ0)

ℓ : 1
)
èëè G̃ = tP∞. Òîãäà ñïðàâåäëèâî Cσ = CL (D̃, G̃), à

òàêæå |supp(D̃)| = n/ℓ è deg(G̃) = deg(G)/ℓ.

Çàìå÷àíèå 5. Èíâàðèàíòíûé ïðîêîëîòûé êîä Cσ â ïðåäëîæåíèè 3 èìååò ïàðà-
ìåòðû [n/ℓ, ⌈k/ℓ⌉].

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ýëåìåíò a ∈ Fqm ÿâëÿåòñÿ êîðíåì èç åäèíèöû ñòåïåíè ℓ è íå
èçâåñòåí çëîóìûøëåííèêó. Èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî ïàðàìåòð ℓ îòíîñèòåëüíî ìàë, äàæå íå
âëàäåÿ èíôîðìàöèåé îá ýëåìåíòå a, âîçìîæíî âîññòàíîâèòü ïàðàìåòðû D,G èñõîäíîãî
êîäà, ïåðåáðàâ âñåõ êàíäèäàòîâ äëÿ äàííîãî ýëåìåíòà.

3.2. Ñ ë ó ÷ à é , ê î ã ä à à â ò î ì î ð ô è ç ì σ ÿ â ë ÿ å ò ñ ÿ
ò ð è ã î í à ë è ç è ð ó å ì û ì â Fqm

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ, ðàññìîòðèì ñòðóêòóðó îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëå-
íîâ, èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî çàäàííîãî òðèãîíàëèçèðóåìîãî àâòîìîðôèçìà σ. Çà-
ìåòèì, ÷òî äàííûé ñëó÷àé âîçìîæåí òîëüêî òîãäà, êîãäà ord(σ) = char(Fq) = p.
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Ïðåäëîæåíèå 4 [8, Ïðåäëîæåíèå 4]. Ïóñòü F ∈ Fqm [X, Y ], deg(F ) ⩽ tp è b ∈ F∗
q.

Åñëè F (X + bY, Y ) = F (X, Y ), òî F (X, Y ) = R(Xp − bp−1XY p−1, Y p), ãäå p� õàðàêòå-
ðèñòèêà ïîëÿ Fqm è R ∈ Fqm [X, Y ]� îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè deg(R) ⩽ t.

Èñõîäÿ èç âèäà èíâàðèàíòíûõ ìíîãî÷ëåíîâ, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î ñòðóêòóðå èí-
âàðèàíòíîãî ïðîêîëîòîãî êîäà â ñëó÷àå òðèãîíàëèçèðóåìîãî àâòîìîðôèçìà.

Ïðåäëîæåíèå 5 [1, Ïðåäëîæåíèå 3.11]. Ïóñòü C = CL (D,G)�ÀÃ-êîä è

σ :

{
P1 → P1,

(x : y) 7→ (x+ by : y).

Îïðåäåëèì D̃ =
∑
P̃i, ãäå P̃i ∈ {(αp

i − bp−1αiβ
p−1
i : βp

i ) : i ∈ {1, . . . n}} = supp(D̃) è
G̃ = t ((γ0/δ0)

p − bp−1(γ0/δ0) : 1) èëè G̃ = P∞. Òîãäà ñïðàâåäëèâî Cσ = CL (D̃, G̃), à
òàêæå |supp(D̃)| = n/ℓ è deg(G̃) = deg(G)/ℓ.

Çàìå÷àíèå 6. Èíâàðèàíòíûé ïðîêîëîòûé êîä Cσ â äàííîì ñëó÷àå òàêæå èìååò
ïàðàìåòðû [n/ℓ, ⌈k/ℓ⌉].

3.3. Ñ ë ó ÷ à é , ê î ã ä à à â ò î ì î ð ô è ç ì σ ÿ â ë ÿ å ò ñ ÿ
ä è à ã î í à ë è ç è ð ó å ì û ì â Fq2m \ Fqm

Èçó÷èì GRS-êîä, îïðåäåë¼ííûé íàä Fqm , è ïîñòðîåííûé ñ åãî ïîìîùüþ ïðîêîëî-
òûé èíâàðèàíòíûé êîä îòíîñèòåëüíî èíäóöèðîâàííîãî àâòîìîðôèçìà σ = ρ ◦ σd ◦ ρ−1,
ãäå àâòîìîðôèçì σd �äèàãîíàëüíûé â GL2(Fq2m) è ρ ∈ PGL2(Fq2m).

Äëÿ êîäà C = CL (D,G) íàä Fqm ðàññìîòðèì ðàñøèðåííûé êîä C̃ = CL (D⊗, G⊗)
íàä Fq2m , òàêîé, ÷òî C ÿâëÿåòñÿ åãî ïîäïîëåâûì ïîäêîäîì, ò. å. C = C̃ ∩ Fqm = C̃|Fqm

.

Òîãäà, âî-ïåðâûõ, èç ëåììû5 ñëåäóåò, ÷òî C̃
σ

= C̃
σd

. Âî-âòîðûõ, ïîëàãàÿ, ÷òî
char(Fq2m) ∤ ℓ, ó÷ò¼ì ñëåäóþùèå çàìå÷àíèå è ëåììó:

Çàìå÷àíèå 7. Õàðàêòåðèñòèêà p ïîëÿ Fqm íå äåëèò ïîðÿäîê ℓ àâòîìîðôèçìà σ.

Ëåììà 6 [1, Óòâåðæäåíèå 3.1]. Ïóñòü ℓ�ïîëîæèòåëüíîå öåëîå è C � ℓ-êâàçèöèê-
ëè÷åñêèé êîä. Òîãäà

ϕℓ(C) ⊆ C
σ
,

ãäå ϕℓ �ôóíêöèÿ ñâ¼ðòêè, îïðåäåë¼ííàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ϕℓ :

Fn −→ Fn/ℓ,

(x1, . . . , xn) 7−→
(

ℓ−1∑
i=0

xσi(1),
ℓ−1∑
i=0

xσi(ℓ+1), . . . ,
ℓ−1∑
i=0

xσi(n−ℓ+1)

)
.

Êðîìå òîãî, åñëè char(F) ∤ ℓ, òî ϕℓ(C) = C
σ
.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì

C̃
σ

= ϕℓ({(f(P⊗
1 ), . . . , f(P⊗

n )) : f(P⊗
i ) ∈ Fq2m}) =

{( ℓ−1∑
i=0

f(P⊗
σi(1)

), . . . ,
ℓ−1∑
i=0

f(P⊗
σi(n−ℓ+1)

)
)
:

f(P⊗
σi(j)

) ∈ Fq2m , i = 0, . . . , ℓ− 1, j = 1, ℓ+ 1, . . . , n− ℓ+ 1
}
= ϕℓ(C̃),

ãäå f ∈ L (G⊗); P⊗
i ∈ supp(D⊗).

Åñëè C̃ �GRS-êîä ñ ïàðàìåòðàìè [n, k], òî, ñîãëàñíî ï. 3.1, C̃
σ

òàêæå ÿâëÿåòñÿ GRS-
êîäîì ñ ïàðàìåòðàìè

[
n/ℓ, [k/ℓ]

]
.
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Òåïåðü èçó÷èì ñóæåíèå àâòîìîðôèçìà σ íà Fqm :

σ|Fqm
= (ρ ◦ σd ◦ ρ−1)|Fqm

= ρ|Fqm
◦ σd|Fqm

◦ ρ−1|Fqm
.

Ñëåäîâàòåëüíî, σ|Fqm
∈ GL2(Fqm) ⊂ GL2(Fq2m) è σd|Fqm

�äèàãîíàëüíûé â GL2(Fqm).

Ðàññìîòðèì äèàãðàììó íà ðèñ. 1, ãäå C̃
σ

|Fqm
�ïîäïîëåâîé ïîäêîä êîäà C̃

σ

. Ïîêàæåì,

÷òî C̃
σ

|Fqm
ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì C̃|Fqm

ïðè îòîáðàæåíèè ϕℓ|Fqm
.

C̃ ϕℓ //

��

C̃
σ

��

C = C̃|Fqm

ϕℓ|Fqm // C̃
σ

|Fqm

Ðèñ. 1

Ïîñêîëüêó σ êîììóòèðóåò ñ îïåðàöèåé ïîñòðîåíèÿ ïîäïîëåâîãî ïîäêîäà, ó÷èòûâàÿ

çàìå÷àíèå 4 è îïðåäåëåíèå èíâàðèàíòíîñòè, ïîëó÷àåì C̃
σ

|Fqm
= C̃|Fqm

σ

. Êðîìå òîãî,

ϕℓ|Fqm
(C̃|Fqm

) = C̃|Fqm

σ

.

Îêîí÷àòåëüíî çàêëþ÷àåì, ÷òî C̃|Fqm

σ

ÿâëÿåòñÿ GRS-êîäîì, ïîñêîëüêó ÿâëÿåòñÿ ïîä-

ïîëåâûì ïîäêîäîì GRS-êîäà. Åñëè êîä C̃|Fqm
èìååò ïàðàìåòðû [n, k′], òî â ñèëó îòîá-

ðàæåíèÿ

ϕℓ|Fqm
(C̃|Fqm

) = ϕℓ({(f(P̃1), . . . , f(P̃n)) : f(P̃i) ∈ Fqm}) =

=

{(
ℓ−1∑
i=0

f(P̃(σ|Fqm )i(1)), . . . ,
ℓ−1∑
i=0

f(P̃(σ|Fqm )i(n−ℓ+1))

)
: f(P̃(σ|Fqm )i(j)) ∈ Fqm

}
,

ãäå i = 0, . . . , ℓ−1, j = 1, ℓ+1, . . . , n−ℓ+1, f ∈ L (G̃), P̃i ∈ D̃, ñîãëàñíî ï. 3.1, êîä C̃|Fqm

σ

èìååò ïàðàìåòðû [n/ℓ, k′/ℓ].

4. Àíàëèç áåçîïàñíîñòè êâàçèöèêëè÷åñêèõ àëüòåðíàíòíûõ êîäîâ
Ïîêàæåì, ÷òî êëþ÷åâóþ áåçîïàñíîñòü QC-àëüòåðíàíòíîãî êîäà ìîæíî ðåäóöè-

ðîâàòü ê êëþ÷åâîé áåçîïàñíîñòè åãî èíâàðèàíòíîãî êîäà. Ðàññìîòðèì àâòîìîðôèçì
σ ∈ PGL2 (Fqm) è àëüòåðíàíòíûé êîä

Ar,q(D,G) = CL (D,G)⊥ ∩ Fn
q .

Äèâèçîðû D è G îïðåäåëåíû â (4) è (5). Çíàÿ ïîðîæäàþùóþ ìàòðèöó êîäà Ar,q(D,G)

è èíäóöèðîâàííûé àâòîìîðôèçì σ, ìîæíî âû÷èñëèòü èíâàðèàíòíûé êîä Ar,q(D,G)
σ
.

Îáîçíà÷èì çà èíâàðèàíòíûé àëüòåðíàíòíûé êîä Ar,q(D̃, G̃) äëÿ íåêîòîðûõ äèâèçî-
ðîâ D̃ è G̃ ñ ìàëûìè ïàðàìåòðàìè. Ñóùåñòâóåò âçàèìîñâÿçü ìåæäó D̃ è G̃ èíâàðèàíò-
íîãî êîäà ñ äèâèçîðàìè D è G èñõîäíîãî àëüòåðíàíòíîãî êîäà, ïîçâîëÿþùàÿ âîññòà-
íîâèòü èñõîäíûå äèâèçîðû ïðè çíàíèè D̃ è G̃.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî D̃ =
n/ℓ∑
i=1

(
α̃i : β̃i

)
è G̃ = t · Q̃ äëÿ èíâàðèàíòíîãî êî-

äà Ar,q(D̃, G̃) èçâåñòíû è ÷òî G ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ îðáèòû îäíîé ðàöèîíàëüíîé òî÷-
êè Q. Äëÿ èñõîäíîãî êîäà èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
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supp(D) = {(αi,j : 1) : i ∈ {1, . . . , n/ℓ}, j ∈ {0, . . . , ℓ− 1}} ,

G = t
ℓ−1∑
j=0

σj(Q),

ãäå σj(Q) = (γj : δj) ̸= P∞ äëÿ âñåõ j ∈ {0, . . . , ℓ− 1}.
4.1. Â î ñ ñ ò à í î â ë å í è å ä è â è ç î ð à è í î ñ è ò å ë ÿ

Êàê ïîêàçàíî â ï. 3, â çàâèñèìîñòè îò âèäà àâòîìîðôèçìà σ ñïðàâåäëèâû ðàçíûå
ôîðìóëüíûå ñîîòíîøåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå âèä äèâèçîðîâ, ó÷àñòâóþùèõ â ïîñòðîåíèè
èíâàðèàíòíîãî ïðîêîëîòîãî êîäà, ñëåäîâàòåëüíî, ïðîöåññ âîññòàíîâëåíèÿ äèâèçîðà è
íîñèòåëÿ èñõîäíîãî êîäà áóäåò îòëè÷àòüñÿ â çàâèñèìîñòè îò âèäà àâòîìîðôèçìà. Ðàñ-
ñìîòðèì ïîäðîáíî äàííûé ïðîöåññ â êàæäîì îòäåëüíîì ñëó÷àå.

Ñëó÷àé, êîãäà àâòîìîðôèçì σ ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëèçèðóåìûì â Fqm

Çàìå÷àíèå 8. Åñëè Q̃ ̸= P∞, òî äëÿ âñåõ i ∈ {0, . . . , ℓ− 1} èìååì

Q̃ =
(
(−1)ℓ−1

(
ai
)ℓ(ℓ−1)/2

(γi/δi)
ℓ : 1

)
.

Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî òî÷êà Q̃ è äèâèçîð G̃ èçâåñòíû. Ïîêàæåì âîçìîæ-
íîñòü âîññòàíîâëåíèÿ èñõîäíîãî äèâèçîðà G.

Îáîçíà÷èì µℓ = {σi(a) : i ∈ {0, . . . , ℓ − 1}} è äëÿ êàæäîãî a ∈ µℓ âîññòàíîâèì
ñîîòâåòñòâóþùóþ òî÷êó íîñèòåëÿ äèâèçîðà G. Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî µℓ ñîñòîèò
èç ïðèìèòèâíûõ êîðíåé ñòåïåíè ℓ èç åäèíèöû. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà ðàâíà êîëè÷å-
ñòâó ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà ℓ â ïîëå Fqm , òî åñòü φ(ℓ) < n. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò
âñåãî φ(ℓ) âàðèàíòîâ âûáîðà ýëåìåíòà a, ÷òî ïîçâîëÿåò ïåðåáðàòü âñåâîçìîæíûå âà-
ðèàíòû çà ïðèåìëåìîå âðåìÿ.

Áîëåå äåòàëüíî âû÷èñëåíèå äèâèçîðà G íà îñíîâàíèè çíàíèÿ G̃ îïèñàíî â àë-
ãîðèòìå 1. Îñíîâíîé è íàèáîëåå çàòðàòíûé øàã � âû÷èñëåíèå êîðíåé ìíîãî÷ëåíà
p(X) = aℓ(ℓ−1)/2Xℓ − γ̃ ∈ Fqm [X], êîòîðûå ìîæíî íàéòè, èñïîëüçóÿ, íàïðèìåð, àëãî-
ðèòì Áåðëåêýìïà.

Àëãîðèòì 1. Âîññòàíîâëåíèå äèâèçîðà G

Âõîä: G̃�äèâèçîð èíâàðèàíòíîãî êîäà Ar,q(D,G)
σ
.

Âûõîä: äèâèçîð G.
1: a := aℓ ≡ 1 (mod qm).

2: Åñëè Q̃ ̸= P∞, òî
3: Γ := êîðíè (aℓ(ℓ−1)/2Xℓ − γ̃),
4: G := t

∑
γ∈Γ

(γ : 1),

5: èíà÷å
6: G := t · ℓ · P∞.
7: Âåðíóòü G.

Äàëåå âîññòàíîâèì íîñèòåëü äèâèçîðà D′ ïðè óñëîâèè, ÷òî êîäû Ar,q (D
′, G)

è Ar,q(D,G) îòëè÷àþòñÿ ïåðåñòàíîâêîé êîîðäèíàò. Êîîðäèíàòû òî÷êè P = (x : y) ∈
∈ supp(D) óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå {

xℓ − α̃i = 0,

yℓ − β̃i = 0,
(6)



98 À.À. Êóíèíåö, Å. Ñ. Ìàëûãèíà

äëÿ i ∈ {1, . . . , n/ℓ}, ãäå (α̃i : β̃i) = P̃i. Çíàÿ D̃, ìîæíî âîññòàíîâèòü âñå ýëåìåíòû íî-
ñèòåëÿ D, îäíàêî îíè áóäóò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé íåóïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Íàéä¼ì
ðåøåíèå (α′

i, β
′
i) â (6) äëÿ êàæäîãî i ∈ {1, . . . , n/ℓ} è âûáåðåì a ∈ µℓ. Áóäåì ïîëàãàòü,

÷òî ìíîæåñòâî

supp(D′) =

{(
aj
α′
i

β′
i

: 1

)
: j ∈ {0, . . . , ℓ− 1}, i ∈ {1, . . . , n/ℓ}

}
ÿâëÿåòñÿ íîñèòåëåì êîäà Ar,q (D

′, G), ÿâëÿþùåãîñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûì îòíîñèòåëüíî êî-
äà Ar,q(D,G). Äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé S = {(α′

i, β
′
i) : i ∈ {1, . . . , n/ℓ}} è âñÿ-

êîãî a ∈ µℓ èìååì ðàçëè÷íûå ñîîòâåòñòâóþùèå èì íîñèòåëè D′.

Ñëó÷àé, êîãäà àâòîìîðôèçì σ ÿâëÿåòñÿ òðèãîíàëèçèðóåìûì â Fqm

Çàìå÷àíèå 9. Åñëè Q̃ ̸= P∞, òî äëÿ âñåõ i ∈ {0, . . . , ℓ− 1} èìååì

Q̃ =

((
γi
δi

)p

− bp−1γi
δi

: 1

)
.

Â ñëó÷àå äèàãîíàëèçèðóåìîãî àâòîìîðôèçìà σ ïîèñê ýëåìåíòà a, òàêîãî, ÷òî
ord(a) = ℓ, ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì. Äîñòàòî÷íî ïåðåáðàòü âñå êîðíè ñòåïåíè ℓ èç åäèíè-
öû. Ñóùåñòâóåò ñëåäóþùèé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ êàíäèäàòîâ äëÿ ïàðàìåòðà b â ñëó÷àå
òðèãîíàëèçèðóåìîãî àâòîìîðôèçìà σ.

Ëåììà 7 [1, Ëåììà 4.1]. ×èñëî b� îäèí èç êîðíåé ìíîãî÷ëåíà

Pb = ÍÎÄ
({

ResX
(
Xp − Y p−1X − α̃i, X

qm −X
)
: i ∈ {1, . . . , n/ℓ}

}
, Y qm − Y

)
,

ãäå ResX(F1(X), F2(X))�ðåçóëüòàíò äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé X.

Òàêèì îáðàçîì, b ∈ roots(Pb). Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî âñå ýëåìåíòû èç îðáèòû b òàêæå
ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà Pb, òî åñòü B = {b, 2b, . . . , (ℓ−1)b} ⊆ roots(Pb). Â îáùåì
ñëó÷àå deg(Pb) ⩾ |B|. Äëÿ ïîëåé áîëüøîãî ïîðÿäêà (∼ 2m, ãäå m ⩾ 10) íà ïðàêòèêå
âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ B = roots(Pb).

Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî òî÷êà Q̃ è äèâèçîð G̃ èçâåñòíû. Àëãîðèòì 2 âîññòà-
íàâëèâàåò èñõîäíûé äèâèçîð G, èñïîëüçóÿ òîëüêî ïàðàìåòðû èíâàðèàíòíîãî ïðîêîëî-
òîãî êîäà Ar,q(D,G)

σ
.

Àëãîðèòì 2. Âîññòàíîâëåíèå äèâèçîðà G

Âõîä: G̃, D̃�äèâèçîðû èíâàðèàíòíîãî êîäà Ar,q(D,G)
σ
.

Âûõîä: äèâèçîð G è ìíîæåñòâî B′ ⊇ {b, 2b, . . . , (ℓ− 1)b}.
1: Pb := ÍÎÄ

({
ResX

(
Xp − Y p−1X − α̃i, X

qm −X
)
: i ∈ {1, . . . , n/ℓ}

}
, Y qm − Y

)
2: B′ := êîðíè (Pb)

3: Åñëè Q̃ ̸= P∞, òî
4: Γ := êîðíè (Xp − bp−1X − γ̃), // b ∈ B′

5: G := t
∑
γ∈Γ

(γ : 1),

6: èíà÷å
7: G := t · P∞.
8: Âåðíóòü G, B′.

Çàìå÷àíèå 10. Ñàìûì ñëîæíûì øàãîì àëãîðèòìà 2 ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ðå-
çóëüòàíòîâ, à òàêæå ïîñëåäóþùåå íàõîæäåíèå íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ äâóõ
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ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì Fqm . Â ñâîþ î÷åðåäü, ñàìûì òðóäîçàòðàòíûì øàãîì â âû-
÷èñëåíèè ðåçóëüòàíòà ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû, êîòîðîå âûïîëíÿ-
åòñÿ çà O((qm + p)ω(qm + p)(p− 1)) øàãîâ â ïîëå Fqm , ãäå ω� ýêñïîíåíòà â ñëîæíîñòè
óìíîæåíèÿ ìàòðèö. Ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ äâóõ ìíîãî-
÷ëåíîâ ñòåïåíè qm(p−1) â êîëüöå Fqm [Y ] îãðàíè÷åíà O(q2mp2), ÷òî ìåíüøå ñëîæíîñòè
âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëåé. Òàêèì îáðàçîì, ó÷èòûâàÿ, ÷òî äàííûå àëãîðèòìû ñðàáà-
òûâàþò n/p ðàç, ïîëó÷àåì èòîãîâóþ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà O(n(qm + p)ω+1).

Äàëåå âîññòàíîâèì íîñèòåëü äèâèçîðàD′ ïðè óñëîâèè, ÷òîAr,q (D
′, G) = Ar,q(D,G).

Êîîðäèíàòû òî÷êè P = (x : y) ∈ supp(D) óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå{
xp − bp−1x− α̃i = 0,

yp − β̃i = 0
(7)

äëÿ i ∈ {1, . . . , n/ℓ}, ãäå (α̃i : β̃i) = P̃i. Çíàÿ D̃, ìû ìîæåì âîññòàíîâèòü âñå ýëåìåíòû
íîñèòåëÿ äèâèçîðà D, îäíàêî îíè áóäóò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé íåóïîðÿäî÷åííîå ìíîæå-
ñòâî. Íàéä¼ì ðåøåíèå (α′

i, β
′
i) â (7) äëÿ êàæäîãî i ∈ {1, . . . , n/ℓ} è âûáåðåì b ∈ B′.

Ìíîæåñòâî

supp(D′) =

{(
α′
i

β′
i

+ b · j : 1
)

: j ∈ {0, . . . , ℓ− 1}, i ∈ {1, . . . , n/ℓ}
}

ñîñòàâëÿåò íîñèòåëü êîäàAr,q (D
′, G), ÿâëÿþùåãîñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûì îòíîñèòåëüíî êî-

äà Ar,q(D,G). Äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé S = {(α′
i, β

′
i) : i ∈ {1, . . . , n/ℓ}} è

âñÿêîãî b ∈ B′ èìååì ðàçëè÷íûå ñîîòâåòñòâóþùèå èì íîñèòåëè D′.

Ñëó÷àé, êîãäà àâòîìîðôèçì σ ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëèçèðóåìûì â Fq2m\Fqm

Â ýòîì ñëó÷àå σ = ρ ◦ σd ◦ ρ−1, ãäå ρ ∈ PGL2(Fq2m) è

σd :

{
P1 → P1,

(x : y) 7→ (ξx : ξq
m
y),

ãäå ξ ∈ Fq2m �êîðåíü ñòåïåíè ℓ èç åäèíèöû. Ïîñêîëüêó σd äèàãîíàëåí â Fq2m , ìû ìîæåì
âîññòàíîâèòü íîñèòåëü äèâèçîðà D⊗ è äèâèçîð G⊗ â Fq2m , èñïîëüçóÿ òå æå ìåòîäû, ÷òî
è â ñëó÷àå äèàãîíàëèçèðóåìîñòè è òðèãîíàëèçèðóåìîñòè â Fqm .

Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ äèâèçîðîâ D è G â Fqm ðàññìîòðèì ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí
πξ = X2 + aX + b ∈ Fqm [X] ýëåìåíòà ξ. Òîãäà

Mσd
=

(
ξ 0
0 ξq

m

)
∼
(

0 −b
1 −a

)
=Mσ′

è ñóùåñòâóåò ρ′ ∈ GL2(Fq2m), òàêîé, ÷òî σd = ρ′◦σ′◦ρ′−1, ãäå σ′ ∈ PGL2(Fqm) àññîöèèðî-
âàí ñMσ′ . Ñîãëàñíî ëåììå 5, ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî σ = σ′. Íàõîæäåíèå ýëåìåíòà ξ
íå ñîñòàâëÿåò òðóäà ââèäó èñïîëüçîâàíèÿ ìàëîãî ïàðàìåòðà ℓ, ñîîòâåòñòâåííî ëåãêî
ìîæåì âû÷èñëèòü a è b. ×òîáû âîññòàíîâèòü ρ′, äîñòàòî÷íî äèàãîíàëèçèðîâàòü ìàò-
ðèöó Mσ′ . Çíàÿ ρ′, íîñèòåëü äèâèçîðà D⊗ è äèâèçîð G⊗ â Fq2m , ìîæíî âîññòàíîâèòü
îðèãèíàëüíûé äèâèçîð D = ρ′−1(D⊗) è äèâèçîð G = ρ′−1(G⊗) â Fqm .
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4.2. Â î ñ ñ ò à í î â ë å í è å ï å ð å ñ ò à í î â ê è

Âîññòàíîâèì ïåðåñòàíîâêó ìåæäó Ar,q(D
′, G) è Ar,q(D,G). Ïóñòü Gpub �ïîðîæäà-

þùàÿ ìàòðèöà êîäà Ar,q(D,G), H
′ �ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà êîäà Ar,q(D

′, G). Ïåðåñòà-
íîâêó ìåæäó Ar,q(D,G) è Ar,q(D

′, G) çàäàäèì ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû Π:

Gpub ·Π ·H′⊤ = 0. (8)

Ïðåäïîëîæèì, ìû âûáðàëè a ∈ µℓ, òîãäà ïåðåñòàíîâî÷íàÿ ìàòðèöà Π èìååò ñëå-
äóþùèé âèä:

ℓ∑
i=1

x1,iJ
i . . . (0)

...
. . .

...

(0) . . .
ℓ∑

i=1

xn/ℓ,iJ
i

 , ãäå J =


0 . . . . . . 0 1

1
. . . 0

0
. . . . . .

...
...

. . . . . . . . .
...

0 . . . 0 1 0

 .

Îòìåòèì, ÷òî J�ìàòðèöà ðàçìåðà ℓ×ℓ, xj,i ∈ {0, 1}�íåèçâåñòíûå äëÿ j ∈ {1, . . . , n/ℓ}
è i ∈ {1, . . . , ℓ}. Â òàêîì ñëó÷àå ñèñòåìà (8) èìååò n íåèçâåñòíûõ. Åñëè ìû ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî k ̸= n, òî ìû ìîæåì íàéòè ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
äëÿ Π ââèäó òîãî, ÷òî â ñèñòåìå (n− k)k óðàâíåíèé è n ⩽ (n− k)k íåèçâåñòíûõ.

Â àëãîðèòìå 3 ïðåäñòàâëåíî âîññòàíîâëåíèå ïåðåñòàíîâî÷íîé ìàòðèöû Π ïðè âåð-
íîì âûáîðå ýëåìåíòîâ a ∈ µℓ, b ∈ roots(Pb).

Àëãîðèòì 3. Âîññòàíîâëåíèå supp(D). Ñëó÷àé σ�äèàãîíàëèçèðóåìûé/òðèãîíàëè-
çèðóåìûé â Fqm

Âõîä: Gpub �ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà êâàçèöèêëè÷åñêîãî àëüòåðíàíòíîãî êîäà; äèâè-
çîðû G, D̃.

Âûõîä: ∅, åñëè ðåøåíèå íå íàéäåíî; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå �D′, òàêîå, ÷òîAr,q(D
′, G) =

= Ar,q(D,G).
1: Äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . , n}
2: α′

i := êîðíè (xℓ − α̃i), // α′
i := êîðíè (xp − bp−1x− α̃i)

3: β′
i := êîðíè (yℓ − β̃i). // β′

i := êîðíè (yp − β̃i)
4: Äëÿ a ∈ µℓ // äëÿ b ∈ B′

5: supp(D′) :=
{(
aj
α′
i

β′
i

: 1
)
: j ∈ {0, . . . , ℓ − 1}, i ∈ {1, . . . , n/l}

}
, // supp(D′) :=

:=
{(αi

βi
+ b · j : 1

)}
6: C := Ar,q(D

′, G).
7: Åñëè C = Ar,q(D,G), òî
8: Âåðíóòü D′,
9: èíà÷å
10: H′ := ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà (C),
11: S := ðåøåíèÿ Gpub ·Π ·H′⊤ = 0, ãäå Π�ïåðåñòàíîâî÷íàÿ ìàòðèöà.
12: Åñëè dim(S) = ℓ, òî
13: Âåðíóòü π(D′). // π ∈ Sn àññîöèèðîâàíà ñ Π
14: Âåðíóòü ∅.



Ïîñòðîåíèå êâàçèöèêëè÷åñêèõ àëüòåðíàíòíûõ êîäîâ è èõ ïðèëîæåíèå 101

Çàìå÷àíèå 11. Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé â ñëó÷àå åäèíñòâåííîñòè ðå-
øåíèÿ ðàâíà ℓ, îäíàêî ýòè ðåøåíèÿ ýêâèâàëåíòíû â êîíòåêñòå ïîèñêà ïåðåñòàíîâêè äëÿ
íîñèòåëÿ êâàçèöèêëè÷åñêîãî êîäà. Åñëè ïðåäñòàâèòü ðåøåíèå ñèñòåìû â âèäå âåêòîðà,
òî, î÷åâèäíî, ïî ñâîéñòâàì QC-êîäîâ êâàçèöèêëè÷åñêèé ñäâèã åãî áëîêîâ äëèíû ℓ òàê-
æå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (8). Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ íåëüçÿ ãàðàíòèðîâàòü
äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïàðàìåòðîâ, òàê êàê âîçìîæíî ïîëó÷åíèå áîëüøîãî ÷èñëà ëèíåé-
íî çàâèñèìûõ óðàâíåíèé â ñèñòåìå, îäíàêî äëÿ ïîëåé áîëüøîãî ïîðÿäêà (∼ 2m, ãäå
m ⩾ 10) è ïàðàìåòðîâ êîäà [n ⩾ 2048, k ⩾ n/2], èñïîëüçóåìûõ íà ïðàêòèêå, äàííàÿ
ïðîáëåìà íå âîçíèêàåò.

5. Ïðèìåðû
Ïðèâåä¼ì ïðèìåðû ïîñòðîåíèÿ êâàçèöèêëè÷åñêîãî àëüòåðíàíòíîãî êîäà

Ar,q(D,G) = CL (D,G)⊥ ∩ Fn
q ñ ïîìîùüþ GRS-êîäà, à òàêæå ðàññìîòðèì ïðèìåðû âîñ-

ñòàíîâëåíèÿ ïàðàìåòðîâ îðèãèíàëüíîãî êîäà ÷åðåç ïàðàìåòðû êîäà Ar,q(D,G)
σ
äëÿ

âñåõ îïèñàííûõ ñëó÷àåâ. Âñå âû÷èñëåíèÿ âûïîëíåíû â ñèñòåìàõ êîìïüþòåðíîé àëãåá-
ðû Sage è Magma.

5.1. Ñ ë ó ÷ à é , ê î ã ä à à â ò î ì î ð ô è ç ì σ ÿ â ë ÿ å ò ñ ÿ
ä è à ã î í à ë è ç è ð ó å ì û ì â Fqm

Ïîñòðîèì QC-GRS-êîä CL (D,G) íàä ïîëåì F26 ñ ïàðàìåòðàìè [21, 4] ñ ïîìîùüþ
äèàãîíàëèçèðóåìîãî àâòîìîðôèçìà

σ =

(
α21 0
0 1

)
,

ãäå ord(σ) = ℓ = 3 è α6 + α4 + α3 + α + 1 = 0.
Ðàññìîòðèì ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ P1 íàä ïîëåì F64, à â êà÷åñòâå íîñèòåëÿ äèâèçî-

ðà D âûáåðåì ñëåäóþùèå ðàöèîíàëüíûå òî÷êè ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé:

Orbσ(P1) =
{
(α : 1), (α4 + α3 + α2 : 1), (α4 + α3 + α2 + α : 1)

}
,

Orbσ(P2) =
{
(α2 : 1), (α5 + α4 + α3 : 1), (α5 + α4 + α3 + α2 : 1)

}
,

Orbσ(P3) =
{
(α3 : 1), (α5 + α3 + α + 1 : 1), (α5 + α + 1 : 1)

}
,

Orbσ(P4) =
{
(α4 : 1), (α3 + α2 + 1 : 1), (α4 + α3 + α2 + 1 : 1)

}
,

Orbσ(P5) =
{
(α5 : 1), (α4 + α3 + α : 1), (α5 + α4 + α3 + α : 1)

}
,

Orbσ(P6) =
{
(α4 + α3 + α + 1 : 1), (α5 + α4 + α2 : 1), (α5 + α3 + α2 + α + 1 : 1)

}
,

Orbσ(P7) =
{
(α5 + α4 + α2 + α : 1), (α5 + α4 + α + 1 : 1), (α2 + 1 : 1)

}
,

supp(D) =
n/ℓ∐
i=1

Orbσ(Pi).

Çàìå÷àíèå 12. Äëÿ íàïîëíåíèÿ íîñèòåëÿ äèâèçîðà D íåîáõîäèìî âûáèðàòü òî÷-
êè ñ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ îðáèòàìè.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ äèâèçîðà G èñïîëüçóåì åäèíñòâåííóþ òî÷êó Q = (α3 + 1 : 1) è
ïàðàìåòð t = 1. Â ðåçóëüòàòå äèâèçîð ïðèìåò âèä G =

∑
R∈Orb(Q)

R = (α3 + 1 : 1) + (α5 +

+ α2 + 1 : 1) + (α5 + α3 + α2 : 1).
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 3 áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Ðèìàíà �Ðîõà, àññîöèèðîâàííîãî ñ
äèâèçîðîì G, âûãëÿäèò òàê:

L (G) =
{ X3 + Y 3

X3 + (α5 + α2 + α + 1)
,

X · Y 2

X3 + (α5 + α2 + α + 1)
,

X2 · Y
X3 + (α5 + α2 + α + 1)

,
X3

X3 + (α5 + α2 + α + 1)

}
.

Òàêèì îáðàçîì, ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà êîäà CL (D,G) èìååò ñëåäóþùèé âèä:

GCL
=

1 0 0 0 α21 α9 α12 α40 α13 α35 α32 α55 α30 α35 α3 α35 α19 α54 α39 α32 α14

0 1 0 0 α9 α61 α30 1 α29 α10 α58 α48 α41 α56 α28 α2 α56 α44 α44 α13 α22

0 0 1 0 α61 α21 α18 α53 α24 α38 α5 α46 α38 α39 α21 α27 α58 α53 α24 α53 α38

0 0 0 1 1 1 α43 α43 α43 α37 α37 α37 α27 α27 α27 α5 α5 α5 α10 α10 α10

 .

Äàëåå âû÷èñëèì êîä Ar,q(D,G) = CL (D,G)⊥ ∩Fn
q . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì êâàçèöèêëè-

÷åñêèé àëüòåðíàíòíûé êîä ñ ïàðàìåòðàìè [21, 3] è ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé

Gpub =

1 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 0 1 0 1 1
0 1 0 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 0 1 0 1
0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 1 0 1 1 0 1 1 1 1 0

 .

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî çíàíèå Ar,q(D,G)
σ
= Ar,q(D̃, G̃), äèâèçîðîâ D̃ è G̃ ñ ìàëûìè

ïàðàìåòðàìè ïîçâîëèò âîññòàíîâèòü îðèãèíàëüíûå ïàðàìåòðû êîäà Ar,q(D,G).

Ñíà÷àëà âîññòàíîâèì äèâèçîð G. Êàê ñêàçàíî ðàíåå, åñëè σ ∼
(
a 0
0 1

)
, òî äèâè-

çîð G ìîæíî âîññòàíîâèòü, ïðèìåíèâ àëãîðèòì 1:

G̃ = 1 · (α5 + α2 + α + 1 : 1),

aℓ(ℓ−1)/2Xℓ − γ̃ = X3 + (α5 + α2 + α + 1), (9)

ãäå a = α21 �êîðåíü èç åäèíèöû ñòåïåíè ℓ.
Êîðíÿì ìíîãî÷ëåíà (9) ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèå òî÷êè ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé:

(α3 + 1 : 1), (α5 + α2 + 1 : 1), (α5 + α3 + α2 : 1).

Äàííûå òî÷êè âõîäÿò â íîñèòåëü îðèãèíàëüíîãî äèâèçîðà G. Òàêèì îáðàçîì, äèâè-
çîð G ïîëíîñòüþ âîññòàíîâëåí.

Ïåðåéä¼ì ê âîññòàíîâëåíèþ íîñèòåëÿ äèâèçîðà D. Â ïåðâóþ î÷åðåäü íåîáõîäèìî
íàéòè îäíî ðåøåíèå ñèñòåìû (6) äëÿ êàæäîé òî÷êè (α̃i : β̃i) ∈ supp(D̃), ïðèíèìàÿ âî
âíèìàíèå, ÷òî

supp(D̃) = {(α3 : 1), (α4 + α3 + α + 1 : 1), (α5 + α4 + α2 + 1 : 1), (α5 + α3 + 1 : 1),

(α5 + α2, 1), (α4 + α2 + α + 1 : 1), (α3 + α2 + α : 1)}.

Êîðíÿì ñèñòåìû ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèå òî÷êè ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé:

(α4 + α3 + α2 + α : 1), (α5 + α4 + α3 + α2 : 1), (α5 + α3 + α + 1 : 1),

(α3 + α2 + 1 : 1), (α4 + α3 + α : 1), (α4 + α3 + α + 1 : 1), (α5 + α4 + α2 + α : 1).
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Ïðè ýòîì

supp(D′) =
{(
aj
α′
i

β′
i

: 1
)
: j ∈{0, . . . , ℓ−1}, i∈{1, . . . , n/l}

}
= {(α4+α3+α2+α : 1), (α : 1),

(α4 + α3 + α2 : 1), (α5 + α4 + α3 + α2 : 1), (α2 : 1), (α5 + α4 + α3 : 1), (α5 + α3 + α + 1 : 1),

(α5 + α + 1 : 1), (α3 : 1), (α3 + α2 + 1 : 1), (α4 + α3 + α2 + 1 : 1), (α4 : 1), (α4 + α3 + α : 1),

(α5 + α4 + α3 + α : 1), (α5 : 1), (α4 + α3 + α + 1 : 1), (α5 + α4 + α2 : 1),

(α5 + α3 + α2 + α + 1 : 1), (α5 + α4 + α2 + α : 1), (α5 + α4 + α + 1 : 1), (α2 + 1 : 1)}.
Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî íîñèòåëè îðèãèíàëüíîãî äèâèçîðà D è äèâèçîðà D′ îòëè÷à-
þòñÿ ïåðåñòàíîâêîé. Ïîñëåäíèé øàã � âîññòàíîâëåíèå ïåðåñòàíîâêè ìåæäóAr,q (D

′, G)
è Ar,q(D,G) ïóò¼ì ðåøåíèÿ ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ (8), ãäå

H′⊤ =



1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1 1
1 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 1 1 0 1



.

Â ðåçóëüòàòå íàéäåííàÿ ïåðåñòàíîâî÷íàÿ ìàòðèöà èìååò âèä

Π =



1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0



.
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Îòìåòèì, ÷òî â íîñèòåëå supp(D′) â áëîêàõ 1 è 2 íà ïåðâîì ìåñòå ñòîÿò òðåòüè ýëå-
ìåíòû èç îðáèò ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷åê íîñèòåëÿ îðèãèíàëüíîãî äèâèçîðà, ÷òî ñîîò-
âåòñòâóåò åäèíèöàì íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ìàòðèöû Π. Â áëîêàõ 6 è 7 ýëåìåíòû íå
ïåðåñòàâëåíû, à â áëîêàõ 3, 4 è 5 íà ïåðâîå ìåñòî âñòàëè âòîðûå ýëåìåíòû èç îð-
áèò. Òàêèì îáðàçîì, íàéäÿ ïåðåñòàíîâêó Π, ìû âîññòàíîâèëè îðèãèíàëüíûé íîñèòåëü
supp(D).

5.2. Ñ ë ó ÷ à é , ê î ã ä à à â ò î ì î ð ô è ç ì σ ÿ â ë ÿ å ò ñ ÿ
ò ð è ã î í à ë è ç è ð ó å ì û ì â Fqm

Ñíà÷àëà ïîñòðîèì QC-GRS-êîä CL (D,G) íàä F34 ñ ïàðàìåòðàìè [15, 4] ñ ïîìîùüþ
òðèãîíàëèçèðóåìîãî àâòîìîðôèçìà

σ =

(
1 2α3 + α2 + α + 1
0 1

)
,

ãäå ord(σ) = ℓ = Char(Fqm) = 3.
Ðàññìîòðèì ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ P1 íàä ïîëåì F81, à â êà÷åñòâå íîñèòåëÿ äèâèçî-

ðà D âûáåðåì ñëåäóþùèå ðàöèîíàëüíûå òî÷êè ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé:

Orbσ(P1) =
{
(1 : 1), (2α3 + α2 + α + 2 : 1), (α3 + 2α2 + 2α : 1)

}
,

Orbσ(P2) =
{
(2 : 1), (2α3 + α2 + α : 1), (α3 + 2α2 + 2α + 1 : 1)

}
,

Orbσ(P3) =
{
(2α : 1), (2α3 + α2 + 1 : 1), (α3 + 2α2 + α + 2 : 1)

}
,

Orbσ(P4) =
{
(2α + 1 : 1), (2α3 + α2 + 2 : 1), (α3 + 2α2 + α : 1)

}
,

Orbσ(P5) =
{
(2α + 2 : 1), (2α3 + α2 : 1), (α3 + 2α2 + α + 1 : 1)

}
.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ äèâèçîðà G èñïîëüçóåì åäèíñòâåííóþ òî÷êó Q = (α2 + α + 2 : 1) è
ïàðàìåòð t = 1. Â ðåçóëüòàòå äèâèçîð ïðèìåò âèä

G =
∑

R∈Orb(Q)

R = (α2 + α + 2 : 1) + (α3 + 1 : 1) + (2α3 + 2α2 + 2α : 1) .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 3 áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Ðèìàíà�Ðîõà, àññîöèèðîâàííîãî ñ äè-
âèçîðîì G, ìîæíî çàïèñàòü òàê:

L (G) =
{ X3

X3 + α54XY 2 + α7Y 3
,

Y 3

X3 + α54XY 2 + α7Y 3
,

XY 2

X3 + α54XY 2 + α7Y 3
,

X2Y

X3 + α54XY 2 + α7Y 3

}
.

Òàêèì îáðàçîì, ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà êîäà CL (D,G) èìååò ñëåäóþùèé âèä:

GCL
=

α77 α23 α29 α6 α38 α32 α25 α50 α67 α16 α26 α76 α65 α58 1
α77 α77 α77 α46 α46 α46 α62 α62 α62 α65 α65 α65 α21 α21 α21

α77 α59 α61 α6 α70 α68 α23 α58 α37 α22 α52 α42 α9 α60 α14

α77 α41 α45 α46 α14 α10 α64 α54 α12 α59 α39 α19 α77 α19 α7

 .

Äàëåå âû÷èñëèì êîä Ar,q(D,G) = CL (D,G)⊥ ∩ Fn
q . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì êâàçèöèêëè-

÷åñêèé àëüòåðíàíòíûé êîä ñ ïàðàìåòðàìè [15, 3] è ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé

Gpub =

1 0 0 1 2 2 2 2 1 2 2 2 0 2 2
0 1 0 2 1 2 1 2 2 2 2 2 2 0 2
0 0 1 2 2 1 2 1 2 2 2 2 2 2 0

 .
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Ïîêàæåì, ÷òî çíàíèå Ar,q(D,G)
σ
= Ar,q(D̃, G̃), äèâèçîðîâ D̃ è G̃ ñ ìàëûìè ïàðàìåòðà-

ìè ïîçâîëèò âîññòàíîâèòü îðèãèíàëüíûå ïàðàìåòðû êîäà Ar,q(D,G).
Ñíà÷àëà âû÷èñëèì âîçìîæíûõ êàíäèäàòîâ äëÿ ýëåìåíòà b, èñïîëüçóÿ ëåììó 7:

Pb = ÍÎÄ
({

ResX(X
p − Y p−1X − α̃i, X

qm −X) : i ∈ {1, . . . , n/ℓ}
}
, Y qm − Y

)
=

= Y 9 + (α3 − α2 − α)Y 7 + (−α3 − α2 − α− 1)Y.

Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíò b� îäèí èç êîðíåé ìíîãî÷ëåíà Pb. Ñîîòâåòñòâåííî

B′ = roots (Pb) = {1, 2α3 + 2α + 2, 2α2 + 2α, α3 + α + 1, α3 + 2α2 + 2α + 1,

α3 + 2α2 + 2α + 2, α2 + α, 2α3 + α2 + α + 1, 2α3 + α2 + α + 2}.

Äàëåå ïîêàæåì âîññòàíîâëåíèå äèâèçîðà G ïðè ïðàâèëüíîì âûáîðå b. Åñëè

σ ∼
(

1 b
0 1

)
, òî äèâèçîð G ìîæíî âîññòàíîâèòü, ïðèìåíèâ àëãîðèòì 2:

G̃ = 1 · (α3 + 2α2 + 2α + 2 : 1),

Xp − bp−1X − γ̃ = X3 + (2α3 + 2α2 + 2α + 1)X + 2α3 + α2 + α + 1, (10)

ãäå b = 2α3 + α2 + α + 1.
Êîðíÿì ìíîãî÷ëåíà (10) ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèå òî÷êè ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé:

(α2 + α + 2 : 1), (α3 + 1 : 1), (2α3 + 2α2 + 2α : 1).

Äàííûå òî÷êè âõîäÿò â íîñèòåëü îðèãèíàëüíîãî äèâèçîðà G. Òàêèì îáðàçîì, äèâè-
çîð G ïîëíîñòüþ âîññòàíîâëåí.

Ïåðåéä¼ì ê âîññòàíîâëåíèþ íîñèòåëÿ äèâèçîðà D. Â ïåðâóþ î÷åðåäü íåîáõîäèìî
íàéòè îäíî ðåøåíèå ñèñòåìû (7) äëÿ êàæäîé òî÷êè (α̃i : β̃i) ∈ supp(D̃) = {(2α3+2α2+
+ 2α + 2 : 1), (α3 + α2 + α + 1 : 1), (α3 + α2 + 2α + 1 : 1), (α : 1), (2α3 + 2α2 + 2 : 1)}.
Êîðíÿì ñèñòåìû ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèå òî÷êè ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé:

(1 : 1), (2α3 + α2 + α : 1), (α3 + 2α2 + α + 2 : 1), (α3 + 2α2 + α : 1), (2α3 + α2 : 1).

Ïðè ýòîì

supp(D′) =
{(α′

i

β′
i

+ b · j : 1
)
: j ∈ {0, . . . , ℓ− 1}, i ∈ {1, . . . , n/ℓ}

}
=
{
(1 : 1),

(2α3 + α2 + α + 2 : 1), (α3 + 2α2 + 2α : 1), (2α3 + α2 + α : 1), (α3 + 2α2 + 2α + 1 : 1),

(2 : 1), (α3 + 2α2 + α + 2 : 1), (2α : 1), (2α3 + α2 + 1 : 1), (α3 + 2α2 + α : 1),

(2α + 1 : 1), (2α3 + α2 + 2 : 1), (2α3 + α2 : 1), (α3 + 2α2 + α + 1 : 1), (2α + 2 : 1)
}
.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî íîñèòåëè îðèãèíàëüíîãî äèâèçîðà D è äèâèçîðà D′ îòëè÷à-
þòñÿ ïåðåñòàíîâêîé. Ïîñëåäíèé øàã � âîññòàíîâëåíèå ïåðåñòàíîâêè ìåæäó Ar,q(D

′, G)
è Ar,q(D,G) ïóò¼ì ðåøåíèÿ ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ (8), ãäå
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H′⊤ =



1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
2 1 2 0 2 2 2 0 2 1 1 1
2 2 1 2 0 2 2 2 0 1 1 1
1 2 2 2 2 0 0 2 2 1 1 1



.

Â ðåçóëüòàòå íàéäåííàÿ ïåðåñòàíîâî÷íàÿ ìàòðèöà èìååò âèä

Π =



0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0


Îòìåòèì, ÷òî â íîñèòåëå supp(D′) â áëîêå 1 âñå ýëåìåíòû ñòîÿò íà ñâîèõ ìåñòàõ, â áëî-
êàõ 2 è 5 íà ïåðâîå ìåñòî âñòàëè âòîðûå ýëåìåíòû èç îðáèò, à â áëîêàõ 3 è 4 íà ïåðâîì
ìåñòå ñòîÿò òðåòüè ýëåìåíòû èç îðáèò ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷åê íîñèòåëÿ îðèãèíàëü-
íîãî äèâèçîðà, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò åäèíèöàì íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ìàòðèöû Π. Òàêèì
îáðàçîì, íàéäÿ ïåðåñòàíîâêó Π, ìû âîññòàíîâèëè îðèãèíàëüíûé íîñèòåëü supp(D).

Çàìå÷àíèå 13. Â äàííîì ïðèìåðå ïàðàìåòð b, à òàêæå ïåðåñòàíîâêà, ÿâëÿþùàÿ-
ñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (8), íàõîäÿòñÿ íåîäíîçíà÷íî, îäíàêî äëÿ ïîëåé áîëüøåãî ïîðÿä-
êà è ïàðàìåòðîâ [n ⩾ 2048, k ⩾ n/2], èñïîëüçóþùèõñÿ â êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ñõåìàõ,
ýêñïåðèìåíòàëüíî íå óäàëîñü ïîëó÷èòü íè îäíîãî ñëó÷àÿ ìíîæåñòâåííîñòè ðåøåíèé.
Ââèäó ýòîãî âûáîð ïðàâèëüíûõ ïàðàìåòðîâ â ïðèìåðå áûë îïóùåí.

5.3. Ñ ë ó ÷ à é , ê î ã ä à à â ò î ì î ð ô è ç ì σ ÿ â ë ÿ å ò ñ ÿ
ä è à ã î í à ë è ç è ð ó å ì û ì â Fq2m\Fqm

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî çëîóìûøëåííèêó èçâåñòåí îðèãèíàëüíûé àâòîìîðôèçì σ.
Â òàêîì ñëó÷àå âû÷èñëåíèå ïàðàìåòðîâ èñõîäíîãî êîäà òðèâèàëüíî. Â ïðîøëûõ ïðè-
ìåðàõ ïîèñê ýêâèâàëåíòíîãî àâòîìîðôèçìà σ′ áûë îïóùåí, òàê êàê äàííàÿ çàäà÷à
ëåãêî ðàçðåøèìà ïðè èñïîëüçîâàíèè ìàëîãî ïàðàìåòðà ℓ. Çäåñü æå ðàññìîòðèì, êàê

îñóùåñòâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå ïàðàìåòðîâ êîäà C̃
σ

, îïðåäåë¼ííîãî íàä Fq2m , è ïîêàæåì,
÷òî, çíàÿ àâòîìîðôèçì, ìîæíî íàéòè ïàðàìåòðû îðèãèíàëüíîãî êîäà, íå èñïîëüçóÿ
àëãîðèòìû, ïðåäñòàâëåííûå â ï. 4.
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Ñíà÷àëà ïîñòðîèì QC-GRS-êîä CL (D,G) íàä ïîëåì F125 ñ ïàðàìåòðàìè [15, 4] ñ ïî-
ìîùüþ àâòîìîðôèçìà

σ =

(
3α 3α2 + 1

2α2 + 4 2α + 4

)
,

ãäå ord(σ) = ℓ = 3.
Ðàññìîòðèì ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ P1 íàä ïîëåì F125, à â êà÷åñòâå íîñèòåëÿ äèâè-

çîðà D âûáåðåì ñëåäóþùèå ðàöèîíàëüíûå òî÷êè ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé:

Orbσ(P1) =
{
(2 : 1), (2α2 + 2α + 1 : 1), (3α2 + 4α + 3 : 1)

}
,

Orbσ(P2) =
{
(2α : 1), (3α + 3 : 1), (α2 + 2α : 1)

}
,

Orbσ(P3) =
{
(2α + 1 : 1), (4α2 + 4α + 1 : 1), (2α2 + 3α + 4 : 1)

}
,

Orbσ(P4) =
{
(2α + 2 : 1), (α2 + 4 : 1), (4α2 + 2α + 3 : 1)

}
,

Orbσ(P5) =
{
(2α + 3 : 1), (α + 1 : 1), (α2 + 4α : 1)

}
.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ äèâèçîðà G èñïîëüçóåì åäèíñòâåííóþ òî÷êó Q = (α2 + 4α + 3 : 1) è
ïàðàìåòð t = 1. Â ðåçóëüòàòå äèâèçîð ïðèìåò âèä

G =
∑

R∈Orb(Q)

R = (α2 + 4α + 3 : 1) + (α2 + 4α + 2 : 1) + (α2 + 2α + 1 : 1).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 3 áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Ðèìàíà�Ðîõà, àññîöèèðîâàííîãî ñ äè-
âèçîðîì G, çàïèøåòñÿ òàê:

L (G) =
{X3 + Y 3

T (X)
,
XY 2

T (X)
,
X2Y

T (X)
,
X3

T (X)

}
, ãäå T (X) = X3 + α87X2Y + α41XY 2 + α89Y 3.

Òàêèì îáðàçîì, ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà êîäà CL (D,G) áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

GCL
=

α118 α106 α6 α116 α64 α81 α39 α38 α98 α30 α123 α102 α42 α82 α30

α87 α85 α3 α72 α73 α2 α44 α64 4 3 α86 α40 α101 α55 α121

α118 α47 α54 α104 α14 α79 α70 α116 α85 α96 α37 α26 α111 α27 α101

α25 α9 α105 α12 α79 α32 α96 α44 α108 α99 α112 α12 α121 α123 α81

 .

Äàëåå âû÷èñëèì êîä Ar,q(D,G) = CL (D,G)⊥ ∩ Fn
5 . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì êâàçèöèêëè-

÷åñêèé àëüòåðíàíòíûé êîä ñ ïàðàìåòðàìè [15, 5] è ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé

Gpub =


1 0 0 0 0 3 4 4 1 0 4 4 4 1 4
0 1 0 0 0 3 3 0 1 4 4 0 2 3 4
0 0 1 0 0 3 3 4 2 0 3 0 2 1 1
0 0 0 1 0 4 1 3 1 0 2 3 4 2 4
0 0 0 0 1 4 2 4 4 3 2 0 3 1 1

 .

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî çíàíèå êîäà C̃
σ

è äèâèçîðîâ D̃⊗ è G̃⊗ ñ ìàëûìè ïàðàìåòðàìè
ïîçâîëèò âîññòàíîâèòü îðèãèíàëüíûå ïàðàìåòðû êîäà Ar,q(D,G).

Ñíà÷àëà âîññòàíîâèì äèâèçîð G. Åñëè σ = ρ ◦ σd ◦ ρ−1, ãäå ρ ∈ PGL2(F56), òî
äèâèçîð G ìîæíî âîññòàíîâèòü, ïðèìåíèâ àëãîðèòì 1 ê êîäó, îäíàêî ýòî ïîëíîñòüþ
äóáëèðóåò ïðèìåð â ï. 5.1, ïîýòîìó ïîêàæåì íàõîæäåíèå äèâèçîðà ïðè çíàíèè àâòî-
ìîðôèçìà σ:

Mσd
=

(
ξ 0
0 ξq

m

)
, G̃ = 1 · (3α2 + 1 : 1),

ξℓ(ℓ−1)/2Xℓ − γ̃ = X3 + (2α2 + 4), (11)
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ãäå ξ = 4β + 3�êîðåíü èç åäèíèöû ñòåïåíè ℓ ïîëÿ F56
∼= F53 [x]/(X

2 + 3X + 3); β �
êîðåíü íåïðèâîäèìîãî íàä F53 ìíîãî÷ëåíà X

2 + 3X + 3.

Çàìå÷àíèå 14. Â äàííîì ñëó÷àå âûïîëíåíèå óñëîâèÿ ξ ∈ Fq2m \Fqm äîëæíî áûòü
îáÿçàòåëüíûì, èíà÷å àâòîìîðôèçì σ ìîæíî äèàãîíàëèçèðîâàòü íàä Fqm . Íàõîæäåíèå ξ
íå ñîñòàâëÿåò òðóäà, òàê êàê âñåãî ñóùåñòâóåò ϕ(ℓ) ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà ℓ â Fq2m .

Êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà (11) ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ýëåìåíòû:

(α2 + 4α + 3), ((4α2 + α + 2)β + 3α2 + 2α + 4), ((α2 + 4α + 3)β + α2 + 4α + 3),

ïðè÷¼ì îäèí èç êîðíåé âñåãäà ëåæèò â ïîëå Fqm è âõîäèò â îðáèòó îðèãèíàëüíîãî
äèâèçîðà G. Ïðåäûäóùåå óòâåðæäåíèå ëåãêî ïðîâåðèòü, ðàññìîòðåâ âèä òî÷êè Q̃:

Q̃⊗ =

(
(−1)ℓ−1ξℓ(ℓ−1)/2

(
γ0

δ0 · ξqm
)ℓ

: 1

)
ℓ−íå÷¼ò.
=

((γ0
1

)ℓ
: 1

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ñðåäè êîðíåé ìíîãî÷ëåíà (11) âñåãäà åñòü ýëåìåíò γ0, êîòîðîìó ñîîò-
âåòñòâóåò òî÷êà (γ0 : 1), âõîäÿùàÿ â îðèãèíàëüíûé äèâèçîð G. Ïîýòîìó ïðè èçâåñò-
íîì àâòîìîðôèçìå σ äàëüíåéøåå âîññòàíîâëåíèå äèâèçîðà íå òðåáóåò ðàññìîòðåíèÿ
îñòàâøèõñÿ êîðíåé è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì òî÷åê èç ïîëÿ F56 . Äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü
àâòîìîðôèçì σ ê íàéäåííîé òî÷êå ℓ ðàç:

G = (α2 + 4α + 3 : 1) + (α2 + 4α + 2 : 1) + (α2 + 2α + 1 : 1).

Ïåðåéä¼ì ê âîññòàíîâëåíèþ íîñèòåëÿ äèâèçîðà D⊗. Â ïåðâóþ î÷åðåäü íåîáõîäèìî
íàéòè îäíî ðåøåíèå ñèñòåìû (6) äëÿ êàæäîé òî÷êè (α̃i : β̃i) ∈ supp(D̃⊗), ïðèíèìàÿ âî
âíèìàíèå, ÷òî

supp(D̃⊗) = {(3 : 1), (α + 1 : 1), (2α2 + 2α + 2 : 1), (4α2 + 4 : 1), (α2 + 3 : 1)}.

Êàê è â ñëó÷àå íàõîæäåíèÿ äèâèçîðà G, î÷åâèäíî, ñðåäè êîðíåé ñèñòåìû áóäóò òå, ÷òî
ñîîòâåòñòâóþò òî÷êàì, âõîäÿùèì â íîñèòåëü îðèãèíàëüíîãî äèâèçîðà D, ñëåäîâàòåëü-
íî, ïðèìåíèâ àâòîìîðôèçì σ ê êàæäîìó ðåøåíèþ ℓ ðàç, âîññòàíîâèì îðèãèíàëüíûé
íîñèòåëü. Åñëè ðåøàòü ñèñòåìó íàä ïîëåì F56 , òî ïîëó÷àåì

supp(D′⊗) =
{(
aj
α′⊗
i

β′⊗
i

: 1
)
: j ∈ {0, . . . , ℓ− 1}, i ∈ {1, . . . , n/l}

}
=
{
(2 : 1), (3β + 1 : 1),

(2β + 2 : 1), (2α : 1), (3αβ + α : 1), (2αβ + 2α : 1), (2α + 1 : 1), ((3α + 4)β + α + 3 : 1),

((2α + 1)β + 2α + 1 : 1), (2α + 2 : 1), ((3α + 3)β + α + 1 : 1), ((2α + 2)β + 2α + 2 : 1),

(2α + 3 : 1), ((3α + 2)β + α + 4 : 1), ((2α + 3)β + 2α + 3 : 1)
}
,

÷òî ïîäòâåðæäàåò ïðåäûäóùåå çàìå÷àíèå.
Ïðè ýòîì áåç çíàíèÿ àâòîìîðôèçìà σ íåîáõîäèìî âîññòàíàâëèâàòü ïåðåñòàíîâêó,

ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé (8) íàä ïîëåì F56 , ÷òîáû ïîëó÷èòü èñõîäíûé íîñèòåëü. Çà-
òåì, êàê ïîêàçàíî â ï. 4.1, íåîáõîäèìî íàéòè îòîáðàæåíèå ρ′, òàêîå, ÷òî σd = ρ′◦σ′◦ρ′−1

,
÷òîáû ïîëó÷èòü èñõîäíûå äèâèçîðû.
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