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ùèõ ýòè ïîðîãîâûå ôóíêöèè â ïðîñòðàíñòâå âåñîâ.
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been found.
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Ââåäåíèå
Èñòîðè÷åñêè èçó÷åíèå ïðîöåäóð ãîëîñîâàíèÿ ïðè ïðèíÿòèè ðåøåíèé (êîòîðûå äà-

ëåå êðàòêî áóäåì íàçûâàòü ïðîñòî ãîëîñóþùèìè ïðîöåäóðàìè) âîñõîäèò ê ðàáîòàì
Í. Êîíäîðñå [1] è À. Ïóàíêàðå [2]. Êîíäîðñå ñèñòåìàòè÷åñêè èçó÷èë ïðàâèëî ãîëîñîâà-
íèÿ ïî áîëüøèíñòâó ñ âåðîÿòíîñòíîé òî÷êè çðåíèÿ è ïðèìåíèë åãî ê ïðàêòèêå àíàëèçà
ñâèäåòåëüñêèõ ïîêàçàíèé è âûíåñåíèÿ ðåøåíèé ïðèñÿæíûìè. Ïîçæå Ïóàíêàðå êðèòè-
êîâàë åãî çà ñêëîííîñòü ñëèøêîì ïðÿìîëèíåéíî ïðèìåíÿòü àáñòðàêòíûå âåðîÿòíîñò-
íûå ðåçóëüòàòû ê ðåàëüíîé æèçíè ÷åëîâå÷åñêèõ ñóäåáíûõ ïðîöåññîâ. Íî âî âðåìåíà
Êîíäîðñå òðóäíî áûëî íàéòè îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ åãî èññëåäîâàíèé âíå ãóìàíèòàðíûõ
íàóê.
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Ñèòóàöèÿ êîðåííûì îáðàçîì èçìåíèëàñü â XX â., êîãäà âîïðîñ äîñòîâåðíîñòè îñòðî
âñòàë ïðàêòè÷åñêè â êàæäîé çàäà÷å, ñâÿçàííîé ñ ïðè¼ìîì ñîîáùåíèé, ðàñïîçíàâàíèåì
îáðàçîâ, ïðèíÿòèåì ðåøåíèé è äðóãèìè âèäàìè îáðàáîòêè èíôîðìàöèè. Îáùèé ïîäõîä
ê ðåøåíèþ ýòèõ ïðîáëåì, ïðåäïîëàãàþùèé äóáëèðîâàíèå èíôîðìàöèîííûõ êàíàëîâ è
èñïîëüçîâàíèå ìàæîðèòàðíîãî ãîëîñîâàíèÿ äëÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, âïåðâûå ïîÿâèë-
ñÿ, ïî-âèäèìîìó, â ðàáîòå ôîí Íåéìàíà [3], ðàññìàòðèâàâøåãî ïðîáëåìó ïîâûøåíèÿ
íàä¼æíîñòè ëîãè÷åñêèõ àâòîìàòîâ. Â. Ïèðñ [4] èçó÷èë îáùåå âçâåøåííîå ãîëîñîâà-
íèå, íàø¼ë îïòèìàëüíîå ðåøàþùåå ïðàâèëî äëÿ ñëó÷àÿ íåçàâèñèìûõ ãîëîñîâàòåëåé
è ïðåäëîæèë ïðèíöèï ñàìîîáó÷åíèÿ äëÿ âçâåøåííîãî ãîëîñîâàíèÿ, ïîäðàçóìåâàþùèé
ïîäñòðîéêó âåñîâ íà îñíîâàíèè ðåçóëüòàòîâ ñðàâíåíèÿ ðåøåíèÿ ïðîãîëîñîâàâøåé ñè-
ñòåìû ñ ðåøåíèÿìè îòäåëüíûõ ãîëîñîâàòåëåé.

Îïèñàííûé ïîäõîä ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ âî ìíîãèõ ñèòóàöèÿõ, òàêèõ, êàê: à) ýêñ-
ïåðòíûå ðåøåíèÿ èëè àíàëèç ïîêàçàíèé ñâèäåòåëåé; á) ðàñïîçíàâàíèå îáðàçîâ, êîãäà
îäíîâðåìåííî èñïîëüçóþòñÿ ðàçíûå àëãîðèòìû ðàñïîçíàâàíèÿ; â) ëîãè÷åñêèå ñõåìû,
êîòîðûå èñïîëüçóþò ðåçåðâíûå áëîêè äëÿ ïîâûøåíèÿ íàä¼æíîñòè; ã) ìíîãîêàíàëü-
íûå ñèñòåìû òåëåìåòðèè è ðàäèîñâÿçè ñ ðàçíåñåíèåì êàíàëîâ, íàïðèìåð ïî íåñóùåé
÷àñòîòå, è ò. ä.

Ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ãîëîñóþùèå ïðîöåäóðû îïèñûâàþòñÿ ñàìîäâîéñòâåí-
íûìè ïîðîãîâûìè áóëåâûìè ôóíêöèÿìè ñ ïîëîæèòåëüíûìè âåñàìè. Â [5�7] èçó÷åíû
ðàçëè÷íûå àñïåêòû ãîëîñóþùèõ ïðîöåäóð, âêëþ÷àÿ âåðîÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè èõ
íàä¼æíîñòè è ïðîöåññû îáó÷åíèÿ è ñàìîîáó÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîðîãîâûõ ôóíê-
öèé. Â ðàáîòå [8] ïîëó÷åíà àñèìïòîòèêà ëîãàðèôìà ÷èñëà ïîðîãîâûõ ôóíêöèé, êîòîðàÿ
áûëà íåñêîëüêî óëó÷øåíà â [9]. Êðîìå òîãî, äîñòàòî÷íî ïîëíûé îáçîð òåîðèè ïîðîãî-
âûõ ôóíêöèé ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [10, 11]. Ìíîãèå ïîëó÷åííûå ê íàñòîÿùåìó
âðåìåíè ðåçóëüòàòû íîñÿò àñèìïòîòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ýòî îáóñëîâëåíî óïðîùåíèåì
ìàòåìàòè÷åñêîé òåõíèêè ïðè òàêîì ïîäõîäå. Îäíàêî ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé ïðåä-
ñòàâëÿåò îñîáûé èíòåðåñ ïîëó÷åíèå òî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ êîíå÷íûõ ðàçìåðíîñòåé,
âîçìîæíî, ñ ïðèìåíåíèåì ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. ×èñëåííûå ìåòîäû â òåîðèè ïîðîãî-
âûõ ôóíêöèé ñ óñïåõîì ïðèìåíÿëèñü äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîëè÷åñòâà ðàçëè÷íûõ êëàññîâ
ïîðîãîâûõ ôóíêöèé [11, 12].

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïåðåéòè ê ðàññìîòðåíèþ õàðàêòåðèñòèê âçâåøåííîãî ãîëîñîâàíèÿ
äëÿ êîíå÷íûõ ðàçìåðíîñòåé, íåîáõîäèìî ïðåæäå ïîíÿòü ñòðóêòóðó ïðîñòðàíñòâà èõ
âåñîâ. Êàæäîé ñàìîäâîéñòâåííîé ïîðîãîâîé ôóíêöèè ñ ïîëîæèòåëüíûìè âåñàìè ñîîò-
âåòñòâóåò íåêîòîðûé ìíîãîãðàííûé êîíóñ, ëåæàùèé â íåîòðèöàòåëüíîì îðòàíòå ïðî-
ñòðàíñòâà âåñîâ. Ïðè ýòîì êîíóñû âåñîâ âñåõ òàêèõ ôóíêöèé çàïîëíÿþò âåñü îðòàíò.
Òàêèå êîíóñû ÿâëÿþòñÿ çîíàìè íå÷óâñòâèòåëüíîñòè ãîëîñóþùèõ ïðîöåäóð ê èçìåíå-
íèþ âåñîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ïîðîãîâûõ ôóíêöèé, ò. å. åñëè ðàññìàòðèâàòü âåðî-
ÿòíîñòü îøèáêè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ êàê ôóíêöèþ âåêòîðà âåñîâ, òî îíà èìååò äèñ-
êðåòíûé (ñòóïåí÷àòûé) âèä. Ïîëó÷åíèå èíôîðìàöèè î ÿâíîì âèäå ýòèõ çîí íå÷óâ-
ñòâèòåëüíîñòè ïîëåçíî äëÿ ðàçðàáîòêè è àíàëèçà àëãîðèòìîâ ñàìîîáó÷åíèÿ ñèñòåì,
îñíîâàííûõ íà ïðèíöèïå âçâåøåííîãî ãîëîñîâàíèÿ. Óêàçàííûå êîíóñû âåñîâ çàäàþòñÿ
ýêñòðåìàëüíûìè âåêòîðàìè, âûïóêëûìè îáîëî÷êàìè êîòîðûõ îíè ÿâëÿþòñÿ. Ýêñòðå-
ìàëüíûå âåêòîðû ìîãóò áûòü íàéäåíû êàê ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ ñèñòåì îäíîðîäíûõ
ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ, ÷òî ïîçâîëÿåò ïåðå÷èñëèòü è â ÿâíîì âèäå óêàçàòü âñå êîíóñû.

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà íàõîæäåíèþ ýêñòðåìàëüíûõ âåêòîðîâ äëÿ íåñêîëüêèõ
êîíå÷íûõ ðàçìåðíîñòåé. Äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ íàäîáíîñòåé, êàê ïðàâèëî, èñïîëüçóþòñÿ
íå÷¼òíûå ðàçìåðíîñòè è áûâàåò âïîëíå äîñòàòî÷íî ãîëîñóþùèõ ïðîöåäóð ðàçìåðíî-
ñòè 5.
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1. Ãîëîñóþùèå ïðîöåäóðû ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé
Òðàäèöèîííî ïðè àíàëèçå ãîëîñóþùèõ ïðîöåäóð ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ìû ðàññìàò-

ðèâàåì àáñòðàêòíóþ èíôîðìàöèîííóþ ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç n êàíàëîâ, ïî êîòîðûì
ïåðåäàþòñÿ îäíè è òå æå äàííûå â âèäå äâîè÷íûõ ñèìâîëîâ. Ðåàëüíàÿ ïðèðîäà êàíàëà
íå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñà. Ýòî ìîæåò áûòü îòäåëüíûé ýêñïåðò, ñâèäåòåëü, àëãîðèòì
ðàñïîçíàâàíèÿ, ðàäèîêàíàë è ò. ï. Êîãäà ñèìâîë z ∈ {−1, 1} ïåðåäà¼òñÿ ïî êàæäîìó
èç n êàíàëîâ, íà âûõîäå i-ãî êàíàëà ïîÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûé ñèìâîë yi ∈ {−1, 1}, èç-çà
øóìîâ â êàíàëå íå îáÿçàòåëüíî ñîâïàäàþùèé ñ z. Âîçíèêàåò çàäà÷à îòûñêàíèÿ áóëå-
âîé ôóíêöèè f(y) = f(y1, . . . , yn) : {−1, 1}n → {−1, 1}, äàþùåé íàèáîëåå íàä¼æíóþ
îöåíêó z.

Äàæå íå èìåÿ èíôîðìàöèè î âåðîÿòíîñòÿõ îøèáîê â êàíàëàõ, ìîæíî òåì íå ìåíåå
ïðîâåñòè íåêîòîðûé êà÷åñòâåííûé àíàëèç.

Âî-ïåðâûõ, åñëè íåò èíôîðìàöèè î êàíàëàõ è íåò ïðè÷èí ïðåäïî÷åñòü îäèí êàíàë
äðóãîìó, íóæíî âûáðàòü f(y), êîòîðàÿ íå ìåíÿåò çíà÷åíèÿ íè ïðè êàêèõ ïåðåñòàíîâêàõ
àðãóìåíòîâ, ò. å. f(y) äîëæíà áûòü ñèììåòðè÷íîé.

Âî-âòîðûõ, åñëè ìû ñ÷èòàåì ìíîãîêàíàëüíóþ èíôîðìàöèîííóþ ñèñòåìó ñèììåò-
ðè÷íîé îòíîñèòåëüíî 1 è −1, òî f(y) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ñîîòíîøåíèþ f(−y) =
= −f(y), ò. å. f(y) äîëæíà áûòü ñàìîäâîéñòâåííîé.

Â-òðåòüèõ, åñëè êàíàëû íå ÿâëÿþòñÿ ¾ëæåöàìè¿, íóæíî âûáðàòü òàêóþ f(y), êî-
òîðàÿ íå óìåíüøàåòñÿ ïðè çàìåíå íåêîòîðîãî èç yi ñ −1 íà 1, ò. å. f(y) äîëæíà áûòü
ìîíîòîííîé. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè ÷¼òíîì n òàêîé ôóíêöèè íåò, à ïðè íå÷¼òíîì n
åäèíñòâåííîé áóëåâîé ôóíêöèåé, óäîâëåòâîðÿþùåé ýòèì òð¼ì òðåáîâàíèÿì, ÿâëÿåòñÿ
ìàæîðèòàðíàÿ ïîðîãîâàÿ ôóíêöèÿ f(y) = sign(y1 + y2 + . . .+ yn).

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ êàæäîãî y ∈ {−1, 1}n îáîçíà÷èì ÷åðåç |y| êîëè÷åñòâî êîìïî-
íåíò, ðàâíûõ 1, è ïîëîæèì Li = {y ∈ {−1, 1}n : |y| = i}. Ïîñêîëüêó f(y) ñèììåòðè÷íà,
îíà ïîñòîÿííà íà êàæäîì Li. Êðîìå òîãî, f(y) ìîíîòîííà, òàê ÷òî åñëè f(y) = 1 íà Li,
òî f(y) = 1 íà Lj ïðè âñåõ j > i. Ïóñòü f(y) = −1 íà Lk è f(y) = 1 íà Lk+1. Èç ñà-
ìîäâîéñòâåííîñòè f(y) ñëåäóåò, ÷òî f(y) = −1 íà Ln−k−1 è f(y) = 1 íà Ln−k. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî n−k = k+1, òî åñòü n = 2k+1 è f(y) ÿâëÿåòñÿ ìàæîðèòàðíîé ôóíêöèåé.
Ýòîò ðåçóëüòàò â íåêîòîðîé ñòåïåíè îáúÿñíÿåò, ïî÷åìó ãîëîñîâàíèå ïî áîëüøèíñòâó
òàê øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëåå ïîëíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ î ñîñòîÿíèè äåë â äàííîé ïðåäìåò-
íîé îáëàñòè ïðèâåä¼ì ðÿä ðåçóëüòàòîâ, ñëåäóÿ [5�7]. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Pr[z = 1] =
= Pr[z = −1] = 1/2, Pr[yi = 1 | z = 1] = Pr[yi = −1 | z = −1] = pi ⩾ 1/2, êàíàëû ñòàòè-
ñòè÷åñêè íåçàâèñèìû, n = 2k + 1.

Òåîðåìà 1. Ïðè p1 = . . . = pn ïðèíÿòèå ðåøåíèÿ áîëüøèíñòâîì ãîëîñîâ (òî åñòü
èñïîëüçîâàíèå ìàæîðèòàðíîé ôóíêöèè) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ðåøàþùèì ïðàâèëîì,
ìèíèìèçèðóþùèì âåðîÿòíîñòü îøèáêè.

Ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé ñëåäóþùåé áîëåå îáùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 2. Îïòèìàëüíîå ðåøàþùåå ïðàâèëî, ìèíèìèçèðóþùåå âåðîÿòíîñòü
îøèáêè, äà¼ò ñàìîäâîéñòâåííàÿ ïîðîãîâàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ âèäà

f(y) = sign(a,y) = sign(a1y1 + . . .+ anyn),

ãäå ai = log(pi/(1− pi)), i = 1, . . . , n.
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Òåîðåìà 3. Åñëè 1/2 < m ⩽ pi ⩽ M < 1, i = 1, . . . , n, à Prerr � âåðîÿòíîñòü
îøèáêè ïðè èñïîëüçîâàíèè îïòèìàëüíîãî ðåøàþùåãî ïðàâèëà, òî

1−M
M

(
n

[n/2]

)
n∏

i=1

√
pi(1− pi) ⩽ Prerr ⩽

m

2m− 1

(
n

[n/2]

)
n∏

i=1

√
pi(1− pi).

Òåîðåìà 4. Ïóñòü Prerr � âåðîÿòíîñòü îøèáêè äëÿ ðåøàþùåãî ïðàâèëà, çàäàâàå-
ìîãî ñàìîäâîéñòâåííîé ïîðîãîâîé ôóíêöèåé f(y) = sign(a,y) = sign(a1y1 + . . .+ anyn)
ñ ïðîèçâîëüíûì âåêòîðîì âåñîâ a. Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå îöåíêè:

� åñëè (aβ, a) ⩾ 0, òî Prerr ⩽ exp
(
− (aβ, a

(0))2/2
)
;

� åñëè (aπ, a) ⩾ 0, òî Prerr ⩽
n∏

i=1

2
√
pi(1− pi) exp

(
(a2

π − (aπ, a
(0))2)/2

)
.

Çäåñü aβ = (2p1 − 1, . . . , 2pn − 1); aπ =

(
1

2
log

(
p1

1− p1

)
, . . . ,

1

2
log

(
pn

1− pn

))
; a(0) =

= a/|a|�íîðìèðîâàííûé âåêòîð âåñîâ.

Åñëè âåñà ôèêñèðîâàíû ïî âåëè÷èíå, íî ìîãóò ïåðåñòàâëÿòüñÿ, òî âåðîÿòíîñòü
îøèáêè ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïåðåñòàíîâêè âåñîâ. Ïóñòü a1 ⩾ a2 ⩾ . . . ⩾ an, p1 ⩾
⩾ p2 ⩾ . . . ⩾ pn, Sn � ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê ìíîæåñòâà {1, . . . , n}.
Îáû÷íûì îáðàçîì îïðåäåëèì äëÿ ïåðåñòàíîâêè σ ∈ Sn ìíîæåñòâî áåñïîðÿäêîâ X(σ):
(σ(i1), σ(i2)) ∈ X(σ) ⇔ i1 ⩽ i2 & σ(i1) ⩾ σ(i2). Ïóñòü ≺� îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî
ïîðÿäêà íà Sn : σ1 ≺ σ2 ⇔ X(σ1) ⊆ X(σ2). Ìèíèìàëüíûì ýëåìåíòîì ÿâëÿåòñÿ òîæäå-
ñòâåííàÿ ïåðåñòàíîâêà, ìàêñèìàëüíûì� îáðàòíàÿ.

Òåîðåìà 5. Âåðîÿòíîñòü îøèáêè�ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ ïî îòíîøåíèþ ê ÷àñòè÷-
íîìó ïîðÿäêó ≺, òî åñòü σ1 ≺ σ2 ⇒ P (σ1) ⩽ P (σ2).

Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 5 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü âûáîð âåñîâ êàê äâóõõîäîâóþ èãðó ÷å-
ëîâåêà ñ ïðèðîäîé, â êîòîðîé ÷åëîâåê äåëàåò ïåðâûé õîä, âûáîðîì âåñîâ ai ìèíèìèçè-
ðóÿ âåðîÿòíîñòü îøèáêè, à ïðèðîäà äåëàåò âòîðîé õîä, ìàêñèìèçèðóÿ å¼ ïåðåñòàíîâêîé
âåðîÿòíîñòåé pi.

Òåîðåìà 6. Îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ÷åëîâåêà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âûáèðàòü ðàâ-
íûå âåñà, ò. å. èñïîëüçîâàòü ïðàâèëî ãîëîñîâàíèÿ ïî áîëüøèíñòâó; îïòèìàëüíàÿ ñòðà-
òåãèÿ ïðèðîäû çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè îáðàòíîé ïåðåñòàíîâêè âåðîÿòíîñòåé.

2. Ïðîñòðàíñòâî âåñîâ
Ñàìîäâîéñòâåííîé ïîðîãîâîé ôóíêöèè f(y) = sign(a,y) ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìà

èç 2n íåðàâåíñòâ âèäà

f(y)(a,y) = f(y)(a1y1 + . . .+ anyn) > 0,

ãäå y = (y1, . . . , yn) ïðîáåãàåò âåñü íàáîð ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà {−1, 1}n. Ýòà ñèñòåìà
îïðåäåëÿåò âñå çíà÷åíèÿ âåñîâ a, äîïóñòèìûå äëÿ f(y). Îáðàòíî, êàæäàÿ ñîâìåñòíàÿ
ñèñòåìà íåðàâåíñòâ âèäà S(y)(a,y) > 0, ãäå S(y)� çàäàííîå äëÿ âåêòîðà y çíà÷åíèå,
ðàâíîå 1 èëè −1, îïðåäåëÿåò ñàìîäâîéñòâåííóþ ïîðîãîâóþ ôóíêöèþ S(y) = sign(a,y),
à ðåøåíèÿ ñèñòåìû� äîïóñòèìûå äëÿ íå¼ âåñà a.

Îáùåå íåîòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå a îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ

ci1a1 + ci2a2 + . . .+ cinan ⩾ 0, i = 1, 2, . . . ,m, (1)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîãîãðàííûé êîíóñ [13], òî åñòü ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ âè-

äà a =
s∑

i=1

λiai, ãäå âåêòîðû ai � áàçèñíûå íåîòðèöàòåëüíûå ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû
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è λi ⩾ 0. Íàçîâ¼ì âûðîæäåííûì âåêòîðîì âåñîâ âåêòîð, äëÿ êîòîðîãî â (1) äîñòèãàåò-
ñÿ ðàâåíñòâî. Î÷åâèäíî, òàêèå âåêòîðû ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ òîëüêî íà ãðàíèöå êîíóñà.
Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà çàäàþùàÿ ñàìîäâîéñòâåííóþ ïîðîãîâóþ ôóíêöèþ
ãèïåðïëîñêîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç íåêîòîðóþ âåðøèíó áóëåâà êóáà. Òðåáîâàíèå λi > 0
óñòðàíÿåò âûðîæäåííûå âåêòîðû èç ðàññìîòðåíèÿ. ×òîáû èçáåæàòü ïîÿâëåíèÿ âû-
ðîæäåííûõ ïîðîãîâûõ ôóíêöèé ðàçìåðíîñòè ìåíüøå n, ìû äîëæíû ðàññìàòðèâàòü
òîëüêî ñèñòåìû íåðàâåíñòâ, äëÿ êîòîðûõ s ⩾ n.

Òàêèì îáðàçîì, â ïðîñòðàíñòâå âåñîâ êàæäàÿ ñàìîäâîéñòâåííàÿ ïîðîãîâàÿ ôóíê-
öèÿ ïðåäñòàâëåíà âûïóêëûì ìíîãîãðàííûì êîíóñîì ðàçìåðíîñòè n, ýêñòðåìàëüíûìè
âåêòîðàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ai. Â êà÷åñòâå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî âåêòîðà âåñîâ ñà-
ìîäâîéñòâåííîé ïîðîãîâîé ôóíêöèè f(y) óäîáíî âçÿòü áàðèöåíòðè÷åñêèé âåêòîð å¼

êîíóñà âåñîâ a(β) =
s∑

i=1

ai. Îòìåòèì, ÷òî åñëè äîáàâèòü ê íåìó s â êà÷åñòâå íóëå-

âîé êîìïîíåíòû, òî ïîëó÷èì îáîáù¼ííûé âåêòîð ïàðàìåòðîâ ×îó [10] äëÿ ìíîæå-
ñòâà {a1, . . . , as}, ÷òî ÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì àðãóìåíòîì â ïîëüçó âûáîðà a(β) äëÿ
õàðàêòåðèçàöèè f(y). Çàäàâøèñü íåêîòîðûì âåêòîðîì âåñîâ, ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ
f(y) = sign(a,y) ìîæíî ëåãêî ïîñòðîèòü òàáëèöó èñòèííîñòè äëÿ f(y).

Óòâåðæäåíèå 1. Ðàññìîòðèì äâå ðàçëè÷íûå ñàìîäâîéñòâåííûå ïîðîãîâûå ôóíê-
öèè f1 è f2 ðàçìåðíîñòè n. Ïóñòü A1 è A2 �èõ êîíóñû âåñîâ. Òîãäà dim(A1 ∩ A2) < n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè A1 ∩ A2 = ∅ èìååì dim(A1 ∩ A2) = 0 < n.
Ìàêñèìàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü ãðàíèö êîíóñîâ ðàâíà (n−1), ïîñêîëüêó êàæäûé òàêîé

êîíóñ ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîëóïðîñòðàíñòâ [14], à ïîëóïðîñòðàí-
ñòâî çàäà¼òñÿ ãèïåðïëîñêîñòüþ ðàçìåðíîñòè (n− 1). Òî åñòü åñëè A1 è A2 �¾ñîñåäè¿,
èìåþùèå îáùóþ ãðàíèöó, òî dim(A1 ∩ A2) = (n− 1) < n.

Îáîçíà÷èì A0
1 è A

0
2 âíóòðåííèå ÷àñòè ðàññìàòðèâàåìûõ êîíóñîâ, òî åñòü ìíîæåñòâà

âåêòîðîâ âåñîâ âèäà a =
s∑

i=1

λiai, ãäå λi > 0, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî A0
1 ∩ A0

2 ̸= ∅. Òîãäà

â ýòîì ïåðåñå÷åíèè ìîæíî âûáðàòü íåâûðîæäåííûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð âåñîâ,
îáùèé äëÿ f1 è f2, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ïîñòðîèòü òàáëèöû èñòèííîñòè, îäèíàêîâûå
äëÿ f1 è f2. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Óòâåðæäåíèå 2. Îáúåäèíåíèå ìíîãîãðàííûõ êîíóñîâ âåñîâ âñåõ ñàìîäâîéñòâåí-
íûõ ïîðîãîâûõ ôóíêöèé ðàçìåðíîñòè n ñîâïàäàåò ñ íåîòðèöàòåëüíûì îðòàíòîì
n-ìåðíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà âåñîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ðàçíîñòü ìåæäó íåîòðèöàòåëüíûì
îðòàíòîì è îáúåäèíåíèåì êîíóñîâ íå ïóñòà. Íåîòðèöàòåëüíûé îðòàíò ÿâëÿåòñÿ çà-
ìêíóòûì ìíîæåñòâîì ðàçìåðíîñòè n. Êàæäûé êîíóñ � òàêæå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî
ðàçìåðíîñòè n. Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåìûõ êîíóñîâ èìååòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî, òî èõ
îáúåäèíåíèå � òàêæå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî ðàçìåðíîñòè n. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íåïó-
ñòàÿ ðàçíîñòü óêàçàííûõ ìíîæåñòâ èìååò ðàçìåðíîñòü n. Òîãäà â ýòîé ðàçíîñòè ìîæíî
âûáðàòü íåâûðîæäåííûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð âåñîâ, íå ïðèíàäëåæàùèé íè îä-
íîìó èç èìåþùèõñÿ êîíóñîâ. Îí çàäà¼ò ñàìîäâîéñòâåííóþ ïîðîãîâóþ ôóíêöèþ ðàç-
ìåðíîñòè n, íå ñîâïàäàþùóþ íè ñ îäíîé èç èìåþùèõñÿ. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå
çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàññìîòðèì ñèìïëåêñ n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà âåñîâ. Êàê ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèé 1
è 2, ñîîòâåòñòâóþùèå ñàìîäâîéñòâåííûì ïîðîãîâûì ôóíêöèÿì ìíîãîãðàííûå êîíóñû
ðàçáèâàþò ñèìïëåêñ íà íåêîòîðûå âûïóêëûå ìíîãîãðàííèêè è ñóììà îáú¼ìîâ ýòèõ
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ìíîãîãðàííèêîâ ðàâíà îáú¼ìó ñèìïëåêñà. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ìîæåò áûòü óäîáíî äëÿ
âèçóàëèçàöèè ñòðóêòóðû ïðîñòðàíñòâà âåñîâ ñàìîäâîéñòâåííûõ ïîðîãîâûõ ôóíêöèé.

Èòàê, ãîëîñóþùèå ïðîöåäóðû çàäàþòñÿ ñàìîäâîéñòâåííûìè ïîðîãîâûìè ôóíêöè-
ÿìè. ×èñëî ýòèõ ôóíêöèé ñ ðîñòîì n î÷åíü áûñòðî ðàñò¼ò. Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû êîëè-
÷åñòâà ñàìîäâîéñòâåííûõ ïîðîãîâûõ ôóíêöèé, ñîãëàñíî äàííûì èç [11].

Òà á ë è ö à 1
×èñëî ãîëîñóþùèõ ïðîöåäóð

n 2 3 4 5 6 7
×èñëî ïðîöåäóð 2 4 12 81 1684 123565

Äëÿ ñîêðàùåíèÿ êîëè÷åñòâà ðàññìàòðèâàåìûõ ñòðóêòóð è ñîîòâåòñòâåííî îáëåã÷å-
íèÿ àíàëèçà è ïðåäñòàâëåíèÿ äàííûõ ââåä¼ì ïîíÿòèå àëãîðèòìà ãîëîñîâàíèÿ. Çàäàäèì
êàæäóþ ñàìîäâîéñòâåííóþ ïîðîãîâóþ ôóíêöèþ å¼ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì âåêòîðîì âå-
ñîâ (íàïðèìåð, áàðèöåíòðè÷åñêèì âåêòîðîì a(β)) è ðàññìîòðèì ãðóïïó ïîäñòàíîâîê,
äåéñòâóþùóþ íà êîìïîíåíòàõ ýòèõ âåêòîðîâ.

Îïðåäåëèì îòíîøåíèå R íà ìíîæåñòâå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ âåêòîðîâ âåñîâ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì: R(a,b), åñëè ñóùåñòâóåò ïîäñòàíîâêà, ïåðåâîäÿùàÿ âåêòîð a â âåêòîð b.
Ïîñêîëüêó ïîäñòàíîâêè îáðàçóþò ãðóïïó, ÿñíî, ÷òî R� îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.
Êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ïî îòíîøåíèþ R áóäåì íàçûâàòü àëãîðèòìàìè ãîëîñîâàíèÿ.
Õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïðåäñòàâèòåëåì àëãîðèòìà ãîëîñîâàíèÿ áóäåì ñ÷èòàòü ïðèíàä-
ëåæàùèé åìó âåêòîð âåñîâ a, ó êîòîðîãî a1 ⩾ a2 ⩾ . . . ⩾ an. Èç òàáë. 2, ïîëó÷åííîé
â ðåçóëüòàòå ðàñ÷¼òîâ, âèäíî, íàñêîëüêî ìåíüøå àëãîðèòìîâ ãîëîñîâàíèÿ, ÷åì ãîëîñó-
þùèõ ïðîöåäóð.

Òà á ë è ö à 2
×èñëî àëãîðèòìîâ ãîëîñîâàíèÿ

n 2 3 4 5 6
×èñëî àëãîðèòìîâ 1 2 3 7 19

Îòìåòèì, ÷òî òà æå ïîäñòàíîâêà, êîòîðàÿ ïåðåâîäèò õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð
âåñîâ ôóíêöèè f1 â õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð âåñîâ ôóíêöèè f2, ïåðåâîäèò è ýêñòðå-
ìàëüíûå âåêòîðû êîíóñà âåñîâ f1 â ýêñòðåìàëüíûå âåêòîðû êîíóñà âåñîâ f2.

3. Îòûñêàíèå ýêñòðåìàëüíûõ âåêòîðîâ
Ïðîöåññ îòûñêàíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ âåêòîðîâ ïîäðàçóìåâàåò äâóõýòàïíóþ ïðîöåäó-

ðó. Íà ïåðâîì ýòàïå ôîðìèðóþòñÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ âèäà S(y)(a,y) > 0,
ãäå y = (y1, . . . , yn) â êàæäîé èç íèõ ïðîáåãàåò âåñü íàáîð èç N = 2n ýëåìåíòîâ ìíîæå-
ñòâà {−1, 1}n, à S(y) â ïðîöåññå ôîðìèðîâàíèÿ ñèñòåì� âåñü íàáîð èç 2N ýëåìåíòîâ
ìíîæåñòâà {−1, 1}N . Òàêèì îáðàçîì â èòîãå ïåðå÷èñëÿåòñÿ ïîëíûé êîìïëåêò èç 2N ñè-
ñòåì èç N ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ äëÿ îïðåäåëåíèÿ a = (a1, . . . , an). Äóáëèêàòû íåðà-
âåíñòâ èç êàæäîé ñèñòåìû óñòðàíÿþòñÿ. Íà âòîðîì ýòàïå ïðîèçâîäèòñÿ ðåøåíèå ïî-
ëó÷åííûõ ñèñòåì íåðàâåíñòâ.

Äëÿ îòûñêàíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ âåêòîðîâ ïðèìåíèì àëãîðèòì ðåøåíèÿ ñèñòåì îä-
íîðîäíûõ ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ, ïðåäëîæåííûé â [15]. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó íåðà-
âåíñòâ (1), âñå cij ðàâíû 1 èëè −1. Îòûñêàíèå ýêñòðåìàëüíûõ âåêòîðîâ ñâîäèòñÿ ê ïî-
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ñëåäîâàòåëüíûì îäíîòèïíûì ïðåîáðàçîâàíèÿì ìàòðèöû∥∥∥∥∥∥∥∥
1 0 · · · 0
0 1 · · · 0

· · ·

c11 . . . cm1

c12 . . . cm2

. . .
0 0 · · · 1 c1n . . . cmn

∥∥∥∥∥∥∥∥ ,
â êîòîðîé ëåâàÿ ÷àñòü � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà n-ãî ïîðÿäêà, à ïðàâàÿ � òðàíñïîíèðî-
âàííàÿ ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû íåðàâåíñòâ. Ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ
ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó. Çà îñíîâíîé ñòîëáåö ìàòðèöû ïðèíèìàåòñÿ îäèí èç òàêèõ
ñòîëáöîâ å¼ ïðàâîé ÷àñòè, â êîòîðîì èìååòñÿ õîòÿ áû îäèí îòðèöàòåëüíûé ýëåìåíò
(åñëè òàêèå ñòîëáöû åñòü).

Â íîâóþ ìàòðèöó ïåðåíîñÿòñÿ áåç èçìåíåíèÿ òå ñòðîêè, íà ïåðåñå÷åíèè êîòîðûõ
ñ îñíîâíûì ñòîëáöîì ñòîÿò íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà (åñëè òàêèå ñòðîêè åñòü).

Çàòåì ïåðåáèðàþòñÿ ïîî÷åðåäíî òå ïàðû ñòðîê, â êîòîðûõ ýëåìåíòû îñíîâíîãî
ñòîëáöà èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè. Äëÿ êàæäîé òàêîé ïàðû ïðîñìàòðèâàþòñÿ
âñå ñòîëáöû ëåâîé ÷àñòè ìàòðèöû è íåîòðèöàòåëüíûå ñòîëáöû ïðàâîé ÷àñòè è ïðîâå-
ðÿåòñÿ, åñòü ëè ñðåäè ýòèõ ñòîëáöîâ òàêèå, íà ïåðåñå÷åíèè êîòîðûõ ñ îáåèìè ñòðîêàìè
ðàññìàòðèâàåìîé ïàðû ñòîÿò íóëè.

Åñëè òàêèõ ñòîëáöîâ íåò èëè åñëè åñòü åù¼ õîòÿ áû îäíà ñòðîêà, íà ïåðåñå÷åíèè êî-
òîðîé ñî âñåìè òàêèìè ñòîëáöàìè ñòîÿò íóëè, òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ïàðà ïðîïóñêàåòñÿ.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå â íîâóþ ìàòðèöó ïåðåíîñèòñÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ðàññìàòðè-
âàåìîé ïàðû ñòðîê ñ òàêèìè ïîëîæèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, ÷òîáû å¼ ýëåìåíò
â îñíîâíîì ñòîëáöå îêàçàëñÿ ðàâíûì íóëþ.

Êîãäà ïðîñìîòð çàêîí÷èòñÿ, íîâàÿ ìàòðèöà ïðèíèìàåòñÿ çà èñõîäíóþ, ïî òîìó æå
ïðàâèëó ñîñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ è òàê äàëåå.

Â òîì îñîáîì ñëó÷àå, êîãäà ìàòðèöà ñîñòîèò èç îäíîé ïàðû ñòðîê è çíàêè ýëåìåí-
òîâ îñíîâíîãî ñòîëáöà ïðîòèâîïîëîæíû, óêàçàííûé êðèòåðèé îòáîðà ïàð ïåðåñòà¼ò
äåéñòâîâàòü. Â ýòîì ñëó÷àå ñëåäóåò âûáðàòü ñòðîêó ñ ïîëîæèòåëüíûì ýëåìåíòîì â îñ-
íîâíîì ñòîëáöå, ñîñòàâèòü ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ñòðîê òàáëèöû ñ ïîëîæèòåëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè, ïîäîáðàííûìè ñ òåì æå ðàñ÷¼òîì, ÷òî è â îáùåì ñëó÷àå, è ñðàâíèòü
å¼ ñ âûáðàííîé ñòðîêîé. Åñëè ýòè âåêòîð-ñòðîêè êîëëèíåàðíû, òî óêàçàííàÿ ëèíåéíàÿ
êîìáèíàöèÿ â íîâóþ òàáëèöó íå âêëþ÷àåòñÿ, åñëè íå êîëëèíåàðíû� âêëþ÷àåòñÿ.

Ïîñëå êîíå÷íîãî ÷èñëà øàãîâ íàñòóïèò îäíà èç äâóõ ñèòóàöèé, îçíà÷àþùèõ êîíåö
ïðîöåññà:

1) â î÷åðåäíîé ìàòðèöå âñå ñòîëáöû ïðàâîé ÷àñòè íåîòðèöàòåëüíû;
2) â ñòîëáöå ìàòðèöû, êîòîðûé ïðèíÿò çà îñíîâíîé, âñå ýëåìåíòû îòðèöàòåëüíû

(òàê ÷òî ñëåäóþùàÿ ìàòðèöà ïóñòà).

Â ïåðâîì ñëó÷àå âåêòîð-ñòðîêè ëåâîé ÷àñòè ïîñëåäíåé ìàòðèöû (âçÿòûå ñ ïðî-
èçâîëüíûìè ïîëîæèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè) ñîñòàâëÿþò ñîâîêóïíîñòü âñåõ ñóùå-
ñòâåííî ðàçëè÷íûõ ýêñòðåìàëüíûõ âåêòîðîâ êîíóñà íåîòðèöàòåëüíûõ ðåøåíèé ñèñòå-
ìû íåðàâåíñòâ. Âñå íåîòðèöàòåëüíûå å¼ ðåøåíèÿ èñ÷åðïûâàþòñÿ âñåâîçìîæíûìè ëè-
íåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ýòèõ âåêòîðîâ ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Òàêèì
îáðàçîì, åñëè a1, a2, . . . , as �íàéäåííûå ýêñòðåìàëüíûå âåêòîðû, òî èñêîìàÿ îáùàÿ
ôîðìóëà äëÿ ðåøåíèé ðàññìîòðåííîé ñèñòåìû èìååò âèä

a = λ1a1 + λ2a2 + . . .+ λsas; λi ⩾ 0, i = 1, 2, . . . , s.

Âî âòîðîì ñëó÷àå ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå íåîòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå � íóëåâîå.
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4. Ïðîâåäåíèå ðàñ÷¼òîâ è èõ ðåçóëüòàòû
Ðàñ÷¼òû ïðîèçâîäèëèñü ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîãðàììû, íàïèñàííîé íà ÿçûêå C#.

Ïåðâàÿ ïðîöåäóðà äëÿ çàäàííîé ðàçìåðíîñòè ôîðìèðóåò ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðà-
âåíñòâ, ïîäëåæàùèå ðåøåíèþ. Âòîðàÿ ïðîöåäóðà íàõîäèò ðåøåíèå ñèñòåìû, åñëè îíà
îêàçûâàåòñÿ ñîâìåñòíîé, è çàïèñûâàåò â ôàéë ïîëó÷åííûå ýêñòðåìàëüíûå âåêòîðû
êàæäîãî íàéäåííîãî àëãîðèòìà ãîëîñîâàíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé
âåêòîð. Â êà÷åñòâå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ âåêòîðîâ ìû áåð¼ì áàðèöåíòðè÷åñêèå âåêòî-
ðû, âñå êîìïîíåíòû êîòîðûõ äëÿ óïðîùåíèÿ ïîäåëåíû íà îáùèé öåëûé ìíîæèòåëü,
åñëè ýòî îêàçàëîñü âîçìîæíûì.

Òåñòèðîâàíèå ïðîãðàììû ïðîèçâîäèëîñü íà êîíòðîëüíûõ ïðèìåðàõ êàê â îòäåëü-
íîñòè äëÿ ïðîâåðêè ïðàâèëüíîñòè ôîðìèðîâàíèÿ ñèñòåì íåðàâåíñòâ è ïðîâåðêè ïðà-
âèëüíîñòè èõ ðåøåíèÿ, òàê è â êîìïëåêñå. Â êà÷åñòâå êîíòðîëüíîãî ïðèìåðà äëÿ êîì-
ïëåêñíîãî òåñòèðîâàíèÿ èñïîëüçîâàëîñü ïðîñòðàíñòâî âåñîâ ðàçìåðíîñòè 3, äîñòàòî÷íî
íåíàïðÿæ¼ííî ïðîñ÷èòûâàþùååñÿ âðó÷íóþ.

Â òàáë. 3�7 ïðèâåäåíû íàéäåííûå ýêñòðåìàëüíûå âåêòîðû ìíîãîãðàííûõ êîíóñîâ
è ñîîòâåòñòâóþùèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå âåêòîðû äëÿ ðàçìåðíîñòåé n = 2, . . . , 6 è êî-
ëè÷åñòâî ãîëîñóþùèõ ïðîöåäóð äëÿ êàæäîãî àëãîðèòìà ãîëîñîâàíèÿ, êîòîðîå âûðà-
æàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì êîýôôèöèåíòîì, ñîîòâåòñòâóþùèì äàííîìó õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîìó âåêòîðó. Ñóììàðíîå èõ ÷èñëî äëÿ êàæäîãî n ñîâïàäàåò ñ äàííûìè òàáë. 1,
÷òî òàêæå ãîâîðèò î òî÷íîñòè ðàñ÷¼òîâ.

Òà á ë è ö à 3
Ðåçóëüòàòû äëÿ n = 2

Àëãîðèòì
Ýêñòðåìàëüíûå âåêòîðû Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð

×èñëî ãîëîñóþ-
ãîëîñîâàíèÿ ùèõ ïðîöåäóð

1 (1, 0), (1, 1) (2, 1)
2!

1! · 1!
= 2

Òà á ë è ö à 4
Ðåçóëüòàòû äëÿ n = 3

Àëãîðèòì
Ýêñòðåìàëüíûå âåêòîðû Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð

×èñëî ãîëîñóþ-
ãîëîñîâàíèÿ ùèõ ïðîöåäóð

1 (1, 0, 0), (1, 0, 1), (1, 1, 0) (3, 1, 1)
3!

1! · 2!
= 3

2 (1, 0, 1), (0, 1, 1), (1, 1, 0) (1, 1, 1)
3!

3!
= 1

Òà á ë è ö à 5
Ðåçóëüòàòû äëÿ n = 4

Àëãîðèòì
Ýêñòðåìàëüíûå âåêòîðû Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð

×èñëî ãîëîñóþ-
ãîëîñîâàíèÿ ùèõ ïðîöåäóð

1
(1, 0, 0, 0), (1, 0, 0, 1),

(4, 1, 1, 1)
4!

1! · 3!
= 4(1, 0, 1, 0), (1, 1, 0, 0)

2
(1, 0, 0, 1), (1, 0, 1, 0),

(2, 1, 1, 1)
4!

1! · 3!
= 4(1, 1, 0, 0), (1, 1, 1, 1)

3
(1, 0, 1, 0), (0, 1, 1, 0),

(3, 3, 3, 1)
4!

3! · 1!
= 4(1, 1, 0, 0), (1, 1, 1, 1)
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Òà á ë è ö à 6
Ðåçóëüòàòû äëÿ n = 5

Àëãîðèòì
Ýêñòðåìàëüíûå âåêòîðû Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð

×èñëî ãîëîñóþ-
ãîëîñîâàíèÿ ùèõ ïðîöåäóð

(1, 0, 0, 0, 0), (1, 0, 0, 0, 1),
5!

1! · 4!
= 51 (1, 0, 0, 1, 0), (1, 0, 1, 0, 0), (5, 1, 1, 1, 1)

(1, 1, 0, 0, 0)
(1, 0, 0, 0, 1), (1, 0, 0, 1, 0),

5!

1! · 4!
= 52 (1, 0, 1, 0, 0), (1, 1, 0, 0, 0), (3, 1, 1, 1, 1)

(2, 1, 1, 1, 1)
(1, 0, 0, 1, 0), (1, 0, 1, 0, 0),

5!

1! · 3! · 1!
= 203 (1, 1, 0, 0, 0), (1, 1, 1, 1, 0), (6, 3, 3, 3, 1)

(2, 1, 1, 1, 1)
(1, 0, 1, 0, 0), (1, 1, 0, 0, 0),

5!

1! · 2! · 2!
= 304 (1, 1, 1, 0, 1), (1, 1, 1, 1, 0), (3, 2, 2, 1, 1)

(2, 1, 1, 1, 1)
(0, 1, 1, 0, 0), (1, 0, 1, 0, 0),

5!

3! · 2!
= 105 (1, 1, 0, 0, 0), (1, 1, 1, 0, 1), (4, 4, 4, 1, 1)

(1, 1, 1, 1, 0)
(1, 1, 0, 0, 0), (1, 1, 0, 1, 1),

5!

2! · 3!
= 106 (1, 1, 1, 0, 1), (1, 1, 1, 1, 0), (7, 7, 4, 4, 4)

(1, 2, 1, 1, 1), (2, 1, 1, 1, 1)
(0, 1, 1, 1, 1), (1, 0, 1, 1, 1),

5!

5!
= 1

(1, 1, 0, 1, 1), (1, 1, 1, 0, 1),
7 (1, 1, 1, 1, 0), (2, 1, 1, 1, 1), (1, 1, 1, 1, 1)

(1, 2, 1, 1, 1), (1, 1, 2, 1, 1),
(1, 1, 1, 2, 1), (1, 1, 1, 1, 2)

Òà á ë è ö à 7
Ðåçóëüòàòû äëÿ n = 6

Àëãîðèòì
Ýêñòðåìàëüíûå âåêòîðû Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð

×èñëî ãîëîñóþ-
ãîëîñîâàíèÿ ùèõ ïðîöåäóð

1 2 3 4
(1, 0, 0, 0, 0, 0), (1, 0, 0, 0, 0, 1),

6!

1! · 5!
= 61 (1, 0, 0, 0, 1, 0), (1, 0, 0, 1, 0, 0), (6, 1, 1, 1, 1, 1)

(1, 0, 1, 0, 0, 0), (1, 1, 0, 0, 0, 0)
(1, 0, 0, 0, 0, 1), (1, 0, 0, 0, 1, 0),

6!

1! · 5!
= 62 (1, 0, 0, 1, 0, 0), (1, 0, 1, 0, 0, 0), (4, 1, 1, 1, 1, 1)

(1, 1, 0, 0, 0, 0), (3, 1, 1, 1, 1, 1)
(1, 0, 0, 0, 1, 0), (1, 0, 0, 1, 0, 0),

6!

1! · 4! · 1!
= 303 (1, 0, 1, 0, 0, 0), (1, 1, 0, 0, 0, 0), (9, 3, 3, 3, 3, 1)

(2, 1, 1, 1, 1, 0), (3, 1, 1, 1, 1, 1)
(1, 0, 0, 1, 0, 0), (1, 0, 1, 0, 0, 0),

6!

1! · 3! · 2!
= 604 (1, 1, 0, 0, 0, 0), (2, 1, 1, 1, 0, 1), (5, 2, 2, 2, 1, 1)

(2, 1, 1, 1, 1, 0), (3, 1, 1, 1, 1, 1)
(1, 0, 0, 1, 0, 0), (1, 0, 1, 0, 0, 0),

6!

1! · 3! · 2!
= 605 (1, 1, 0, 0, 0, 0), (1, 1, 1, 1, 0, 0), (8, 4, 4, 4, 1, 1)

(2, 1, 1, 1, 0, 1), (2, 1, 1, 1, 1, 0)

6

(1, 0, 1, 0, 0, 0), (1, 1, 0, 0, 0, 0),

(14, 7, 7, 4, 4, 4)
6!

1! · 2! · 3!
= 60

(2, 1, 1, 0, 1, 1), (2, 1, 1, 1, 0, 1),
(2, 1, 1, 1, 1, 0), (3, 2, 2, 1, 1, 1),

(3, 1, 1, 1, 1, 1)
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Î ê î í ÷ à í è å ò à á ë . 7

1 2 3 4
(1, 0, 1, 0, 0, 0), (1, 1, 0, 0, 0, 0),

6!

1! · 2! · 1! · 2!
= 1807 (1, 1, 1, 1, 0, 0), (2, 1, 1, 1, 0, 1), (5, 3, 3, 2, 1, 1)

(2, 1, 1, 1, 1, 0), (3, 2, 2, 1, 1, 1)
(1, 0, 1, 0, 0, 0), (1, 1, 0, 0, 0, 0),

6!

1! · 2! · 2! · 1!
= 1808 (1, 1, 1, 0, 1, 0), (1, 1, 1, 1, 0, 0), (9, 6, 6, 3, 3, 1)

(2, 1, 1, 1, 1, 0), (3, 2, 2, 1, 1, 1)
(1, 0, 1, 0, 0, 0), (1, 1, 0, 0, 0, 0),

6!

1! · 2! · 3!
= 609 (1, 1, 1, 0, 0, 1), (1, 1, 1, 0, 1, 0), (4, 3, 3, 2, 2, 2)

(1, 1, 1, 1, 0, 0), (3, 2, 2, 1, 1, 1)
(1, 0, 1, 0, 0, 0), (0, 1, 1, 0, 0, 0),

6!

3! · 3!
= 2010 (1, 1, 0, 0, 0, 0), (1, 1, 1, 0, 0, 1), (5, 5, 5, 1, 1, 1)

(1, 1, 1, 0, 1, 0), (1, 1, 1, 1, 0, 0)

11

(1, 1, 0, 0, 0, 0), (1, 1, 1, 1, 0, 0),

(14, 10, 7, 7, 4, 4)
6!

1! · 1! · 2! · 2!
= 180

(2, 2, 1, 1, 1, 1), (2, 1, 1, 1, 0, 1),
(2, 1, 1, 1, 1, 0), (3, 2, 1, 2, 1, 1),

(3, 2, 2, 1, 1, 1)
(1, 1, 0, 0, 0, 0), (1, 1, 1, 0, 1, 0),

6!

1! · 1! · 1! · 2! · 1!
= 36012 (1, 1, 1, 1, 0, 0), (2, 2, 1, 1, 1, 1), (5, 4, 3, 2, 2, 1)

(2, 1, 1, 1, 1, 0), (3, 2, 2, 1, 1, 1)

13

(1, 1, 0, 0, 0, 0), (1, 1, 1, 0, 0, 1),

(11, 11, 8, 4, 4, 4)
6!

2! · 1! · 3!
= 60

(1, 1, 1, 0, 1, 0), (1, 1, 1, 1, 0, 0),
(2, 3, 2, 1, 1, 1), (2, 2, 1, 1, 1, 1),

(3, 2, 2, 1, 1, 1)

14

(1, 1, 0, 0, 0, 0), (1, 1, 0, 1, 1, 0),

(9, 9, 5, 5, 5, 1)
6!

2! · 3! · 1!
= 60

(1, 1, 1, 0, 1, 0), (1, 1, 1, 1, 0, 0),
(1, 2, 1, 1, 1, 0), (2, 2, 1, 1, 1, 1),

(2, 1, 1, 1, 1, 0)
(1, 1, 1, 1, 1, 1), (1, 1, 1, 1, 0, 0),

6!

1! · 3! · 2!
= 60

(2, 1, 2, 1, 1, 1), (2, 2, 1, 1, 1, 1),
15 (2, 1, 1, 2, 1, 1), (2, 1, 1, 1, 0, 1), (21, 13, 13, 13, 8, 8)

(2, 1, 1, 1, 1, 0), (3, 1, 2, 2, 1, 1),
(3, 2, 1, 2, 1, 1), (3, 2, 2, 1, 1, 1)

16

(1, 1, 1, 1, 1, 1), (1, 1, 1, 0, 1, 0),

(12, 9, 9, 6, 6, 4)
6!

1! · 2! · 2! · 1!
= 180

(1, 1, 1, 1, 0, 0), (2, 1, 2, 1, 1, 1),
(2, 2, 1, 1, 1, 1), (2, 1, 1, 1, 1, 0),

(3, 2, 2, 1, 1, 1)
(1, 1, 1, 1, 1, 1), (1, 1, 1, 0, 0, 1),

6!

3! · 3!
= 20

(1, 1, 1, 0, 1, 0), (1, 1, 1, 1, 0, 0),
17 (2, 2, 3, 1, 1, 1), (1, 2, 2, 1, 1, 1), (2, 2, 2, 1, 1, 1)

(2, 3, 2, 1, 1, 1), (2, 1, 2, 1, 1, 1),
(2, 2, 1, 1, 1, 1), (3, 2, 2, 1, 1, 1)

18

(1, 1, 1, 1, 1, 1), (1, 1, 0, 1, 1, 0),

(9, 9, 6, 6, 6, 2)
6!

2! · 3! · 1!
= 60

(1, 1, 1, 0, 1, 0), (1, 1, 1, 1, 0, 0),
(1, 2, 1, 1, 1, 0), (2, 2, 1, 1, 1, 1),

(2, 1, 1, 1, 1, 0)

19

(1, 0, 1, 1, 1, 0), (0, 1, 1, 1, 1, 0),

(11, 11, 11, 11, 11, 1)
6!

5! · 1!
= 6

(1, 1, 1, 1, 1, 1), (1, 1, 0, 1, 1, 0),
(1, 1, 1, 0, 1, 0), (1, 1, 1, 1, 0, 0),
(1, 1, 2, 1, 1, 0), (1, 2, 1, 1, 1, 0),
(1, 1, 1, 2, 1, 0), (1, 1, 1, 1, 2, 0),

(2, 1, 1, 1, 1, 0)

Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíû ðàçáèåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèìïëåêñîâ ìíîãîãðàííûìè êîíó-
ñàìè âåêòîðîâ âåñîâ ãîëîñóþùèõ ïðîöåäóð äëÿ n = 2 è 3.
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Ðèñ. 1. Ðåçóëüòàòû äëÿ n = 2 (à) è 3 (á )

Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíû ðàçáèåíèÿ ñèìïëåêñà ìíîãîãðàííûìè êîíóñàìè ãîëîñóþùèõ
ïðîöåäóð äëÿ n = 4.

Ðèñ. 2. Ðåçóëüòàòû äëÿ n = 4

Íà ðèñ. 2,a âûäåëåíû ðàçáèåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ãîëîñóþùèì ïðîöåäóðàì, ðàáî-
òàþùèì ïî àëãîðèòìó ãîëîñîâàíèÿ 1 (òàáë. 5). Íà ðèñ. 2,á îòäåëüíî ïîêàçàí ìíîãîãðàí-
íèê, ñîîòâåòñòâóþùèé õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó âåêòîðó âåñîâ ýòîãî àëãîðèòìà (äëÿ êîòî-
ðîãî a1 ⩾ a2 ⩾ . . . ⩾ an). Íà ðèñ. 2,â ïîêàçàíû äàëüíåéøèå ðàçáèåíèÿ ñèìïëåêñà, ñîîò-
âåòñòâóþùèå ãîëîñóþùèì ïðîöåäóðàì, ðàáîòàþùèì ïî àëãîðèòìàì ãîëîñîâàíèÿ 2 è 3
(òàáë. 5). Íà ðèñ. 2,ã ïîêàçàíû ìíîãîãðàííèêè, ñîîòâåòñòâóþùèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèì
âåêòîðàì âåñîâ äàííûõ àëãîðèòìîâ ãîëîñîâàíèÿ (äëÿ êîòîðûõ a1 ⩾ a2 ⩾ . . . ⩾ an).

Çàêëþ÷åíèå
Â ðàáîòå íàéäåíû ýêñòðåìàëüíûå è õàðàêòåðèñòè÷åñêèå âåêòîðû âåñîâ àëãîðèòìîâ

ãîëîñîâàíèÿ ðàçìåðíîñòåé 2�6 è îïðåäåëåíî êîëè÷åñòâî ãîëîñóþùèõ ïðîöåäóð, ñîîò-
âåòñòâóþùèõ êàæäîìó àëãîðèòìó ãîëîñîâàíèÿ. Äëÿ ðàçìåðíîñòåé 2, 3 è 4 âèçóàëèçè-
ðîâàíû ðàçáèåíèÿ ñèìïëåêñîâ êîíóñàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè àëãîðèòìàì ãîëîñîâàíèÿ
è ãîëîñóþùèì ïðîöåäóðàì. Â êà÷åñòâå ñëåäóþùåãî ýòàïà ìû ðàññìîòðèì ðàçðàáîò-
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êó ìåòîäîâ ñîêðàùåíèÿ ìíîæåñòâà ïåðåáèðàåìûõ ñèñòåì íåðàâåíñòâ äëÿ ïîëó÷åíèÿ
àíàëîãè÷íûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ðàçìåðíîñòåé 7�9.
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