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Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k ëþáóþ áóëåâó ôóíêöèþ ìîæíî ðå-
àëèçîâàòü äâóõïîëþñíîé êîíòàêòíîé ñõåìîé, k-íåèçáûòî÷íîé è äîïóñêàþùåé
k-ïðîâåðÿþùèé òåñò äëèíû íå áîëåå 3 îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíûõ ñâÿçíûõ íåèñ-
ïðàâíîñòåé êîíòàêòîâ â ãðóïïàõ, ãäå êàæäàÿ ãðóïïà ñîñòîèò èç îäíîãî çàìûêà-
þùåãî è îäíîãî ðàçìûêàþùåãî êîíòàêòà. Óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè áóëåâà ôóíêöèÿ
íå ÿâëÿåòñÿ ñàìîäâîéñòâåííîé, òî îöåíêó ìîæíî ïîíèçèòü äî 2.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîíòàêòíàÿ ñõåìà, ñâÿçíûå íåèñïðàâíîñòè êîíòàêòîâ, ïðî-
âåðÿþùèé òåñò, áóëåâà ôóíêöèÿ.

SHORT FAULT DETECTION TESTS FOR CONTACT CIRCUITS UNDER
ARBITRARY WEAKLY CONNECTED FAULTS OF CONTACTS

K.A. Popkov

Keldysh Institute of Applied Mathematics, Moscow, Russia

We prove that for any natural k, any Boolean function can be implemented by a two-
pole contact circuit that is k-irredundant and allows a k-fault detection test of length
no more than 3 relative to arbitrary connected faults of contacts in groups, where
each group consists of one closing and one opening contact. We establish that if the
Boolean function is not self-dual, then this bound can be lowered to 2.

Keywords: contact circuit, connected faults of contacts, fault detection test, Boolean
function.

Ââåäåíèå
Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñèíòåçà ëåãêîòåñòèðóåìûõ äâóõïîëþñíûõ êîíòàêòíûõ

ñõåì [1], ðåàëèçóþùèõ çàäàííûå áóëåâû ôóíêöèè (ñëîâî ¾äâóõïîëþñíàÿ¿ â äàëüíåé-
øåì áóäåì îïóñêàòü). Ëîãè÷åñêèé ïîäõîä ê òåñòèðîâàíèþ êîíòàêòíûõ ñõåì ïðåäëîæåí
È.À. ×åãèñ è Ñ.Â. ßáëîíñêèì â [2]. Ïðåäñòàâèì, ÷òî èìååòñÿ êîíòàêòíàÿ ñõåìà S, ðå-
àëèçóþùàÿ áóëåâó ôóíêöèþ f(x̃n), ãäå x̃n = (x1, . . . , xn). Ïîä âîçäåéñòâèåì íåêîòîðî-
ãî èñòî÷íèêà íåèñïðàâíîñòåé îäèí èëè íåñêîëüêî êîíòàêòîâ ñõåìû S ìîãóò ïåðåéòè
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â íåèñïðàâíîå ñîñòîÿíèå. Â êà÷åñòâå íåèñïðàâíîñòåé êîíòàêòîâ îáû÷íî ðàññìàòðèâà-
þòñÿ èõ îáðûâû è (êîðîòêèå) çàìûêàíèÿ. Ïðè îáðûâå êîíòàêòà ïðîâîäèìîñòü ìåæäó
åãî êîíöàìè ñòàíîâèòñÿ òîæäåñòâåííî íóëåâîé, à ïðè çàìûêàíèè� òîæäåñòâåííî åäè-
íè÷íîé. Â ðåçóëüòàòå ñõåìà S âìåñòî èñõîäíîé ôóíêöèè f(x̃n) ñòàíåò ðåàëèçîâûâàòü
íåêîòîðóþ áóëåâó ôóíêöèþ g(x̃n), âîîáùå ãîâîðÿ, îòëè÷íóþ îò f . Âñå òàêèå ôóíê-
öèè g(x̃n), ïîëó÷àþùèåñÿ ïðè âñåâîçìîæíûõ äîïóñòèìûõ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è
íåèñïðàâíîñòÿõ â ñõåìå S, íàçûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè íåèñïðàâíîñòè äàííîé ñõåìû.

Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ [3�5]. Ïðîâåðÿþùèì òåñòîì äëÿ ñõåìû S íàçûâà-
åòñÿ òàêîå ìíîæåñòâî T íàáîðîâ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn, ÷òî äëÿ ëþáîé îòëè÷-
íîé îò f(x̃n) ôóíêöèè íåèñïðàâíîñòè g(x̃n) ñõåìû S â T íàéä¼òñÿ íàáîð σ̃, íà êîòîðîì
f(σ̃) ̸= g(σ̃). Äèàãíîñòè÷åñêèì òåñòîì äëÿ ñõåìû S íàçûâàåòñÿ òàêîå ìíîæåñòâî T
íàáîðîâ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn, ÷òî T ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðÿþùèì òåñòîì è, êðî-
ìå òîãî, äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé íåèñïðàâíîñòè g1(x̃

n) è g2(x̃
n) ñõåìû S

â T íàéä¼òñÿ íàáîð π̃, íà êîòîðîì g1(π̃) ̸= g2(π̃). ×èñëî íàáîðîâ â T íàçûâàåòñÿ äëèíîé
òåñòà. Â êà÷åñòâå òðèâèàëüíîãî äèàãíîñòè÷åñêîãî (è ïðîâåðÿþùåãî) òåñòà äëèíû 2n

äëÿ ñõåìû S âñåãäà ìîæíî âçÿòü ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ äâîè÷íûõ n-ðàçðÿä-
íûõ íàáîðîâ. Òåñò íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè â ñõåìå ìîãóò áûòü íåèñïðàâíû ñêîëüêî
óãîäíî êîíòàêòîâ, è åäèíè÷íûì, åñëè â ñõåìå ìîæåò áûòü íåèñïðàâåí òîëüêî îäèí
êîíòàêò. Åäèíè÷íûå òåñòû îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò äëÿ íåèçáûòî÷íûõ ñõåì [5, ñ. 110�
111], â êîòîðûõ ëþáàÿ äîïóñòèìàÿ íåèñïðàâíîñòü ëþáîãî îäíîãî êîíòàêòà ïðèâîäèò
ê ôóíêöèè íåèñïðàâíîñòè, îòëè÷íîé îò ôóíêöèè, ðåàëèçóåìîé äàííîé ñõåìîé; òàêèå
ôóíêöèè íåèñïðàâíîñòè íàçûâàþò íåòðèâèàëüíûìè. Åñëè â ñõåìå äîïóñêàþòñÿ òîëü-
êî îáðûâû êîíòàêòîâ (èëè òîëüêî èõ çàìûêàíèÿ), òî ãîâîðÿò î òåñòàõ ðàçìûêàíèÿ

(ñîîòâåòñòâåííî î òåñòàõ çàìûêàíèÿ).
Â ðàáîòàõ [6�16] ïîëó÷åíû ðàçëè÷íûå, â òîì ÷èñëå îêîí÷àòåëüíûå ðåçóëüòàòû î âîç-

ìîæíîñòÿõ ïîñòðîåíèÿ ëåãêîòåñòèðóåìûõ êîíòàêòíûõ ñõåì, ðåàëèçóþùèõ çàäàííûå
áóëåâû ôóíêöèè. Óïîìÿíåì òîëüêî îäèí ðåçóëüòàò, êîòîðûé óäîáíî ñðàâíèòü ñ íèæå-
ñëåäóþùåé òåîðåìîé 4. Â [9, òåîðåìà 2] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ⩾ 2
ñóùåñòâóåò áóëåâà ôóíêöèÿ îò n ïåðåìåííûõ, êîòîðóþ íåëüçÿ ðåàëèçîâàòü êîíòàêò-
íîé ñõåìîé, íåèçáûòî÷íîé è äîïóñêàþùåé åäèíè÷íûé ïðîâåðÿþùèé òåñò äëèíû ìåíåå
n+ 2 îòíîñèòåëüíî îáðûâîâ è çàìûêàíèé êîíòàêòîâ.

Íàçîâ¼ì ïðîâåðÿþùèé (äèàãíîñòè÷åñêèé) òåñò äëÿ êîíòàêòíîé ñõåìû k-ïðîâåðÿ-
þùèì (k-äèàãíîñòè÷åñêèì), åñëè â ñõåìå ìîæåò ïðîèçîéòè íå áîëåå k íåèñïðàâíî-
ñòåé, ãäå k ∈ N. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêèå òåñòû òîëüêî äëÿ k-íåèçáûòî÷íûõ ñõåì,
â êîòîðûõ ëþáûå íå ìåíåå îäíîé è íå áîëåå k äîïóñòèìûõ íåèñïðàâíîñòåé ïðèâîäÿò
ê íåòðèâèàëüíîé ôóíêöèè íåèñïðàâíîñòè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå â êà÷åñòâå íåèñïðàâíîñòåé â êîíòàêòíûõ ñõåìàõ ðàññìîò-
ðèì ñâÿçíûå íåèñïðàâíîñòè êîíòàêòîâ â ãðóïïàõ, êàê ýòî ñäåëàíî Í.Ï. Ðåäüêèíûì
â [17, 18]. Ïóñòü çàôèêñèðîâàíû öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà a è b, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèå óñëîâèÿì a + b ⩾ 2 è a ⩾ b. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìûõ ñõåìàõ âñå
êîíòàêòû ðàçáèâàþòñÿ íà ãðóïïû ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé êîíòàêòîâ. Êàæäàÿ ãðóïïà
ñîäåðæèò a + b êîíòàêòîâ, îòâå÷àþùèõ îäíîé è òîé æå ïåðåìåííîé, è ðàçáèâàåòñÿ íà
äâà áëîêà èç a êîíòàêòîâ (ïåðâûé áëîê) è b êîíòàêòîâ (âòîðîé áëîê), ïðè÷¼ì âíóòðè
êàæäîãî áëîêà âñå êîíòàêòû îäèíàêîâû (ò. å. ëèáî âñå çàìûêàþùèå, ëèáî âñå ðàçìû-
êàþùèå), à â ðàçíûõ áëîêàõ êîíòàêòû ïðîòèâîïîëîæíû. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáðûâ
(çàìûêàíèå) ëþáîãî êîíòàêòà èç îäíîãî èç áëîêîâ âëå÷¼ò çà ñîáîé îáðûâ (ñîîòâåòñòâåí-
íî çàìûêàíèå) âñåõ îñòàëüíûõ êîíòàêòîâ èç ýòîãî áëîêà è çàìûêàíèå (ñîîòâåòñòâåííî
îáðûâ) âñåõ êîíòàêòîâ èç äðóãîãî áëîêà. Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ êîíòàêòíàÿ ãðóïïà
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ïîäâåðæåíà òîëüêî äâóì âèäàì íåèñïðàâíîñòåé: îáðûâó âñåõ êîíòàêòîâ èç ïåðâîãî áëî-
êà è îäíîâðåìåííîìó çàìûêàíèþ âñåõ êîíòàêòîâ èç âòîðîãî áëîêà, ëèáî çàìûêàíèþ
âñåõ êîíòàêòîâ èç ïåðâîãî áëîêà è îäíîâðåìåííîìó îáðûâó âñåõ êîíòàêòîâ èç âòîðîãî
áëîêà. Ìîòèâèðîâêà ðàññìîòðåíèÿ èìåííî òàêèõ íåèñïðàâíîñòåé ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè
çðåíèÿ äà¼òñÿ â [17, ñ. 42�43]. Êîíòàêòíûå ñõåìû, óäîâëåòâîðÿþùèå óêàçàííûì óñëî-
âèÿì, áóäåì íàçûâàòü (a, b)-ñõåìàìè. Îáùåå ÷èñëî íåèñïðàâíîñòåé â (a, b)-ñõåìå áóäåì
ñ÷èòàòü ðàâíûì ÷èñëó íåèñïðàâíûõ êîíòàêòíûõ ãðóïï (à íå íåèñïðàâíûõ êîíòàêòîâ).

Ïóñòü ìíîæåñòâî T ÿâëÿåòñÿ k-ïðîâåðÿþùèì òåñòîì äëÿ íåêîòîðîé (a, b)-ñõåìû S.
Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: Dk-Ï

a,b (T )�äëèíà òåñòà T ; Dk-Ï
a,b (S) = minDk-Ï

a,b (T ),

ãäå ìèíèìóì áåð¼òñÿ ïî âñåì k-ïðîâåðÿþùèì òåñòàì T äëÿ ñõåìû S; Dk-Ï
a,b (f) =

= minDk-Ï
a,b (S), ãäå ìèíèìóì áåð¼òñÿ ïî âñåì k-íåèçáûòî÷íûì (a, b)-ñõåìàì S, ðåà-

ëèçóþùèì ôóíêöèþ f ; Dk-Ï
a,b (n) = maxDk-Ï

a,b (f), ãäå ìàêñèìóì áåð¼òñÿ ïî âñåì áóëåâûì

ôóíêöèÿì f îò n ïåðåìåííûõ. Ôóíêöèÿ Dk-Ï
a,b (n) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Øåííîíà äëè-

íû k-ïðîâåðÿþùåãî òåñòà. Ïî àíàëîãèè ñ ôóíêöèÿìè Dk-Ï
a,b ìîæíî ââåñòè ôóíêöèè

Dk-Ä
a,b , D

ÏÏ
a,b è DÏÄ

a,b äëÿ ñîîòâåòñòâåííî k-äèàãíîñòè÷åñêîãî, ïîëíîãî ïðîâåðÿþùåãî è
ïîëíîãî äèàãíîñòè÷åñêîãî òåñòîâ, çàâèñÿùèå îò T , S, f è n (â îïðåäåëåíèÿõ ôóíê-
öèé DÏÏ

a,b (f) è D
ÏÄ
a,b (f) íå ïðåäïîëàãàåòñÿ íåèçáûòî÷íîñòè ñõåì). Åñëè â ïåðâîì áëîêå

êàæäîé êîíòàêòíîé ãðóïïû äîïóñòèìû êàê îáðûâ, òàê è çàìûêàíèå âñåõ êîíòàêòîâ
(ñîîòâåòñòâåííî äîïóñò�èì òîëüêî îáðûâ âñåõ êîíòàêòîâ, äîïóñòèìî òîëüêî çàìûêàíèå
âñåõ êîíòàêòîâ), òî â êîíöå âåðõíåãî èíäåêñà áóêâû D ÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé áóäåì
ñòàâèòü 01 (ñîîòâåòñòâåííî 0, 1); â ïåðâîì èç óêàçàííûõ òð¼õ ñëó÷àåâ ñâÿçíûå íåèñ-
ïðàâíîñòè êîíòàêòîâ áóäåì ñ÷èòàòü ïðîèçâîëüíûìè, à âî âòîðîì è òðåòüåì ñëó÷àÿõ�
îäíîòèïíûìè. Îñíîâíîé öåëüþ èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå îöåíîê (â èäåà-
ëå � òî÷íûõ çíà÷åíèé) âåëè÷èí Da,b(f) è Da,b(n) ñ ðàçíûìè âåðõíèìè èíäåêñàìè ïðè
ðàçëè÷íûõ a, b, f è n.

Â [17] óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè a + b ⩾ 3, à t�íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî 2n − 2t − 1 ⩽
⩽ DÏÏ; 01

a,b (n) ⩽ 2n ïðè n = 2t + t+ 1; 2n− 2t− 2 ⩽ DÏÏ; 01
a,b (n) ⩽ 2n ïðè 2t + t+ 1 < n ⩽

⩽ 2t+1+ t+1. Â [18] ïðè a+ b ⩾ 3 äîêàçàíî íåðàâåíñòâî D1-Ä; 01
a,b (n) ⩽ 4n, à ïðè a+ b = 2

ïîëó÷åíû îöåíêè D1-Ï; 01
a,b (n) ⩽ 2⌈n/2⌉+2⌊n/2⌋+n, DÏÏ; 1

a,b (n) ⩽ 2n è DÏÏ; 0
a,b (n) ⩽ 2n. Âñëåä

çà ðàáîòîé [18], ñâÿçíûå íåèñïðàâíîñòè êîíòàêòîâ â ñëó÷àå a + b = 2 áóäåì ñ÷èòàòü
ñëàáî ñâÿçíûìè.

1. Ïîêðûâàþùèå è êëþ÷åâûå ìíîæåñòâà
Äâîè÷íûé n-ðàçðÿäíûé íàáîð σ̃ áóäåì íàçûâàòü (i, α)-íàáîðîì, åñëè åãî i-ÿ (ñëåâà)

êîìïîíåíòà ðàâíà α.
Äâîè÷íûé n-ðàçðÿäíûé íàáîð σ̃ áóäåì íàçûâàòü β-íàáîðîì áóëåâîé ôóíêöèè f(x̃n),

åñëè f(σ̃) = β.
Ìíîæåñòâî M (íåêîòîðûõ) β-íàáîðîâ áóëåâîé ôóíêöèè f(x̃n), ãäå n ⩾ 1 è β ∈

∈ {0, 1}, íàçîâ¼ì β-ïîêðûâàþùèì äëÿ ýòîé ôóíêöèè, åñëè äëÿ ëþáûõ i ∈ {1, . . . , n},
α ∈ {0, 1} â M íàéä¼òñÿ (i, α)-íàáîð.

Ìíîæåñòâî M (íåêîòîðûõ) β-íàáîðîâ áóëåâîé ôóíêöèè f(x̃n), ãäå n ⩾ 1 è
β ∈ {0, 1}, íàçîâ¼ì β-êëþ÷åâûì äëÿ ýòîé ôóíêöèè, åñëè äëÿ ëþáûõ i ∈ {1, . . . , n},
α ∈ {0, 1}, òàêèõ, ÷òî ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí (i, α)-íàáîð, ÿâëÿþùèéñÿ β-íàáîðîì
ôóíêöèè f(x̃n), â M íàéä¼òñÿ (i, α)-íàáîð.

Â êà÷åñòâå β-êëþ÷åâîãî ìíîæåñòâà äëÿ ôóíêöèè f(x̃n) âñåãäà ìîæíî âçÿòü ìíîæå-
ñòâî âñåõ å¼ β-íàáîðîâ.
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Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîå β-ïîêðûâàþùåå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ β-êëþ÷åâûì. Îáðàòíîå,
âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî: íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèè f(x1, x2) = x1&x2 ìíîæåñòâî {(1, 1)}
ÿâëÿåòñÿ 1-êëþ÷åâûì, íî íå 1-ïîêðûâàþùèì (áîëåå òîãî, äëÿ ýòîé ôóíêöèè íå ñóùå-
ñòâóåò íè îäíîãî 1-ïîêðûâàþùåãî ìíîæåñòâà).

Ñôîðìóëèðóåì äâà ïîëó÷åííûõ ðàíåå ðåçóëüòàòà.

Òåîðåìà 1 [11, òåîðåìà 1]. Ïóñòü M � 1-êëþ÷åâîå ìíîæåñòâî äëÿ áóëåâîé ôóíê-
öèè f(x̃n), n ⩾ 1. Òîãäà ýòó ôóíêöèþ äëÿ ëþáîãî k ∈ N ìîæíî ðåàëèçîâàòü êîíòàêòíîé
ñõåìîé, k-íåèçáûòî÷íîé îòíîñèòåëüíî îáðûâîâ êîíòàêòîâ, äëÿ êîòîðîé ìíîæåñòâî M
ÿâëÿåòñÿ k-ïðîâåðÿþùèì òåñòîì ðàçìûêàíèÿ.

Òåîðåìà 2 [16, òåîðåìà 1]. Ïóñòü M � 0-êëþ÷åâîå ìíîæåñòâî äëÿ áóëåâîé ôóíê-
öèè f(x̃n), n ⩾ 1. Òîãäà ýòó ôóíêöèþ äëÿ ëþáîãî k ∈ N ìîæíî ðåàëèçîâàòü êîíòàêò-
íîé ñõåìîé, k-íåèçáûòî÷íîé îòíîñèòåëüíî çàìûêàíèé êîíòàêòîâ, äëÿ êîòîðîé ìíîæå-
ñòâî M ÿâëÿåòñÿ k-ïðîâåðÿþùèì òåñòîì çàìûêàíèÿ.

Â ôîðìóëèðîâêàõ òåîðåì 1 è 2 îáùåå ÷èñëî íåèñïðàâíîñòåé â êîíòàêòíûõ ñõåìàõ
ñ÷èòàåòñÿ ðàâíûì ÷èñëó íåèñïðàâíûõ êîíòàêòîâ.

Áóëåâà ôóíêöèÿ f(x̃n) íàçûâàåòñÿ ñàìîäâîéñòâåííîé, åñëè f(x1, . . . , xn) = f(x̃n).

Óòâåðæäåíèå 1. Äëÿ ëþáîé íåñàìîäâîéñòâåííîé áóëåâîé ôóíêöèè f(x̃n), n ⩾ 1,
ñóùåñòâóåò β-ïîêðûâàþùåå ìíîæåñòâî ìîùíîñòè 2 õîòÿ áû äëÿ îäíîãî β ∈ {0, 1}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâóþò òàêèå σ1, . . . , σn ∈ {0, 1}, ÷òî f(σ1, . . . , σn) =
= f(σ1, . . . , σn), òàê êàê ôóíêöèÿ f(x̃

n) íåñàìîäâîéñòâåííàÿ. Òîãäà ìíîæåñòâî

{(σ1, . . . , σn), (σ1, . . . , σn)}

ÿâëÿåòñÿ β-ïîêðûâàþùèì äëÿ ýòîé ôóíêöèè ïðè β = f(σ1, . . . , σn).

Óòâåðæäåíèå 2. Äëÿ ëþáîé ñàìîäâîéñòâåííîé áóëåâîé ôóíêöèè f(x̃n), ñóùå-
ñòâåííî çàâèñÿùåé ïî êðàéíåé ìåðå îò òð¼õ ïåðåìåííûõ, ñóùåñòâóåò β-ïîêðûâàþùåå
ìíîæåñòâî ìîùíîñòè 3 äëÿ êàæäîãî β ∈ {0, 1}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ f íåêîíñòàíòíàÿ, ïîýòîìó ñóùåñòâóþò äâà äâîè÷íûõ
n-ðàçðÿäíûõ íàáîðà, ðàçëè÷àþùèõñÿ òîëüêî â îäíîì ðàçðÿäå, íà êîòîðûõ îíà ïðèíè-
ìàåò ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ. Îáîçíà÷èì ýòè íàáîðû ÷åðåç (σ1, . . . , σn) è (σ1, . . . , σr−1, σr,
σr+1, . . . , σn), ãäå r ∈ {1, . . . , n}; òîãäà f(σ1, . . . , σn) = f(σ1, . . . , σr−1, σr, σr+1, . . . , σn).
Ôóíêöèÿ f(x̃n) ñàìîäâîéñòâåííàÿ, ïîýòîìó f(σ1, . . . , σn) = f(σ1, . . . , σn). Èç ïîñëåäíèõ
äâóõ ñîîòíîøåíèé âûòåêàåò, ÷òî f(σ1, . . . , σn) = f(σ1, . . . , σr−1, σr, σr+1, . . . , σn). Ïîëî-
æèì γ = f(σ1, . . . , σn).

Åñëè äëÿ ëþáûõ π1, . . . , πr−1, πr+1, . . . , πn ∈ {0, 1} âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f(π1, . . . ,
πr−1, σr, πr+1, . . . , πn) = γ, òî f(π1, . . . , πr−1, σr, πr+1, . . . , πn) = γ äëÿ ëþáûõ π1, . . . ,
πr−1, πr+1, . . . , πn ∈ {0, 1} â ñèëó ñàìîäâîéñòâåííîñòè ôóíêöèè f , à òîãäà ëåãêî ïðî-
âåðèòü, ÷òî f(x̃n) = xr⊕σr⊕γ. Ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ f ñóùåñòâåííî çàâèñèò òîëüêî
îò ïåðåìåííîé xr, îäíàêî ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ óòâåðæäåíèÿ 2. Ïîýòîìó ñóùå-
ñòâóþò òàêèå π1, . . . , πr−1, πr+1, . . . , πn ∈ {0, 1}, ÷òî f(π1, . . . , πr−1, σr, πr+1, . . . , πn) = γ.
Â òàêîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî

M = {(σ1, . . . , σn), (σ1, . . . , σr−1, σr, σr+1, . . . , σn), (π1, . . . , πr−1, σr, πr+1, . . . , πn)}

ÿâëÿåòñÿ γ-ïîêðûâàþùèì äëÿ ôóíêöèè f(x̃n). Äåéñòâèòåëüíî, íà êàæäîì íàáîðå èç
ýòîãî ìíîæåñòâà, êàê ïîêàçàíî âûøå, ôóíêöèÿ f ïðèíèìàåò çíà÷åíèå γ; äëÿ ëþáûõ
i ∈ {1, . . . , n}\{r}, α ∈ {0, 1} îäèí èç íàáîðîâ (σ1, . . . , σn), (σ1, . . . , σr−1, σr, σr+1, . . . , σn)
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ÿâëÿåòñÿ (i, α)-íàáîðîì, à äëÿ i = r è ëþáîãî α ∈ {0, 1} îäèí èç íàáîðîâ
(σ1, . . . , σn), (π1, . . . , πr−1, σr, πr+1, . . . , πn) ÿâëÿåòñÿ (i, α)-íàáîðîì. Ìíîæåñòâî

{(σ1, . . . , σn), (σ1, . . . , σr−1, σr, σr+1, . . . , σn), (π1, . . . , πr−1, σr, πr+1, . . . , πn)},

ñîñòîÿùåå èç íàáîðîâ, ïðîòèâîïîëîæíûõ íàáîðàì èçM , ÿâëÿåòñÿ γ-ïîêðûâàþùèì äëÿ
ôóíêöèè f(x̃n). Äåéñòâèòåëüíî, íà êàæäîì íàáîðå èç ýòîãî ìíîæåñòâà ôóíêöèÿ f â ñè-
ëó ñàìîäâîéñòâåííîñòè ïðèíèìàåò çíà÷åíèå γ; äëÿ ëþáûõ i ∈ {1, . . . , n}\{r}, α ∈ {0, 1}
îäèí èç íàáîðîâ (σ1, . . . , σn), (σ1, . . . , σr−1, σr, σr+1, . . . , σn) ÿâëÿåòñÿ (i, α)-íàáîðîì, à
äëÿ i = r è ëþáîãî α ∈ {0, 1} îäèí èç íàáîðîâ (σ1, . . . , σn), (π1, . . . , πr−1, σr, πr+1, . . . , πn)
ÿâëÿåòñÿ (i, α)-íàáîðîì.

2. Ôîðìóëèðîâêè è äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ
Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå

αβ =

{
α, åñëè β = 1,

α, åñëè β = 0,

ãäå α ∈ {0, 1}.
Äàëåå äëÿ êðàòêîñòè âñþäó âìåñòî ¾çàìûêàþùèé (ðàçìûêàþùèé) êîíòàêò, îòâå-

÷àþùèé ïåðåìåííîé xi¿, i = 1, . . . , n, áóäåì ãîâîðèòü ¾êîíòàêò xi¿ (ñîîòâåòñòâåííî
¾êîíòàêò xi¿).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü M � β-ïîêðûâàþùåå ìíîæåñòâî äëÿ áóëåâîé ôóíêöèè f(x̃n),
ãäå β ∈ {0, 1} è n ⩾ 1. Òîãäà ýòó ôóíêöèþ äëÿ ëþáîãî k ∈ N ìîæíî ðåàëèçîâàòü
k-íåèçáûòî÷íîé (1, 1)-ñõåìîé, äëÿ êîòîðîé ìíîæåñòâî M ÿâëÿåòñÿ k-ïðîâåðÿþùèì òå-
ñòîì îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíûõ ñâÿçíûõ íåèñïðàâíîñòåé êîíòàêòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì íàòóðàëüíîå k. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

1. Ïóñòü β = 1. Èç òåîðåìû 1 è òîãî ôàêòà, ÷òî ëþáîå β-ïîêðûâàþùåå ìíîæåñòâî
ÿâëÿåòñÿ β-êëþ÷åâûì, ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèþ f(x̃n) ìîæíî ðåàëèçîâàòü êîíòàêòíîé ñõå-
ìîé S, k-íåèçáûòî÷íîé îòíîñèòåëüíî îáðûâîâ êîíòàêòîâ, äëÿ êîòîðîé ìíîæåñòâî M
ÿâëÿåòñÿ k-ïðîâåðÿþùèì òåñòîì ðàçìûêàíèÿ. Ïîñòðîèì êîíòàêòíûå ñõåìû A1, . . . , An

ïî àíàëîãèè ñ òåì, êàê ýòî ñäåëàíî â [17, ñ. 44]. Ïóñòü i�ïðîèçâîëüíûé èíäåêñ èç ìíî-
æåñòâà {1, . . . , n}. Ñõåìà Ai ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðàëëåëüíîå ñîåäèíåíèå äâóõ íåñàìî-
ïåðåñåêàþùèõñÿ öåïåé C1

i è C
0
i èç êîíòàêòîâ. Öåïü C

1
i ñîäåðæèò òîëüêî êîíòàêòû xi,

à öåïü C0
i � òîëüêî êîíòàêòû xi. Äëÿ êàæäîãî êîíòàêòà xi, ñîäåðæàùåãîñÿ â ñõåìå S,

â öåïè C0
i ñîäåðæèòñÿ ñâîé êîíòàêò xi, êîòîðûé îáðàçóåò ñ íèì êîíòàêòíóþ ãðóïïó; áó-

äåì ñ÷èòàòü ýòó ãðóïïó îñíîâíîé. Äëÿ êàæäîãî êîíòàêòà xi, ñîäåðæàùåãîñÿ â ñõåìå S,
â öåïè C1

i ñîäåðæèòñÿ ñâîé êîíòàêò xi, êîòîðûé îáðàçóåò ñ íèì êîíòàêòíóþ ãðóïïó; å¼
òàêæå áóäåì ñ÷èòàòü îñíîâíîé. Åñëè õîòÿ áû â îäíîé èç öåïåé C1

i , C
0
i ê íàñòîÿùåìó

ìîìåíòó ñîäåðæèòñÿ íå áîëåå k êîíòàêòîâ, äîáàâèì ê êàæäîé èç íèõ îäèíàêîâîå ÷èñëî
êîíòàêòîâ, ÷òîáû êàê â öåïè C1

i , òàê è â öåïè C
0
i ñîäåðæàëîñü íå ìåíåå k+1 êîíòàêòîâ;

ïðè ýòîì ê öåïè C1
i áóäåì äîáàâëÿòü òîëüêî êîíòàêòû xi, à ê öåïè C0

i � òîëüêî êîí-
òàêòû xi, è âñå äîáàâëÿåìûå êîíòàêòû ðàçîáü¼ì íà ãðóïïû èç äâóõ ñâÿçàííûõ ìåæäó
ñîáîé êîíòàêòîâ xi è xi, êîòîðûå áóäåì ñ÷èòàòü äîïîëíèòåëüíûìè ãðóïïàìè. Â èòîãå
êàæäûé êîíòàêò öåïè C1

i èìååò òèï xi è îáðàçóåò êîíòàêòíóþ ãðóïïó ñ êàêèì-òî êîí-
òàêòîì xi, ñîäåðæàùèìñÿ ëèáî â ñõåìå S, ëèáî â öåïè C

0
i , à êàæäûé êîíòàêò öåïè C

0
i

èìååò òèï xi è îáðàçóåò êîíòàêòíóþ ãðóïïó ñ êàêèì-òî êîíòàêòîì xi, ñîäåðæàùèìñÿ
ëèáî â ñõåìå S, ëèáî â öåïè C1

i .
Ñîåäèíèì âñå êîíòàêòíûå ñõåìû S,A1, . . . , An ïîñëåäîâàòåëüíî; îáîçíà÷èì ïîëó-

÷åííóþ êîíòàêòíóþ ñõåìó ÷åðåç S∗ (ðèñ. 1). Â íåé âñå êîíòàêòû ðàçäåëåíû íà ãðóïïû
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ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé êîíòàêòîâ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç îäíîãî çàìûêàþ-
ùåãî è îäíîãî ðàçìûêàþùåãî êîíòàêòà ïåðåìåííîé xi äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ {1, . . . , n}.
Òàêèì îáðàçîì, ñõåìà S∗ ÿâëÿåòñÿ (1, 1)-ñõåìîé. Ïðè îòñóòñòâèè íåèñïðàâíîñòåé â ýòîé
ñõåìå ïîäñõåìà Ai, î÷åâèäíî, ðåàëèçóåò ôóíêöèþ xi ∨ xi ≡ 1 äëÿ i = 1, . . . , n, ïîýòîìó
ñõåìà S∗ ðåàëèçóåò ôóíêöèþ f(x̃n)& 1& . . .&1︸ ︷︷ ︸

n

= f(x̃n). Äîêàæåì, ÷òî äàííàÿ ñõåìà

k-íåèçáûòî÷íà è äîïóñêàåò k-ïðîâåðÿþùèé òåñò M îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíûõ ñâÿç-
íûõ íåèñïðàâíîñòåé êîíòàêòîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ñõåìå S∗ îêàçàëèñü íåèñïðàâíû-
ìè íå ìåíåå îäíîé è íå áîëåå k êîíòàêòíûõ ãðóïï. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (1, 1)-ñõåìû,
â êàæäîé íåèñïðàâíîé êîíòàêòíîé ãðóïïå îäèí êîíòàêò îáîðâàí è îäèí çàìêíóò. Ðàñ-
ñìîòðèì äâà ïîäñëó÷àÿ.

A1S

x1x1

x1
-

x1
-

C1
1

C1
0

An

xnxn

xn
-

xn
-

Cn
1

Cn
0

. . .

Ðèñ. 1. Ñõåìà S∗ â ñëó÷àå 1

1.1. Ñóùåñòâóåò òàêîå i ∈ {1, . . . , n}, ÷òî â ïîäñõåìå Ai õîòÿ áû îäèí êîíòàêò îáî-
ðâàí. Ïóñòü ýòî êîíòàêò xαi , ãäå α ∈ {0, 1}. Òîãäà ôóíêöèÿ ïðîâîäèìîñòè öåïè Cα

i ,
ñîñòîÿùåé èç êîíòàêòîâ xαi , ðàâíà òîæäåñòâåííîìó íóëþ. Â öåïè Cα

i , ñîñòîÿùåé èç
êîíòàêòîâ xαi , ïî ïîñòðîåíèþ ñîäåðæèòñÿ íå ìåíåå k+1 êîíòàêòîâ. Åñëè õîòÿ áû îäèí
èç íèõ îáîðâàí, òî ôóíêöèÿ ïðîâîäèìîñòè öåïè Cα

i òàêæå ðàâíà òîæäåñòâåííîìó íó-
ëþ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå çàìêíóòî â óêàçàííîé öåïè ìîæåò áûòü íå áîëåå k êîíòàêòîâ,
ïîñêîëüêó âñåãî â ñõåìå S∗ íåèñïðàâíî íå áîëåå k êîíòàêòíûõ ãðóïï. Òàêèì îáðàçîì,
õîòÿ áû îäèí êîíòàêò â öåïè Cα

i èñïðàâåí è ôóíêöèÿ å¼ ïðîâîäèìîñòè ðàâíà xαi . Ñëå-
äîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ ïðîâîäèìîñòè ïîäñõåìû Ai ðàâíà ëèáî 0∨0 = 0, ëèáî 0∨xαi = xαi .
Ìíîæåñòâî M ÿâëÿåòñÿ 1-ïîêðûâàþùèì äëÿ ôóíêöèè f(x̃n), ïîýòîìó â í¼ì íàéä¼òñÿ
òàêîé (i, α)-íàáîð σ̃, ÷òî f(σ̃) = 1. Íà ýòîì íàáîðå ïîäñõåìà Ai íå ïðîâîäèò è ñõå-
ìà S∗ âûäàñò çíà÷åíèå 0, îòëè÷íîå îò f(σ̃); òåì ñàìûì íåèñïðàâíîñòü ñõåìû áóäåò
îáíàðóæåíà.

1.2. Íè â îäíîé èç ïîäñõåì A1, . . . , An íè îäèí êîíòàêò íå îáîðâàí. Òîãäà â ïîäñõå-
ìå S íè îäèí êîíòàêò íå çàìêíóò (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå êîíòàêò, îáðàçóþùèé ãðóïïó
ñ ïðîèçâîëüíûì çàìêíóòûì êîíòàêòîì xαi ïîäñõåìû S, ïî ïîñòðîåíèþ ñîäåðæàëñÿ áû
â öåïè Cα

i ïîäñõåìû Ai è áûë áû îáîðâàí), à âñå äîïîëíèòåëüíûå êîíòàêòíûå ãðóïïû
â ñõåìå S∗ èñïðàâíû. Çíà÷èò, íåèñïðàâíû íå ìåíåå îäíîé è íå áîëåå k îñíîâíûõ êîí-
òàêòíûõ ãðóïï â äàííîé ñõåìå, è ïðè ýòîì òîò êîíòàêò êàæäîé íåèñïðàâíîé ãðóïïû,
êîòîðûé ñîäåðæèòñÿ â ïîäñõåìå S, îáîðâàí. Ìíîæåñòâî M ÿâëÿåòñÿ k-ïðîâåðÿþùèì
òåñòîì ðàçìûêàíèÿ äëÿ k-íåèçáûòî÷íîé ñõåìû S, ïîýòîìó õîòÿ áû íà îäíîì íàáîðå σ̃
èç M ïîäñõåìà S âûäàñò çíà÷åíèå, îòëè÷íîå îò ¾ïðàâèëüíîãî¿, ò. å. îò f(σ̃). Èç îïèñà-
íèÿ ïîäñëó÷àÿ 1.2 âûòåêàåò òàêæå, ÷òî äëÿ ëþáûõ i ∈ {1, . . . , n}, α ∈ {0, 1} ôóíêöèÿ
ïðîâîäèìîñòè öåïè Cα

i ðàâíà ëèáî xαi , ëèáî 1, ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, . . . , n} ôóíê-
öèÿ ïðîâîäèìîñòè ïîäñõåìû Ai ðàâíà ëèáî x

α
i ∨xαi , ëèáî 1∨xαi , ëèáî xαi ∨ 1, ëèáî 1∨ 1,

ò. å. ðàâíà òîæäåñòâåííîé åäèíèöå. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ, ðåàëèçóåìàÿ ñõåìîé S∗,
ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé ïðîâîäèìîñòè ïîäñõåìû S, è íà íàáîðå σ̃ ñõåìà S∗ âûäàñò çíà-
÷åíèå, îòëè÷íîå îò f(σ̃); òåì ñàìûì íåèñïðàâíîñòü ñõåìû áóäåò îáíàðóæåíà.
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Èç ïðèâåä¼ííûõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî ñõåìà S∗ ÿâëÿåòñÿ k-íåèçáûòî÷íîé è äî-
ïóñêàåò k-ïðîâåðÿþùèé òåñò M îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíûõ ñâÿçíûõ íåèñïðàâíîñòåé
êîíòàêòîâ. Ñëó÷àé 1 ðàçîáðàí.

2. Ïóñòü β = 0. Èç òåîðåìû 2 è òîãî ôàêòà, ÷òî ëþáîå β-ïîêðûâàþùåå ìíî-
æåñòâî ÿâëÿåòñÿ β-êëþ÷åâûì, ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèþ f(x̃n) ìîæíî ðåàëèçîâàòü êîí-
òàêòíîé ñõåìîé S, k-íåèçáûòî÷íîé îòíîñèòåëüíî çàìûêàíèé êîíòàêòîâ, äëÿ êîòîðîé
ìíîæåñòâîM ÿâëÿåòñÿ k-ïðîâåðÿþùèì òåñòîì çàìûêàíèÿ. Ïîñòðîèì êîíòàêòíûå ñõå-
ìû B1

1 , . . . , B
1
n, B

0
1 , . . . , B

0
n ïî àíàëîãèè ñ òåì, êàê ýòî ñäåëàíî â [17, ñ. 45] (â [17] îíè

îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç B1, . . . , Bn, B
′
1, . . . , B

′
n ñîîòâåòñòâåííî). Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå

i ∈ {1, . . . , n} è α ∈ {0, 1}. Ñõåìà Bα
i ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïó÷îê èç êîíòàêòîâ xαi , ò. å.

ïàðàëëåëüíîå ñîåäèíåíèå íåêîòîðîãî ÷èñëà êîíòàêòîâ xαi . Äëÿ êàæäîãî êîíòàêòà xαi ,
ñîäåðæàùåãîñÿ â ñõåìå S, â ñõåìå Bα

i ñîäåðæèòñÿ ñâîé êîíòàêò xαi , êîòîðûé îáðàçóåò
ñ íèì êîíòàêòíóþ ãðóïïó; áóäåì ñ÷èòàòü ýòó ãðóïïó îñíîâíîé. Åñëè õîòÿ áû â îä-
íîé èç ñõåì B1

i , B
0
i ê íàñòîÿùåìó ìîìåíòó ñîäåðæèòñÿ íå áîëåå k êîíòàêòîâ, äîáàâèì

ê êàæäîé èç íèõ îäèíàêîâîå ÷èñëî êîíòàêòîâ, ÷òîáû êàê â ñõåìå B1
i , òàê è â ñõå-

ìå B0
i ñîäåðæàëîñü íå ìåíåå k + 1 êîíòàêòîâ è êàæäàÿ èç ñõåì B1

i , B
0
i ïî-ïðåæíåìó

ïðåäñòàâëÿëà ñîáîé ïó÷îê èç êîíòàêòîâ; ïðè ýòîì ê ñõåìå B1
i áóäåì äîáàâëÿòü òîëüêî

êîíòàêòû xi, à ê ñõåìå B
0
i � òîëüêî êîíòàêòû xi, è âñå äîáàâëÿåìûå êîíòàêòû ðàçîáü¼ì

íà ãðóïïû èç äâóõ ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé êîíòàêòîâ xi è xi, êîòîðûå áóäåì ñ÷èòàòü
äîïîëíèòåëüíûìè ãðóïïàìè. Â èòîãå êàæäûé êîíòàêò ñõåìû B1

i èìååò òèï xi è îáðà-
çóåò êîíòàêòíóþ ãðóïïó ñ êàêèì-òî êîíòàêòîì xi, ñîäåðæàùèìñÿ â îäíîé èç ñõåì S,B

0
i ,

à êàæäûé êîíòàêò ñõåìû B0
i èìååò òèï xi è îáðàçóåò êîíòàêòíóþ ãðóïïó ñ êàêèì-òî

êîíòàêòîì xi, ñîäåðæàùèìñÿ â îäíîé èç ñõåì S,B1
i . Ñîåäèíèì êîíòàêòíûå ñõåìû B1

i

è B0
i ïîñëåäîâàòåëüíî è îáîçíà÷èì ïîëó÷åííóþ ñõåìó ÷åðåç Bi.
Òåïåðü âñå êîíòàêòíûå ñõåìû S,B1, . . . , Bn ñîåäèíèì ïàðàëëåëüíî è îáîçíà÷èì èòî-

ãîâóþ êîíòàêòíóþ ñõåìó ÷åðåç S∗ (ðèñ. 2). Â íåé âñå êîíòàêòû ðàçäåëåíû íà ãðóïïû
ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé êîíòàêòîâ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç îäíîãî çàìûêàþ-
ùåãî è îäíîãî ðàçìûêàþùåãî êîíòàêòà ïåðåìåííîé xi äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ {1, . . . , n}.
Òàêèì îáðàçîì, ñõåìà S∗ ÿâëÿåòñÿ (1, 1)-ñõåìîé. Ïðè îòñóòñòâèè íåèñïðàâíîñòåé â ýòîé
ñõåìå ïîäñõåìà Bi, î÷åâèäíî, ðåàëèçóåò ôóíêöèþ xi&xi ≡ 0 äëÿ i = 1, . . . , n, ïîýòîìó
ñõåìà S∗ ðåàëèçóåò ôóíêöèþ f(x̃n) ∨ 0 ∨ . . . ∨ 0︸ ︷︷ ︸

n

= f(x̃n). Äîêàæåì, ÷òî äàííàÿ ñõåìà

k-íåèçáûòî÷íà è äîïóñêàåò k-ïðîâåðÿþùèé òåñò M îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíûõ ñâÿç-
íûõ íåèñïðàâíîñòåé êîíòàêòîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ñõåìå S∗ îêàçàëèñü íåèñïðàâíûìè
íå ìåíåå îäíîé è íå áîëåå k êîíòàêòíûõ ãðóïï. Îòìåòèì, ÷òî â êàæäîé íåèñïðàâíîé
êîíòàêòíîé ãðóïïå îäèí êîíòàêò îáîðâàí è îäèí çàìêíóò. Ðàññìîòðèì äâà ïîäñëó÷àÿ.

x1

B1
1

. .
 .

x1
-

B1
0

. .
 .

S

Bn
1

. .
 .

. .
 . Bn

0. .
 .

B1

Bn

x1 x1
-

xn xn
-

xn xn
-

Ðèñ. 2. Ñõåìà S∗ â ñëó÷àå 2
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2.1. Ñóùåñòâóåò òàêîå i ∈ {1, . . . , n}, ÷òî â ïîäñõåìå Bi õîòÿ áû îäèí êîíòàêò çà-
ìêíóò. Ïóñòü ýòî êîíòàêò xαi , ãäå α ∈ {0, 1}. Òîãäà ôóíêöèÿ ïðîâîäèìîñòè ïîäñõå-
ìû Bα

i , ñîñòîÿùåé èç êîíòàêòîâ xαi , ðàâíà òîæäåñòâåííîé åäèíèöå. Â ïîäñõåìå Bα
i ,

ñîñòîÿùåé èç êîíòàêòîâ xαi , ïî ïîñòðîåíèþ ñîäåðæèòñÿ íå ìåíåå k+1 êîíòàêòîâ. Åñëè
õîòÿ áû îäèí èç íèõ çàìêíóò, òî ôóíêöèÿ ïðîâîäèìîñòè ïîäñõåìû Bα

i òàêæå ðàâíà
òîæäåñòâåííîé åäèíèöå. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îáîðâàíî â óêàçàííîé ïîäñõåìå ìîæåò
áûòü íå áîëåå k êîíòàêòîâ, ïîñêîëüêó âñåãî â ñõåìå S∗ íåèñïðàâíî íå áîëåå k êîíòàêò-
íûõ ãðóïï. Òàêèì îáðàçîì, õîòÿ áû îäèí êîíòàêò â ïîäñõåìå Bα

i èñïðàâåí è ôóíêöèÿ
å¼ ïðîâîäèìîñòè ðàâíà xαi . Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ ïðîâîäèìîñòè ïîäñõåìû Bi ðàâíà
ëèáî 1 ∨ 1 = 1, ëèáî 1 ∨ xαi = xαi . Ìíîæåñòâî M ÿâëÿåòñÿ 0-ïîêðûâàþùèì äëÿ ôóíê-
öèè f(x̃n), ïîýòîìó â í¼ì íàéä¼òñÿ òàêîé (i, α)-íàáîð σ̃, ÷òî f(σ̃) = 0. Íà ýòîì íàáîðå
ïîäñõåìà Bi ïðîâîäèò è ñõåìà S∗ âûäàñò çíà÷åíèå 1, îòëè÷íîå îò f(σ̃); òåì ñàìûì
íåèñïðàâíîñòü ñõåìû áóäåò îáíàðóæåíà.

2.2. Íè â îäíîé èç ïîäñõåì B1, . . . , Bn íè îäèí êîíòàêò íå çàìêíóò. Òîãäà â ïîäñõå-
ìå S íè îäèí êîíòàêò íå îáîðâàí (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå êîíòàêò, îáðàçóþùèé ãðóïïó
ñ ïðîèçâîëüíûì îáîðâàííûì êîíòàêòîì xαi ïîäñõåìû S, ïî ïîñòðîåíèþ ñîäåðæàëñÿ
áû â ïîäñõåìå Bα

i , à çíà÷èò, â ïîäñõåìå Bi, è áûë áû çàìêíóò), à âñå äîïîëíèòåëüíûå
êîíòàêòíûå ãðóïïû â ñõåìå S∗ èñïðàâíû. Çíà÷èò, íåèñïðàâíû íå ìåíåå îäíîé è íå
áîëåå k îñíîâíûõ êîíòàêòíûõ ãðóïï â äàííîé ñõåìå, è ïðè ýòîì òîò êîíòàêò êàæäîé
íåèñïðàâíîé ãðóïïû, êîòîðûé ñîäåðæèòñÿ â ïîäñõåìå S, çàìêíóò. Ìíîæåñòâî M ÿâ-
ëÿåòñÿ k-ïðîâåðÿþùèì òåñòîì çàìûêàíèÿ äëÿ k-íåèçáûòî÷íîé ñõåìû S, ïîýòîìó õîòÿ
áû íà îäíîì íàáîðå σ̃ èç M ïîäñõåìà S âûäàñò çíà÷åíèå, îòëè÷íîå îò ¾ïðàâèëüíîãî¿,
ò. å. îò f(σ̃). Èç îïèñàíèÿ ïîäñëó÷àÿ 2.2 âûòåêàåò òàêæå, ÷òî äëÿ ëþáûõ i ∈ {1, . . . , n},
α ∈ {0, 1} ôóíêöèÿ ïðîâîäèìîñòè ïîäñõåìû Bα

i ðàâíà ëèáî x
α
i , ëèáî 0, ïîýòîìó äëÿ ëþ-

áîãî i ∈ {1, . . . , n} ôóíêöèÿ ïðîâîäèìîñòè ïîäñõåìû Bi ðàâíà ëèáî x
α
i &x

α
i , ëèáî 0&xαi ,

ëèáî xαi &0, ëèáî 0&0, ò. å. ðàâíà òîæäåñòâåííîìó íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ, ðå-
àëèçóåìàÿ ñõåìîé S∗, ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé ïðîâîäèìîñòè ïîäñõåìû S, è íà íàáîðå σ̃
ñõåìà S∗ âûäàñò çíà÷åíèå, îòëè÷íîå îò f(σ̃); òåì ñàìûì íåèñïðàâíîñòü ñõåìû áóäåò
îáíàðóæåíà.

Èç ïðèâåä¼ííûõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî ñõåìà S∗ ÿâëÿåòñÿ k-íåèçáûòî÷íîé è äî-
ïóñêàåò k-ïðîâåðÿþùèé òåñò M îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíûõ ñâÿçíûõ íåèñïðàâíîñòåé
êîíòàêòîâ. Ñëó÷àé 2 ðàçîáðàí.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü f(x̃n)� áóëåâà ôóíêöèÿ è k ∈ N. Òîãäà
Dk-Ï; 01

1,1 (f) = 0, åñëè f ≡ 0 èëè f ≡ 1,

Dk-Ï; 01
1,1 (f) ∈ {2, 3}, åñëè f � ñàìîäâîéñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, ñóùåñòâåííî çàâèñÿùàÿ

ïî êðàéíåé ìåðå îò òð¼õ ïåðåìåííûõ,

Dk-Ï; 01
1,1 (f) = 2 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè f ≡ 0 èëè f ≡ 1, òî ôóíêöèþ f ìîæíî ðåàëèçîâàòü
(1, 1)-ñõåìîé, íå ñîäåðæàùåé íè îäíîãî êîíòàêòà. Ó òàêîé ñõåìû íåò íè îäíîé ôóíê-
öèè íåèñïðàâíîñòè, ïîýòîìó îíà k-íåèçáûòî÷íà è äîïóñêàåò k-ïðîâåðÿþùèé òåñò ∅
äëèíû 0 (îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíûõ ñâÿçíûõ íåèñïðàâíîñòåé êîíòàêòîâ), îòêóäà ñëå-
äóåò, ÷òî Dk-Ï; 01

1,1 (f) = 0. Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f îòëè÷íà îò êîíñòàíò.

Äîêàæåì íåðàâåíñòâî Dk-Ï; 01
1,1 (f) ⩾ 2.

Ïóñòü S �ïðîèçâîëüíàÿ k-íåèçáûòî÷íàÿ (1, 1)-ñõåìà, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ f(x̃n),
è T �ïðîèçâîëüíûé k-ïðîâåðÿþùèé òåñò äëÿ ñõåìû S. Â ýòîé ñõåìå ñîäåðæèòñÿ
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õîòÿ áû îäíà êîíòàêòíàÿ ãðóïïà, ñîñòîÿùàÿ èç êîíòàêòîâ xi è xi äëÿ íåêîòîðîãî
i ∈ {1, . . . , n}. Åñëè i-ÿ êîìïîíåíòà êàæäîãî íàáîðà èç ìíîæåñòâà T ðàâíà íóëþ (åäè-
íèöå), òî â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ íåèñïðàâíîñòåé â ñõåìå S ïðè ïîäà÷å âìåñòî íàáîðà
ïåðåìåííûõ (x1, . . . , xn) ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà σ̃ èç T âñå êîíòàêòû xi â ýòîé ñõåìå
áóäóò èìåòü íóëåâóþ (ñîîòâåòñòâåííî åäèíè÷íóþ) ïðîâîäèìîñòü, à âñå êîíòàêòû xi �
åäèíè÷íóþ (íóëåâóþ) ïðîâîäèìîñòü, ïîýòîìó îáðûâ (çàìûêàíèå) êîíòàêòà xi è çàìû-
êàíèå (îáðûâ) êîíòàêòà xi èç ðàññìàòðèâàåìîé ãðóïïû íèêàê íå îòðàçÿòñÿ íà çíà÷åíèè,
âûäàâàåìîé ñõåìîé íà íàáîðå σ̃. Îäíàêî ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ñõåìà S ÿâëÿåòñÿ
k-íåèçáûòî÷íîé è äîïóñêàåò k-ïðîâåðÿþùèé òåñò T . Çíà÷èò, â T âõîäÿò õîòÿ áû îäèí
(i, 1)-íàáîð è õîòÿ áû îäèí (i, 0)-íàáîð. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé k-ïðîâåðÿþùèé òåñò äëÿ
ñõåìû S ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå äâà íàáîðà, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî Dk-Ï; 01

1,1 (S) ⩾ 2, à

ñ ó÷¼òîì ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ñõåìû S �÷òî Dk-Ï; 01
1,1 (f) ⩾ 2.

Åñëè f(x̃n)� ñàìîäâîéñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, ñóùåñòâåííî çàâèñÿùàÿ ïî êðàéíåé ìåðå
îò òð¼õ ïåðåìåííûõ, òî â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2 è òåîðåìû 3 ýòó ôóíêöèþ ìîæíî ðåàëè-
çîâàòü k-íåèçáûòî÷íîé (1, 1)-ñõåìîé, äîïóñêàþùåé k-ïðîâåðÿþùèé òåñò äëèíû 3; îòñþ-
äà Dk-Ï; 01

1,1 (f) ⩽ 3 è Dk-Ï; 01
1,1 (f) ∈ {2, 3}. Åñëè f(x̃n)�íåñàìîäâîéñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, òî

â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1 è òåîðåìû 3 äàííóþ ôóíêöèþ ìîæíî ðåàëèçîâàòü k-íåèçáûòî÷-
íîé (1, 1)-ñõåìîé, äîïóñêàþùåé k-ïðîâåðÿþùèé òåñò äëèíû 2; îòñþäà Dk-Ï; 01

1,1 (f) ⩽ 2

è Dk-Ï; 01
1,1 (f) = 2. Ïóñòü, íàêîíåö, f(x̃n)� ñàìîäâîéñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, ñóùåñòâåííî

çàâèñÿùàÿ ìåíåå ÷åì îò òð¼õ ïåðåìåííûõ. Òîãäà ýòî îáÿçàòåëüíî ôóíêöèÿ âèäà xαi
äëÿ íåêîòîðûõ i ∈ {1, . . . , n} è α ∈ {0, 1} (êàê èçâåñòíî, íè îäíà áóëåâà ôóíêöèÿ,
ñóùåñòâåííî çàâèñÿùàÿ ðîâíî îò äâóõ ïåðåìåííûõ, íå ÿâëÿåòñÿ ñàìîäâîéñòâåííîé).
Ðåàëèçóåì å¼ (1, 1)-ñõåìîé, ñîäåðæàùåé ðîâíî òðè âåðøèíû è ðîâíî äâà êîíòàêòà, îá-
ðàçóþùèõ ãðóïïó: êîíòàêò xαi ìåæäó ïîëþñàìè ñõåìû è êîíòàêò xαi ìåæäó îäíèì
èç ïîëþñîâ ñõåìû è å¼ âåðøèíîé, îòëè÷íîé îò ïîëþñîâ. Ïðè îáðûâå êîíòàêòà xαi è
çàìûêàíèè êîíòàêòà xαi ñõåìà ñòàíåò ðåàëèçîâûâàòü òîæäåñòâåííûé íóëü, à ïðè çà-
ìûêàíèè êîíòàêòà xαi è îáðûâå êîíòàêòà xαi � òîæäåñòâåííóþ åäèíèöó. Êîíñòàíòó 0
(êîíñòàíòó 1) ìîæíî îòëè÷èòü îò ôóíêöèè f(x̃n) = xαi íà ëþáîì (i, α)-íàáîðå (ñîîò-
âåòñòâåííî (i, α)-íàáîðå), ïîýòîìó ðàññìàòðèâàåìàÿ ñõåìà k-íåèçáûòî÷íà è äîïóñêàåò
k-ïðîâåðÿþùèé òåñò äëèíû 2. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Dk-Ï; 01

1,1 (f) ⩽ 2 è Dk-Ï; 01
1,1 (f) = 2.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü n ∈ N ∪ {0} è k ∈ N. Òîãäà
Dk-Ï; 01

1,1 (n) = 0, åñëè n = 0,

Dk-Ï; 01
1,1 (n) = 2, åñëè n = 1 èëè n = 2,

Dk-Ï; 01
1,1 (n) ∈ {2, 3}, åñëè n ⩾ 3.

Çàêëþ÷åíèå
Ñðàâíèì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñ ðåçóëüòàòàìè ðàáîò [9, 18]. Â [18], â ÷àñòíîñòè,

äîêàçàíî íåðàâåíñòâî D1-Ï; 01
a,b (n) ⩽ 2⌈n/2⌉+2⌊n/2⌋+n ïðè a+ b = 2. Ñëåäñòâèå 1 ïîêàçû-

âàåò, ÷òî â ñëó÷àå a = b = 1, n ⩾ 3 âåðõíþþ îöåíêó 2⌈n/2⌉ + 2⌊n/2⌋ + n ìîæíî ïîíèçèòü
äî 3 è çàòåì äëÿ ëþáîãî k ∈ N ðàñïðîñòðàíèòü íà âåëè÷èíó Dk-Ï; 01

1,1 (n). Â [9, òåîðå-
ìà 2] óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ⩾ 2 ñóùåñòâóåò áóëåâà ôóíêöèÿ
îò n ïåðåìåííûõ, êîòîðóþ íåëüçÿ ðåàëèçîâàòü êîíòàêòíîé ñõåìîé, íåèçáûòî÷íîé è
äîïóñêàþùåé åäèíè÷íûé ïðîâåðÿþùèé òåñò äëèíû ìåíåå n + 2 îòíîñèòåëüíî ïðîèç-
âîëüíûõ íåèñïðàâíîñòåé êîíòàêòîâ, ò. å. îáðûâîâ è çàìûêàíèé êîíòàêòîâ. Òåîðåìà 4
äåìîíñòðèðóåò, ÷òî åñëè ðàçáèòü âñå êîíòàêòû íà ïàðû ïðîòèâîïîëîæíûõ êîíòàêòîâ
è ñâÿçàòü ìåæäó ñîáîé îáðûâ îäíîãî êîíòàêòà è çàìûêàíèå äðóãîãî êîíòàêòà â ïàðå,
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òî, íàïðîòèâ, ëþáóþ áóëåâó ôóíêöèþ äëÿ ëþáîãî k ∈ N ìîæíî ðåàëèçîâàòü êîíòàêò-
íîé ñõåìîé, k-íåèçáûòî÷íîé è äîïóñêàþùåé k-ïðîâåðÿþùèé òåñò äëèíû íå áîëåå 3
îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíûõ ñâÿçíûõ íåèñïðàâíîñòåé êîíòàêòîâ.
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