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Abstract. The article presents the characteristic properties of direct products of semi-

groups with zero admitting outerplanar Cayley graphs, as well as their generalizations  

in the defining relations of copresentation. 

Theorem 1. A finite semigroup S with zero that is a direct product of nontrivial cyclic 

semigroups with zero admits an outerplanar Cayley graph if and only if one of the fol-

lowing conditions holds: 

1) 
0 0

3 2 1h hS a a a b b b+ =  =  where h is a natural number and h < 4; 

2) 1 2 1 2

0 0 0 1

nr r

i i ii
S a a a a a a+ +

=
 =  =  where r and n are natural numbers and 2r  ; 

or r = 3, n = 1; 
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3) 
0 0

2r m rS a a a b b b
+ +

+ =  =  where r and m are natural numbers and 2m  ; 

4) 
0

1 2

0 0 0 1

nr r

i i ii
S a a a a a a

+
+

=
 =  =  where n = 1; or r = 1, n = 2. 

Theorem 2. A finite semigroup S with zero that is a direct product of nontrivial cyclic 

semigroups with zero admits a generalized outerplanar Cayley graph if and only if one of 

the following conditions holds: 

1) 
0 0

r m r h t hS a a a b b b+ + =  =  where for natural numbers r, m, h, t one of the 

following restrictions is satisfied: 

1.1) r = 2, m = 1, h < 4, t = 1; 

1.2) r = 3, m = 1, h = 3, t = 1; 

2) 1 2 1 2

0 0 0 1

nr r

i i ii
S a a a a a a+ +

=
 =  =  where r and n are natural numbers and 3r  ; 

3.1) 
0

2 1 2 2 1 2S a a a b b b
+

+ + =  = ; 

3.2) 
0 0

2r m rS a a a b b b
+ +

+ =  =  where r and m are natural numbers and 2m  ; 

4) 
0

1 2

0 0 0 1

nr r

i i ii
S a a a a a a

+
+

=
 =  =  where n = 1; or r = 1, n = 2. 
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Введение 

 

Исследуя свойство планарности графов Кэли полугрупп, мы раз за разом воз-

вращаемся к истокам – циклическим полугруппам и различным вариациям на эту 

тему. А так как для изучения полугрупповых многообразий принципиальное зна-

чение имеют прямые произведения полугрупп, подполугруппы и их гомоморф-

ные образы, то не теряет актуальности тематика настоящей статьи. Кроме того, 

прямые произведения циклических полугрупп с нулем находят применение в тео-

рии алгоритмов и теории автоматов. Они используются для моделирования ко-

нечных автоматов, которые представляют собой системы с конечным числом 

состояний. Заключительное состояние в таком автомате, как правило, соответ-

ствует нулевому элементу, в отличие от моноидов, когда начальному состоянию 

автомата зачастую соответствует единица. Конечные автоматы широко приме-

няются в различных областях, таких как информатика, электроника, теория 

управления и обработка текстов естественного языка. Они также играют ключе-

вую роль в разработке компиляторов, проектировании микропроцессоров, анали-

зе и синтезе речи и многом другом. В частности, прямые произведения цикличе-

ских групп с нулем могут использоваться при создании недетерминированных 

конечных автоматов для моделирования параллельных вычислительных систем  

и систем с недетерминированным поведением. 
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1. Основные факты и определения 

 

Необходимые для понимания статьи сведения из теории графов можно по-

черпнуть в [1], развернутую мотивацию изучения обобщенных внешнепланарных 

графов – в [2], а имеющиеся сведения о полугруппах с планарными графами Кэли – 

в обзоре [3]. Напомним лишь, что правым графом Кэли полугруппы S X= , или 

просто графом Кэли полугруппы относительно множества образующих ее элемен-

тов X S , называется ориентированный мультиграф ( ; ) ( , )Cay S X S A= , в кото-

ром задана совокупность дуг [( , ) | , , : ]A u v u S v S x X ux v=     =  и задано 

отображение : A X → , ставящее в соответствие каждой дуге из A метку в X. 

Множество вершин графа ( ; )Cay S X  состоит из элементов полугруппы S. Поме-

ченные дуги графа ( ; )Cay S X  представляют собой элементы совокупности A, 

начинаются в вершине u S , заканчиваются в вершине v S , помечены элемен-

том x X  тогда и только тогда, когда ux v= . Двойственным образом через ра-

венство xu v=  определяются левые графы Кэли полугрупп, в коммутативном 

случае совпадающие с правыми. Более того, для моноидов как полугрупп с еди-

ницей e эти графы являются частным случаем двусторонних графов Кэли 

2 ( ; , ) ( ,[( , ) | , , , : ])SCay S L R S u v u S v S l L r R lu vr=       = ; в самом деле, что-

бы получить односторонний граф Кэли, достаточно взять { }R e=  или { }L e= . 

Заметим, что наличие петель в ориентированном мультиграфе, кратных ребер, 

их направленностей и пометок не влияет на возможность плоской укладки графа, 

то есть такого вложения в плоскость, что вершины графа изображены точками 

плоскости, а ребра – непрерывными плоскими линиями без самопересечений, так 

называемыми жордановыми кривыми, не имеющими общих точек, кроме, воз-

можно, общих вершин. Следовательно, имеет смысл переход к так называемым 

основам графов Кэли ( ; ) ( ,{{ , } | , , : })SCay S X S a b a S b S x X ax b=     =  путем 

удаления петель, направленностей, меток и замены параллельных ребер одним 

ребром, соединяющим те же вершины исходного графа. Тогда корректным будет 

перенос следующих свойств обыкновенных графов на графы Кэли полугрупп. 

Определение 1. Внешнепланарной укладкой графа называется такая укладка 

графа на плоскости, при которой все вершины графа принадлежат единственной 

внешней грани. 

Определение 2. Обобщенной внешнепланарной укладкой графа называется 

такая укладка графа на плоскости, при которой каждое ребро графа принадлежит 

внешней грани хотя бы одним из своих концов. 

Сформулируем критерии внешней планарности и обобщенной внешней пла-

нарности. 

Предложение 1. Полугруппа допускает внешнепланарный граф Кэли если и 

только если относительно некоторого множества образующих основа графа Кэли 

этой полугруппы не содержит подграфов, гомеоморфных графам Чартрэнда–

Харари K4 или K2, 3, то есть полному графу, восстановленному на четырех верши-

нах, или полному двудольному графу, содержащему две вершины в одной и три 

вершины в другой доле графа в обозначениях из [1].  
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Аналогичным образом формулируется критерий обобщенной внешнепланар-

ности. 

Предложение 2. Полугруппа допускает обобщенный внешнепланарный граф 

Кэли если и только если относительно некоторого множества образующих осно-

ва графа Кэли этой полугруппы не содержит подграфов, стягиваемых к графам 

Седлачека из множества графов { | 1 12}iG i =   в обозначениях из [4]. 

Условимся различать операции присоединения нуля и операции внешнего 

присоединения нуля к полугруппе S. В первом случае нуль добавляем, только 

когда он отсутствует в полугруппе S, и соответствующую полугруппу обознача-

ем, как обычно, через S0. Во втором случае нуль присоединяем всегда и получен-

ную полугруппу будем обозначать через S+0. Внешнее присоединение нуля про-

исходит следующим способом: присоединяем к полугруппе S новый элемент 0  

и доопределяем операцию на множестве {0}S  , полагая 0 0 0 0 0x x =  =  =  для 

любого x S . Под циклической полугруппой с нулем понимается любой гомо-

морфный образ свободной однопорожденной полугруппы с нулем. Очевидно, что 

любая циклическая полугруппа с нулем либо изоморфна циклической нильполу-

группе, либо получена из циклической полугруппы внешним присоединением нуля. 

 

2. Основной результат 

 

Основным результатом данной заметки являются следующие две теоремы. 

Теорема 1. Конечная полугруппа S с нулем, являющаяся прямым произведени-

ем неодноэлементных циклических полугрупп с нулем, допускает внешнепланар-

ный граф Кэли тогда и только тогда, когда выполняется одно из следующих 

условий: 

1) 
0 0

3 2 1h hS a a a b b b+ =  = , где h – натуральное число, причем h < 4; 

2) 
1 2 1 2

0 0 0 1

nr r

i i ii
S a a a a a a+ +

=
 =  = , где r и n – натуральные числа, при-

чем 2r  ; или r = 3, n = 1; 

3) 
0 0

2r m rS a a a b b b
+ +

+ =  = , где r и m – натуральные числа, причем 

2m  ; 

4) 
0

1 2

0 0 0 1

nr r

i i ii
S a a a a a a

+
+

=
 =  = , где n = 1; или r = 1, n = 2. 

Теорема 2. Конечная полугруппа S с нулем, являющаяся прямым произведени-

ем неодноэлементных циклических полугрупп с нулем, допускает обобщенный 

внешнепланарный граф Кэли тогда и только тогда, когда выполняется одно из 

следующих условий: 

1) 
0 0

r m r h t hS a a a b b b+ + =  = , где для натуральных чисел r, m, h, t 

выполняется одно из следующих ограничений: 

1.1) r = 2, m = 1, h < 4, t = 1; 

1.2) r = 3, m = 1, h = 3, t = 1; 

2) 
1 2 1 2

0 0 0 1

nr r

i i ii
S a a a a a a+ +

=
 =  = , где r и n – натуральные числа, при-

чем 3r  ; 
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3.1) 
0

2 1 2 2 1 2S a a a b b b
+

+ + =  = ; 

3.2) 
0 0

2r m rS a a a b b b
+ +

+ =  = , где r и m – натуральные числа, при-

чем 2m  ; 

4) 
0

1 2

0 0 0 1

nr r

i i ii
S a a a a a a

+
+

=
 =  = , где n = 1; или r = 1, n = 2. 

Доказательство теорем опирается на следующую лемму, приведенную в [3] 

как Теорема 23. 

Лемма. Конечная полугруппа S с нулем, являющаяся прямым произведением 

неодноэлементных циклических полугрупп с нулем, допускает планарный граф 

Кэли тогда и только тогда, когда выполняется одно из следующих условий: 

1) 
0 0

r m r h t hS a a a b b b+ + =  = , где для натуральных чисел r, m, h, t 

выполняется одно из следующих ограничений: 

1.1) r = 2, m = 1, h < 5, t = 1; 

1.2) r = 3, m = 1, h = 3, t = 1;  

1.3) r = 2, m = 1, h = 1, t = 2; 

2) 
1 2 1 2

0 0 0 1

nr r

i i ii
S a a a a a a+ +

=
 =  = , где r – натуральное число, причем 

3r  . 

3.1) 
0

2 1 2 2 1 2S a a a b b b
+

+ + =  = ; 

3.2) 
0 0

2r m rS a a a b b b
+ +

+ =  = , где r и m – натуральные числа, при-

чем 2m  ; 

4) 
0

1 2

0 0 0 1

nr r

i i ii
S a a a a a a

+
+

=
 =  = , где 2n  ; или r = 1, 3n  . 

Доказательство. Рассмотрим каждый случай в отдельности. Одновременное 

доказательство двух теорем осуществим согласно следующей общей схеме: пе-

ребираем варианты ограничений из Леммы. Если окажется так, что условие тео-

ремы выполнено, то граф Кэли соответствующей полугруппы с нулем допускает 

внешнепланарную укладку или обобщенную внешнепланарную укладку, иначе  

в основе этого графа обнаруживается подграф, гомеоморфный графу K4 или K2, 3 

(тогда граф не является внешнепланарным), или одному из графов Седлачека  

(в этом случае граф не является обобщенным внешнепланарным). 

При выполнении условий пункта 1.1 из Леммы для h < 4 граф Кэли соответ-

ствующей полугруппы допускает внешнепланарную укладку относительно мно-

жества неразложимых образующих 2 3 2{( ; ), ( ; ), ( ; ), ( ; )}a b a b a b a b . А именно, основа 

графа Кэли двухэлементной полугруппы 
0 0

3 2 2 1| |a a a b b b=  =  является внеш-

непланарным паросочетанием; основа графа Кэли четырехэлементной полугруп-

пы 
0 0

3 2 3 2| |a a a b b b=  =  является внешнепланарной звездой; наконец, такая 

укладка основы графа Кэли шестиэлементной полугруппы 
0 0

3 2 4 3| | ,a a a b b b=  =  

что все ее вершины принадлежат внешней грани, приведена на рис. 1. Дальней-

шее увеличение параметра до h = 4 приводит к появлению изображенного  



Соломатин Д.В. Прямые произведения циклических полугрупп с нулем 

45 

на рис. 2 подграфа основы графа Кэли формируемой полугруппы, гомеоморфно-

го графу 10G . Следовательно, граф не является обобщенным внешнепланарным и 

не является внешнепланарным. Заметим, что здесь и в дальнейшем при любой 

системе образующих X полугруппы S в основе графа Кэли ( ; )SCay S X  будет 

возникать найденный подграф, гомеоморфный одному из запрещенных графов,  

и ни при какой другой системе образующих этого нельзя будет избежать, так как 

подграфы строятся относительно минимального множества неразложимых обра-

зующих элементов, присутствующего в качестве подмножества в любом другом 

множестве образующих. 
 

 

Рис. 1. Внешнепланарная укладка основы графа Кэли полугруппы 
0 0

3 2 4 3| |S a a a b b b= =  =  

Fig. 1. Outerplanar embedding of the base of the Cayley graph of semigroup 
0 0

3 2 4 3| |S a a a b b b= =  =  
 

 

Рис. 2. Подграф основы графа Кэли полугруппы 
0 0

3 2 5 4| |S a a a b b b= =  =  

Fig. 2. Subgraph of the base of the Cayley graph of semigroup 
0 0

3 2 5 4| |S a a a b b b= =  =  

 

При выполнении условий пункта 1.2 из Леммы основа графа Кэли соответ-

ствующей полугруппы не является внешнепланарной, так как содержит изобра-

женный на рис. 3 подграф, гомеоморфный графу K2, 3, но будет обобщенной 

внешнепланарной. 

В случае выполнения ограничений пункта 1.3 из Леммы основа графа Кэли 

соответствующей полугруппы содержит изображенный на рис. 4 подграф, го-

меоморфный графу 10G , следовательно, граф не является обобщенным внешне-

планарным и не является внешнепланарным. 
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Рис. 3. Подграф основы графа Кэли полугруппы 
0 0

4 3 4 3| |S a a a b b b= =  =  

Fig. 3. Subgraph of the base of the Cayley graph of semigroup 
0 0

4 3 4 3| |S a a a b b b= =  =  
 

 

Рис. 4. Подграф основы графа Кэли полугруппы 
0 0

3 2 3| |S a a a b b b= =  =  

Fig. 4. Subgraph of the base of the Cayley graph of semigroup 
0 0

3 2 3| |S a a a b b b= =  =  
 

 

Рис. 5. Подграф основы графа Кэли полугруппы 4 3 3 2

0 0 0

1

| |
n

i i i

i

S a a a a a a
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Fig. 5. Subgraph of the base of the Cayley graph of semigroup 
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1
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n
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i
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=

= =  =  with 1n   

 

На рис. 5 изображен гомеоморфный графу K2, 3 подграф основы графа Кэли 

полугруппы формируемой условиями пункта 2 из Леммы при n > 1 для r = 3, сле-

довательно, в этом случае граф Кэли соответствующей полугруппы не является 

внешнепланарным, но при этом допускает обобщенную внешнеплоскую укладку. 

Для меньших значений r < 3 либо n = 1 для r = 3 запрещенных конфигураций не 

обнаруживается; таким образом, в каждом их этих случаев граф внешнепланар-

ный и обобщенный внешнепланарный. 
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Пункт 3.1 из Леммы содержит условия, выполнение которых формирует по-

лугруппу, допускающую обобщенный внешнепланарный граф Кэли, но не допус-

кающую внешнепланарный граф Кэли, так как ее основа содержит изображенный 

на рис. 6 подграф, гомеоморфный графу K2, 3. В случае выполнения условий 

пункта 3.2 из Леммы плоская укладка графа Кэли соответствующей полугруппы 

относительно множества образующих ее элементов {( ;0), ( ; )}a a b  оказывается 

внешнепланарной и, следовательно, обобщенной внешнепланарной. 

 

 

Рис. 6. Подграф основы графа Кэли полугруппы 

 
0

3 2 3 2| |S a a a b b b
+

= =  =  

Fig. 6. Subgraph of the base of the Cayley graph of semigroup 

 
0

3 2 3 2| |S a a a b b b
+

= =  =  

 

Для полугруппы, удовлетворяющей ограничениям условия 4 из Леммы, при 

n = 1 существует внешнепланарная укладка графа Кэли. В то же время такая 

укладка существует при n = 2 и r = 1, но уже при r > 1 в основе графа Кэли отно-

сительно минимального множества образующих обнаруживается изображенный 

на рис. 7 подграф, гомеоморфный графу G11, следовательно, граф Кэли не являет-

ся обобщенным внешнепланарным. Более того, изображенный на рис. 8 подграф, 

гомеоморфный графу G11, обнаруживается и при n = 3, когда r = 1. Следователь-

но, в этом случае граф Кэли рассматриваемой полугруппы также не является 

обобщенным внешнепланарным и тем более внешнепланарным. 

 

 

Рис. 7. Подграф основы графа Кэли полугруппы 
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Fig. 7. Subgraph of the base of the Cayley graph of semigroup 
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Рис. 8. Подграф основы графа Кэли полугруппы 
0 0 0

2 2 2 2

0 0 0 1 1 1 2 2 2 3 3 3| | | |S a a a a a a a a a a a a
+ + +

= =  =  =  =  

Fig. 8. Subgraph of the base of the Cayley graph of semigroup 
0 0 0

2 2 2 2

0 0 0 1 1 1 2 2 2 3 3 3| | | |S a a a a a a a a a a a a
+ + +

= =  =  =  =  

 

Что и требовалось доказать. 

Заметим, что условия представленных двух теорем различаются только пунк-

тами 1.2, 2 и 3.1. Таким образом, из доказательства этих теорем непосредственно 

вытекает следующее следствие. 

Следствие 1. Конечная полугруппа S, являющаяся произведением неодноэле-

ментных циклических полугрупп с нулем, допускает обобщенный внешнепланар-

ный граф Кэли, но не допускает внешнепланарный граф Кэли тогда и только 

тогда, когда выполняется одно из следующих условий: 

1) 
0 0

4 3 4 3S a a a b b b =  = ; 

2) 
4 3 3 2

0 0 0 1

n

i i ii
S a a a a a a

=
 =  = , где n > 1; 

3) 
0

3 2 3 2S a a a b b b
+

 =  = . 

 

Заключение 

 

В заключение отметим, что полученный результат открывает перспективы ис-

следования рангов внешнепланарности и рангов обобщенной внешнепланарности 

многообразий полугрупп с нулем. В работе рассмотрены прямые произведения 

неодноэлементных циклических полугрупп с нулем. С помощью понятия основы 

графа проведено исследование возможности внешнепланарной и обобщенной внеш-

непланарной укладки графа Кэли полугрупп с нулем. Получены копредставления 

всех конечных полугрупп с нулем, допускающих обобщенный внешнепланарный 

граф Кэли, являющихся произведением неодноэлементных циклических полу-

групп с нулем. Подробно рассмотрен случай, когда графы Кэли таких полугрупп 

оказываются обобщенными внешнепланарными, но не внешнепланарными. 
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