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Аннотация. Построено новое замкнутое решение задачи термоупругости для длин-

ного анизотропного цилиндра при нестационарном изменении температуры на его 

внутренней поверхности. Математическая формулировка задачи включила в себя 

уравнения равновесия и нестационарное уравнение теплопроводности. При решении 

использовано обобщенное биортогональное преобразование, позволяющее исследо-

вать несамосопряженную систему уравнений. Полученные расчетные соотношения 

дали возможность определить температурное поле, а также напряженно-дефор-

мированное состояние цилиндра. 
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Abstract. Inhomogeneous non-stationary heating of constructions of various purposes 

induces thermal strains and stresses that should be considered in the comprehensive  

analysis of elastic systems. The mathematical formulation of the considered linear three-

dimensional thermoelasticity problems includes coupled non-self-adjoint differential 
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equations of motion and thermal conductivity. Due to their integration difficulty, axisym-

metric problems are usually analyzed instead. 

The purpose of this work is to develop a solution algorithm for the coupled non-

axisymmetric non-stationary problem of the thermoelasticity of a long cylinder. On the 

internal surface of the hollow anisotropic cylinder, the temperature variation function is 

known; on the external surface, the convective heat transfer and environmental tempera-

ture are given. The rate of the temperature load does not affect the inertial characteristics 

of the cylinder. Therefore, the equilibrium and heat equations can be added to the initial 

system of linear equations. 

The finite Fourier sine and cosine transforms and general biorthogonal transforms are 

used to study a non-self-adjoint system of differential equations and to develop a closed 

solution. The obtained solution allows one to determine the temperature field and the 

stress-strain state of a cylinder with its internal surface affected by non-stationary non-

axisymmetric loading in terms of the temperature variation function. 

Keywords: non-axisymmetric problem of thermoelasticity, long anisotropic cylinder,  

finite biorthogonal transforms 
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Введение 

 

Неравномерный нестационарный нагрев строительных конструкций приводит 

к возникновению тепловых деформаций, которые необходимо учитывать при опре-

делении прочностных характеристик упругих систем [1, 2]. При этом математиче-

ская формулировка задач термоупругости сводится к системе связанных несамо-

сопряженных дифференциальных уравнений движения и теплопроводности [3–6]. 

В целях упрощения их интегрирования обычно исследуются осесимметричные 

задачи [7–15]. Здесь в первую очередь следует отметить статьи [14–15], в которых 

был разработан новый подход к решению подобных задач. В неосесимметричном 

случае замкнутые решения представлены в немногих работах. В статьях [16–17]  

в несвязанной постановке при действии статической температурной «нагрузки» по-

строены замкнутые решения для длинного цилиндра и цилиндра конечных раз-

меров. Исследование [18] посвящено анализу работы радиально-неоднородного 

цилиндра. 

Цель данной работы – построение замкнутого решения связанной нестацио-

нарной неосесимметричной задачи термоупругости для длинного анизотропного 

цилиндра с учетом граничных условий 1-го и 3-го родов. Скорость изменения 

температурной «нагрузки» не влияет на его инерционные характеристики, что поз-

воляет включить в исходную систему уравнения равновесия и теплопроводности. 

 

Постановка задачи 

 

Полый длинный анизотропный цилиндр (рис. 1) занимает в цилиндрической 

системе координат область Ʃ = {(r*, φ, z) | r* ∊ [a; b], φ ∊ [0; 2π), z ∊ R}. На его 

внутренней поверхности известна функция изменения температуры ω1
*(φ, t*), а на 
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внешней заданы закон конвекционного теплообмена и температура окружающей 

среды ϑ*. 

 

 
 

Рис. 1. Схема задачи 

Fig. 1. Schematic model of the problem 
 

Математическая формулировка задачи включает неосесимметричные диффе-

ренциальные уравнения равновесия, теплопроводности, а также граничные и 

начальные условия [19]: 
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где    * *

*, , , , , , /U V r R U V r a b= ; (5) 

   *33
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В выражениях (5) U*(r*, φ, t*), V*(r*, φ, t*), Θ*(r*, φ, t*) – радиальные и окруж-

ные перемещения, а также температура тела в размерной форме; γ11, γ33 – темпе-

ратурные напряжения; cms – модули упругости; T0(r*) – начальная температура 

тела; αt – коэффициент линейного температурного расширения материала; Λ, k, α – 

коэффициенты теплопроводности, объемной теплоемкости и теплоотдачи. 

Соотношения (3) являются условиями периодичности для круговой области. 

В начальный момент времени (4) цилиндр находится в недеформированном со-

стоянии, а его температурное поле определяется температурой первоначального 

состояния T0(r*). 
 

Построение общего решения 
 

Решение нестационарной задачи термоупругости начинается с неполного раз-

деления переменных с помощью конечного косинус- и синус-преобразования 

Фурье [20] при использовании трансформант 

 ( ) ( )  ( ) ( )  ( )
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и формул обращения 
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причем при n = 0: Ωn = (2π)–1; n ≠ 0: Ωn = π–1. 

Применение алгоритма преобразования с учетом условия периодичности ре-

шения (3) позволяет получить в пространстве изображений следующую началь-

но-краевую задачу: 
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Приведение неоднородных граничных условий (9) к однородным реализуется 
при использовании разложения: 

 ( ) ( ) ( )1, , , , , ,H HU r n t H r n t u r n t= + , (11) 
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где f1(r)…f6(r) – дважды дифференцируемые функции. 
Подстановка (11) в (8)–(10) при выполнении условий 
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позволяет получить новую систему относительно функций uH, vH, TH с однород-
ными граничными условиями 
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  ( ) ( ) ( ) 0 0 0 1 2 3, , , ,0 , , ,0 , , ,0H H Hu v T H r n H r n H r n= − . 

Полученная задача (13)–(15) решается методом биортогонального конечного 

интегрального преобразования (КИП) [21–23]. Для этого вводится КИП с не-

известными компонентами собственных вектор-функций K1(λin, r)…K3(λin, r) и 

N1(μin, r)…N3(μin, r): 
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где λin, μin – собственные значения соответствующих однородных задач относи-

тельно Kk(λin, r) и Nk(μin, r) при k = 1…3. 

Согласно алгоритму преобразования формируется счетное множество задач 

для трансформанты G(λin, n, t): 
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Их решение имеет вид: 
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Кроме того, формируются две однородные задачи. Первая – относительно Kk,in: 
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Вторая – относительно Nk,in: 
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n N a N a n

dr rr

 
 − +  +  + = 

 
; 

r = R, 1: 1 1 2

3 3 3 0in in in

in

dN N N
a a n N

dr r r
+ + − = ,   1 2 2 0in in inN dN N

n
r dr r

− + = , (23) 

3 | 0in r RN = = ,   3

6 3

| 1

0in

in

r

dN
a N

dr
=

 
+ = 

 
. 

В системах (20)–(21) и (22)–(23) связанность полей осуществляется за счет ко-

эффициентов a5λin
2 и a5μin

2. С учетом того, что для твердых материалов параметр 

a5 ≪ 1, а собственные значения для первых членов ряда (i = 1…7) достаточно 

малы, связанность полей можно не учитывать и принять a5 = 0. 

Рост номера ряда приводит к увеличению λin, μin и образованию члена ряда, 

которым можно пренебречь вследствие его малости. 

В результате при решении однородных задач (20)–(21) и (22)–(23) получаются 

следующие выражения функций Kk,in и Nk,in (k = 1…3): 

 ( )
4

1

1

, pm

in pn

p

K r D r
=

 =  , ( )
4

2

1

, pm

in pn pn

p

K r D A r
=

 =  , (24) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
4

1

3 4 4 , 5 6

1

, p

p

m

in pn p pn in n m in n n in n n in

p

K r D m a a nA G r D J r D Y r
− −

=

 = − + +   +  +  , 

( ) ( )
4 4

1

1 1

, p pm m

in pn p

p p

N r E r V r r
= =

 = +  , 

( ) ( )
4 4

2

1 1

, p pm m

in pn pn p p

p p

N r E A r V r A r
= =

 = +  , 

( ) ( ) ( )3 5 6,in n n in n n inN r E J r E Y r =  +  , 

где ( )
( )

1 119 4 2

1 3 4 1 3

2 1 2 3

m mn n

in in

n n n

A a b
V r N r n a m N r dr

b b a b

− −
  

= − + − +  
−    

 , 

( )
( )

2 219 4 1

2 3 4 2 3

2 1 2 3

m mn n

in in

n n n

A a b
V r N r n a m N r dr

b b a b

− −
  

= + − +  
−    

 , 

( )
( )

3 315 4 5

3 3 4 3 3

5 4 2 6

m mn n

in in

n n n

A a b
V r N r n a m N r dr

b b a b

− −
  

= − + − +  
−    

 , 

( )
( )

4 415 4 4

4 3 4 4 3

5 4 2 6

m mn n

in in

n n n

A a b
V r N r n a m N r dr

b b a b

− −
  

= + − +  
−    

 ; 

1 9 1 10 3 8 4n n n nb A m A m A m= + − ,   2 9 2 7 3 6 4n n n nb A m A m A m= − + , 

3 1 9 1 3 10 3 4 8 4n n n n n n nb A A m A A m A A m= + − ,   4 5 3 8 2 6 1n n n nb A m A m A m= − − , 

5 5 4 10 2 7 1n n n nb A m A m A m= − − ,   6 3 5 3 2 8 2 1 6 1n n n n n n nb A A m A A m A A m= − − ; 
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( ) ( ) ( )
1

2 2

2 3 1 2 1 2pn p pA a a m n a a n a a n m
−

  = + − + + −   
 при p = 1…4; 

5 2 1n n nA A A= − ,   6 2 3n n nA A A= − ,   7 2 4n n nA A A= − , 

8 3 1n n nA A A= − ,   9 3 4n n nA A A= − ,   10 4 1n n nA A A= − . 

В выражениях (24) Jn, Yn – функции Бесселя I и II родов порядка n; 
, pn mG  – не-

элементарные функции Ломмеля; A1n…A10n и b1n…b6n – постоянные, полученные 

в результате приведения (20) и (22) к разрешающим уравнениям относительно 

функций K1,in и N1,in соответственно; постоянные m1…m4 являются корнями сле-

дующего биквадратного уравнения: 

 ( )
2

2 2

2 1 2 0n na m e m e+ + = , (25) 

( )( ) ( )
22 2 2

2 1 2 2 1 1 2ne a n a a n a n a a= + + − + , 

( ) ( )2 2

1 2 3 3 1 2 12 1ne n a a a a a a= + − − + . 

Подстановка Kk,in и Nk,in (k = 1…3) в граничные условия (21), (23) позволяет 

определить постоянные D1n…D4n, E1n…E4n и сформировать трансцендентные 

уравнения для определения собственных значений λin, μin. 

Итоговые выражения для U(r, φ, t), V(r, φ, t), Θ(r, φ, t) формируются при ис-

пользовании формул обращения (7), (16.2) с учетом (11): 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2

1 1

0 1

, , , , ( , , ) , cosn in in in

n i

U r t H r n t G n t N r K n d
 

−

= =

 
 =  +     

 
  , (26) 

( ) ( ) ( ) ( )
21

2 2

1 1

, , , , ( , , ) , sinin in in

n i

V r t H r n t G n t N r K n d
 

−−

= =

 
 =  +     

 
  , 

( ) ( ) ( ) ( )
2

3 3

0 1

, , , , ( , , ) , cosn in in in

n i

r t H r n t G n t N r K n d
 

−

= =

 
  =  +     

 
  . 

Для определения функций f1(r)…f6(r) при удовлетворении граничных условий (14) 

решаются следующие дифференциальные уравнения: 

 
( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
2

1 2 2 3 1 2 4

2 42 2
0p p p

a a n a a a a ad d
f r n f r f r

dr r dr rr r
+ +

 + + +   
  − + − + −  =   
     

, (27) 

( )
( )

( )
( )

2

1 2 41

2 3 2 2 42
0

p

p p

a n a f ran d d
a a f r a f r a n

r dr r dr rr

+

+

 + 
  + + + −  − = 
    

, 

( ) ( )44 2

2
0

pP
f rdf r

n
dr r

++
 − = . 

 
Анализ результатов 

 

В качестве примера рассматривается длинный анизотропный цилиндр со сле-

дующими физико-механическими характеристиками: b = 2 × 10–2 м; a = 5 × 10–3 м; 

{c11, c13, с33, c44} = {13.9, 7.43, 11.5, 2.56} × 1010 Па; ρ = 7 600 кг/м3; k = 3 × 106 Дж/(м3 × К); 

Λ = 1.6 Вт/(м × K); αt = 0.4 × 10–5 К–1. 
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Изменение температуры на внутренней поверхности цилиндра определяется 

следующей зависимостью: 

 ( ) ( )1 0, 2 2
2 2 2 2

t Y t H H T H H

 

              
  = −  +  + −  +  − −  + −           

          
, (28) 

( ) ( ) ( )max max max

max

sin
2

Y t T t H t t H t t
t

 

   

  
= − + −  

   
, 

где θ ∊ [−π/4; π/4] – участок, на котором изменяется температура Y(t*); H(x) = 1 

при x ≥ 0, H(x) = 0 при x < 0; Tmax, t*
max – максимальное значение действующей 

температуры в соответствующий момент времени в размерной форме (Tmax = 373 К; 

t*
max = 1 с). 

Температура окружающей среды ϑ* равна температуре первоначального  

состояния тела (T0(r*) = T0, ϑ = 0), а коэффициент теплоотдачи материала 

α = 5.6 Вт/(м2 × K). 

На рис. 2–6 показаны графики изменения температуры в размерной форме  

и перемещений по тангенциальной координате в различные моменты времени. 

Для лучшей сходимости рядов радиальная ось располагается в середине участка 

θ температурного «нагружения». 
 

 

 
 
 

Рис. 2. Изменение Θ*(r, φ, 500t*
max) по тангенциальной координате: r = R (1); r = 1 (2) 

Fig. 2. Variation of Θ*(r, φ, 500t*
max) with respect to the tangential coordinate: r = (1) R and 

(2) 1 

 
 

 
 
 

Рис. 3. Изменение U(r, φ, t*) по тангенциальной координате при t* = t*
max: r = R (1); r = 1 (2) 

Fig. 3. Variation of U(r, φ, t*) with respect to the tangential coordinate for t* = t*
max:  

r = (1) R and (2) 1 
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Рис. 4. Изменение U(r, φ, t*) по тангенциальной координате при t* = 500t*
max:  

r = R (1); r = 1 (2) 

Fig. 4. Variation of U(r, φ, t*) with respect to the tangential coordinate for t* = 500t*
max:  

r = (1) R and (2) 1 
 

 

 
 
 

Рис. 5. Изменение V(r, φ, t*) по тангенциальной координате при t* = t*
max: r = R (1); r = 1 (2) 

Fig. 5. Variation of V(r, φ, t*) with respect to the tangential coordinate for t* = t*
max:  

r = (1) R and (2) 1 
 

 

 
 
 

Рис. 6. Изменение V(r, φ, t*) по тангенциальной координате при t* = 500t*
max:  

r = R (1); r = 1 (2) 

Fig. 6. Variation of V(r, φ, t*) with respect to the tangential coordinate for t* = 500t*
max:  

r = (1) R and (2) 1 
 

По результатам расчета можно сделать следующие выводы: 

1. Изменение температуры на внутренней цилиндрической поверхности  

(см. рис. 2, r = R), описываемое функцией ω1
*(φ, t*), приводит к образованию 

установившегося температурного режима во всем теле цилиндра при t* = 500t*
max. 
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2. Наибольшее значение температуры на внешней поверхности наблюдается  

в середине участка «нагружения» (φ = 0). На других участках при r = 1 повыше-

ние температуры имеет меньшие значения. 

3. На первом этапе изменения температурного поля (t* = t*
max) разница в ради-

альных перемещениях цилиндрических поверхностей U(r, φ, t*) при r = R и r = 1 

наиболее существенна. Однако при установившемся режиме (t* = 500t*
max) данная 

характеристика снижается (см. рис. 3, 4). Обратная картина наблюдается при 

определении тангенциальных перемещений V(r, φ, t*) (см. рис. 5, 6). 

4. Наибольшие значения радиальных перемещений U(r, φ, t*) образуются  

в начальный момент времени при неустановившемся температурном режиме 

(t* = t*
max) (см. рис. 3, φ = 0). 

На рис. 7–8 представлены графики изменения окружной компоненты тензора 

нормальных напряжений по радиальной координате в различные моменты вре-

мени в размерной форме. 

 
 

 
 
 

Рис. 7. Изменение σ*
φφ(r, φ, t*) по радиальной координате при t* = t*

max:  

φ = 0 (1), φ = π (2) 

Fig. 7. Variation of σ*
φφ(r, φ, t*) with respect to the radial coordinate for t* = t*

max:  

φ = (1) 0 and (2) π 

 
 

 
 
 

Рис. 8. Изменение σ*
φφ(r, φ, t*) по радиальной координате при t* = 500t*

max:  

φ = 0 (1), φ = π (2) 

Fig. 8. Variation of σ*
φφ(r, φ, t*) with respect to the radial coordinate for t* = 500t*
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По представленным графикам можно отметить следующие характерные осо-

бенности работы цилиндра: 

1. На первом этапе деформирования цилиндра при t* = t*
max напряжения 

σ*
φφ(r, φ, t*) по радиальной координате имеют одинаковый знак. При φ = 0 – 

напряжения растяжения, а при φ = π – напряжения сжатия (см. рис. 7). 

2. При установившемся температурном режиме (t* = 500t*
max) напряжения ме-

няют свой знак при r = 0.49 (см. рис. 8). 

3. Наибольшие напряжения наблюдаются в теле цилиндра при t* = t*max и r = 0.35. 

Для оценки связанности термоупругих полей, а именно влияния скорости из-

менения толщины стенки на температурное поле, краевые задачи (20)–(23) отно-

сительно компонент вектор-функций ядер преобразований Kk,in и Nk,in (при k = 1…3) 

исследовались с учетом коэффициента связанности (a5 = 1.79 × 10–4) и без его учета 

(a5 = 0). Разница между соответствующими собственными значениями λin, μin для 

элемента с различной толщиной стенки составила менее 0.5%. 

При оценке влияния связанности полей на трансформанту «нагрузки» G(λin, n, t) 

выясняется, что данное свойство необходимо учитывать, когда a5 ≥ 10–2. 

 

Заключение 

 

Построено новое замкнутое решение связанной задачи термоупругости для 

длинного полого анизотропного цилиндра при удовлетворении граничных усло-

вий теплопроводности 1-го и 3-го родов. В отличие от несвязанной постановки 

задачи представленный алгоритм расчета имеет преимущества, так как при ис-

следовании уравнения равновесия отпадает необходимость аппроксимации 

функции температуры, а влиянием скорости изменения толщины стенки на тем-

пературное поле цилиндра можно пренебречь. 
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