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Аннотация. Предложен матричный вариант реализации метода коллокации с использова-

нием интегрального подхода для построения решения неоднородного дифференциального 

уравнения четвертого порядка. Метод основан на полиномиальной аппроксимации Чебы-

шева производной четвертого порядка искомой функции. В качестве базисных функций 

использованы многочлены Чебышева первого рода. Проведен анализ сходимости решений, 

полученных методом коллокации с применением интегрального подхода с использовани-

ем в качестве узлов точек экстремумов и нулей многочленов Чебышева первого рода. 
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Abstract. The article describes a matrix method of polynomial Chebyshev approximation using 
an integral approach to construct a solution to a nonhomogeneous fourth-order differential equation 
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with mixed boundary conditions of the first kind. The proposed method is based on the expan-
sion of the fourth-order derivative of the desired function into a series in terms of Chebyshev 
polynomials of the first kind and the representation of the partial sum of this series as a product 
of matrices whose elements are, respectively, the Chebyshev polynomials and the coefficients in 
this expansion. In this paper, using analytical formulas for calculating integrals of Chebyshev 
polynomials, we obtain a representation of the desired function in terms of the product of the 
matrices defined above. The use of points of extrema and zeros of Chebyshev polynomials of  
the first kind as nodes, as well as the properties of the sums of products of Chebyshev polynomials 
at these points, made it possible to reduce the boundary value problem by the collocation method 
to a system of inhomogeneous linear algebraic equations with a sparse matrix of this system. It is 
shown that the solution constructed in this way satisfies the differential equation at all nodes, 
including the boundary ones, in contrast to the approximate solution obtained by approximating 
the exact solution in the form of a finite sum of the Chebyshev series. The effectiveness of the 
proposed method is demonstrated by considering a boundary value problem with a known ana-
lytical solution. The convergence analysis of the constructed solution is carried out. 
Keywords: collocation method, Chebyshev polynomials of the first kind, inhomogeneous diffe-
rential equations 
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Введение 

 
Хорошо известно, что численное решение обыкновенных дифференциальных 

уравнений четвертого и более высокого порядка, встречающихся в различных 

разделах гидродинамики, в области биотехнологий, геологии, конструирования 

авиационно-космической техники и т.д. [1–5], вызывает ряд трудностей. Это свя-

зано с наличием в уравнениях производных высокого порядка, оказывающих су-

щественное влияние на обусловленность исходной краевой задачи. В связи с этим 
значительное внимание уделяется разработке высокоточных численных методов. 

В представленной работе предлагается реализация метода полиномиальной 

аппроксимации Чебышева в матричной форме с применением интегрального 

подхода для решения неоднородного дифференциального уравнения четвертого 

порядка со смешанными граничными условиями. Производная четвертого порядка 
искомой функции записывается в виде усеченного ряда по многочленам Чебышева 
первого рода в матричной нотации. Для восстановления самой функции исполь-

зуются точные формулы для вычисления интегралов от многочленов Чебышева. 

Далее для нахождения коэффициентов полученного разложения производной 

поставленная задача сводится к решению линейной системы алгебраических 

уравнений. В данной работе происходит развитие спектрального метода колло-

кации, описанного в [6, 7]. В отличие от этих публикаций производная третьего  
и более низкого порядка искомой функции, как и сама функция, записывается  
с использованием произведения матриц, введенного для представления произ-

водной четвертого порядка в виде усеченного ряда по многочленам Чебышева 
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первого рода; проводится анализ сходимости полученных решений при исполь-

зовании как точек экстремумов, так и нулей многочленов Чебышева при выборе 

их в качестве узлов интерполирования. Здесь необходимо заметить, что скорость 

сходимости спектральных методов ограничена только регулярностью интерпо-

лируемой функции в отличие от методов конечных разностей и конечных эле-

ментов [8], а в случае использования полиномов Чебышева в качестве базисных 

функций и выбора точек коллокации в нулях или точках экстремумов этих поли-

номов наблюдается устойчивость к ошибкам округления [9]. 
Рассмотрим обыкновенное дифференциальное уравнение четвертого порядка 

 ( )(4) (1) (2) (3)

1 2, , , , ( )x x x xu f x u u u u f x+ = ,   11 − x , (1) 
с граничными условиями 
 1))1(( i

i gu =− ,   2

)1( ))1(( i

i gu =− ,   2,1=i . (2) 
Предполагаем, что функция 1f  имеет в области определения непрерывные 

ограниченные частные производные по переменным ,x  ,u  (1) ,xu  (2)

xu  и (3) ,xu  
функция 2f  тождественно не равна нулю и имеет непрерывную ограниченную 

производную по ,x  а сама краевая задача (1), (2) имеет на отрезке [ 1; 1]−  един-

ственное решение. 
 

Метод решения краевой задачи 

 
Представляем функцию )4(

xu  в виде частичной суммы ряда полиномов Чебы-

шева первого рода ( ) ( ) cos( arccos ), 0,jT x j x j n= =  [10]: 

 AIT s)()()(

0

)4( xxTaxu

n

j

jjx ==
=

, (3) 

где )(xT  – матрица-строка размером '1 n  ( 5' += nn ): 

0 1 3 4( ) ( ( ), ( ), ( ) , ( ))n nx T x T x T x T x+ +=T , 
знаком   обозначено произведение Адамара двух матриц [11], s

I  – матрица-

строка размером '1 n  с ненулевыми элементами 1,0, =isI  ( ni ,0= ). Здесь и ниже 

нумерация строк и столбцов начинается с нуля. Матрица-столбец A  имеет раз-

мер 1'n , ее элементами являются коэффициенты 
ja  ( 0,j n= ) в разложении (3) 

и 0c , 1c , 2c , 3c : 

0 1 1 0 1 2 3( , , , , , , , , )T

n na a a a c c c c−=A . 
Выберем в качестве узлов интерполяции в (1) точки экстремума многочлена 

)(xTn  [10]: 

 
n

kn
xk

)−(
= cos ,   nk ,0= . (4) 

При таком выборе узлов интерполяции происходит медленный рост констан-

ты Лебега n  на отрезке ]1;1[− , и при фиксированном числе узлов она стремится 

к своему минимальному значению, уменьшая погрешность алгебраического ин-
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терполирования и обеспечивая меньшую чувствительность решения по отноше-

нию к ошибкам округления [12]. В случае, когда n – нечетное число, точное зна-

чение n  можно определить по формуле [13] 

 
=

−
=

n

k

n
n

k

n
1

4

)12(
ctg

1 . (5) 

Вблизи границ области 0 1x = −  и 1nx =  происходит сгущение узловых точек (4), 
расположение которых симметрично относительно нуля. Узлы 0x  и nx  прини-

мают значения –1 и 1 соответственно, что хорошо согласуется с постановкой 

краевой задачи (1) и (2). И последнее, при увеличении числа интерполяционных 

узлов (4) в два раза полученные значения функций в точках экстремума до удво-

ения сохраняются. 
Из равенства )arccoscos()( xjxT j =  при подстановке в него узлов (4) получаем 

 
n

knj
xT kj

)(
cos)(

−
= ,   nkj ,0, = . (6) 

Интегрируя (3) по переменной x, получаем 

 (3)

0

0

( ) ( )
n

x j j

j

u x a T x dx c
=

= +  . (7) 

Для нахождения интегралов от многочленов Чебышева первого рода в (7) 

учитывая, что 1)(0 =xT  и xxT =)(1  [10], имеем с точностью до константы 

 
0 ( )T x dx x= ,   

2

1( )
2

x
T x dx = , (8) 

для четных 2j  согласно [10] получаем 

 1 1( ) ( )
2 ( )

1 1

j j

j

T x T x
T x dx

j j

+ −
= −

+ − , (9) 

для нечетных 3j  

 
( 1)/2

1 1

2

( ) ( ) 2 ( 1)
2 ( )

1 1 1

j
j j

j

T x T x j
T x dx

j j j

+
+ − −

= − −
+ − − . (10) 

Постоянная в (10) получена с использованием представления [12]: 

 
=

−=

]2/[

0

2)(

j

k

kj

kj xxT ,   
!)!2(

)!1(2)1( 12

kkj

kjjkjk

k
−

−−−
=

−−

, (11) 

где ]2/[ j  – целая часть числа 2/j . 
В случае нечетных 3j  из (11) находим эту постоянную: 

 
( 1)/2

( 1)/2 ( 1)/2

2

2 ( 1)

1 1 1

j
j j j

j j j

+
+ −  −

− =
+ − −

. (12) 

Далее, пользуясь (8)−(10), запишем (7) в виде: 
 (3) ( ) ( ( )( ) ( ))xu x x x= +

1
T G I P A , (13) 

где G  – квадратная матрица размером ' 'n n , в которой последний столбец ну-

левой, ненулевые элементы первой строки 
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4

1
1,0 =G ,   

0,2 1 2

2 1
( 1)

(2 1) 1

j

j

j
G

j
+

+
= −

+ −
,   1, [( ' 1) / 2] 1j n= − − , (14) 

ненулевые элементы второй строки 10,1 =G , 2/12,1 −=G , одиночные ненулевые 

элементы предпоследней и последней строк 
' 2, ' 3 1/ (2 ' 4)n nG n− − = − , 

' 1, ' 2n nG − − =

1/ (2 ' 2)n= − , парные ненулевые элементы остальных строк 

 
1

, ( 1)

( 1)

2
i

i

j j
G

j

+

+ −

−
= ,   2, ' 3j n= − ,   1,2i = , (15) 

где I  – квадратная матрица размером '' nn  со сроками sI , ( )x
1

P  – матрица-
строка размером '1 n , в которой один ненулевой элемент 11,0,1 =+nP . 

Например, при 5=n  квадратная матрица G  имеет вид: 
1 3 5 7

0 0 0 0 0 0
4 8 24 48

1
1 0 0 0 0 0 0 0 0

2

1 1
0 0 0 0 0 0 0 0

4 4

1 1
0 0 0 0 0 0 0 0

6 6

1 1
0 0 0 0 0 0 0 0

8 8
.

1 1
0 0 0 0 0 0 0 0

10 10

1 1
0 0 0 0 0 0 0 0

12 12

1 1
0 0 0 0 0 0 0 0

14 14

1
0 0 0 0 0 0 0 0 0

16

1
0 0 0 0 0 0 0 0 0

18

 
− − 

 
 

−
 
 
 −
 
 
 −
 
 
 −
 =
 

− 
 
 

− 
 
 

− 
 
 
 
 
  
 

G

 

Последовательно интегрируя (13) по переменной x, получаем )2(

xu , )1(

xu  и u: 

 ( )( )(2) 2 2

0 1

0

( ) ( ) ( ) ( )
n

x j j

j

u x a T x d x c x c x x
=

= + + = +  2
T G I P A , (16) 

 ( )( )
2

(1) 3 3

0 1 2 3

0

( ) ( ) ( ) ( )
2

n

x j j

j

x
u x a T x d x c c x c x x

=

= + + + = +  T G I P A , (17) 

 

( )( )

3 2
4

0 1 2 3

0

4

4

( ) ( )
6 2

( ) ( ) ,

n

j j

j

x x
u x a T x d x c c c x c

x x

=

= + + + + =

= +

  

T G I P A

 (18) 
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( )x
i

P  – матрица-строка размером '1 n , в которой ненулевые элементы 

1,0, =+iniP ,   
)!(

,0,
ji

x
P

ji

jni
−

=
−

+ ,   1,1 −= ij ,   4,2=i . 

Подставляя (3), (4), (6), (13), (16)−(18) в (1) и используя (2), приходим к си-

стеме линейных 'n -уравнений в матричной форме: 

 FBA = ,   
3

1i=

= i
B B , (19) 

где 
i

B  ( 3,1=i ) – квадратные матрицы размером ' 'n n , первые две из них получе-

ны из уравнения (1) в узлах (4), последние четыре строки 1
B  и 2

B  нулевые, k-я не-
нулевая строка матрицы 1

B  определяется с использованием (3): ( )(4) ( )x k k
u x =

1
B A , 

т.е. ( ) ( )kk
x=

1 s
B T I  ( nk ,0= ), строка 

2
B  с таким же индексом восстанавливает-

ся на основе (16)−(18): ( ) ( )(1) (2) (3)

1 , ( ), ( ), ( ), ( )k k x k x k x k k
f x u x u x u x u x =

2
B A ; матрица 

3
B  

строится из граничных условий (4), ее ненулевые строки – последние четыре: 
( ) ( )( )4( 1) (( 1) )l l

n l+
= − + −

3 4
B T G I P , 

( ) ( )( ) ( )3

32
( 1) ( 1)l l

n l+ +
= − + −

3
B T G I P ,   2,1=l . 

' 1 2 0 2 1 2 11, 21 12, 22,( ( ), ( ), , ( ), , , )T

n nf x f x f x g g g g =F . 
Для приведения матрицы B  в (19) к разреженной матрице можно воспользо-

ваться свойствами конечных сумм многочленов Чебышева в выбранных узлах 

интерполяции (4). Левые и правые части уравнения (19) умножаем на матрицу S  

размером ' 'n n , в которой ( )
'

1

12 T

kk kk
S n B−=  ( nk ,0= ), 1, =++ jnjnS  ( 4,1=j ). Здесь 

верхний индекс T  у 1B  обозначает операцию транспонирования, а штрихом 

обозначено деление строк и столбцов с индексами 0 и n на 2. В частности, в ре-

зультате умножения имеем =
1 1

V SB , =
2

V SJ , где J  и i
V  ( 2,1=i ) – квадратные 

матрицы размером '' nn , для J  k-й ненулевой строкой является )( kxT  ( nk ,0= ). 

У матрицы 1
V  на главной диагонали 1+n  элемент равен 1: 11,k,kV =  ( nk ,0= ),  

а остальные равны нулю, что следует из свойств конечных сумм полиномов Че-

бышева, вычисленных в точках экстремума )(xTn  [10, 14]. У матрицы 2
V  те же 

элементы равны 1 и дополнительно к ним элементы 
2, , 1n i n iV − + =  ( 4,1=i ). Обо-

значая через Q  матрицу размером '' nn , в которой первые k  строк равны соот-

ветственно )( kx4P  ( nk ,0= ), а остальные четыре строки нулевые, в результате 

умножения SQ  имеем матрицу 3
V , в которой отличны от нуля шесть элементов: 

3,2, 1 1/ 24,nV + =  
3,1, 1 1/ 8,nV + =  

3,0, 2 3,2, 2 1/ 4,n nV V+ += =  
3,0, 4 3,1, 3 1.n nV V+ += =  Матрица 3 ,B  

построенная из граничных условий (2), при умножении на S  слева сохраняет 

свой вид: 33 BSB = . Таким образом, уравнение (19) приводим к виду: 
 =VA SF , (20) 

= + +
1 2 3

V V QB B . 
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Решение уравнения (20) находим LU-методом в системе компьютерной алгеб-

ры Maple [15] с числом значащих цифр 22. Число обусловленности матрицы V  
системы (20) определяем согласно [16, 17]: 

1( ) − = V V V , 

где норму матрицы V  находим как 
4

0 4
0

max | V |
n

ij
i n

j

+

  +
=

= V  [16]. 

Функцию )(xu  получаем, используя (18) и найденные значения элементов 

матрицы .A  
Аналогично коэффициенты в (18) могут быть найдены, если в качестве узлов 

в уравнении (1) для переменной x выбрать нули многочлена )(1 xTn+  [10]: 

 
)1(2

)122(
cos*

+

+−
=

n

kn
xk ,   nk ,0= . (21) 

 
Результаты вычислений и их анализ 

 
Рассмотрим уравнение [7] 

 )sin()sin( 24)2()4( yyuu yy −=+ ,   
3

2

3

2
− y , (22) 

с граничными условиями 

 
2

3
)1(

3

2
)1( iiu −=








− ,   
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2
)1()1( 

−=







− i

yu ,   2,1=i . (23) 

Аналитическое решение задачи (22) и (23) имеет вид: )sin()( yyue =  [7]. 
Произведем замену переменных в уравнении (22) и граничных условиях (23): 

 
3

2x
y = ,   ]1;1[−x . (24) 

В результате приходим к уравнению 

 






 
−







 
=








+









3

2
sin

3

2
sin

2

3

2

3 24)2(

2

)4(

4
xx

uu xx ,   11 − x , (25) 

с граничными условиями 

 ( )
2

3
)1()1( iiu −=− ,   ( )

3
)1()1( 

−=− i

xu ,   2,1=i . (26) 

Явный вид приближенного аналитического решения, полученного методом 

коллокации с использованием интегрального подхода, для задачи (22), (23) при  
n = 5 в случае узловых точек (4) записывается следующим образом: 

9 7 5 3( ) 0.06826 0.5892 2.548 5.168 3.142u y y y y y y= − + − + , 
а в случае узловых точек (21): 

9 7 5 3( ) 0.07013 0.5922 2.549 5.168 3.142u y y y y y y= − + − + . 
В таблице представлены результаты вычислений с использованием инте-

грального подхода (IA) на основе (3), (7)–(18) для случая узловых точек, которые 

являются точками экстремума многочлена Чебышева степени n (4) и нулями 

)(1 xTn+  (21), где для расчета среднеквадратичного отклонения полученных значе-
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ний в контрольных точках построенного решения от соответствующих значений 

точного eu , вычисленных в этих же точках, как и в [18, 19], применено 100 равно-

мерно распределенных контрольных точек на ]3/2;3/2(−  ( 100;1=i ). В этом случае 

во внутренних точках отрезка ]3/2;3/2[−iy  отклонение определяем согласно [6]: 

2

1

,

2

1

( ( ) ( ))

( )

e

e

n

e i i

i

e n n

e i

i

u y u y

N

u y

=

=

−

=



, 

где en  – число внутренних точек отрезка ]3/2;3/2[− . Число обусловленности 

матрицы системы (20) при n = 5 составляет 46.0 для узловых точек (4) и (21), при 

n = 11 равно 50.8, при n = 15 равно 52.9.  
Порядок сходимости находим, как и работах [18–20]: 

12,

,

,

+

=
ne

ne

ne
N

N
r . 

Значения отклонения ,e nN  и порядка сходимости ,e nr  

n 
,e nN  

IA, (4) ChP, (4) IA, (21) ChP, (21) [7] 
4 32.0 10−  27.3 10−  47.3 10−  27.3 10−  11.0 10−  
5 53.4 10−  21.4 10−  51.6 10−  21.6 10−  – 
6 52.3 10−  33.9 10−  64.6 10−  37.6 10−  32.3 10−  
7 73.0 10−  42.7 10−  86.1 10−  45.7 10−  – 
8 88.4 10−  41.0 10−  81.9 10−  42.7 10−  51.2 10−  
9 106.7 10−  63.7 10−  102.0 10−  51.0 10−  – 
10 102.6 10−  61.4 10−  117.8 10−  64.8 10−  72.4 10−  
11 121.3 10−  83.2 10−  133.9 10−  71.2 10−  – 
12 137.8 10−  81.3 10−  132.7 10−  85.3 10−  104.9 10−  
13 152.7 10−  102.0 10−  169.3 10−  108.8 10−  – 
n ,e nr  

4 53.0 10  42.0 10  63.7 10  37.3 10  – 
5 72.6 10  54.4 10  74.1 10  51.3 10  – 
6 98.5 10  72.0 10  94.9 10  68.6 10  – 

 
В таблице приведены значения 

,e nN  для численного решения краевой задачи 

(25) и (26), представленного в виде усеченного ряда по многочленам Чебышева 

первого рода. Результаты, полученные в этом случае без использования инте-

грального подхода, в таблице имеют аббревиатуру ChP. Здесь приходим к систе-

ме 1+n  линейных уравнений, полученных при использовании точек экстремума 

многочлена Чебышева степени n (4) и нулей )(1 xTn+  (21) в методе коллокации 

для (25), и осуществляем замену уравнений согласно граничным условиям (26)  
в точках, для которых 0xx =  и nxx = , соответственно на уравнения 
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 ( )
2

3
)1()1( iiu −=− , (27) 

а в точках 1xx =  и 1−= nxx  – на уравнения 

 ( )
3

)1()1( 
−=− i

xu ,   2,1=i . (28) 

Из таблицы видно, что высокая точность полученного решения на основе ин-

тегрального подхода (IA) достигается при сравнительно малых значениях n как 

при использовании точек экстремумов многочленов Чебышева в качестве узлов 

интерполирования, так и нулей этих полиномов; наблюдается быстрая сходи-

мость. Используя (5), получаем, что для всех значений n, указанных в таблице, 

отношение 12/ + nn  не превышает 2 для узлов (4). В частности, при n = 5 значение 
константы Лебега составляет 98854.15 = , а при n = 11 оно равно 900825.211 = . 

Учитывая, что для нечетного n имеет место равенство *

1−= nn  [12], где *

1−n  – 

значение константы Лебега для узлов (21), получаем, что 988854.1*

4 =  и 

900825.2*

10 = . Таким образом, медленный рост константы Лебега уменьшает 

погрешность алгебраического интерполирования. 
 

Заключение 
 
В работе предложен матричный метод полиномиальной аппроксимации Чебы-

шева с использованием интегрального подхода построения решения неоднородно-

го дифференциального уравнения четвертого порядка со смешанными граничны-
ми условиями. Построена матрица, позволяющая получить значения интегралов 

от полиномов Чебышева при умножении на нее слева матрицы, составленной из 

этих полиномов. Краевая задача при использовании точек экстремумов и нулей 

многочленов Чебышева сведена к системе неоднородных линейных уравнений  
с разреженной матрицей этой системы. Показано, что полученное таким образом 

решение при интегральном подходе сходится с повышенным порядком при ис-

пользовании как точек экстремумов, так и нулей многочленов Чебышева в каче-

стве точек коллокации. 
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