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Аннотация. Рассматривается задача нелинейного флаттера переходного процесса 

наследственно-деформируемого крыла летательного аппарата, движущегося со сверх-

звуковой скоростью. Нелинейные колебания крыла описываются системой нелиней-

ных интегро-дифференциальных уравнений, которая решается численно методом, 
предложенным Ф. Бадаловым. Сравнительно оценены перемещения характерных 

точек крыла в условиях флаттера. Найден механический эффект существенной за-

висимости критической скорости флаттера от амплитуды ядра релаксации и коэф-

фициента Пуассона. Определена критическая скорость, с которой начинается 

быстрый рост прогиба во времени. 
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Abstract. In this paper, the problem of nonlinear flutter of a transient process of a he-
reditarily deformable wing of an aircraft moving at supersonic speed is considered. The 
aim of the work is to study the flutter problem for plate elements of aircraft in a gas flow 
under loads caused by atmospheric turbulence. Aerodynamic effects are specified ac-
cording to the linearized piston theory. Nonlinear wing oscillations are described by a 
system of nonlinear integro-differential equations. They are solved numerically by the 
method proposed by F. Badalov, which is based on the Bubnov–Galerkin method, finite 
difference method, and power series. Free vibration is analyzed under conditions of ideal 
elasticity with account for a hereditarily deformable thin wing. The displacements of 
characteristic points of the wing under flutter conditions are comparatively assessed. It is 
established that aerodynamic nonlinearity has little impact on the critical speed, but with 
an increase in the Mach number, this impact increases. The mechanical effect of a signif-
icant dependence of the critical flutter speed on the relaxation kernel amplitude and Pois-
son's ratio is revealed. 
Keywords: flexible plate, piston theory, flutter, aerodynamic impact, Bubnov–Galerkin 
method, relaxation kernel 
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Введение 

 
Летательный аппарат (ЛА) при своем полете подвергается различным внеш-

ним нагрузкам. Эти нагрузки имеют динамический характер и вызываются мно-

гими причинами: случайными воздействиями атмосферной турбулентности; воз-

действиями воздушных волн, вызванных взрывами; динамическими нагрузками, 

возникающими при маневрах самолета; влиянием на хвостовое оперение турбу-

лентного следа, образующегося за крыльями, гондолами или другими частями 

самолета [1–2]. Определение аэродинамических сил, действующих на крыло, 
приведено в работах [3–4]. Кроме того, на самолет действуют переменные силы 

при взлете и посадке, при его движении по Земле [3–4]. Под действием перемен-

ных нагрузок самолет деформируется и совершает вынужденные колебания  
в потоке газа под влиянием атмосферной турбулентности [5–6].  

Проблема прочности и надежности самолета в целом и отдельных его элемен-

тов и проблема усталости материала и отдельных элементов конструкций всегда 

были важными для конструкторов [7–8]. За последнее время в связи с увеличением 
веса и размера машин и скорости полета эти проблемы приобрели особое значе-

ние. При решении данных проблем особенную роль играет учет влияния колеба-

ний и деформаций самолета, возникающих под действием внешних переменных 

нагрузок, на прочность машины [9–10]. Если учесть прочность, экономичность и 

простоту исполнения основных элементов ЛА из композитных материалов [11–

12], а также ярко выраженные реологические и наследственно-деформированные 

свойства при любых температурах этих материалов, то ЛА можно считать не 

только упругим, но и вязкоупругим телом [13–14].  
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Как показано в работах [15–17], диссипативные свойства деформируемых эле-

ментов существенно влияют на снижение (или управление) колебательных про-

цессов механической системы. Поэтому исследование наследственно-деформируе-
мых свойств элементов ЛА (механических систем) на колебательные процессы и 

явление флаттера при сверхзвуковом режиме полета является актуальной задачей.  
Данная работа посвящена изучению панельного флаттера с учетом наслед-

ственно-деформируемых свойств материала крыла в потоке газа под действием 

нагрузок, вызываемых атмосферной турбулентностью. 
 

Постановка задачи и основные соотношения 

 

Задачи нелинейного флаттера наследственно-деформируемого крыла самолета 
переходного процесса в спокойной атмосфере при сверхзвуковом режиме полета 

решаются совместным рассмотрением уравнений теории вязко-упругости и аэро-
гидромеханики 
 ( , , )tt ALW mW q q x y t+ + = , (1) 
где LW – оператор в частных производных, m – погонная масса крыла, ( , , )q x y t  – 

поперечные нагрузки, 
2

2tt

W
W

t


=


. 

Для анизотропных материалов определяющие уравнения имеют вид [11]: 
 

 
  ( )    

 

0

3

,

,

1
, ,

2

ijkl
ij ijkl kl ijkl kl kl

k i

kl kl kl kl k i

i k

E R t d E

U U
U

x x



 =   − −     =  

  
   =  −  = + +      


 (2) 

где kl  – компоненты тензора деформации, 
ij  – компоненты тензора напряже-

ния, ijklE  – мгновенные модули упругости, ijklR  – ядро релаксации, 
,k iU  – компо-

ненты перемещений. 
Если учесть условия симметрии, то для компонентов тензора упругости мож-

но записать 
и  ijkl jikl ijlk lkij ijE E E E const   = = =  = , 

и для диссипативно-неоднородного материала соотношения (2) записываются как 
  C =   (3) 

где  
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здесь ( )1,6iR i =  – оператор Вольтерры: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

0

, , 0 1.i

t
t

i i i iR f t R t f d R t e t
− − = −    −  =  −      (4) 

В случае ортотропного материала 
11 22 11 22

1111 2222 1122

11 22 11 22 11 22

22 11

2211 1212 12 1122 2211

11 22

, , ,
1 1 1

, , .
1

E E E
E E E

E
E E G B B


= = =
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
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− 

 

С учетом соотношений (3)–(4) для крутящего момента Мху и изгибающих мо-

ментов Мх, Му получим выражения 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, , ,
H H H

x x x y y y xy xy xyM M M M M M M M M= + = + = +  

где 
( ) ( )
( ) ( )
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 
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а в случае ортотропного материала 16 26 0D D= = ,   
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66 3
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12 12 11 21 11 22, ,D D D D=  =   

( , )h x y  – толщина, ( ),ijD x y  – жесткость анизотропной пластинки.  
Воспользуемся уравнением движения пластинки 

   ( ) ( ), , , ttL W q x y t m x y W+ = , (5) 
где: 

  ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 22

2 2
2 , , , , , , , ,

, , ,

xy yx

n A

M MM
L W q x y t q x y t q x y t

x yx y

m x y h x y

 
= + + = −

  

= 

 

ρ – плотность, ( ), ,nq x y t  – поперечная нагрузка, ( ), ,Aq x y t  – аэродинамическая 

нагрузка. 
Ставится задача определения решения уравнений (5), удовлетворяющих сле-

дующим граничным условиям: 

 
 

  ( )

0 при  0, ,

0   при  0 1 2 ,

i

j

W x x a

W y , y b;  i, j ,

= = =

= = = =
 (6) 

и начальным условиям: 
 ( )

0 0
( , ), , .tt t

W a x y W x y
= =
= =   (7) 

Решение задачи (5)–(7) из-за физической и геометрической нелинейности 
сложно. При этом основные разрешающие уравнения задачи становятся нелиней-

ными с неразделяющимися переменными. Разложим аэродинамическую силу в ряд: 

 2 2 3 31 1

4 12
A x x x

x x
q xP MW x P M W x P M W  

+ +
= + + +  (8) 

и ограничимся линейными, квадратичными или кубическими членами. В разло-

жении (8) демпфирующее слагаемое аэродинамической силы не учтено, так как 

влияние его в большинстве случаев невелико.  
Для решения задачи (5)–(7) используя метод Бубнова–Галеркина. Дискрети-

зируем по пространственным переменным [4], и решение уравнения (5) будем 

искать в виде: 

 ( ) ( )
, 1

, , ( ) ,
n

ki ik

k i

W x y t U t x y
=

=  , (9) 

где ( ),ik x y  – функции, удовлетворяющие граничным условиям (6), а ( )kiU t  
удовлетворяют следующим интегро-дифференциальным уравнениям:  

 ( ) ( )
1

( ) 1 ( ) ( , , )
P

m

m

m

MU t A R U t q t U M

=

+ − = . (10) 

Интегро-дифференциальные уравнения (10) удовлетворяют начальным условиям 
 

0 1(0) , (0)U U=  =  . (11) 
Здесь 

   11 1 1 11 1 1, , , , , , , , ,
T T

N N NN N N NNU U U U U q q q q q= =  
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В случае ортотропной пластинки ( ) ( )1 2 (3), ,kinj kinj kinja a a  принимают следующий вид:  
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Здесь ( , , )q t U M  – нелинейные вектор-функции, зависящие от обобщенных коор-

динат и числа Маха. 
Исключаем слабо сингулярные особенности интегральных и интегро-диффе-

ренциальных уравнений [4] и будем иметь следующую систему уравнений: 
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 (12)  

где:  
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j j j
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
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Уравнения (12) позволяют исследовать колебания (флаттер) элементов ЛА. 
При использовании линейной наследственной теории эта зависимость записыва-

ется в виде [10]: 

 ( ) ( )2

0

0

1
1 , 1

2

a

xN EF N R W dx E R
a

 
 

= + −  = −  
 

 , (13) 
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где:  

( ) ( ) 2

0

1
( ) , ,

2

t

x x xR f t R t f d u u u zW = −     = + = − , 

R(t) – ядро наследственности, Е – модуль упругости, а – длина крыла, F(х) – пло-

щадь поперечного сечения. 
Если аэродинамическая нагрузка принята в виде [12]: 

A xq KVW= , 
то она называется линейной аэродинамической. Если будут учитываться квадра-

тичные члены Wx и V, то qА называется нелинейной аэродинамической нагрузкой. 
Следует учитывать также аэродинамическую нелинейность при больших числах 

Маха. С этой целью после разложения уравнения (13) по формуле бинома во вто-

ром приближении получим  

 2 2

1A x x t

xP
q VW x V W W

C





 = + +  . (14) 

Вместо выражения (14) можно использовать выражение 
 2 2

1A x x tq K VW x V W W = + +  , (15) 

где для квазиустановившегося течения 
( ) ( )2 22 / 1 1,z M M= − − →  

для квазистатического случая 0z = , в линейном приближении 
1 0x = . 

Рассмотрим задачу флаттера наследственно-деформируемого крыла ЛА, учи-

тывая геометрическую и аэродинамическую нелинейности. Крыло будем тракто-

вать как консольный стержень, корневая часть которого жестко защемлена в фю-

зеляже (рис. 1). Такая одномерная стержневая модель с учетом переменности 

ширины ( )b x  и толщины ( )h x  позволяет точнее учесть реальные формы крыла 

самолета, чем двумерная модель. Более того, такая модель позволяет использо-

вать известные по размаху численные значения изгибной жесткости и массы, 

найденные экспериментально в аэродинамических трубах.  
 

 

Рис. 1. Расчетная схема 

Fig. 1. Computational scheme 

y 
z 

a 

x 

h(x) 
b(x) 
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Построим математическую модель колебаний (и флаттера) крыла с учетом 

отмеченных выше нелинейностей. Если использовать соотношения (13), изгиба-

ющий момент вычисляется следующим образом: 

 ( )
( )

( )

( )( ) ( )
( ) ( )32

2

1 ,
12

h x

x xx

h x

b x h x E
M b x z dz J x R W J x

−

= = − − =  . (16) 

Подставляя (13), (15) и (16) в уравнение равновесия, получим 

( ) ( )
2 2 2

2 2
( ) ,A

W W W
EJ N m x q x t

x x xx t

     
+ − = 

    
, 

где W – изгиб крыла. Теперь переходим к безразмерным координатам: 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

0 0 1

3

0 0 0

2

0

0 0 1 12

10

43
020 0

1 0 2

0 0

4

0 1

, , , ,

, ,

12 1 1
, , ,

2

1
, , , ,

48

, , .

x ax b x b b x h x h h x t t t

J x J b x h x J d x F x F b x h x

N a
m x m b x h x m F x

h

Eb aem hVa K
t a W h W P

J J E K a

Kza K
K aeP K

EJ t C




= = = =

= = =

= =  =  =


+  
= = =  =  

 

=  = =

 

Масштаб времени 0

0 0 0 /T L m B= , 0L a=  – длина, 0B  – характерная жесткость 

на растяжение. Опуская штрихи над переменными, получим 

 
( )

( )

1

2

1 1

0

2 2

2

(1 ) ( ) 1 1

0,

x x

x x t tt

R LM F x W R W dx
x

PW P W W F x W

 
  

− − − − +  
    

+ +  +  + =

  (17) 

где: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

3

2 2
, , .

W
LW d x d x b x h x F x b x h x

x x

  
= = = 
  

 

Граничные условия для решения ИДУ можно записать в виде: 
 0, 0   при  1xx xxxW W x= = = . (18) 

Для корректной математической постановки задачи вместе с граничными 

условиями (18) необходимы и начальные условия, т.е. 
 ( ) ( )10 0

,x tt t
W d x W d x

= =
= = . (19) 

Таким образом, уравнения (17), удовлетворяющие граничным (18) и началь-

ным условиями (19), в совокупности составляют математическую модель задачи 

нелинейного флаттера крыла ЛА.  
Решение поставленных задач в континуальной постановке представляет опре-

деленные трудности, поэтому построим дискретную модель. Для этого перейдем 
к системам с конечным числом степеней свободы, дискретизируя по простран-

ственным переменным.  
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Решение уравнения (17) будем искать в виде:  

 
1

( ) ( , )k k

k

W u t x y


=

=   (20) 

где ( , )k x y  – функции, удовлетворяющие граничным условиям, ( )ku t  – некоторые 
функции от времени, которые следует определить. Тогда, подставляя (20) в (17), 
имеем 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

1

2

2 1

1 1 1

1

1 0,

1, .

N

Ki Ki K Ki K Ki Ki K

K

N N N

Kji K i Kjqi K j q

j j q

a u t b u t R u t Pd a u t

P m u t u t n u t R u t u t

i N



=



= = =

+  + − + − +

+ − − =

=



   (21) 

Интегрирование системы (21) с ядром Ржаницына–Колтунова  
( ) ( ) 1exp , 0, 0, 0 1R t t t−=  −         

осуществлено численным методом, разработанным выше. Численные значения 

искомых функций ( ) ,K i K iu t u=  получены из решения следующей рекуррентной 

системы алгебраических уравнений:          

 
( )

( )( ( )
1

1 1 1 1 1 2 1 2

1 2

1

1 1

1

, , , , 1

1

2

N N

Ki Ki Ki Ki i Ki K Ki K

K K

ii N
t

t Ki K i i l i K i K i i K i i

i K i

t
a B u a t b u a t u

A b u A t t u B e u
a

= =

−
−

− +

=

 
+  = +  + −   

 


−  + −  − + 



 

  
 (22) 

( ) (

))

1 1 1 1 1 1 1

2

2 1 1 2 1 2

2

2 , , 1 , , ,

, , 1 , 1 , 1, ,
2

i

i l i K i j i K i j i q i

t

i K i j i i q i i

A t t P u u u u u

B e u u u i N
−

− + − +

 
+ −  − − 



 
− =



 



 

где: 

( ) ( )

( )

2

1

1 2 2

1 1

, / 2, 1 1 / 2,

1 / 2, 2, , 2, 1, 1,2,

i i

i i i

t i t B t B t i i

B t i i A t A t i i i

  

 

 =  =  =  + − −
 

 =  − − =  =  = − =
 

 

Методика проведения вычислительного эксперимента с помощью алгоритма (22), 
ее валидность приведены в работе [8], т.е. определение критической скорости 
флаттера в случае нелинейной постановки ничем не отличается от методики, 
применяемой в случае линейной постановки задачи. 

В качестве примера рассмотрим задачу флаттера наследственно-деформируемого 
консольного крыла переменного поперечного сечения. 

Граничные условия записываются в виде: 
0 при 0, 0  при  1.xW W x M M x = = = = = =  

В качестве базисных функций принимаются балочные функции 
( ) ( )( ) ( ) ( )

( )1 2 3 4

sin cos cos sin ;

1.875, 4.694, 7.855, 10.996, , 2 1 .
2

K K K K K K K K K

K

x sh ch x x ch sh x x

K

 =  +   −  −  +    − 


 =  =  =  =  = −
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Интегрирование системы ИДУ (21) осуществляется вышеизложенным мето-

дом при начальных условиях 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) 

1

0

0

4

0 1

0 / , , 0 0,

1 /10.

K K K K Ku x x dx u

x x x x

 
=     = 
 

 = − +   


 (23)  

 
Результаты и анализ 

 
Рассматривается консольный стержень переменной ширины и толщины  

(см. рис. 1), учитывая геометрическую и аэродинамическую нелинейности при 

следующих исходных данных:  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )3

1 2

6 3 2

1 1

, , 1 ,

2 10 кг/см , 1.4, , 1.014 кг/см .

d x b x h x b x d x h x x

E K P P 

= = − = −

=  = = =

 

 
 

Численные результаты при х = а были получены с учетом и без учета аэроди-

намической нелинейности: / 0h a   и / 0h a = , с учётом аэродинамического 

демпфирования, а также вязких свойств крыла на основе критерия, приведенного 

в [12]. Результаты перемещений стержня переменной толщины и ширины (см. рис. 1) 
с учетом и без учета аэродинамической нелинейности отличаются до 10%.  

Численные результаты приведены на рис. 2, 3. Кривые, характеризующие пе-

реходный процесс для функции прогиба во времени в точке х = 0.5 при а = 0.1,  
а = 0.2, соответствующей геометрически нелинейной, линейной аэродинамиче-

ской и нелинейной аэродинамической модели идеально-упругого крыла, приве-

дены на рис. 2. Аналогичные результаты для вязкоупругого крыла приведены на 

рис. 3.  
    

 
Рис. 2. Временная шкала идеальной модели упругого крыла  

20.9,( ) 0.44, 0.0, 0.0, 0.0, 0.1
r

t
b

 = =  =  =  =  =  

Fig. 2. Time scale for an ideal elastic wing model at 
20.9,( ) 0.44, 0.0, 0.0, 0.0, 0.1

r
t

b
 = =  =  =  =  =  
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Рис. 3. Временная шкала идеальной модели вязкоупругого крыла 

20.9,( ) 0.44, 0.2, 0.25, 0.05, 0.1
r

t
b

 = =  =  =  =  =  

Fig. 3. Time scale for an ideal viscoelastic wing model at 
20.9,( ) 0.44, 0.2, 0.25, 0.05, 0.1

r
t

b
 = =  =  =  =  =  

На рис. 2, 3 показана свободная вибрация в условиях идеальной упругости без 

каких-либо эффектов структурных условий. Эти графики демонстрируют иде-

альные изгибные и крутильные смещения для 
20.9, ( ) 0.44, 0.0, 0.0, 0.0, 0.1

r
t

b
 = =  =  =  =  = . 

Критическая скорость Ркр, с которой начинается быстрый рост прогиба во времени, 
в упругом случае равна 

кр 5.06P =  (в случае линейной постановки ( )

кр 6.48P  = ),  

а в вязкоупругом случае (см. рис. 2, 3) 
кр 3.2P =  ( ( )

кр 6.48P  = ).   
Результаты критической скорости, полученные с учетом наследственно-дефор-

мируемых свойств материала крыла по предлагаемому методу, отличаются от 

результатов, полученных в работе [17] без учета наследственно-деформируемых 

свойств материала крыла (когда R(t) = 0), до 8%.   
 

Заключение 

  

Таким образом, на основе разработанной методики и алгоритма [8] решены 
задачи переходного процесса нелинейного флаттера наследственно-деформиру-
емых систем при сверхзвуковом режиме полета. Установлено, что при учете 

наследственно-деформируемых свойств материала колебания крыла в зависимо-

сти от времени умеренно затухают до некоторого предельного значения. Выяв-

лено, что при наступлении флаттера (когда достигается критическая скорость 
флаттера) амплитуда перемещений достигает своего максимального значения  
с некоторым опозданием для наследственно-деформируемых механических си-

стем.  
Установлено, что аэродинамическая нелинейность оказывает незначительное 

влияние на критическую скорость (до 5–6%).  
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