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Аннотация. Проведено теоретическое исследование движения плотного слоя гра-

нулированной среды в инерционном режиме в пневматическом циркуляционном 

аппарате. Для описания напряжений в такой среде использовалась модель ненью-

тоновской жидкости. Результаты исследования показали существенное влияние 

граничных условий на динамику движения зернистой среды. На основе получен-

ной гидродинамики проведено моделирование процесса усреднения ключевого и 

основного компонентов смеси. Показаны возможности увеличения интенсивности 

процессов смешения и теплообмена за счет введения в аппарат дополнительных 

кольцевых дисков. Справедливость полученных результатов подтверждается срав-

нением с опытными данными и аналитическими решениями. 
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Abstract. The mathematical modeling of hydrodynamics, heat transfer, and averaging of 
a highly concentrated granular medium in the working area of a vertical pneumatic circu-
lation apparatus is performed. The hydrodynamics of a dense layer of the granular medium 
is described by a non-Newtonian model with partial slip conditions on solid walls. Such  



Шваб А.В., Мусин С.В. Моделирование гидродинамики, теплообмена и процесса усреднения 

165 

a representation of the granular medium dynamics allows one to approve theoretical calcu-
lations with available experimental data for a steady flow in a flat channel. The numerical 
applicability of the partial slip condition for a non-Newtonian fluid is confirmed by the ana-
lytical dependences obtained by the authors for a steady flow in a circular tube and a flat 
channel, which are transformed into the known analytical formulas under no-slip conditions 
for a non-Newtonian medium. On the basis of the proposed model, the heat exchange inten-
sity is analyzed when setting the constant heat flux density or the constant temperature on 
the annular shelves in the apparatus. The intensity of the granular mixture averaging in the 
bunker with the introduction of additional annular shelves is studied, and the efficiency of 
granular mixture mixing during rotation is considered. A method for analyzing the mixing 
of a granular medium in dynamics in each local area of the apparatus is proposed, which is 
based on the determination of the inhomogeneity coefficient. The results of this study can be 
used when developing powder technology devices for drying, mixing, dosing, and transport. 
Keywords: non-Newtonian medium, granules, heat, velocity, mixing, mathematical model 
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Введение 
 

В химической технологии для получения новых материалов широко исполь-

зуются процессы измельчения, усреднения, классификации и смешения [1–3]. 
Существуют механические технологии [4], однако в настоящее время более пер-

спективными являются пневматические способы получения порошков с задан-

ными свойствами [5, 6]. Последняя технология снижает энергозатраты за счет 

использования гравитационных сил и энергии сжатого воздуха. В частности, 
процессы смешения, усреднения, сушки гранулированных сред могут одновре-

менно осуществляться в пневматическом циркуляционном аппарате (ПЦА) [7]. 
ПЦА представляет собой аппарат, состоящий из коаксиальной цилиндрической 
камеры, а также вертикальной трубы и сопла, через которое подается сжатый газ 
(вид ПЦА представлен на рис. 1, a в разделе «Физико-математическая постановка 

задачи»). Газ, движущийся из сопла, за счет аэродинамической силы сопротивле-

ния захватывает частицы и обеспечивает транспортирование сыпучей среды че-

рез вертикальную трубу в рабочую камеру аппарата. Таким образом, обеспечива-

ется циркуляция гранулированной среды в аппарате, которая и осуществляет 
процессы смешивания и сушки. Основной процесс усреднения или сушки зерни-

стой среды происходит в вертикальном коаксиальном канале под действием гра-

витационных сил. Перспективным направлением совершенствования такой тех-

нологии является разработка математических моделей. 
Цель настоящей работы – создание математической модели для описания 

процесса динамики, смешения и теплопереноса гранулированной среды в коак-

сиальном цилиндрическом канале ПЦА. 
 

Физико-математическая постановка задачи 
 

Экспериментальные и теоретические исследования в области динамики плот-

ного слоя гранул [8–13] показывают большое разнообразие физических и мате-
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матических подходов для описания поведения такой среды. Это объясняется 
наличием уникальных свойств порошковых материалов и, как следствие, боль-

ших трудностей в создании общей теории. 
Известно, что вязкое движение плотным слоем может быть описано двумя 

режимами течения. При малых скоростях динамика такой среды может быть 

объяснена «теорией предельного равновесия» [14], в которой не учитываются 

сдвиговые деформации. В другом, «инерционном режиме течения», для описания 

которого используется термин «быстрое движение гранулированных сред» [8], 
имеет место течение, аналогичное движению вязкой жидкости. В этом случае  
в рассматриваемой среде появляются внутренние напряжения, зависящие от тен-

зора скоростей деформаций. Опытные исследования доказывают, что движение 

среды характеризуется неньютоновским характером течения, причем ее поведе-

ние подобно поведению дилатантной жидкости. Поэтому при моделировании 

напряжений трения в рассматриваемой среде используется известная модель 

«степенной жидкости» [8, 15].  
В настоящей работе рассматривается установившееся осесимметричное течение 

в рабочем элементе ПЦА, а также исследуются возможности дополнительной ин-

тенсификации технологических процессов с помощью введенных кольцевых дис-

ков внутри рабочей камеры, схематически показанных на рис. 1, b c, причем анали-

зируется также альтернативный случай вращения дискового элемента (см. рис. 1, b) 
для интенсивного смешения зернистой среды. 
 

                         
a                                                      b                                                      c 

Рис. 1. Схема пневматического циркуляционного аппарата (a) и рабочей камеры (b, c): 
1 – цилиндрический корпус, 2 – транспортная труба, 3 – отбойник,  

4 – эжекционное устройство  
Fig. 1. Design of the (a) pneumatic circulation apparatus and (b), (c) working chamber:  

(1) cylindrical body, (2) conveying pipe, (3) bump stop, and (4) ejection device  
 

На входе в исследуемую область сверху поступает смесь гранул с постоянной 

скоростью U0 и температурой T0 и некоторой массовой концентрацией ключевого 

компонента ε0. При постановке задачи считается, что среда состоит из твердых 

частиц, контактирующих друг с другом, при этом объем отдельной частицы мал 

по сравнению с объемом аппарата. Известно [8], что рассматриваемую среду 
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можно считать вязкой, несжимаемой и движущейся в «инерционном режиме те-

чения», для которого выполняется модель «быстрого движения гранулированных 
сред», причем тензор напряжения в соответствии с вышесказанным определяется 

на основе известного «степенного закона» [15]: 
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где I2 – второй инвариант, который в цилиндрической системе координат в усло-

виях осевой симметрии относительно окружной координаты и в безразмерном 
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Здесь безразмерные значения скоростей и координат получены с помощью мас-

штабов скорости U0 и длины H = (Rk – R0), где U0 – среднее значение вертикаль-

ной составляющей скорости на входе в бункер, а Rk и R0 – внешний и внутренний 

радиусы соответственно исследуемой коаксиальной области аппарата. 
Система безразмерных уравнений неразрывности, количества движения, теп-
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где Re – обобщенное число Рейнольдса, Pe и Ped – тепловое и диффузионное чис-

ла Пекле соответственно: 
2

0 0 0 0; Re ; Pe = ; Pe =
n n

dn

tU H U HU HU

H a D

−
 = =


. 

Здесь также θ – безразмерная температура, которая имеет вид: θ = (T – T0)/(T1 – T0) 
в случае задания температуры T1 на кольцевых дисках и θ = λ(T – T0)/(qH) при 

задании плотности теплового потока q там же, причем λ, D и a – эффективные 
коэффициенты теплопроводности, диффузии и температуропроводности соответ-

ственно; ε – массовая относительная концентрация ключевого компонента смеси. 
В практических расчетах вместо второго инварианта используют коэффициент 

интенсивности скоростей деформаций, равный A1/2. Таким образом, безразмер-

ный коэффициент b определяется зависимостью b =A(n–1)/2.  
 

Метод численного решения 
 

Векторное уравнение переноса импульса представим в безразмерном виде: 
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где K и D – слагаемые, отвечающие за конвективно-диффузионный перенос ко-

личества движения, δp определяет поправку к давлению на новом временно́м 
слое. В результате временно́го разделения поля скорости и давления соотноше-

ние (9) примет вид: 
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где V+ – промежуточное сеточное значение вектора скорости. После скалярного 

умножения уравнения (11) на градиент с учетом выполнения уравнения нераз-

рывности на новом временно́м слое получим соотношение для определения по-

правки к давлению, которое записано в нестационарном виде: 
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После решения системы уравнений (10) определялась скорость V+, далее из уравне-

ния (12) находился градиент давления ∇(δp) и, следовательно, ∇pn+1. Из зависимости 
(11) определялись составляющие вектора скорости на новом временном слое: 

1 ( )n t p+ += −  V V . 
Решение полученной системы уравнений осуществляется методом установления 

по времени. Для решения уравнений переноса использовалась неявная обобщен-

ная схемы чередующихся направлений в Δ-форме [16]. Для записи конвективно-
диффузионных слагаемых использовалась экспоненциальная схема [17] на разне-

сенных сетках с применением метода контрольного объема. Для получения более 

точного коэффициента кажущейся вязкости b дополнительно определялись значе-

ния радиальной скорости в разностных точках сетки для осевой скорости и, наобо-

рот, для горизонтальной составляющей скорости, а также коэффициент вязкости b 

определялся как в центре разностной ячейки, так и в узловых точках сетки. 
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Граничные условия 

 
На входе в рассматриваемую область задавались следующие условия для без-

размерных значений скорости: uz = −1, uφ = 0, ∂ur/∂z = 0. Для температуры ис-

пользовалось условие θ = 0, а для ключевого компонента применялось постоян-

ное значение ε0 в центральной области входного сечения.  
В выходном сечении ставились условия Неймана для всех составляющих век-

тора скорости, температуры и ключевого компонента смеси. 
На твердых стенках для составляющих вектора скорости использовались сле-

дующие условия. Нормальные значения скорости un на стенках принимались 
равными нулю, а для касательных к поверхности стенки скоростей ut использова-

лись условия частичного скольжения [9]: 

 βt

t

u
u

n


− =


;   0nu = . (13) 

Здесь формула (13) записана в безразмерной форме с помощью ранее введенных 
масштабов длины и скорости, причем безразмерный коэффициент скольжения 
среды на стенке β с учетом масштаба длины имеет вид: 

β γH= , 
где γ (1/м) – размерный коэффициент скольжения среды на стенке. Для темпера-

туры на стенках аппарата, за исключением кольцевых дисков, задавались условия 
тепловой изоляции – ∂θ/∂n = 0. Для задания температуры на кольцевых дисках 

использовалось два условия. В первом случае принималось условие для темпера-

туры θ = 1, причем для этого случая безразмерная температура определялась 

формулой θ = (T – T0)/(T1 – T0). Во втором – задавалась постоянная плотность 

теплового потока q, т.е. для вводимой в этом случае безразмерной температуры  
θ = λ(T – T0)/(qH) использовалось граничное условие в виде: ∂θ/∂n = 1. Для массо-

вой концентрации ε на всех твердых поверхностях использовалось условие Ней-

мана ∂ε/∂n = 0. 
Интенсивность скоростей деформаций на границах определялась по значениям 

производных в соответствии с формулой (2), используя при этом дополнительные 
вычисления скоростей и кажущейся вязкости, указанные в методе численного 

расчета.  
 

Анализ численных результатов 

 
Справедливость проведенного численного моделирования динамики плотного 

слоя зернистой среды в рабочей зоне ПЦА подтверждается путем сравнения  
с аналитическими решениями и опытными данными. Так, на рис. 2 представлено 
рассчитанное распределение осевой скорости в круглой кольцевой трубе при 

различном отношении радиусов стенок внешнего и внутреннего канала для уста-

новившегося режима течения ньютоновской среды (n = 1) в сопоставлении с из-

вестной аналитической зависимостью [18]:  
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− − −
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− + +

. (14) 
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Здесь uz,s – среднее значение осевой скорости по сечению, причем на данном графи-

ке расчет представлен сплошными кривыми, а точки соответствуют формуле (14). 
 

 
Рис. 2. Сравнение расчета с данными формулы (14) в кольцевом 

круглом канале для случая ньютоновской среды 

Fig. 2. Comparison of the calculation with the data obtained by formula (14) 
in a circular annular channel for a Newtonian medium 

 

Проверка правильности численных расчетов в рамках модели «степенной жид-

кости» (1) проводилась для динамики дилатантной и псевдопластичной жидкостей 
в круглой трубе и плоском канале в сопоставлении с аналитическими зависимо-

стями для этих установившихся течений. Следует отметить, что при рассмотрении 
движения гранулированных сред в вертикальных каналах имеет место скольже-

ние среды на стенках. Поэтому было получено аналитическое решение для уста-

новившегося течения неньютоновской среды «степенной жидкости» с учетом 

скольжения (13), которое для круглой трубы имеет следующий вид: 

 

( 1)/

,

1
1

β

1 1

3 1 β

n n

kz

z s

r n

r nu

n nu

n n

+

  +
− + 
 

=
+ +

+
+

. (15) 

Формула (15) при →  переходит в зависимость, с условиями прилипания 

жидкости на стенке, которая имеет вид:  
( 1)/

,

3 1
1

1

n n

z

z s k

u n r

u n r

+  +
 = −  

+    

. 

Последняя формула полностью совпадает с известным аналитическим решением 

для установившегося течения степенной жидкости в круглой трубе [19]. 
На рис. 3 представлены результаты сравнения численного решения (сплошные 

кривые) с данными (значки) формулы (15) для псевдопластичной (см. рис. 3, а) и 

дилатантной среды (см. рис. 3, б) при различных значениях безразмерного коэффи-

циента скольжения β = γH и при условии прилипания жидкости к стенке (β → ∞). 
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  a                                                                           b 

Рис. 3. Сравнение расчетов с данными формулы (15) для неньютоновского 
течения c учетом частичного скольжения среды на стенках 

Fig. 3. Comparison of calculations with the data obtained by formula (15)  
for a non-Newtonian fluid flow with a partial slip condition on the walls 

 
Аналогичное тестовое исследование было проведено для установившегося те-

чения неньютоновской среды для плоского течения в канале. В частности, была 

получена формула, обобщающая известное аналитическое решение задачи об 

установившемся течении в половине плоского канала для модели «степенной 

жидкости» c учетом скольжения неньютоновской среды (13): 
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. (16) 

Формула (16) при условии →  переходит в известную аналитическую зави-

симость [19], которая получается при применении условий прилипания жидкости 

на стенке: 
( 1)/

,

2 1
1

1

n n

z

z s k

u n r

u n r

+  +
 = −  

+    

. 

Здесь следует отметить, что значение rk составляет половину сечения плоского 

канала, а начало координаты r находится в середине плоского канала. 
На рис. 4 представлено аналогичное рис. 3 сравнение численного решения с ана-

литической формулой (16).  
Справедливость предложенной физико-математической модели устанавлива-

лась путем сравнения численных результатов с экспериментальными данными [12] 
по установившемуся течению плотного слоя гранулированной среды в вертикально 

расположенном плоском канале. Численные исследования при сопоставлении опыт-

ных данных с расчетом показали отсутствие совпадения в случае прилипания сре-

ды на стенках при любом реологическом параметре n. Однако при граничном усло-

вии частичного скольжения среды на стенках канала удается получить удовле-
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творительное согласование теории и опыта. Так, на рис. 5 представлено такое 

сравнение при параметре нелинейности n = 1.3 и коэффициенте скольжения β = 20. 
 

        
a                                                                               b 

Рис. 4. Сравнение расчета с данными формулы (16) для установившегося течения  
неньютоновской среды в плоском канале 

Fig. 4. Comparison of the calculation with the data obtained by formula (16) for a steady  
flow of a non-Newtonian medium in a flat channel 

 

 
Рис. 5. Сопоставление численных и опытных данных [12] для течения 
высококонцентрированной гранулированной среды в плоском канале 

Fig. 5. Comparison of numerical and experimental data [12]  
for the highly concentrated granular medium flow in a flat channel 

 
Представленная математическая модель позволяет рассматривать практиче-

ские задачи, касающиеся процессов смешения, усреднения и сушки гранулиро-

ванных сред. Так, процесс усреднения зернистой среды в ПЦС рассматривался на 

основе системы уравнений (2)–(8), в которой непосредственный процесс смеше-

ния гранул основывался на конвективном и диффузионном механизме уравнения (8). 
Предполагалось, что основной и ключевой компоненты смеси имели одинаковые 

физические свойства, но отличались лишь цветом, причем значение ключевого 

компонента на входе в исследуемую область принималось за единицу, а основно-
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го – за ноль. Кроме того, расчеты показали, что во входном сечении необходимо 

вводить ключевой компонент смеси в центральной зоне для более эффективного 

процесса смешения. 
На практике результаты процесса смешения определяются расчетом коэффи-

циента неоднородности K после завершения процесса смешения. Сам коэффици-

ент неоднородности определяется, как правило, среднеквадратичным значением 
разности между локальной концентрацией и средней по всему объему смеси.  
С точки зрения моделирования процесса смешения наиболее интересным являет-

ся определение коэффициента неоднородности K(z) в каждом сечении по высоте 
аппарата, так как это позволяет исследовать процесс смешения в каждой локаль-

ной области, что открывает перспективы к совершенствованию конструкции ра-

бочего элемента аппарата. Кроме того, такой график K(z) позволяет определять 

процесс перемешивания ключевого и основного компонентов в процессе дина-

мики смеси в аппарате. Значение коэффициента неоднородности K(z) в некото-

ром кольцевом сечении ∆z аппарата можно рассчитать по следующей формуле: 
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Здесь εs – среднее значение концентрации ключевого компонента ε в данном го-

ризонтальном сечении между радиусами стенок от r = ra до r = rb, где εs имеет вид: 
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На рис. 6. представлено изменение коэффициента неоднородности K(z)/K0 по 

высоте аппарата, причем здесь значение K0 соответствует значению коэффициен-

та неоднородности во входном сечении. 
 

 
Рис. 6. Распределение коэффициента неоднородности по высоте исследуемой области при 

разном количестве полок в аппарате при параметрах n = 1.3; β = 20; Re = 10; Ped = 120 

Fig. 6. Distribution of the heterogeneity coefficient along the height of the area under study with 
at different number of shelves in the apparatus with parameters n = 1.3; β = 20; Re = 10; Ped = 120 
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На этом графике кривая 1 соответствует случаю отсутствия кольцевых дисков 

в аппарате, кривая 2 – наличию одного диска, кривая 3 – двух дисков. Кривая 4 
соответствует присутствию одного дискового кольца с учетом его вращения  
в исследуемой области. Для всех режимов течения концентрация ключевого ком-

понента во входном сечении была равной ε0 = 1/3. Распределение изолиний кон-

центрации в исследуемой области для рассмотренных первых трех случаев пока-

зано на рис. 7. 
 

                        
a                                             b                                            c 

Рис. 7. Распределение изолиний концентрации ключевого компонента: 
a – при отсутствии полок, b, c – в их присутствии 

Fig. 7. Distribution of isoconcentration contours for the key component:  
(a) without shelves, (b) and (c) with shelves  

 
На рис. 8 показано распределение изолиний концентрации и изолиний окруж-

ной составляющей скорости при наличии одного диска с учетом его вращения. 

Влияние вращения определяется обратным критерием Россби (Rw=15), где 

Rw=ωH/U0, и ω – угловая скорость вращения дискового элемента. Для этого слу-

чая характер поведения коэффициента неоднородности определяется кривой 4 на 

рис. 6. Немонотонный характер поведения коэффициентов неоднородности объ-

ясняется поведением модуля разности средней и локальной концентрации, а так-

же резким изменением формы полок. Расчеты показывают, что, по-видимому, 
нецелесообразно при смешении использовать вращение полок, так как установ-

кой нужного количества полок за счет сил гравитации удается увеличить конвек-

тивное перемешивание смеси и добиться того же эффекта смешения и, при этом, 
не используя дополнительной энергии на вращение. 

На рис. 9, а представлено температурное поле гранулированной смеси, нагре-

вание которой в аппарате осуществляется за счет нагрева полок с постоянной 

плотностью теплового потока. Эффективное число Пекле (Pe = 60) [20].  
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a                                                               b 

Рис. 8. Распределение изолиний концентрации (a) и окружной составляющей скорости (b) 
при параметрах Re = 10; Rw = 15; n = 1.3; β = 20; Ped = 120 

Fig. 8. Distributions of (a) isoconcentration contours and (b) circumferential velocity component 
with parameters Re = 10; Rw = 15; n = 1.3; β = 20; Ped = 120 

 

                     
  a                                                       b 

Рис. 9. Распределение изотерм в рассматриваемой области при параметрах Re = 10; Pe = 60; 
n = 1.3; β = 20; a – q = const на полках; b – постоянная температура на полках 

Fig. 9. Distribution of isotherms in the region under consideration with parameters Re = 10; Pe = 60;  
n = 1.3; β = 20 at: (a) q = const on the shelves and (b) constant temperature on the shelves 
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Для случая постоянной температуры полок (θ = 1), которая выше температуры 

смеси во входном сечении (θ = 0), на рис. 9, b показано распределение темпера-

турного поля смеси при том же числе Пекле. Для получения более однородного 

поля температур, по-видимому, необходимо использовать большее число нагре-

вательных устройств и с различной плотностью теплового потока. 
 

Заключение 

 

В работе представлена математическая модель динамики движения высоко-

концентрированной гранулированной среды в рабочей зоне ПЦА. Полученные 

результаты наглядно демонстрируют важность эффекта частичного скольжения 

плотного слоя зернистой среды на стенках, учет которого позволяет согласовы-

вать опытные и расчетные данные. Справедливость численного применения 

скольжения среды на стенках для неньютоновской жидкости подтверждается 

аналитическими зависимостями, полученными авторами.  
На основе рассмотренной гидродинамики проведен анализ особенностей тем-

пературного поля гранулированной среды при нагреве полок, а также исследован 

процесс усреднения гранулированной среды. Представлена методика анализа 

процесса смешения в каждой локальной области аппарата на основе определения 

коэффициента неоднородности. Предложенный теоретический подход для иссле-

дования процессов переноса количества движения, теплоты и вещества высоко-

концентрированной гранулированной среды имеет перспективы его применения 
в области химической технологии. 
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