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Îïèñàí ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ïî ïðîèçâîëüíîìó ðàçðåøåí-
íîìó îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ óðàâíåíèþ âèäà w(x1, . . . , xn) = [a, b], ãäå
w(x1, . . . , xn) � ãðóïïîâîå ñëîâî â àëôàâèòå íåèçâåñòíûõ, à [a, b] � êîììóòàòîð
ñâîáîäíûõ îáðàçóþùèõ a è b ñâîáîäíîé ãðóïïû F2, îïðåäåëèòü, ñóùåñòâóåò ëè

ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ x1, . . . , xn ∈ F
(1)
2 , ãäå F

(1)
2 �

êîììóòàíò ãðóïïû F2. Óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà,
ïîçâîëÿþùåãî ïî ïðîèçâîëüíîìó ðàçðåøåííîìó îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ óðàâ-
íåíèþ âèäà w(x1, . . . , xn) = g(a, b), ãäå g(a, b) � ýëåìåíò äëèíû ìåíüøå 4 ñâî-
áîäíîé ãðóïïû F2, îïðåäåëèòü, ñóùåñòâóåò ëè ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ, óäîâëå-

òâîðÿþùåå óñëîâèþ x1, . . . , xt ∈ F
(1)
2 , ãäå t�ïðîèçâîëüíîå ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî

ìåæäó 1 è n. Äîêàçàíà àëãîðèòìè÷åñêàÿ ðàçðåøèìîñòü àíàëîãè÷íîé ïðîáëåìû
äëÿ óðàâíåíèé w(x1, a, b) = 1 ñ îäíîé ïåðåìåííîé x1.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñâîáîäíàÿ ãðóïïà, óðàâíåíèå â ñâîáîäíîé ãðóïïå.

ON EQUATIONS IN FREE GROUPS WITH COMMUTANT
RESTRICTIONS ON SOLUTIONS

A. I. Zetkina

Yaroslavl State University, Yaroslavl, Russia

A polynomial algorithm has been constructed that allows, given an arbitrary equa-
tion of the form w(x1, . . . , xn) = [a, b], resolved with respect to unknowns, where
w(x1, . . . , xn) is a group word in the alphabet of unknowns and [a, b] is the commu-
tator of free generators a and b of the free group F2, to determine whether there is a

solution to this equation that satisfies the condition x1 . . . , xn ∈ F
(1)
2 , where F

(1)
2 is

the commutator of group F2. The existence of a polynomial algorithm has been es-
tablished that allows, given an arbitrary equation of the form w(x1, . . . , xn) = g(a, b),
where g(a, b) is an element of length less than 4 of the free group F2, to determine

whether a solution to this equation exists, that satisfies the condition x1, . . . , xt ∈ F
(1)
2 ,

where t is an arbitrary fixed number between 1 and n. The algorithmic solvability of a
similar problem has been proven for the equations w(x1, a, b) = 1 with one variable x1.

Keywords: free group, equation in a free group.



6 À.È. Çåòêèíà

Ââåäåíèå
×åðåç Fm áóäåì îáîçíà÷àòü ñâîáîäíóþ ãðóïïó ðàíãà m ñî ñâîáîäíûìè îáðàçóþùè-

ìè a1, . . . , am. Ïðè m = 2 âìåñòî a1 è a2 áóäåì ïèñàòü a è b ñîîòâåòñòâåííî.
Îïðåäåëèì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê ñèñòåìàì óðàâíåíèé â ñâîáîäíûõ

ãðóïïàõ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ñèñòåìîé óðàâíåíèé ñ íåèçâåñòíûìè x1, . . . , xn â ñâîáîäíîé
ãðóïïå Fm íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå âèäà

k

&
i=1

(
wi(x1, . . . , xn, a1, . . . , am) = ui(x1, . . . , xn, a1, . . . , am)

)
, (1)

ãäå wi(x1, . . . , xn, a1, . . . , am) è ui(x1, . . . , xn, a1, . . . , am)� ñëîâà â àëôàâèòå

{x1, x−1
1 , . . . , xn, x

−1
n , a1, a

−1
1 , . . . , am, a

−1
m }.

Îïðåäåëåíèå 2. Íàáîð ⟨g1, . . . , gn⟩ ýëåìåíòîâ ãðóïïû Fm íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì
ñèñòåìû (1), åñëè ïðè ëþáîì i = 1, . . . , k â ãðóïïå Fm âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

wi(g1, . . . , gn, a1, . . . , am) = ui(g1, . . . , gn, a1, . . . , am).

Îïðåäåëåíèå 3. Äâå ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ îäíèìè è òåìè æå íåèçâåñòíûìè íà-
çûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ìíîæåñòâà èõ ðåøåíèé ñîâïàäàþò.

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå
[x, a1] = ([x, a2] y

2)2,

èìåþùåå â ñâîáîäíîé ãðóïïå Fm ïðè ëþáîì m ⩾ 2 ëèøü òðèâèàëüíîå ðåøåíèå x=y=1,
ëþáóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé (1) ìîæíî çàìåíèòü îäíèì ðàâíîñèëüíûì óðàâíåíèåì. Ïî-
ñòðîåíèå ïî (1) ðàâíîñèëüíîãî óðàâíåíèÿ âåä¼òñÿ èíäóêöèåé ïî k. Ïðè k = 2 ñèñòåìà
óðàâíåíèé

2

&
i=1

(
wi(x1, . . . , xn, a1, . . . , am) = ui(x1, . . . , xn, a1, . . . , am)

)
ðàâíîñèëüíà îäíîìó óðàâíåíèþ

[w1(x1, . . . , xn, a1, . . . , am)u
−1
1 (x1, . . . , xn, a1, . . . , am), a1] =

= ([w1(x1, . . . , xn, a1, . . . , am)u
−1
1 (x1, . . . , xn, a1, . . . , am), a2]

(w2(x1, . . . , xn, a1, . . . , am)u
−1
2 (x1, . . . , xn, a1, . . . , am))

2)2.

Äëÿ óðàâíåíèé â ñâîáîäíûõ ãðóïïàõ òðàäèöèîííî ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå îñíîâíûå çàäà-
÷è: ïðîáëåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ è ïðîáëåìà îïèñàíèÿ ìíîæåñòâà âñåõ ðåøåíèé.

Èññëåäîâàíèå ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèé â ñâîáîäíûõ ãðóïïàõ áûëî íà÷àòî àìåðè-
êàíñêèìè ìàòåìàòèêàìè â êîíöå 50-õ ãîäîâ â ñâÿçè ñ ïðîáëåìîé ðàçðåøèìîñòè ýëåìåí-
òàðíûõ òåîðèé ñâîáîäíûõ ãðóïï, ïîñòàâëåííîé À. Òàðñêèì [1], îñòàâàâøåéñÿ îòêðûòîé
ïî÷òè ïîëâåêà è ðåø¼ííîé â íà÷àëå 2000-õ ãîäîâ Î. Õàðëàìïîâè÷ è À. Ìÿñíèêîâûì [2].

Ñíà÷àëà èññëåäîâàëèñü ëèøü îòäåëüíûå óðàâíåíèÿ, à â 1960 ã. Ð. Ëèíäîí [3] íàø¼ë
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ îäíèì íåèçâåñòíûì îïèñàíèå ìíîæåñòâà âñåõ åãî ðå-
øåíèé ñ ïîìîùüþ ïàðàìåòðè÷åñêèõ ñëîâ, ò. å. âûðàæåíèé, ïîëó÷åííûõ èç îáðàçóþùèõ
ðàññìàòðèâàåìîé ñâîáîäíîé ãðóïïû ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé ãðóïïîâîãî óìíîæåíèÿ è âîç-
âåäåíèÿ â ñòåïåíü ñ ïåðåìåííûì öåëî÷èñëåííûì ïîêàçàòåëåì. Ïîçæå À.À. Ëîðåíö [4] è
Ê.È. Àïïåëü [5] óòî÷íèëè ýòî îïèñàíèå, äîêàçàâ, ÷òî îáùåå ðåøåíèå ëþáîãî óðàâíåíèÿ
ñ îäíèì íåèçâåñòíûì â ñâîáîäíîé ãðóïïå ïðåäñòàâèìî êîíå÷íûì ÷èñëîì ôîðìóë âèäà
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ABtC, ãäå A,B,C �êîíêðåòíûå ñëîâà, à t�ïàðàìåòð, ïðèíèìàþùèé ïðîèçâîëüíûå
öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ. Äàëüíåéøåå ïðîäâèæåíèå â ýòîì âîïðîñå äîñòèãíóòî â 1970 ã.
Þ.È. Õìåëåâñêèì [6].

Â 1982 ã. Ã.Ñ. Ìàêàíèí [7] ïîëó÷èë ïîëíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû ðàñïîçíàâàíèÿ ðàç-
ðåøèìîñòè óðàâíåíèé â ñâîáîäíîé ãðóïïå. Îí äîêàçàë, ÷òî åñëè óðàâíåíèå ñ äëèíîé
çàïèñè d èìååò ðåøåíèå â ñâîáîäíîé ãðóïïå, òî äëèíà êàæäîé êîìïîíåíòû ìèíèìàëü-
íîãî (ïî ìàêñèìàëüíîé äëèíå êîìïîíåíòû) ðåøåíèÿ íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà Φ(d), ãäå
Φ(x)�íåêîòîðàÿ ðåêóðñèâíàÿ ôóíêöèÿ. Ýòî äà¼ò ïåðåáîðíûé àëãîðèòì äëÿ ðàñïîçíà-
âàíèÿ ðàçðåøèìîñòè ïðîèçâîëüíîãî óðàâíåíèÿ â ñâîáîäíîé ãðóïïå.

Âñêîðå ïîñëå îïóáëèêîâàíèÿ ðàáîòû [7] óäàëîñü íà òîì æå ïóòè äîêàçàòü ðàçðå-
øèìîñòü ýêçèñòåíöèîíàëüíîé (óíèâåðñàëüíîé) è ïîçèòèâíîé òåîðèé ëþáîé ñâîáîäíîé
ãðóïïû [8]. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ðàçðåøèìîñòè ïîçèòèâíîé òåîðèè ñâîáîäíîé ãðóïïû
Ã.Ñ. Ìàêàíèí èñïîëüçîâàë ðåçóëüòàòÞ.È. Ìåðçëÿêîâà [9] îá óñòðàíèìîñòè êâàíòîðîâ
îáùíîñòè â ïîçèòèâíûõ ôîðìóëàõ, îòíîñÿùèõñÿ ê ñâîáîäíûì ãðóïïàì.

À.À. Ðàçáîðîâ [10] äàë îïèñàíèå ìíîæåñòâà ðåøåíèé ïðîèçâîëüíîé ñîâìåñòíîé ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé â ñâîáîäíîé ãðóïïå.

1. Óðàâíåíèÿ ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà ðåøåíèÿ
Ïîñëå ïîñòðîåíèÿ Ã.Ñ. Ìàêàíèíûì [7] àëãîðèòìà, ïîçâîëÿþùåãî ïî ïðîèçâîëüíîé

ñèñòåìå óðàâíåíèé â ñâîáîäíîé ãðóïïå Fm îïðåäåëèòü, èìååò ëè îíà ðåøåíèå, îñîáûé
èíòåðåñ ñòàë ïðåäñòàâëÿòü âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè àíàëîãè÷íûõ àëãîðèòìîâ äëÿ óðàâ-
íåíèé â ñâîáîäíûõ ãðóïïàõ ñ ðàçëè÷íûìè ¾íå ñëèøêîì ñëîæíûìè¿ îãðàíè÷åíèÿìè íà
ðåøåíèÿ.

Âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè ïîçèòèâíîé òåîðèè ñâîáîäíîé ãðóïïû áûë ñâåä¼í
Þ.È. Ìåðçëÿêîâûì [9] ê ñëåäóþùåé ïðîáëåìå: ñóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì, ïîçâîëÿþ-
ùèé äëÿ ïðîèçâîëüíîãî óðàâíåíèÿ

w(x1, . . . , xn, a1, . . . , am) = 1

â ñâîáîäíîé ãðóïïå ñ÷¼òíîãî ðàíãà, ãäå n è m�ïðîèçâîëüíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà,
îïðåäåëèòü, èìååò ëè îíî òàêîå ðåøåíèå g1, . . . , gn, ÷òî

g1 ∈ Fm1 , g2 ∈ Fm2 , . . . , gn ∈ Fmn ,

ãäå m1 ⩽ m2 ⩽ . . . ⩽ mn; Fmi
� ñâîáîäíàÿ ãðóïïà c îáðàçóþùèìè a1, . . . , ami

.
Ã. Ñ. Ìàêàíèí â [8] ïîñòðîèë èñêîìûé àëãîðèòì è òåì ñàìûì äîêàçàë ðàçðåøèìîñòü

ïîçèòèâíîé òåîðèè ñâîáîäíîé ãðóïïû.
Èçâåñòíî, ÷òî âîïðîñ î òî÷íîñòè ìàòðè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ Ãàññíåð [11, 12] ãðóïïû

êðàøåíûõ êîñ ýêâèâàëåíòåí âîïðîñó îá îòñóòñòâèè íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ â ñâîáîä-
íîé ãðóïïå Fm óðàâíåíèÿ

x1a1x
−1
1 · x2a2x−1

2 . . . xmamx
−1
m = a1 · a2 . . . am,

óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ x1 ∈ F (2)
m , . . . , xn ∈ F (2)

m , ãäå F
(2)
m � âòîðîé êîììóòàíò ñâî-

áîäíîé ãðóïïû Fm. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ãðóïïûG ÷åðåçG(2) îáîçíà÷àåòñÿ
å¼ âòîðîé êîììóòàíò, ò. å. G(2) = [G(1), G(1)], ãäå G(1) = [G,G]�êîììóòàíò ãðóïïû G.

Îáîáùàÿ ýòè ñèòóàöèè, Ã.Ñ. Ìàêàíèí ïîñòàâèë â ¾Êîóðîâñêîé òåòðàäè¿ [13] ñëå-
äóþùóþ ïðîáëåìó äëÿ óðàâíåíèé â ñâîáîäíûõ ãðóïïàõ:

9.25. Óêàçàòü àëãîðèòì, êîòîðûé ïî óðàâíåíèþ

w(x1, . . . , xn, a1, . . . , am) = 1
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â ñâîáîäíîé ãðóïïå Fm è ñïèñêó êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ ïîäãðóïïH1, . . . , Hn ãðóïïû Fm

ïîçâîëÿë áû óçíàòü, ñóùåñòâóåò ëè ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ óñëîâèåì x1 ∈ H1, . . . ,
xn ∈ Hn.

Ïåðâûå ïîëîæèòåëüíûå ðåçóëüòàòû â ðåøåíèè ýòîé ïðîáëåìû áûëè ïîëó÷åíû
À.Ø. Ìàëõàñÿíîì [14].

Â. Äèåêåðò [15] ïîêàçàë, ÷òî ïðîáëåìà îïðåäåëåíèÿ ïî ïðîèçâîëüíîìó óðàâíåíèþ

w(x1, . . . , xn, a1, . . . , am) = 1

â ñâîáîäíîé ãðóïïå Fn è ñïèñêó ðåãóëÿðíûõ ïîäìíîæåñòâ (ÿçûêîâ) H1, . . . , Hn ãðóï-
ïû Fm, ñóùåñòâóåò ëè ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ óñëîâèåì x1 ∈ H1, . . . , xn ∈ Hn, ðàçðå-
øèìà è ïðèíàäëåæèò êëàññó PSPACE. Òàê êàê êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûå ïîäãðóïïû ÿâëÿ-
þòñÿ ðåãóëÿðíûìè ïîäìíîæåñòâàìè, òåì ñàìûì ðåøàåòñÿ è ïðîáëåìà Ã.Ñ. Ìàêàíèíà.

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå ðàçëè÷íûõ îáîáùåíèé ïðîáëåìû
Ã.Ñ. Ìàêàíèíà äëÿ ñâîáîäíûõ ãðóïï, ïîëó÷àþùèõñÿ ïóòåì îñëàáëåíèÿ îãðàíè÷åíèé,
íàëàãàåìûõ íà ïîäãðóïïû H1, . . . , Hn.

Îäíà èç ïðè÷èí, ïî êîòîðûì â ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è 9.25 ðå÷ü èä¼ò èìåííî î êî-
íå÷íî ïîðîæä¼ííûõ ïîäãðóïïàõ, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ
ïîäãðóïï ñâîáîäíîé ãðóïïû ðàçðåøèìà ïðîáëåìà âõîæäåíèÿ.

Â òî æå âðåìÿ ïðîáëåìà âõîæäåíèÿ ðàçðåøèìà è äëÿ ìíîãèõ áåñêîíå÷íî ïîðîæ-
ä¼ííûõ ïîäãðóïï ñâîáîäíîé ãðóïïû, ïðè÷¼ì, íàïðèìåð, äëÿ ïåðâîãî F

(1)
m è âòîðîãî

F
(2)
m êîììóòàíòîâ ñâîáîäíîé ãðóïïû Fm ïðîáëåìà âõîæäåíèÿ ðåøàåòñÿ çíà÷èòåëüíî

ïðîùå, ÷åì äëÿ íåêîòîðûõ êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ ïîäãðóïï. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåòñÿ
äîñòàòî÷íî åñòåñòâåííûì ñëåäóþùåå îáîáùåíèå çàäà÷è 9.25:

9.25a. Ñóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì, êîòîðûé ïî óðàâíåíèþ

w(x1, . . . , xn, a1, . . . , am) = 1

â ñâîáîäíîé ãðóïïå Fm è ñïèñêó ïîäãðóïï H1, . . . , Hn ñ ðàçðåøèìûìè ïðîáëåìàìè
âõîæäåíèÿ ïîçâîëÿë áû óçíàòü, ñóùåñòâóåò ëè ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ óñëîâèåì
x1 ∈ H1, . . . , xn ∈ Hn?

2. Óðàâíåíèÿ, ðàçðåøåííûå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ
Â ðÿäå ðàáîò, íàïðèìåð â [3, 6, 16�19], ðàññìàòðèâàþòñÿ óðàâíåíèÿ âèäà

w(x1, . . . , xn) = g,

ãäå w(x1, . . . , xn)� ãðóïïîâîå ñëîâî â àëôàâèòå íåèçâåñòíûõ, à g� ýëåìåíò ñâîáîäíîé
ãðóïïû Fm. Òàêèå óðàâíåíèÿ ïîëó÷èëè íàçâàíèå óðàâíåíèé, ðàçðåøåííûõ îòíîñè-

òåëüíî íåèçâåñòíûõ, óðàâíåíèé ñ ïðàâîé ÷àñòüþ èëè îäíîêîýôôèöèåíòíûõ óðàâíå-

íèé. Ïðîáëåìà ðàçðåøèìîñòè òàêèõ óðàâíåíèé ïîëó÷èëà íàçâàíèå ïðîáëåìû ïîäñòà-

íîâêè èëè ïðîáëåìû ýíäîìîðôíîé ñâîäèìîñòè [17, 18].
Â [19] ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 1 [19]. Â ñâîáîäíîé ãðóïïå F2 ñî ñâîáîäíûìè îáðàçóþùèìè a è b ìîæíî
ïîñòðîèòü òàêîå ðàçðåøåííîå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ óðàâíåíèå

w(x, x1, . . . , xn) = [a, b]

ñ íåèçâåñòíûìè x1, x2, . . . , xn è ïàðàìåòðîì x, ÷òî íåâîçìîæíî ñîçäàòü àëãîðèòì, ïîçâî-
ëÿþùèé äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k îïðåäåëèòü, ñóùåñòâóåò ëè ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ

w(ak, x1, . . . , xn) = [a, b],
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óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ x1, . . . , xt ∈ F
(1)
2 , ãäå t�íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî

ìåæäó 1 è n; [a, b] = a−1b−1ab�êîììóòàòîð ýëåìåíòîâ a è b.

Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ î òîì, êàêèì ìîæåò áûòü t.
Ñ.È. Àäÿí ïðåäëîæèë èññëåäîâàòü ïðåæäå âñåãî ïðåäåëüíûå ñëó÷àè: t = 1 è t = n.

Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî ðàçðåøåííîãî îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ óðàâíåíèÿ â ñâîáîäíîé ãðóïïå F2

ñî ñâîáîäíûìè îáðàçóþùèìè a è b

w(x1, . . . , xn) = [a, b] (2)

ñ íåèçâåñòíûìè x1, x2, . . . , xn îïðåäåëèòü, ñóùåñòâóåò ëè ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ, óäî-
âëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ x1, . . . , xn ∈ F (1)

2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èçâåñòíî [20], ÷òî êîììóòàíò F
(1)
2 = [F2, F2] ñâîáîäíîé ãðóï-

ïû F2 ñâîáîäíî ïîðîæäàåòñÿ íåòðèâèàëüíûìè êîììóòàòîðàìè

ci,j = [ai, bj],

ãäå i è j �ïðîèçâîëüíûå îòëè÷íûå îò íóëÿ öåëûå ÷èñëà. Ïîýòîìó âîïðîñ î ðàçðåøè-
ìîñòè â ñâîáîäíîé ãðóïïå F2 óðàâíåíèÿ (2) ñ óêàçàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà ðåøåíèÿ

ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó î ðàçðåøèìîñòè â ñâîáîäíîé áåñêîíå÷íî ïîðîæä¼ííîé ãðóïïå F
(1)
2

óðàâíåíèÿ
w(x1, . . . , xn) = c1,1. (3)

Åñëè x01, . . . , x
0
n �ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3), òî, çàìåíèâ â âûðàæåíèè ýëåìåíòîâ x01, . . . , x

0
n

÷åðåç ñâîáîäíûå îáðàçóþùèå ci,j âñå ci,j, êðîìå c1,1, íà åäèíèöó, ïîëó÷èì íîâîå ðåøåíèå

c
σc1,1 (x

0
1)

1,1 , . . . , c
σc1,1 (x

0
n)

1,1

ýòîãî óðàâíåíèÿ, ãäå ÷åðåç σc1,1(x
0
i ) îáîçíà÷àåòñÿ ñóììà ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè ñâîáîäíîé

îáðàçóþùåé c1,1 â âûðàæåíèè ýëåìåíòà x0i ÷åðåç ñâîáîäíûå îáðàçóþùèå ci,j. Çíà÷èò,
öåëûå ÷èñëà σc1,1(x

0
1), . . . , σc1,1(x

0
n) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

σ(x1)(w)y1 + . . .+ σ(xn)(w)yn = 1. (4)

Âåðíî è îáðàòíîå.
Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè â ñâîáîäíîé ãðóïïå F2 óðàâíåíèÿ (2) ñ óêà-

çàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà ðåøåíèÿ ðàâíîñèëåí âîïðîñó î ðàçðåøèìîñòè â öåëûõ
÷èñëàõ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (4). Ïîñëåäíèé âîïðîñ ðåøàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì àëãî-
ðèòìîì.

Ñëîâî [a, b], ñòîÿùåå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ èç òåîðåìû 1, èìååò äëèíó 4. Êàê
ïîêàçûâàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, ýòî íàèìåíüøàÿ âîçìîæíàÿ äëèíà.

Òåîðåìà 3. Ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ïî ïðîèçâîëü-
íîìó ðàçðåøåííîìó îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ óðàâíåíèþ âèäà

w(x1, . . . , xn) = g(a, b),

ãäå w(x1, . . . , xn)� ãðóïïîâîå ñëîâî â àëôàâèòå íåèçâåñòíûõ {x1, x2, . . . , xn}, g(a, b)�
ýëåìåíò äëèíû ìåíüøå 4 ñâîáîäíîé ãðóïïû F2 ñî ñâîáîäíûìè îáðàçóþùèìè a è b,
îïðåäåëèòü, ñóùåñòâóåò ëè ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

x1, . . . , xt ∈ F (1)
2 , (5)

ãäå t�ïðîèçâîëüíîå ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî ìåæäó 1 è n.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè g� ãðóïïîâîå ñëîâî äëèíû ìåíüøå 4 â àëôàâèòå {a, b}
ñâîáîäíûõ îáðàçóþùèõ ãðóïïû F2, òî íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî g� ñòåïåíü Ak íåêîòî-
ðîãî ïðèìèòèâíîãî ýëåìåíòà A ãðóïïû F2.

Ïîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèå w(x1, . . . , xn) = g, ò. å. óðàâíåíèå

w(x1, . . . , xn) = Ak, (6)

èìååò ðåøåíèå â ãðóïïå F2, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (5), òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
â öèêëè÷åñêîé ãðóïïå F1 ñ îáðàçóþùèì ýëåìåíòîì a ðàçðåøèìî óðàâíåíèå

w(1, . . . , 1, xt+1, . . . , xn) = ak. (7)

Âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (7) ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó î ðàçðåøèìîñòè â öåëûõ
÷èñëàõ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, êîòîðûé ïîëèíîìèàëüíî ðàç-
ðåøèì.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A è B � ñèñòåìà ñâîáîäíûõ îáðàçóþùèõ ãðóïïû F2 (A�ïðè-
ìèòèâíûé ýëåìåíò ýòîé ãðóïïû), à φ è ψ� òàêèå àâòîìîðôèçìû ýòîé ãðóïïû, ÷òî

φ(A) = a, φ(B) = b; ψ(a) = A, ψ(b) = B.

Ïóñòü g1, . . . , gn �ðåøåíèå â ãðóïïå F2 óðàâíåíèÿ (6), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

g1, . . . , gt ∈ F (1)
2 . Ïðèìåíèâ ê ðàâåíñòâó w(g1, . . . , gn) = Ak àâòîìîðôèçì φ, ïîëó÷èì

w(φ(g1), . . . , φ(gn)) = ak.

Ê ïîñëåäíåìó ðàâåíñòâó ïðèìåíèì ãîìîìîðôèçì φ1 ãðóïïû F2 íà ãðóïïó F1, çàäàííûé
ðàâåíñòâàìè φ1(a) = a, φ1(b) = 1, è ïîëó÷èì

w(φ1(φ(g1)), . . . , φ1(φ(gn))) = ak.

Åñëè g ∈ F
(1)
2 , òî φ1(φ(g)) = 1, ïîýòîìó φ1(φ(g1)) = 1, . . . , φ1(φ(gt)) = 1. Çíà÷èò,

φ1(φ(gt+1)), . . . , φ1(φ(gn))�ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7) â ãðóïïå F1.
Îáðàòíî, åñëè ht+1, . . . , hn �ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7) â ãðóïïå F1, òî, ïðèìåíèâ ê ðà-

âåíñòâó
w(1, . . . , 1, ht+1, . . . , hn) = ak

â ãðóïïå F2 àâòîìîðôèçì ψ ýòîé ãðóïïû, ïîëó÷èì

w(1, . . . , 1, ψ(ht+1), . . . , ψ(hn)) = Ak,

çíà÷èò, g1 = 1, . . . , gt = 1, gt+1 = ψ(ht+1), . . . , gn = ψ(hn)�ðåøåíèå â ãðóïïå F2

óðàâíåíèÿ (6), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ g1, . . . , gt ∈ F (1)
2 .

Ðàññìîòðèì àíàëîãè÷íûé âîïðîñ äëÿ óðàâíåíèé ñ îäíèì íåèçâåñòíûì. Êàê è ðàíåå,
÷åðåç F

(1)
n îáîçíà÷àåì êîììóòàíò ñâîáîäíîé ãðóïïû Fn.

Òåîðåìà 4. Ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ïî ëþáîìó
óðàâíåíèþ ñ îäíèì íåèçâåñòíûì

w(x1, a1, . . . , an) = 1 (8)

â ñâîáîäíîé ãðóïïå Fn îïðåäåëèòü, èìååò ëè îíî òàêîå ðåøåíèå x1, ÷òî x1 ∈ F (1)
n .
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Äîêàçàòåëüñòâî. À.À. Ëîðåíö [4] è Ê.È. Àïïåëü [5] äîêàçàëè, ÷òî ìíîæåñòâî
ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ñ îäíèì íåèçâåñòíûì çàäà¼òñÿ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ïàðàìåò-
ðè÷åñêèõ ñëîâ, ò. å. ñëîâ âèäà ABλC, ãäå λ�öåëî÷èñëåííûé ïàðàìåòð. Ä. Áîðìîòîâ,
Ð. Ãèëìàí è À. Ìÿñíèêîâ [21] ðàçðàáîòàëè ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïî
óðàâíåíèþ ñ îäíèì íåèçâåñòíûì ñîîòâåòñòâóþùåãî ìíîæåñòâà ïàðàìåòðè÷åñêèõ ñëîâ.

Òåì ñàìûì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (8) â ñâîáîäíîé ãðóïïå

Fn ñ óñëîâèåì x1 ∈ F
(1)
n ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ, ñóùåñòâóåò ëè òà-

êîå öåëîå ÷èñëî λ, ÷òî ABλC ∈ F
(1)
n , èëè Bλ = A−1C−1 â Fn/F

(1)
n , ò. å. çàäà÷à î

ñóùåñòâîâàíèè ó óðàâíåíèÿ (8) ðåøåíèÿ ñ óñëîâèåì x1 ∈ F
(1)
n ñâîäèòñÿ ê ïðîáëåìå

ñòåïåíåé äëÿ ãðóïïû Fn/F
(1)
n : ñóùåñòâóåò ëè òàêîå öåëîå ÷èñëî λ, ÷òî Bλ = A−1C−1

â Fn/F
(1)
n . Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ïðîáëåìà ñòåïå-

íåé äëÿ ãðóïï Fn/F
(1)
n ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà.

Çàêëþ÷åíèå
Ïîëó÷åííûå â ðàáîòå ðåçóëüòàòû îá àëãîðèòìè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè ïðîáëåìû

ñîâìåñòíîñòè äëÿ íåêîòîðûõ òèïîâ óðàâíåíèé â ñâîáîäíûõ ãðóïïàõ ñ îãðàíè÷åíèÿìè
íà ðåøåíèÿ âìåñòå ñ ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû [19] îá àëãîðèòìè÷åñêîé íåðàçðåøèìî-

ñòè ïðîáëåìû ñîâìåñòíîñòè äëÿ àíàëîãè÷íûõ óðàâíåíèé ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà ðåøå-
íèÿ áëèçêîãî òèïà ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê íåêîòîðûé âêëàä â ðåàëèçàöèþ ñôîð-
ìóëèðîâàííîé â 60-å ãîäû XXâ. âûäàþùèìñÿ îòå÷åñòâåííûì ìàòåìàòèêîì Ñåðãååì
Èâàíîâè÷åì Àäÿíîì ¾Ïðîãðàììû óòî÷íåíèÿ ãðàíèöû ìåæäó àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðå-
øèìûìè è àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìûìè ïðîáëåìàìè¿.

Âûðàæàþ áëàãîäàðíîñòü ðåöåíçåíòàì, ñäåëàâøèì ðÿä ïîëåçíûõ çàìå÷àíèé ïî
îôîðìëåíèþ ðàáîòû.
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ÌÎÄÅËÅÉ ÊÎÍÅ×ÍÛÕ È ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÛÕ ßÇÛÊÎÂ1
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Èçó÷àþòñÿ íàñëåäñòâåííûå êëàññû àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì ÿçûêà L = Lfin ∪ L∞,
ãäå Lfin = ⟨R1, R2, . . . , Rm,=⟩ è L∞ = ⟨Rm+1, Rm+2, . . .⟩, ïðè÷¼ì â L∞ ÷èñëî ïðå-
äèêàòîâ êàæäîé ìåñòíîñòè êîíå÷íî, âñå ïðåäèêàòû óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ
ñâîèõ ìåñòíîñòåé è îáëàäàþò ñâîéñòâîì íåïîâòîðåíèÿ ýëåìåíòîâ. Êëàññ L-ñèñòåì
íàçûâàåòñÿ íàñëåäñòâåííûì, åñëè îí çàìêíóò îòíîñèòåëüíî ïîäñèñòåì. Äîêàçà-
íî, ÷òî êëàññ L-ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ íàñëåäñòâåííûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îí ìîæåò áûòü îïðåäåë¼í â òåðìèíàõ çàïðåù¼ííûõ ïîäñèñòåì. Êëàññ L-ñèñòåì
íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíî àêñèîìàòèçèðóåìûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî
óíèâåðñàëüíûõ ïðåäëîæåíèé Z ÿçûêà L, ÷òî ýòîò êëàññ ñîñòîèò èç âñåõ ñèñòåì,
óäîâëåòâîðÿþùèõ ìíîæåñòâó Z. Ðàññìîòðåíû âîïðîñû óíèâåðñàëüíîé àêñèîìà-
òèçèðóåìîñòè íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ L-ñèñòåì. Ïîêàçàíî, ÷òî íàñëåäñòâåííûé
êëàññ L-ñèñòåì óíèâåðñàëüíî àêñèîìàòèçèðóåì, åñëè è òîëüêî åñëè îí ìîæåò áûòü
îïðåäåë¼í â òåðìèíàõ êîíå÷íûõ çàïðåù¼ííûõ ïîäñèñòåì. Äîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü
óíèâåðñàëüíîé òåîðèè ïðîèçâîëüíîãî àêñèîìàòèçèðóåìîãî íàñëåäñòâåííîãî êëàñ-
ñà L-ñèñòåì, ìíîæåñòâî ìèíèìàëüíûõ çàïðåù¼ííûõ ïîäñèñòåì êîòîðîãî ðåêóð-
ñèâíî.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà, íàñëåäñòâåííûé êëàññ, óíèâåðñàëü-
íàÿ òåîðèÿ, óíèâåðñàëüíàÿ àêñèîìàòèçèðóåìîñòü, ðàçðåøèìîñòü.

AXIOMATIZABILITY AND DECIDABILITY OF UNIVERSAL THEORIES
OF HEREDITARY CLASSES OF MODELS OF FINITE AND INFINITE

LANGUAGES

A.V. Ilev

Sobolev Institute of Mathematics SB RAS, Omsk, Russia

In the paper, hereditary classes of L-structures are studied with language of the
form L = Lfin ∪ L∞, where Lfin = ⟨R1, R2, . . . , Rm,=⟩ and L∞ = ⟨Rm+1, Rm+2, . . .⟩,
and also in L∞ the number of predicates of each arity is finite, all predicates are
ordered in ascending of their arities and satisfy the non-element repetition property.
A class of L-structures is called hereditary if it is closed under substructures. It is
proved that the class of L-structures is hereditary if and only if it can be defined in
terms of forbidden substructures. A class of L-structures is called universally axioma-
tizable if there is a set Z of universal L-sentences such that the class consists of all
structures satisfying Z. The problems of the universal axiomatizability of hereditary
classes of L-structures are considered in the paper. It is shown that hereditary class

1Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñçàäàíèÿ ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ, ïðîåêò FWNF-2022-0003.
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of L-structures is universally axiomatizable if and only if it can be defined in terms
of finite forbidden substructures. It is proved that the universal theory of any axio-
matizable hereditary class of L-structures with a recursive set of minimal forbidden
substructures is decidable.

Keywords: structure, hereditary class, universal theory, universal axiomatizability,
decidability.

Ââåäåíèå
Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèå ðàíåå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ãðàôîâ, ãè-

ïåðãðàôîâ è ìàòðîèäîâ, à òàêæå ïîñòðîåíèå àëãîðèòìîâ äëÿ èõ êîíñòðóêòèâíîãî äî-
êàçàòåëüñòâà. Ïðåäñòàâëåííûå ìåõàíèçìû ìîãóò áûòü ïîëåçíû â äàëüíåéøåì ïðè èñ-
ñëåäîâàíèè êàê ñóãóáî òåîðåòè÷åñêèõ çàäà÷, íàïðèìåð ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé íàä
ñîîòâåòñòâóþùèìè àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòåìàìè [1, 2], òàê è ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ â òåõ
âîïðîñàõ, êîãäà âìåñòî ïåðåáîðà êîíêðåòíûõ îáúåêòîâ óìåñòíî ðàññìîòðåòü ëèøü îò-
äåëüíûå èõ êëþ÷åâûå ñâîéñòâà [3, 4].

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â òåîðèè ãðàôîâ àêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèå è ëîãè-
÷åñêèå ìåòîäû, â òîì ÷èñëå ìåòîäû òåîðèè ìîäåëåé. Ñôîðìèðîâàëîñü öåëîå íàïðàâëå-
íèå èññëåäîâàíèé, êîòîðîå ïîëó÷èëî íàçâàíèå àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè ãðàôîâ, è ìîæíî
òàêæå ãîâîðèòü î ôîðìèðîâàíèè îñîáîãî ðàçäåëà òåîðèè ãðàôîâ� ëîãè÷åñêîé òåîðèè
ãðàôîâ [5]. Íàïîìíèì, ÷òî îáûêíîâåííûé ãðàô ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê àëãåáðàè÷åñêàÿ
ñèñòåìà, ÿçûê êîòîðîé ñîñòîèò èç ïðåäèêàòà ðàâåíñòâà è áèíàðíîãî ïðåäèêàòà ñìåæ-
íîñòè âåðøèí, óäîâëåòâîðÿþùåãî àêñèîìàì èððåôëåêñèâíîñòè è ñèììåòðè÷íîñòè. Èç-
âåñòíî, ÷òî òåîðèÿ ãðàôîâ íåðàçðåøèìà, òàê æå êàê è òåîðèÿ êîíå÷íûõ ãðàôîâ [6].

Òðàäèöèîííûé èíòåðåñ âûçûâàþò âîïðîñû àêñèîìàòèçèðóåìîñòè è óíèâåðñàëüíîé
àêñèîìàòèçèðóåìîñòè ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ãðàôîâ [7�9]. Òàê, â [10] îáñóæäàþòñÿ âîïðî-
ñû àêñèîìàòèçèðóåìîñòè íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ ãðàôîâ, îïðåäåë¼ííûõ â òåðìèíàõ
çàïðåù¼ííûõ ïîðîæä¼ííûõ ïîäãðàôîâ; â [11] � âîïðîñû àêñèîìàòèçèðóåìîñòè íàñëåä-
ñòâåííûõ êëàññîâ ãðàôîâ, îïðåäåë¼ííûõ â òåðìèíàõ ëþáûõ çàïðåù¼ííûõ ïîäãðàôîâ.
Â ñâÿçè ñ ýòèì åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò çàäà÷à î íàõîæäåíèè êðèòåðèÿ àêñè-
îìàòèçèðóåìîñòè íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ ïðîèçâîëüíûõ áåñêîíå÷íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
ñèñòåì è èõ îïðåäåëåíèÿ â òåðìèíàõ çàïðåù¼ííûõ ïîäñèñòåì, ïî àíàëîãèè ñ ãðàôàìè.
Â ÷àñòíîñòè, òàêàÿ çàäà÷à àêòóàëüíà äëÿ áîëåå ñëîæíûõ îáúåêòîâ, íàïðèìåð ãèïåð-
ãðàôîâ, àêñèîìàòèçèðóåìîñòü õîðíîâûõ êëàññîâ êîòîðûõ èññëåäîâàíà â [12], è êëàññà
ìàòðîèäîâ ôèêñèðîâàííîãî ðàíãà, àêñèîìàòèçàðóåìîñòü êîòîðîãî ïîêàçàíà â [13]. Ðÿä
îáùèõ âîïðîñîâ àêñèîìàòèçèðóåìîñòè óíèâåðñàëüíûõ êëàññîâ ðàññìîòðåí â [14], îäíà-
êî ïðåäëîæåííûå òàì ïîäõîäû íå ñîäåðæàò êîíêðåòíîé àëãîðèòìè÷åñêîé ðåàëèçàöèè.

Îñîáîå ìåñòî â òåîðèè ìîäåëåé çàíèìàåò èçó÷åíèå óíèâåðñàëüíûõ òåîðèé. Ñ ïîìî-
ùüþ èçâåñòíîé ïðîöåäóðû ñêóëåìèçàöèè ìîæíî ïåðåéòè îò ëþáîé òåîðèè ê óíèâåð-
ñàëüíîé òåîðèè â ðàñøèðåííîì ÿçûêå [15]. Êðîìå òîãî, íåêîòîðûå îáùèå ïðîáëåìû
ðàçðåøèìîñòè óäà¼òñÿ èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïðîáëåìû ðàçðåøèìîñòè óíèâåðñàëüíûõ
òåîðèé. Ïîâûøåííûé èíòåðåñ ê óíèâåðñàëüíûì òåîðèÿì âûçûâàåò èõ ïðèìåíåíèå â ëî-
ãè÷åñêîì ïðîãðàììèðîâàíèè è òåîðèè áàç äàííûõ [16]. Ðàçðåøèìîñòü óíèâåðñàëüíîé
òåîðèè ãðàôîâ è óíèâåðñàëüíîé òåîðèè ïðîèçâîëüíîãî àêñèîìàòèçèðóåìîãî íàñëåä-
ñòâåííîãî êëàññà ãðàôîâ, ìíîæåñòâî ìèíèìàëüíûõ çàïðåù¼ííûõ ïîäãðàôîâ êîòîðîãî
ðåêóðñèâíî, äîêàçàíà â [17].

Â äàííîé ðàáîòå ìåòîäàìè òåîðèè ìîäåëåé èçó÷àþòñÿ íàñëåäñòâåííûå êëàñ-
ñû àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì ÿçûêà L = Lfin ∪ L∞, ãäå Lfin = ⟨R1, R2, . . . , Rm,=⟩ è
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L∞ = ⟨Rm+1, Rm+2, . . .⟩, ïðè÷¼ì â L∞ ÷èñëî ïðåäèêàòîâ êàæäîé ìåñòíîñòè êîíå÷íî, âñå
ïðåäèêàòû óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ ñâîåé ìåñòíîñòè è îáëàäàþò ñâîéñòâîì íåïî-
âòîðåíèÿ ýëåìåíòîâ. Â ï. 1 ïðèâåäåíû îñíîâíûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ìîäåëåé. Â ï. 2
ðàññìîòðåíû âîïðîñû àêñèîìàòèçèðóåìîñòè íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ L-ñèñòåì è ïî-
êàçàíî, ÷òî âñÿêèé íàñëåäñòâåííûé êëàññ L-ñèñòåì óíèâåðñàëüíî àêñèîìàòèçèðóåì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ìîæåò áûòü îïðåäåë¼í â òåðìèíàõ êîíå÷íûõ çàïðå-
ù¼ííûõ ïîäñèñòåì. Â ï. 3 ñîäåðæèòñÿ îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû� äîêàçàíà ðàçðå-
øèìîñòü óíèâåðñàëüíîé òåîðèè ïðîèçâîëüíîãî àêñèîìàòèçèðóåìîãî íàñëåäñòâåííîãî
êëàññà L-ñèñòåì, ìíîæåñòâî ìèíèìàëüíûõ çàïðåù¼ííûõ ïîäñèñòåì êîòîðîãî ðåêóð-
ñèâíî.

1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ
Íàïîìíèì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ òåîðèè ìîäåëåé.
ßçûêîì, èëè ñèãíàòóðîé L = R ∪ F ∪ C, íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü ñëåäóþùèõ ìíî-

æåñòâ:

1) ìíîæåñòâà ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ R;
2) ìíîæåñòâà ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ F;
3) ìíîæåñòâà êîíñòàíòíûõ ñèìâîëîâ C,

ïðè÷¼ì ñ êàæäûì ïðåäèêàòíûì ñèìâîëîì R ∈ R è ñ êàæäûì ôóíêöèîíàëüíûì ñèì-
âîëîì F ∈ F îäíîçíà÷íî ñâÿçûâàåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî nR èëè nF � àðíîñòü, èëè
ìåñòíîñòü.

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ÿçûêà L, èëè L-ñèñòåìà, � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

A = ⟨A; RA, FA, cA⟩,

â êîòîðîé A�íåïóñòîå ìíîæåñòâî, íàçûâàåìîå îñíîâíûì ìíîæåñòâîì, èëè íîñè-

òåëåì ñèñòåìû A; êàæäîìó ïðåäèêàòíîìó ñèìâîëó R ∈ R ñîîòâåòñòâóåò nR-ìåñòíîå
îòíîøåíèå RA ⊆ AnR ; êàæäîìó ôóíêöèîíàëüíîìó ñèìâîëó F ∈ F ñîîòâåòñòâóåò nF -
ìåñòíàÿ ôóíêöèÿ FA : AnF → A; êàæäîìó êîíñòàíòíîìó ñèìâîëó c ∈ C ñîîòâåòñòâóåò
íåêîòîðûé ýëåìåíò cA ∈ A. Â äàëüíåéøåì ïðè îïèñàíèè L-ñèñòåì èñïîëüçóåì êðàò-
êóþ çàïèñü A = ⟨A,L⟩. Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà A íàçûâàåòñÿ ìîäåëüþ, åñëè â íåé
îòñóòñòâóþò ôóíêöèè.

Àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû A = ⟨A,L⟩ è B = ⟨B,L⟩ ÿçûêà L íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíû-
ìè, åñëè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì f : A→ B, ñîõðàíÿþùèé èõ ïðåäèêàòû è ôóíêöèè.

L-ñèñòåìà A = ⟨A,L⟩ íàçûâàåòñÿ ïîäñèñòåìîé L-ñèñòåìû B = ⟨B,L⟩ (îáîçíà÷àåòñÿ
A ⊆ B), åñëè:

1) A ⊆ B;
2) ôóíêöèè è ïðåäèêàòû â A ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åíèÿìè íà A ñîîòâåòñòâóþùèõ

ôóíêöèé è ïðåäèêàòîâ â B;
3) ìíîæåñòâî A çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé.

Åñëè A ⊆ B è A ⊂ B, òî A íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííîé ïîäñèñòåìîé B.
Ôîðìóëîé ÿçûêà L íàçûâàåòñÿ ôîðìóëà èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà

ñ ðàâåíñòâîì, âíåëîãè÷åñêèå êîíñòàíòû êîòîðîé ñîäåðæàòñÿ â L. Ôîðìóëó áåç ñâîáîä-
íûõ ïåðåìåííûõ íàçûâàþò ïðåäëîæåíèåì. Èñòèííîñòü ïðåäëîæåíèÿ φ â àëãåáðàè÷å-
ñêîé ñèñòåìå A îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç A |= φ. Ïðåäëîæåíèå φ íàçûâàåòcÿ óíèâåðñàëüíûì
ïðåäëîæåíèåì, èëè ∀-ïðåäëîæåíèåì, åñëè φ = ∀x1 . . . ∀xn ψ, ãäå ψ� áåñêâàíòîðíàÿ
ôîðìóëà, íå ñîäåðæàùàÿ äðóãèõ ïåðåìåííûõ, êðîìå x1, . . . , xn. Ïðåäëîæåíèå φ íàçûâà-
åòcÿ ýêçèñòåíöèàëüíûì ïðåäëîæåíèåì, èëè ∃-ïðåäëîæåíèåì, åñëè φ = ∃x1 . . . ∃xn ψ,
ãäå ψ� áåñêâàíòîðíàÿ ôîðìóëà, íå ñîäåðæàùàÿ äðóãèõ ïåðåìåííûõ, êðîìå x1, . . . , xn.
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Ïîä êëàññîì àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì â äàëüíåéøåì áóäåì ïîíèìàòü àáñòðàêòíûé
êëàññ, ò. å. òàêîå ñåìåéñòâî L-ñèñòåì, êîòîðîå âìåñòå ñ ëþáîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìîé
ñîäåðæèò âñå èçîìîðôíûå åé L-ñèñòåìû. Êëàññ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì íàçûâàåòñÿ
íàñëåäñòâåííûì, åñëè îí çàìêíóò îòíîñèòåëüíî ïîäñèñòåì.

Êëàññ K àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì íàçûâàåòñÿ àêñèîìàòèçèðóåìûì, åñëè ñóùåñòâóåò
òàêîå ìíîæåñòâî ïðåäëîæåíèé Z ÿçûêà L, ÷òî äëÿ ëþáîé ñèñòåìû A

A ∈ K⇔ A |= φ äëÿ âñåõ φ ∈ Z.

Ìíîæåñòâî ïðåäëîæåíèé Z íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì àêñèîì äëÿ êëàññà K. Åñëè
äëÿ K ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî àêñèîì, òî êëàññ K íàçûâàåòñÿ êîíå÷íî àê-

ñèîìàòèçèðóåìûì. Åñëè äëÿ K ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî àêñèîì, ñîñòîÿùåå òîëüêî
èç ∀-ïðåäëîæåíèé, òî êëàññ K íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíî àêñèîìàòèçèðóåìûì, èëè
∀-àêñèîìàòèçèðóåìûì. Åñëè äëÿ êëàññà K ñóùåñòâóåò ðåêóðñèâíîå ìíîæåñòâî àêñè-

îì Z, ò. å. Z � ñèñòåìà àêñèîì êëàññà K, è ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé ïî ëþáîìó
ïðåäëîæåíèþ ÿçûêà L ïîçâîëÿåò óçíàòü, ïðèíàäëåæèò îíî ìíîæåñòâó Z èëè íåò, òî
êëàññ K íàçûâàåòñÿ ðåêóðñèâíî àêñèîìàòèçèðóåìûì.

Ïðåäëîæåíèÿ φ1 è φ2 ÿçûêà L áóäåì íàçûâàòü ýêâèâàëåíòíûìè íà êëàññå K àë-
ãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì ÿçûêà L, åñëè äëÿ ëþáîé ñèñòåìû A êëàññà K

A |= φ1 ⇔ A |= φ2.

Ïóñòü S(L)�ìíîæåñòâî âñåõ ïðåäëîæåíèé ÿçûêà L;K�íåêîòîðûé êëàññ L-ñèñòåì.
Ýëåìåíòàðíîé òåîðèåé (èëè ïðîñòî òåîðèåé êëàññà) K íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî Th(K)
âñåõ ïðåäëîæåíèé èç S(L), èñòèííûõ âî âñåõ ñèñòåìàõ èç K. Åñëè ñóùåñòâóåò àë-
ãîðèòì, êîòîðûé ïîçâîëÿåò îòâåòèòü íà âîïðîñ, ïðèíàäëåæèò èëè íåò ïðîèçâîëüíîå
ïðåäëîæåíèå èç S(L) òåîðèè Th(K), òî ýòà òåîðèÿ íàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìîé. Ìíîæåñòâî
âñåõ ∀-ïðåäëîæåíèé òåîðèè Th(K) íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíîé òåîðèåé, èëè ∀-òåîðèåé
êëàññà K. Ìíîæåñòâî âñåõ ∃-ïðåäëîæåíèé òåîðèè Th(K) íàçûâàåòñÿ ýêçèñòåíöèàëü-
íîé òåîðèåé, èëè ∃-òåîðèåé êëàññà K.

Ïóñòü H�ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî L-ñèñòåì. Òîãäà êëàññ Forb(H), êîòîðûé ñî-
ñòîèò èç âñåõ L-ñèñòåì, íå ñîäåðæàùèõ ïîäñèñòåì èç H è èì èçîìîðôíûõ, ìîæåò
áûòü îïðåäåë¼í çàäàíèåì L-ñèñòåì A ∈ H â êà÷åñòâå çàïðåù¼ííûõ ïîäñèñòåì. Áó-
äåì ãîâîðèòü, ÷òî êëàññ L-ñèñòåì K îïðåäåëèì â òåðìèíàõ çàïðåù¼ííûõ ïîäñèñòåì,
åñëè K = Forb(H) äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà H. ×òîáû îïðåäåëèòü êëàññ çàïðåù¼í-
íûõ ïîäñèñòåì H äëÿ êëàññà K, íåîáõîäèìî äëÿ ìíîæåñòâà H âçÿòü åãî çàìûêàíèå
îòíîñèòåëüíî èçîìîðôèçìà.

Ìíîæåñòâî L-ñèñòåì H íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì ìèíèìàëüíûõ çàïðåù¼ííûõ ïîä-

ñèñòåì äëÿ êëàññà K, åñëè K = Forb(H) è ïðè ýòîì äëÿ ëþáîé L-ñèñòåìû A ∈ H
âñÿêàÿ å¼ ñîáñòâåííàÿ ïîäñèñòåìà A1 ̸∈ H, êàê è âñå L-ñèñòåìû, èçîìîðôíûå A1.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü K = Forb(H). Êëàññ H ÿâëÿåòñÿ êëàññîì ìèíèìàëüíûõ
çàïðåù¼ííûõ ïîäñèñòåì äëÿ êëàññà K òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà H ÿâëÿåòñÿ çàìû-
êàíèåì îòíîñèòåëüíî èçîìîðôèçìà ìèíèìàëüíîãî ïî âêëþ÷åíèþ ìíîæåñòâà H çàïðå-
ù¼ííûõ ïîäñèñòåì äëÿ êëàññà K, ò. å. K = Forb(H) è K ̸= Forb(H1) äëÿ âñåõ H1 ⊂ H.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: äëÿ ëþáîãî ìèíèìàëüíîãî ïî âêëþ÷å-
íèþ ìíîæåñòâà H çàïðåù¼ííûõ ïîäñèñòåì äëÿ êëàññà K, çàìûêàíèåì êîòîðîãî îòíî-
ñèòåëüíî èçîìîðôèçìà ÿâëÿåòñÿ êëàññ H, ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî H1 ⊂ H, òàêîå, ÷òî
K = Forb(H1). Òîãäà ñóùåñòâóåò L-ñèñòåìà A ∈ H, òàêàÿ, ÷òî A ∈ H \H1. Ïðè ýòîì
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A ̸∈ Forb(H) = Forb(H1), ò. å. ñóùåñòâóåò L-ñèñòåìà A1 ∈ H1, òàêàÿ, ÷òî A1 ÿâëÿåòñÿ
ñîáñòâåííîé ïîäñèñòåìîé A. Íî ïîñêîëüêó A1 ∈ H, à çíà÷èò, è A1 ∈ H, ïîëó÷àåì ïðî-
òèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî H�êëàññ ìèíèìàëüíûõ çàïðåù¼ííûõ ïîäñèñòåì äëÿ êëàññà K.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ñóùåñòâóåò L-ñèñòåìà A ∈ H è å¼ ñîá-
ñòâåííàÿ ïîäñèñòåìà A1 ∈ H. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ðàññìîòðèì òàêèå èç íèõ,
êîòîðûå îáå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó H. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî H1 = H \ {A}. Î÷å-
âèäíî, ÷òî K = Forb(H1), ïîñêîëüêó âñå L-ñèñòåìû, íå ñîäåðæàùèå â êà÷åñòâå ïîäñè-
ñòåìû A, íå äîëæíû ñîäåðæàòü â êà÷åñòâå ïîäñèñòåìû è A1 ∈ H1. Ïîëó÷èëè ïðîòè-
âîðå÷èå ñ óñëîâèåì ìèíèìàëüíîñòè ïî âêëþ÷åíèþ ìíîæåñòâà H.

Ìíîæåñòâî çàïðåù¼ííûõ ïîäñèñòåì ÿçûêà L íàçûâàåòñÿ ðåêóðñèâíûì, åñëè ñóùå-
ñòâóåò ãåäåëåâñêàÿ íóìåðàöèÿ g ýòèõ ïîäñèñòåì, òàêàÿ, ÷òî ìíîæåñòâî èõ íîìåðîâ
ÿâëÿåòñÿ ðåêóðñèâíûì, ò. å. ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé óçíàòü, ïðèíàäëåæèò
ëè ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ìíîæåñòâó íîìåðîâ.

Óòâåðæäåíèå 2 (êðèòåðèé ∀-àêñèîìàòèçèðóåìîñòè) [15]. Ïóñòü K� àêñèîìàòè-
çèðóåìûé êëàññ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì ÿçûêà L. Êëàññ K ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíî àê-
ñèîìàòèçèðóåìûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí çàìêíóò îòíîñèòåëüíî ïîäñèñòåì.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî äâà òèïà àëãåáðàè÷åñêèõ ñè-
ñòåì. Âî-ïåðâûõ, ìîäåëè A = ⟨A,Lfin⟩ êîíå÷íûõ ÿçûêîâ ñ ðàâåíñòâîì, â êîòîðûõ
Lfin = ⟨R1, R2, . . . , Rm,=⟩. Âî-âòîðûõ, ìîäåëè A = ⟨A,L⟩ áåñêîíå÷íûõ ÿçûêîâ ñ ðàâåí-
ñòâîì âèäà L = Lfin ∪ L∞, ãäå L∞ = ⟨Rm+1, Rm+2, . . .⟩, ïðè÷¼ì â L∞ ÷èñëî ïðåäèêàòîâ
êàæäîé ìåñòíîñòè êîíå÷íî, âñå ïðåäèêàòû óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ ñâîåé ìåñòíî-
ñòè è îáëàäàþò ñâîéñòâîì íåïîâòîðåíèÿ ýëåìåíòîâ, ò. å. äëÿ âñåõ Rk ∈ L∞ âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

∀x1 . . . ∀xl [Rk(x1, . . . , xl)→
∧
i ̸=j

(xi ̸= xj)].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç nk ìåñòíîñòü ïðåäèêàòà Rk.
Ïîñêîëüêó Lfin ⊂ L äëÿ âñåõ m ∈ N, â äàëüíåéøåì êîíå÷íûé ñëó÷àé íå âûäåëÿåòñÿ

â ôîðìóëèðîâêàõ óòâåðæäåíèé è èõ äîêàçàòåëüñòâàõ, âåðíûõ äëÿ ëþáîãî ðàññìàòðè-
âàåìîãî ÿçûêà L.

2. Àêñèîìàòèçèðóåìûå íàñëåäñòâåííûå êëàññû
Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî óòâåðæäåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ óêàçàíèÿ ñâÿçè ìåæäó íà-

ñëåäñòâåííûìè êëàññàìè ìîäåëåé ÿçûêà L è èõ çàïðåù¼ííûìè ïîäñèñòåìàìè.

Ëåììà 1. Àáñòðàêòíûé êëàññ L-ñèñòåì K ÿâëÿåòñÿ íàñëåäñòâåííûì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ìîæåò áûòü îïðåäåë¼í â òåðìèíàõ çàïðåù¼ííûõ ïîäñèñòåì.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü K�íàñëåäñòâåííûé êëàññ L-ñèñòåì, ò. å. äëÿ ëþáûõ L-ñè-
ñòåì A1 è A2 åñëè A1 ∈ K è A2 ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîé ïîäñèñòåìîé A1, òî A2 ∈ K.
Ðàññìîòðèì êëàññ H�äîïîëíåíèå ê K â êëàññå âñåõ L-ñèñòåì. Ïîñêîëüêó A2 ̸∈ H, òî
A1 ∈ Forb(H) è ïîýòîìó K ⊆ Forb(H).

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ L-ñèñòåìó A3 ∈ Forb(H), ò. å. òàêóþ, ÷òî âñÿêàÿ
å¼ ïîäñèñòåìà íå ñîäåðæèòñÿ â H, â òîì ÷èñëå è ñàìà A3. Íî òîãäà A3 ∈ K è, ñëåäî-
âàòåëüíî, Forb(H) ⊆ K.

Òàêèì îáðàçîì, K = Forb(H), ò. å. êëàññ K ìîæåò áûòü îïðåäåë¼í â òåðìèíàõ çà-
ïðåù¼ííûõ ïîäñèñòåì ÿçûêà L.
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Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü K = Forb(H)�êëàññ, îïðåäåëèìûé â òåðìèíàõ çàïðåù¼í-
íûõ ïîäñèñòåì ÿçûêà L. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò L-ñèñòåìà A1 ∈ K è å¼ ïîäñè-
ñòåìà A2, òàêàÿ, ÷òî A2 ̸∈ K. Òîãäà L-ñèñòåìà A2 ñîäåðæèò ïîäñèñòåìó A3, òàêóþ, ÷òî
A3 ∈ H. Íî ïîñêîëüêó A3 ÿâëÿåòñÿ òàêæå ïîäñèñòåìîé A1, òî A1 ̸∈ Forb(H)�ïðîòè-
âîðå÷èå.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîé L-ñèñòåìû A1 ∈ K âñÿêàÿ å¼ ïîäñèñòåìà ñîäåðæèòñÿ
â K. Ñëåäîâàòåëüíî, K�íàñëåäñòâåííûé êëàññ L-ñèñòåì.

Ëåììà 2. Ïóñòü K = Forb(H), ïðè÷¼ì âñå L-ñèñòåìû êëàññà H êîíå÷íû, A�
áåñêîíå÷íàÿ L-ñèñòåìà, êàæäàÿ êîíå÷íàÿ ïîäñèñòåìà êîòîðîé ïðèíàäëåæèò êëàññó K.
Òîãäà A òàêæå ïðèíàäëåæèò êëàññó K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: A ̸∈ K. Òîãäà ñóùåñòâóåò å¼ ïîä-
ñèñòåìà A1, òàêàÿ, ÷òî A1 ∈ H. Íî ïî óñëîâèþ ëåììû A1 äîëæíà áûòü êîíå÷íà �
ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî âñå êîíå÷íûå ïîäñèñòåìû A ïðèíàäëåæàò êëàññó K è, ñëåäî-
âàòåëüíî, íå ïðèíàäëåæàò êëàññó H.

Òàêèì îáðàçîì, A ∈ K.

Òåîðåìà 1. Íàñëåäñòâåííûé êëàññ L-ñèñòåì (óíèâåðñàëüíî) àêñèîìàòèçèðóåì òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ìîæåò áûòü îïðåäåë¼í â òåðìèíàõ êîíå÷íûõ çàïðåù¼ííûõ
ïîäñèñòåì, ïðè÷¼ì îáÿçàòåëüíî ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ ìíîæåñòâî òà-
êèõ ïîäñèñòåì.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïî îïðåäåëåíèþ íàñëåäñòâåííûé êëàññ L-ñèñòåì çàìêíóò îòíîñè-
òåëüíî ïîäñèñòåì, ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó êðèòåðèÿ óíèâåðñàëüíîé àêñèîìàòèçèðóåìî-
ñòè (óòâåðæäåíèÿ 2) ëþáîé àêñèîìàòèçèðóåìûé íàñëåäñòâåííûé êëàññ L-ñèñòåì ÿâëÿ-
åòñÿ ∀-àêñèîìàòèçèðóåìûì, ïîýòîìó ëþáàÿ åãî àêñèîìà ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ ∀-ïðåäëîæå-
íèåì.

Òîãäà ìíîæåñòâî çàïðåù¼ííûõ ïîäñèñòåì íàñëåäñòâåííîãî êëàññà K, êîòîðîå ñó-
ùåñòâóåò ïî ëåììå 1, ìîæíî çàäàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Äëÿ êàæäîé àêñèîìû φ îïðåäåëèì êîíå÷íîå ìíîæåñòâîHφ çàïðåù¼ííûõ ïîäñèñòåì
ñ ÷èñëîì ýëåìåíòîâ îò 1 äî p, ãäå p�êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ â äàííîé àêñèîìå, ïðè
ïîìîùè àëãîðèòìà 1. Çàòåì îáúåäèíèì ìíîæåñòâà Hφ äëÿ âñåõ àêñèîì {φ} è äëÿ
êàæäîãî íàáîðà èçîìîðôíûõ L-ñèñòåì èç ýòîãî îáúåäèíåíèÿ èñêëþ÷èì âñå, êðîìå
îäíîé. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ìíîæåñòâî H êîíå÷íûõ çàïðåù¼ííûõ ïîäñèñòåì ÿçûêà L
äëÿ äàííîãî íàñëåäñòâåííîãî êëàññà K.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ìèíèìàëüíîãî ïî âêëþ÷åíèþ ìíîæåñòâà çàïðå-
ù¼ííûõ ïîäñèñòåì âîñïîëüçóåìñÿ óòâåðæäåíèåì 1 è àëãîðèòìîì 2, êîòîðûé èç ìíî-
æåñòâà êîíå÷íûõ çàïðåù¼ííûõ ïîäñèñòåì H âûäåëÿåò ìíîæåñòâî H⩽k

min ìèíèìàëüíûõ
çàïðåù¼ííûõ ïîäñèñòåì ñ ÷èñëîì ýëåìåíòîâ íå áîëüøèì k.

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî H íå ñîäåðæèò èçîìîðôíûõ L-ñèñòåì è ñ ó÷¼òîì îãðàíè÷å-
íèé, íàëîæåííûõ íà ïðåäèêàòû ÿçûêà L, ÷èñëî k-ýëåìåíòíûõ çàïðåù¼ííûõ ïîäñèñòåì
âñåãäà êîíå÷íî, àëãîðèòì 2 êîððåêòíî ðàáîòàåò äëÿ ëþáîãî k ∈ N. Åñëè îáúåäèíèòü
ïîñëåäîâàòåëüíî íàéäåííûå àëãîðèòìîì 2 ìíîæåñòâà H⩽k

min äëÿ âñåõ k, äëÿ êîòîðûõ
âûïîëíåíî âëîæåíèå H⩽k

min ⊆ H
⩽k+1
min , òî ïîëó÷èòñÿ ìèíèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ ìíîæå-

ñòâî Hmin çàïðåù¼ííûõ ïîäñèñòåì äëÿ êëàññà K.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé íàñëåäñòâåííûé êëàññ L-ñèñòåì K =

= Forb(H), ãäå H�ìèíèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ çàïðåù¼ííûõ
ïîäñèñòåì. Ëþáîé êîíå÷íîé L-ñèñòåìå A ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå óñëîâèå ñó-
ùåñòâîâàíèÿ ïîäñèñòåìû, èçîìîðôíîé åé, ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà 3.
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Àëãîðèòì 1. Ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâà çàïðåù¼ííûõ ïîäñèñòåì Hφ äëÿ àêñèîìû φ

Âõîä: ∀-ïðåäëîæåíèå φ.
Âûõîä: Êîíå÷íîå ìíîæåñòâî Hφ.
1: Îòðèöàíèå àêñèîìû ¬φ ýêâèâàëåíòíî ïðåäëîæåíèþ ∃x1 . . . ∃xp ψ, ãäå ψ� áåñêâàí-
òîðíàÿ ôîðìóëà, íàõîäÿùàÿñÿ â ïðåäâàð¼ííîé äèçúþíêòèâíîé ôîðìå (ÏÄÔ), ò. å.
ψ =

∨
r

ψr, ãäå ψr �êîíúþíêòû.

2: Êàæäûé êîíúþíêò ψr, íå ñîäåðæàùèé ìíîæèòåëåé (xi = xj) è (xi ̸= xj), äîïîë-
íèòü óñëîâèåì (xi = xj) ∨ (xi ̸= xj). Ïîëó÷åííîå ïðåäëîæåíèå, ýêâèâàëåíòíîå ¬φ,
ïðèâåñòè ê ÏÄÔ è îáîçíà÷èòü ¬φ1.

3: Äëÿ âñåõ Rk ∈ Lfin è êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðåäèêàòîâ Rk ∈ L∞, ìåñòíîñòü êîòîðûõ íå
ïðåâîñõîäèò p, êàæäûé êîíúþíêò ïðåäëîæåíèÿ ¬φ1, íå ñîäåðæàùèé ìíîæèòåëåé
Rk(t1, . . . , tl) è ¬Rk(t1, . . . , tl), äîïîëíèòü óñëîâèåì Rk(t1, . . . , tl) ∨ ¬Rk(t1, . . . , tl) äëÿ
ëþáûõ {t1, . . . , tl} ⊆ {x1, . . . , xp}, ãäå l = nk. Çàòåì ïåðåéòè ê ïðåäëîæåíèþ ¬φ2,
ýêâèâàëåíòíîìó ¬φ1, íàõîäÿùåìóñÿ â ÏÄÔ.

4: Êàæäûé êîíúþíêò ïðåäëîæåíèÿ ¬φ2 ëèáî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà çàäà¼ò
ïîäñèñòåìó ÿçûêà L ñ ôèêñèðîâàííûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ îò 1 äî p è âñåìè âîçìîæ-
íûìè ôèêñèðîâàííûìè íàáîðàìè ýëåìåíòîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ èëè íå óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ ïðåäèêàòàì Rk ÿçûêà L, ëèáî ïðîòèâîðå÷èò íàëîæåííûì íà L-ñèñòåìû
îãðàíè÷åíèÿì è óäàëÿåòñÿ. Â èòîãå ïîëó÷àåòñÿ ïðåäëîæåíèå ¬φ3 â ÏÄÔ, ïî êîíú-
þíêòàì êîòîðîãî ñòðîèòñÿ ìíîæåñòâî çàïðåù¼ííûõ ïîäñèñòåì Hφ.

Àëãîðèòì 2. Ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâà H⩽k
min ìèíèìàëüíûõ çàïðåù¼ííûõ ïîäñèñòåì

Âõîä: Ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ çàïðåù¼ííûõ ïîäñèñòåì H.
Âûõîä: Ìíîæåñòâî H⩽k

min.
1: Äëÿ âñåõ i = 1, . . . , k − 1:

Ïðîñìîòðåòü âñå (i+ 1)-ýëåìåíòíûå çàïðåù¼ííûå ïîäñèñòåìû èç H, ñîñòàâëÿþ-
ùèå ìíîæåñòâî H i+1. Óäàëèòü èç íåãî âñå L-ñèñòåìû, ñîäåðæàùèå ïîäñèñòåìû
èç H 1, . . . ,H i.

2: H⩽k
min :=

k⋃
i=1

H i.

Àëãîðèòì 3. Ïîñòðîåíèå ïðåäëîæåíèÿ φ, îçíà÷àþùåãî óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ïîä-
ñèñòåìû A
Âõîä: Êîíå÷íàÿ L-ñèñòåìà A.
Âûõîä: ∃-ïðåäëîæåíèå φ.
1: φ := ∃x1 . . . ∃xp ψ, ãäå p�÷èñëî ýëåìåíòîâ L-ñèñòåìû A; ψ�ïóñòîé êîíúþíêò.
2: Â êîíúþíêò ψ äîáàâèòü óñëîâèÿ ïîïàðíîãî ðàçëè÷èÿ ïåðåìåííûõ x1, . . . , xp.
3: Äëÿ âñåõ ïðåäèêàòîâ Rk ∈ Lfin è êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðåäèêàòîâ Rk ∈ L∞, ìåñò-
íîñòü êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò p, à òàêæå âñåõ âîçìîæíûõ ìíîæåñòâ {t1, . . . , tl} ⊆
⊆ {x1, . . . , xp}, ãäå l = nk, â êîíúþíêò ψ äîáàâèòü ìíîæèòåëè Rk(t1, . . . , tl) èëè
¬Rk(t1, . . . , tl) â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàê ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì ïåðåìåííûì ýëå-
ìåíòû ïðåäñòàâëåíû â ñèñòåìå A.
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Òîãäà àêñèîìàòèêà êëàññà K äîëæíà ñîñòîÿòü èç ìíîæåñòâà àêñèîì, êàæäàÿ èç
êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò îäíîé èç çàïðåù¼ííûõ ïîäñèñòåì èç ìíîæåñòâà H, ò. å. àêñèî-
ìàìè ÿâëÿþòñÿ îòðèöàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåäëîæåíèé φ = ∃x1 . . . ∃xp ψ. Ïðè ýòîì
â ñèëó ëåììû 2 òàêèõ àêñèîì äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûäåëèòü íå òîëüêî êîíå÷íûå L-ñè-
ñòåìû, ïðèíàäëåæàùèå êëàññó K, íî è áåñêîíå÷íûå. Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ L-ñèñòåìà,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ ìíîæåñòâó àêñèîì {¬φ}H, ñîäåðæèòñÿ â íàñëåäñòâåííîì êëàññå K,
ïðè÷¼ì âñå àêñèîìû ÿâëÿþòñÿ ∀-ïðåäëîæåíèÿìè, ò. å. êëàññ K óíèâåðñàëüíî àêñèîìà-
òèçèðóåì.

Äëÿ íàãëÿäíîñòè ðàçáåð¼ì â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ äâà íàñëåäñòâåííûõ êëàññà ãèïåð-
ãðàôîâ ñ ð¼áðàìè êîíå÷íîé ìîùíîñòè.

Ãèïåðãðàô ñ ð¼áðàìè êîíå÷íîé ìîùíîñòè� ýòî àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìàH = ⟨V,LH⟩,
íîñèòåëü êîòîðîé V �íåïóñòîå ìíîæåñòâî âåðøèí, à ÿçûê LH = ⟨E1, E2, . . . ,=⟩ ñîñòî-
èò èç ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà ïðåäèêàòîâ, ìåñòíîñòü êàæäîãî èç êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ åãî
ïîðÿäêîâûì íîìåðîì, è ïðåäèêàòà ðàâåíñòâà; êàæäûé ïðåäèêàò En(x1, . . . , xn) îçíà-
÷àåò, ÷òî ýëåìåíòû x1, . . . , xn ëåæàò â ðåáðå ãèïåðãðàôà ìîùíîñòè n, ò. å. ïðåäèêàòû
En(x1, . . . , xn) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì íåóïîðÿäî÷åííîñòè è íåïîâòîðåíèÿ ýëåìåí-

òîâ äëÿ âñåõ n ∈ N:
(H1) ∀x1 . . .∀xn [En(x1, . . . , xn)⇒

∧
π

En(π(x1), . . . , π(xn))], ãäå π�ëþáàÿ ïåðåñòàíîâêà

x1, . . . , xn;
(H2) ∀x1 . . . ∀xn [En(x1, . . . , xn)⇒

∧
p̸=q

(xp ̸= xq)].

Ïîäãèïåðãðàô� ýòî ïîäñèñòåìà, ïîëó÷åííàÿ èç èñõîäíîãî ãèïåðãðàôà óäàëåíèåì
âåðøèí âìåñòå ñî âñåìè èíöèäåíòíûìè ð¼áðàìè.

Ïðèìåð 1. Ãèïåðãðàô íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè åãî ð¼áðà ïåðåñåêàþòñÿ ìàê-
ñèìóì ïî îäíîé âåðøèíå, ò. å. ëèíåéíûé ãèïåðãðàô� ýòî àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà
H = ⟨V,LH⟩, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ãèïåðãðàôîì è äëÿ âñåõ k,m ∈ N óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ

(H3′) ∀x1 . . . ∀xk ∀y1 . . . ∀ym [Ek(x1, . . . , xk) ∧ Em(y1, . . . , ym) ∧ (xp = yg)⇒
∧
i ̸=p
j ̸=q

(xi ̸= yj)].

Çàïðåù¼ííûìè ïîäãèïåðãðàôàìè äëÿ äàííîãî êëàññà ÿâëÿþòñÿ âñå ãèïåðãðàôû, ó
êîòîðûõ õîòÿ áû îäíà ïàðà ð¼áåð ñîäåðæèò â ïåðåñå÷åíèè íå ìåíåå äâóõ âåðøèí. Ìíî-
æåñòâî ìèíèìàëüíûõ çàïðåù¼ííûõ ïîäãèïåðãðàôîâ äëÿ êëàññà ëèíåéíûõ ãèïåðãðàôîâ
ñîñòîèò èç ãèïåðãðàôîâ íà l âåðøèíàõ (l ⩾ 3), îáëàäàþùèõ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

� ñóùåñòâóåò ïàðà ð¼áåð, êîòîðàÿ ñîäåðæèò â ïåðåñå÷åíèè íå ìåíåå äâóõ âåðøèí;
� ïðè óäàëåíèè ëþáîé âåðøèíû â ïîëó÷åííîì ãèïåðãðàôå íå áóäåò íè îäíîé ïàðû

ð¼áåð, êîòîðàÿ áû ñîäåðæàëà â ïåðåñå÷åíèè íå ìåíåå äâóõ âåðøèí.

Ïåðå÷èñëèì ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà âñå ìèíèìàëüíûå çàïðåù¼ííûå ïîäãè-
ïåðãðàôû äëÿ êëàññà ëèíåéíûõ ãèïåðãðàôîâ ñ ÷èñëîì âåðøèí, íå ïðåâîñõîäÿùèì 3:

� V =
{
v1, v2, v3

}
, E =

{
{v1, v2, v3}, {v1, v2}

}
;

� V =
{
v1, v2, v3

}
, E =

{
{v1, v2, v3}, {v1, v2}, {v1}

}
;

� V =
{
v1, v2, v3

}
, E =

{
{v1, v2, v3}, {v1, v2}, {v3}

}
;

� V =
{
v1, v2, v3

}
, E =

{
{v1, v2, v3}, {v1, v2}, {v1}, {v2}

}
;

� V =
{
v1, v2, v3

}
, E =

{
{v1, v2, v3}, {v1, v2}, {v1}, {v3}

}
;

� V =
{
v1, v2, v3

}
, E =

{
{v1, v2, v3}, {v1, v2}, {v1}, {v2}, {v3}

}
;

� V =
{
v1, v2, v3

}
, E =

{
{v1, v2, v3}, {v1, v2}, {v1, v3}

}
;

� V =
{
v1, v2, v3

}
, E =

{
{v1, v2, v3}, {v1, v2}, {v1, v3}, {v1}

}
;
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� V =
{
v1, v2, v3

}
, E =

{
{v1, v2, v3}, {v1, v2}, {v1, v3}, {v2}

}
;

� V =
{
v1, v2, v3

}
, E =

{
{v1, v2, v3}, {v1, v2}, {v1, v3}, {v1}, {v2}

}
;

� V =
{
v1, v2, v3

}
, E =

{
{v1, v2, v3}, {v1, v2}, {v1, v3}, {v2}, {v3}

}
;

� V =
{
v1, v2, v3

}
, E =

{
{v1, v2, v3}, {v1, v2}, {v1, v3}, {v1}, {v2}, {v3}

}
;

� V =
{
v1, v2, v3

}
, E =

{
{v1, v2, v3}, {v1, v2}, {v1, v3}, {v2, v3}

}
;

� V =
{
v1, v2, v3

}
, E =

{
{v1, v2, v3}, {v1, v2}, {v1, v3}, {v2, v3}, {v1}

}
;

� V =
{
v1, v2, v3

}
, E =

{
{v1, v2, v3}, {v1, v2}, {v1, v3}, {v2, v3}, {v1}, {v2}

}
;

� V =
{
v1, v2, v3

}
, E =

{
{v1, v2, v3}, {v1, v2}, {v1, v3}, {v2, v3}, {v1}, {v2}, {v3}

}
.

Ïðèìåð 2. Ãèïåðãðàô íàçûâàåòñÿ àíòèöåïüþ, åñëè íèêàêîå èç åãî ð¼áåð íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì äðóãîãî ðåáðà, ò. å. àíòèöåïü� ýòî àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà
H = ⟨V,LH⟩, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ãèïåðãðàôîì è äëÿ âñåõ k,m ∈ N óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ

(H3′′) ∀x1 . . . ∀xk ∀y1 . . . ∀ym [Ek(x1, . . . , xk)⇒ ¬Ek+m(x1, . . . , xk, y1, . . . , ym)].

Çàïðåù¼ííûìè ïîäãèïåðãðàôàìè äëÿ äàííîãî êëàññà áóäóò âñå ãèïåðãðàôû, ó êî-
òîðûõ õîòÿ áû îäíî ðåáðî ñîäåðæèòñÿ â äðóãîì ðåáðå. Ìíîæåñòâî ìèíèìàëüíûõ çàïðå-
ù¼ííûõ ïîäãèïåðãðàôîâ äëÿ êëàññà àíòèöåïåé ñîñòîèò èç ãèïåðãðàôîâ íà l âåðøèíàõ
(l ⩾ 2), îáëàäàþùèõ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

� ñóùåñòâóåò ðåáðî, ñîäåðæàùåå âñå âåðøèíû ãèïåðãðàôà;
� ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî ðåáðî ìîùíîñòè ìåíüøåé l;
� íèêàêèå äâà ðåáðà ìîùíîñòè ìåíüøåé l íå ñîäåðæàòñÿ äðóã â äðóãå.

Ïåðå÷èñëèì ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà âñå ìèíèìàëüíûå çàïðåù¼ííûå ïîäãè-
ïåðãðàôû äëÿ êëàññà àíòèöåïåé ñ ÷èñëîì âåðøèí, íå ïðåâîñõîäÿùèì 3:

� V =
{
v1, v2

}
, E =

{
{v1, v2}, {v1}

}
;

� V =
{
v1, v2

}
, E =

{
{v1, v2}, {v1}, {v2}

}
;

� V =
{
v1, v2, v3

}
, E =

{
{v1, v2, v3}, {v1}

}
;

� V =
{
v1, v2, v3

}
, E =

{
{v1, v2, v3}, {v1}, {v2}

}
;

� V =
{
v1, v2, v3

}
, E =

{
{v1, v2, v3}, {v1}, {v2}, {v3}

}
;

� V =
{
v1, v2, v3

}
, E =

{
{v1, v2, v3}, {v1, v2}

}
;

� V =
{
v1, v2, v3

}
, E =

{
{v1, v2, v3}, {v1, v2}, {v3}

}
;

� V =
{
v1, v2, v3

}
, E =

{
{v1, v2, v3}, {v1, v2}, {v1, v3}

}
;

� V =
{
v1, v2, v3

}
, E =

{
{v1, v2, v3}, {v1, v2}, {v1, v3}, {v2, v3}

}
.

Çàìå÷àíèå 1. Êëàññû ëèíåéíûõ ãèïåðãðàôîâ è àíòèöåïåé èìåþò ðåêóðñèâíûå
ìíîæåñòâà ìèíèìàëüíûõ çàïðåù¼ííûõ ïîäãèïåðãðàôîâ.

Äåéñòâèòåëüíî, âñåì ãèïåðãðàôàì ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ýêçèñòåíöè-
àëüíûå ïðåäëîæåíèÿ, îçíà÷àþùèå ñóùåñòâîâàíèå èçîìîðôíûõ èì ïîäãèïåðãðàôîâ,
ïðè÷¼ì âñå ýòè ïðåäëîæåíèÿ îáëàäàþò óíèêàëüíûìè íîìåðàìè (ñì., íàïðèìåð, íó-
ìåðàöèþ ôîðìóë â [6, ñ. 42]) è òàêèì îñîáûì âèäîì, ÷òî èõ ìîæíî àëãîðèòìè÷åñêè
âûäåëèòü ñðåäè âñåõ ïðåäëîæåíèé ÿçûêà LH . Ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà ìèíèìàëü-
íûõ çàïðåù¼ííûõ ïîäãèïåðãðàôîâ äëÿ êëàññà ëèíåéíûõ ãèïåðãðàôîâ ÷ëåíû ýòîãî
ìíîæåñòâà ìîæíî àëãîðèòìè÷åñêè âûäåëèòü ñðåäè âñåõ ãèïåðãðàôîâ, ïðîâåðèâ âû-
ïîëíåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ óñëîâèé. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà
ìîæíî àëãîðèòìè÷åñêè óñòàíîâèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îíî íîìåðîì êàêîãî-ëèáî ïîäãèïåð-
ãðàôà èç ìíîæåñòâà ìèíèìàëüíûõ çàïðåù¼ííûõ ïîäãèïåðãðàôîâ äëÿ êëàññà ëèíåéíûõ
ãèïåðãðàôîâ. Äëÿ êëàññà àíòèöåïåé ðàññóæäåíèÿ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íû.
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3. Ðàçðåøèìîñòü óíèâåðñàëüíûõ òåîðèé íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ
Óñòàíîâëåíèå ðàçðåøèìîñòè òåîðèè êàêîãî-ëèáî êëàññà K àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì

ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î ïðèíöèïèàëüíîé âîçìîæíîñòè ïîëó÷åíèÿ èñ÷åðïûâàþùå-
ãî ïåðå÷íÿ ñâîéñòâ, ïðèñóùèõ âñåì ñèñòåìàì ýòîãî êëàññà. Ïîñêîëüêó ðàçðåøèìûå
òåîðèè â ÷èñòîì âèäå âñòðå÷àþòñÿ äîâîëüíî ðåäêî, òî äîêàçàòåëüñòâî ðàçðåøèìîñòè
óíèâåðñàëüíîé òåîðèè è ïîñòðîåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé
çàäà÷åé.

Òåîðåìà 2. Óíèâåðñàëüíàÿ òåîðèÿ ïðîèçâîëüíîãî àêñèîìàòèçèðóåìîãî íàñëåä-
ñòâåííîãî êëàññà L-ñèñòåì, ìíîæåñòâî ìèíèìàëüíûõ çàïðåù¼ííûõ ïîäñèñòåì êîòîðîãî
ðåêóðñèâíî, ðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 1 ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé, êîãäà Th∀(K)�
óíèâåðñàëüíàÿ òåîðèÿ ïðîèçâîëüíîãî íàñëåäñòâåííîãî êëàññà L-ñèñòåì K, îïðåäåë¼í-
íîãî â òåðìèíàõ êîíå÷íûõ çàïðåù¼ííûõ ïîäñèñòåì. Ðàññìîòðèì àëãîðèòì 4 ïðîâåðêè
ïðåäëîæåíèÿ íà ïðèíàäëåæíîñòü Th∀(K), íà âõîä êîòîðîìó ïîäà¼òñÿ ïðîèçâîëüíîå
óíèâåðñàëüíîå ïðåäëîæåíèå φ. Åãî îòðèöàíèå ¬φ ïðåîáðàçóåòñÿ â ïðåäëîæåíèå, ýê-
âèâàëåíòíîå íà êëàññå âñåõ L-ñèñòåì è íàõîäÿùååñÿ â ïðåäâàð¼ííîé äèçúþíêòèâíîé
ôîðìå. Àëãîðèòì ïûòàåòñÿ ïîñòðîèòü L-ñèñòåìó êëàññàK, íà êîòîðîé ïðåäëîæåíèå ¬φ
èñòèííî. Åñëè ýòî óäà¼òñÿ, òî ïðåäëîæåíèå φ íå ïðèíàäëåæèò óíèâåðñàëüíîé òåîðèè
Th∀(K) è àëãîðèòì âûäà¼ò îòâåò ¾ÍÅÒ¿. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå φ ïðèíàäëåæèò ýòîé
òåîðèè è àëãîðèòì âûäà¼ò îòâåò ¾ÄÀ¿.

Àëãîðèòì 4. Ïðîâåðêà óíèâåðñàëüíîãî ïðåäëîæåíèÿ φ íà ïðèíàäëåæíîñòü Th∀(K)

Âõîä: Ïðåäëîæåíèå φ.
Âûõîä: Îòâåò ¾ÄÀ¿ èëè ¾ÍÅÒ¿.
1: Äëÿ ïðåäëîæåíèÿ φ ïîñòðîèòü åãî îòðèöàíèå ¬φ = ∃x1 . . . ∃xp ψ, ãäå ψ� áåñêâàí-

òîðíàÿ ôîðìóëà, è ïðåîáðàçîâàòü â ýêâèâàëåíòíîå ïðåäëîæåíèå ¬φ1, íàõîäÿùå-
åñÿ â ÏÄÔ: ¬φ1 = ∃x1 . . . ∃xp

∨
r

ψr, ãäå ψr �êîíúþíêòû.

2: Ïðîñìîòðåòü âñå êîíúþíêòû ïðåäëîæåíèÿ ¬φ1. Åñëè â êîíúþíêòå ψr ñîäåðæàòñÿ
ïåðåìåííûå xi è xj, íî íåò íè ìíîæèòåëÿ (xi = xj), íè ìíîæèòåëÿ (xi ̸= xj), òî
çàìåíèòü êîíúþíêò ψr íà äèçúþíêöèþ [ψr ∧ (xi = xj)] ∨ [ψr ∧ (xi ̸= xj)]. Ýòà ïðî-
öåäóðà ïðîäîëæàåòñÿ, ïîêà âîçìîæíî. Ïîëó÷èì ýêâèâàëåíòíîå ïðåäëîæåíèå ¬φ2,
â êàæäîì êîíúþíêòå êîòîðîãî âñå åãî ïåðåìåííûå áóäóò ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé
ðàâåíñòâàìè è íåðàâåíñòâàìè.

3: Ïðîñìîòðåòü âñå êîíúþíêòû ïðåäëîæåíèÿ ¬φ2:

1) â êàæäîì êîíúþíêòå ψr, ñîäåðæàùåì ìíîæèòåëü (xi = xj), çàìåíèòü âñå
âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé xj íà xi â îñòàëüíûõ ìíîæèòåëÿõ êîíúþíêòà ψr è
óäàëèòü èñõîäíîå ðàâåíñòâî è ïîâòîðÿþùèåñÿ ìíîæèòåëè;

2) åñëè â êîíúþíêòå ψr ñîäåðæàòñÿ ìíîæèòåëè âèäà (t = t), ãäå t ∈ {x1, . . . , xp},
òî óäàëèòü èõ êàê èçáûòî÷íûå;

3) åñëè â êîíúþíêòå ψr ñîäåðæàòñÿ ìíîæèòåëè âèäà (t ̸= t), òî óäàëèòü êîíú-
þíêò èç ïðåäëîæåíèÿ êàê òîæäåñòâåííî ëîæíûé.

Äàííàÿ ïðîöåäóðà ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà èç âñåõ êîíúþíêòîâ íå èñ-
êëþ÷àòñÿ âñå ðàâåíñòâà è íåðàâåíñòâà âèäà (t ̸= t), ãäå t ∈ {x1, . . . , xp}. Â èòîãå
ïîëó÷èì ýêâèâàëåíòíîå ïðåäëîæåíèå ¬φ3 â ÏÄÔ, â êîòîðîì êàæäûé êîíúþíêò
ñîäåðæèò óñëîâèÿ ïîïàðíîãî ðàçëè÷èÿ âñåõ âõîäÿùèõ â íåãî ïåðåìåííûõ.

4: Ïðîñìîòðåòü âñå êîíúþíêòû ïðåäëîæåíèÿ ¬φ3 è â íèõ âñå ïðåäèêàòû Rk ∈ Lfin:



24 À.Â. Èëüåâ

1) åñëè â êîíúþíêòå ψr ñîäåðæàòñÿ ïåðåìåííûå t1, . . . , tl, ãäå ti ∈ {x1, . . . , xp},
íî íåò íè ìíîæèòåëÿ Rk(t1, . . . , tl), íè ìíîæèòåëÿ ¬Rk(t1, . . . , tl), òî çàìåíèòü
êîíúþíêò ψr íà äèçúþíêöèþ [ψr ∧Rk(t1, . . . , tl)] ∨ [ψr ∧ ¬Rk(t1, . . . , tl)]. Ýòà
ïðîöåäóðà ïðîäîëæàåòñÿ, ïîêà âîçìîæíî, äëÿ âñåõ íàáîðîâ âõîäÿùèõ â êîíú-
þíêò ïåðåìåííûõ {t1, . . . , tl} ⊆ {x1, . . . , xp}, ãäå l = nk è ïåðåìåííûå â íàáîðå
ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ;

2) åñëè â êîíúþíêòå ψr îäíîâðåìåííî ñîäåðæàòñÿ ìíîæèòåëè Rk(t1, . . . , tl) è
¬Rk(t1, . . . , tl), òî óäàëèòü åãî èç ïðåäëîæåíèÿ êàê òîæäåñòâåííî ëîæíûé.

Â èòîãå ïîëó÷èì ýêâèâàëåíòíîå ïðåäëîæåíèå ¬φ4 â ÏÄÔ, â êîòîðîì êàæäûé
êîíúþíêò ñîäåðæèò óñëîâèÿ óäîâëåòâîðåíèÿ èëè íåóäîâëåòâîðåíèÿ âñåõ íàáîðîâ
âõîäÿùèõ â íåãî ïåðåìåííûõ âñåì ïðåäèêàòàì Rk ∈ Lfin.

5: Ïðîñìîòðåòü âñå êîíúþíêòû ïðåäëîæåíèÿ ¬φ4 è â íèõ âñå ïðåäèêàòû Rk ∈ L∞:

1) åñëè â êîíúþíêòå ψr ñîäåðæàòñÿ ïåðåìåííûå t1, . . . , tl, ãäå ti ∈ {x1, . . . , xp}, íî
íåò íè ìíîæèòåëÿ Rk(t1, . . . , tl), íè ìíîæèòåëÿ ¬Rk(t1, . . . , tl) ïðè nk ⩽ p, òî
çàìåíèòü êîíúþíêò ψr íà äèçúþíêöèþ [ψr∧Rk(t1, . . . , tl)]∨[ψr∧¬Rk(t1, . . . , tl)].
Ýòà ïðîöåäóðà ïðîäîëæàåòñÿ, ïîêà âîçìîæíî, äëÿ âñåõ íàáîðîâ âõîäÿùèõ â
êîíúþíêò ïåðåìåííûõ {t1, . . . , tl} ⊆ {x1, . . . , xp}, ãäå l = nk è ðàññìàòðèâàþò-
ñÿ òîëüêî íàáîðû íåïîâòîðÿþùèõñÿ ïåðåìåííûõ;

2) åñëè â êîíúþíêòå ψr ñîäåðæàòñÿ ìíîæèòåëè âèäà ¬Rk(t1, . . . , t, . . . , t, . . . , tl),
òî óäàëèòü èõ êàê èçáûòî÷íûå;

3) åñëè â êîíúþíêòå ψr ñîäåðæèòñÿ ìíîæèòåëü âèäà Rk(t1, . . . , t, . . . , t, . . . , tl) èëè
îäíîâðåìåííî ñîäåðæàòñÿ ìíîæèòåëè Rk(t1, . . . , tl) è ¬Rk(t1, . . . , tl), òî óäà-
ëèòü êîíúþíêò èç ïðåäëîæåíèÿ êàê ëîæíûé íà ëþáîé L-ñèñòåìå.

Â èòîãå ïîëó÷èì ýêâèâàëåíòíîå ïðåäëîæåíèå ¬φ5 â ÏÄÔ, â êîòîðîì êàæ-
äûé êîíúþíêò ñîäåðæèò óñëîâèÿ óäîâëåòâîðåíèÿ èëè íåóäîâëåòâîðåíèÿ âñåõ
âîçìîæíûõ íàáîðîâ âõîäÿùèõ â íåãî ïåðåìåííûõ âñåì íåîáõîäèìûì ïðåäèêà-
òàì Rk ∈ L∞.
Åñëè íà êàêîì-òî èç øàãîâ 3�5 áóäóò óäàëåíû âñå êîíúþíêòû ïðåäëîæåíèÿ,
òî ïðåäëîæåíèå φ èñòèííî äëÿ âñåõ L-ñèñòåì è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèíàäëåæèò
Th∀(K). Àëãîðèòì çàâåðøàåò ðàáîòó è âûäà¼ò îòâåò ¾ÄÀ¿.
Èíà÷å ïîëó÷àåòñÿ ïðåäëîæåíèå ¬φ5 â ÏÄÔ, ýêâèâàëåíòíîå ïðåäëîæåíèþ ¬φ,
ïðè÷¼ì êàæäûé êîíúþíêò ïðåäëîæåíèÿ ¬φ5 îäíîçíà÷íî çàäà¼ò óñëîâèå ñóùå-
ñòâîâàíèÿ íåêîé ïîäñèñòåìû ÿçûêà L. Ïåðåõîä íà øàã 6.

6: Ïðîñìîòðåòü âñå êîíúþíêòû ïðåäëîæåíèÿ ¬φ5. Äëÿ òåêóùåãî êîíúþíêòà ψr ïî-
ñòðîèòü L-ñèñòåìó, êîòîðàÿ çàäà¼òñÿ åãî óñëîâèåì, è ïðîâåðèòü å¼ íà ïðèíàäëåæ-
íîñòü êëàññó K.
Åñëè L-ñèñòåìà ïðèíàäëåæèò êëàññó K, òî àëãîðèòì çàâåðøàåò ðàáîòó è âûäà¼ò
îòâåò ¾ÍÅÒ¿.
Åñëè L-ñèñòåìà íå ïðèíàäëåæèò êëàññó K, òî ïåðåéòè ê ñëåäóþùåìó êîíúþíêòó.
Åñëè âñå êîíúþíêòû ïðåäëîæåíèÿ ¬φ5 ïðîñìîòðåíû è íè äëÿ îäíîãî èç íèõ íå
óäàëîñü ïîñòðîèòü ìîäåëè èç êëàññà K, òî àëãîðèòì çàâåðøàåò ðàáîòó è âûäà¼ò
îòâåò ¾ÄÀ¿.
Îáðàáîòêà òåêóùåãî êîíúþíêòà ψr:

1) ïîñòðîèòü q-ýëåìåíòíóþ L-ñèñòåìó Ar = ⟨A,L⟩, ýëåìåíòû êîòîðîé âçàèìíî
îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò ïåðåìåííûì êîíúþíêòà;

2) ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî ìèíèìàëüíûõ çàïðåù¼ííûõ ïîäñèñòåì êëàññà K ñî-
ñòîèò èç êîíå÷íûõ L-ñèñòåì è ÿâëÿåòñÿ ðåêóðñèâíûì, ñóùåñòâóåò ïðîöåäó-
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ðà, ïîçâîëÿþùàÿ óçíàòü, ïðèíàäëåæèò ëè ïðîèçâîëüíàÿ êîíå÷íàÿ L-ñèñòåìà
ýòîìó ìíîæåñòâó. Ñ ïîìîùüþ ýòîé ïðîöåäóðû îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî âñåõ
àêñèîì {θ}, îòðèöàíèÿ êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþò ìèíèìàëüíûì çàïðåù¼ííûì
ïîäñèñòåìàì êëàññà K, èìåþùèì íå áîëåå q ýëåìåíòîâ;

3) ÷òîáû óáåäèòüñÿ â ïðèíàäëåæíîñòè L-ñèñòåìû Ar êëàññó K, íóæíî ïðîâå-
ðèòü, íå èìååò ëè îíà çàïðåù¼ííûõ ïîäñèñòåì, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâó
ïðåäëîæåíèé {θ}, ò. å. íåò ëè òàêîãî ýêçèñòåíöèàëüíîãî ïðåäëîæåíèÿ ¬θ, êî-
òîðîå èñòèííî íà L-ñèñòåìå Ar. Äëÿ ýòîãî äëÿ êàæäîé àêñèîìû θ, ñîäåðæà-
ùåé n ïåðåìåííûõ (n ⩽ q), ðàññìàòðèâàþòñÿ âñå âîçìîæíûå ñîîòâåòñòâèÿ
ìåæäó ïåðåìåííûìè {x1, x2, . . . , xn} àêñèîìû θ è ýëåìåíòàìè {1, 2, . . . , q}
L-ñèñòåìû Ar (ñì. òàáëèöó äëÿ n = 3, q = 4). Äëÿ êàæäîãî òàêîãî ñîîòâåò-
ñòâèÿ ïðîâåðÿåòñÿ èñòèííîñòü ¬θ íà L-ñèñòåìå Ar.

� x1 x2 x3

1 1 2 3
2 1 2 4
3 1 3 2
4 1 3 4
5 1 4 2
6 1 4 3
. . . . . . . . . . . .

23 4 3 1
24 4 3 2

Åñëè õîòÿ áû îäíî èç ïðåäëîæåíèé {¬θ} îêàæåòñÿ èñòèííûì íà L-ñèñòåìå Ar,
òî îíà íå ïðèíàäëåæèò êëàññó K. Ïåðåéòè ê ñëåäóþùåìó êîíúþíêòó ïðåäëîæå-
íèÿ ¬φ5.
Åñëè âñå ïðåäëîæåíèÿ {¬θ} îêàæóòñÿ ëîæíûìè íà L-ñèñòåìå Ar, òî îíà íå ñîäåð-
æèò çàïðåù¼ííûõ ïîäñèñòåì äëÿ êëàññà K è ïðèíàäëåæèò K. Òàêèì îáðàçîì,
äëÿ ïðåäëîæåíèÿ ¬φ ïîñòðîåíà ìîäåëü èç êëàññà K.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà êàæäîì øàãå àëãîðèòì óäàëÿåò èç êîíúþíêòîâ òåêóùåãî
ïðåäëîæåíèÿ âñå ïîâòîðÿþùèåñÿ ìíîæèòåëè ïðè èõ âîçíèêíîâåíèè. Ýòè èçìåíåíèÿ
íèêàê íå âëèÿþò íà ýêâèâàëåíòíîñòü ïðåäëîæåíèÿ íà L-ñèñòåìàõ, äàëåå íå áóäåì àê-
öåíòèðîâàòü íà íèõ âíèìàíèå â ñèëó èõ åñòåñòâåííîñòè.

Â êîíå÷íîì èòîãå áóäåò ïîëó÷åí îòâåò íà âîïðîñ î ïðèíàäëåæíîñòè óíèâåðñàëüíîãî
ïðåäëîæåíèÿ φ òåîðèè Th∀(K).

Ñëåäóþùèå ïðèìåðû äåìîíñòðèðóþò ðàáîòó àëãîðèòìà 4 èç òåîðåìû 2.

Ïðèìåð 3. Àëãîðèòìîì ðàññìàòðèâàåòñÿ óíèâåðñàëüíàÿ òåîðèÿ ëèíåéíûõ ãè-
ïåðãðàôîâ. Ïðåäëîæåíèå φ èìååò âèä

∀x1∀x2∀x3
[
(x1 = x2) ∨ (x1 = x3) ∨ ¬E3(x1, x2, x3) ∨ ¬E3(x1, x3, x2)∨

∨¬E3(x2, x1, x3) ∨ ¬E3(x2, x3, x1) ∨ ¬E3(x3, x1, x2) ∨ ¬E3(x3, x2, x1)∨
∨E2(x2, x3) ∨ E2(x3, x2) ∨ ¬E2(x1, x2) ∨ ¬E2(x2, x1) ∨

∨
i=1,2,3

¬E1(xi)
]
.
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Íà øàãå 1 ôîðìóëèðóåòñÿ åãî îòðèöàíèå ¬φ, êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ ¬φ1:

∃x1∃x2∃x3
[
(x1 ̸= x2) ∧ (x1 ̸= x3) ∧ E3(x1, x2, x3) ∧ E3(x1, x3, x2)∧

∧E3(x2, x1, x3) ∧ E3(x2, x3, x1) ∧ E3(x3, x1, x2) ∧ E3(x3, x2, x1)∧
∧E2(x1, x2) ∧ E2(x2, x1) ∧ ¬E2(x2, x3) ∧ ¬E2(x3, x2) ∧

∧
i=1,2,3

E1(xi)
]
.

Íà øàãå 2 åäèíñòâåííûé êîíúþíêò ψ1,1 ïðåäëîæåíèÿ ¬φ1 çàìåíÿåòñÿ íà äèçúþíêöèþ(
ψ1,1 ∧ (x2 = x3)

)
∨
(
ψ1,1 ∧ (x2 ̸= x3)

)
.

Íà øàãå 3 ïîñëå óäàëåíèÿ ðàâåíñòâ è ïîâòîðÿþùèõñÿ ìíîæèòåëåé ïîëó÷àåòñÿ ïðåä-
ëîæåíèå ¬φ3:

∃x1∃x2∃x3
[(
(x1 ̸= x2) ∧ E3(x1, x2, x2) ∧ E3(x2, x1, x2)∧

∧E3(x2, x2, x1) ∧ E2(x1, x2) ∧ E2(x2, x1) ∧ ¬E2(x2, x2) ∧
∧

i=1,2

E1(xi)
)
∨

∨
(
(x1 ̸= x2) ∧ (x1 ̸= x3) ∧ (x2 ̸= x3) ∧ E3(x1, x2, x3) ∧ E3(x1, x3, x2)∧
∧E3(x2, x1, x3) ∧ E3(x2, x3, x1) ∧ E3(x3, x1, x2) ∧ E3(x3, x2, x1)∧

∧E2(x1, x2) ∧ E2(x2, x1) ∧ ¬E2(x2, x3) ∧ ¬E2(x3, x2) ∧
∧

i=1,2,3

E1(xi)
)]
.

Íà øàãå 4 ïðåäëîæåíèå ¬φ4 ñîâïàäàåò ñ ¬φ3, ïîñêîëüêó Lfin = ∅.
Íà øàãå 5 êîíúþíêò ψ4,1 ïðåäëîæåíèÿ ¬φ4 óäàëÿåòñÿ êàê ëîæíûé, ïîñêîëüêó îí

ñîäåðæèò ìíîæèòåëè E3(x1, x2, x2), E3(x2, x1, x2) è E3(x2, x2, x1), à êîíúþíêò ψ4,2 çàìå-
íÿåòñÿ íà äèçúþíêöèþ(

ψ4,2 ∧ E2(x1, x3) ∧ E2(x3, x1)
)
∨
(
ψ4,2 ∧ E2(x1, x3) ∧ ¬E2(x3, x1)

)
∨

∨
(
ψ4,2 ∧ ¬E2(x1, x3) ∧ E2(x3, x1)

)
∨
(
ψ4,2 ∧ ¬E2(x1, x3) ∧ ¬E2(x3, x1)

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ ïðåäëîæåíèå ¬φ5, ñîñòîÿùåå èç ÷åòûð¼õ êîíúþíêòîâ:

∃x1∃x2∃x3
[
ψ5,1 ∨ ψ5,2 ∨ ψ5,3 ∨ ψ5,4

]
.

Íà øàãå 6 àëãîðèòì ñòðîèò L-ñèñòåìû äëÿ êàæäîãî èç êîíúþíêòîâ ïðåäëîæå-
íèÿ ¬φ5. Çàòåì äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìû äëÿ êîíúþíêòîâ ψ5,1 è ψ5,4 íå ÿâëÿþòñÿ
ëèíåéíûìè ãèïåðãðàôàìè, à ñèñòåìû äëÿ êîíúþíêòîâ ψ5,2 è ψ5,3 íå ÿâëÿþòñÿ ãèïåð-
ãðàôàìè âîîáùå.

Àëãîðèòì çàâåðøàåò ðàáîòó è âûäà¼ò îòâåò ¾ÄÀ¿, ò. å. èñõîäíîå ïðåäëîæåíèå φ
ïðèíàäëåæèò óíèâåðñàëüíîé òåîðèè ëèíåéíûõ ãèïåðãðàôîâ.

Ïðèìåð 4. Àëãîðèòìîì ðàññìàòðèâàåòñÿ óíèâåðñàëüíàÿ òåîðèÿ àíòèöåïåé. Ïðåä-
ëîæåíèå φ èìååò âèä

∀x1∀x2∀x3
[
(x1 = x2) ∨ (x1 = x3) ∨ (x2 = x3) ∨ E3(x1, x2, x3) ∨ E3(x1, x3, x2)∨

∨E3(x2, x1, x3) ∨ E3(x2, x3, x1) ∨ E3(x3, x1, x2) ∨ E3(x3, x2, x1) ∨ E2(x1, x3)∨
∨¬E2(x1, x2) ∨ ¬E2(x2, x1) ∨ ¬E2(x2, x3) ∨ ¬E2(x3, x2) ∨ E1(x1) ∨ E1(x2)

]
.

Íà øàãå 1 ôîðìóëèðóåòñÿ åãî îòðèöàíèå ¬φ, êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ ¬φ1:

∃x1∃x2∃x3
[
(x1 ̸= x2) ∧ (x1 ̸= x3) ∧ (x2 ̸= x3) ∧ ¬E3(x1, x2, x3) ∧ ¬E3(x1, x3, x2)∧

∧¬E3(x2, x1, x3) ∧ ¬E3(x2, x3, x1) ∧ ¬E3(x3, x1, x2) ∧ ¬E3(x3, x2, x1) ∧ E2(x1, x2)∧
∧E2(x2, x1) ∧ E2(x2, x3) ∧ E2(x3, x2) ∧ ¬E2(x1, x3) ∧ ¬E1(x1) ∧ ¬E1(x2)

]
.
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Íà øàãå 2 ïðåäëîæåíèå ¬φ2 ñîâïàäàåò ñ ¬φ1; íà øàãå 3 ïðåäëîæåíèå ¬φ3 ñîâïàäàåò
ñ ¬φ2; íà øàãå 4 ïðåäëîæåíèå ¬φ4 ñîâïàäàåò ñ ¬φ3.

Íà øàãå 5 åäèíñòâåííûé êîíúþíêò ψ4,1 ïðåäëîæåíèÿ ¬φ4 çàìåíÿåòñÿ íà äèçúþíê-
öèþ (

ψ4,1 ∧ E2(x3, x1) ∧ E1(x3)
)
∨
(
ψ4,1 ∧ E2(x3, x1) ∧ ¬E1(x3)

)
∨

∨
(
ψ4,1 ∧ ¬E2(x3, x1) ∧ E1(x3)

)
∨
(
ψ4,1 ∧ ¬E2(x3, x1) ∧ ¬E1(x3)

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ ïðåäëîæåíèå ¬φ5, ñîñòîÿùåå èç ÷åòûð¼õ êîíúþíêòîâ:

∃x1∃x2∃x3
[
ψ5,1 ∨ ψ5,2 ∨ ψ5,3 ∨ ψ5,4

]
.

Íà øàãå 6 àëãîðèòì ñòðîèò L-ñèñòåìû äëÿ êàæäîãî èç êîíúþíêòîâ ïðåäëîæå-
íèÿ ¬φ5. Çàòåì äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìû äëÿ êîíúþíêòîâ ψ5,1 è ψ5,2 íå ÿâëÿþò-
ñÿ ãèïåðãðàôàìè, ñèñòåìà äëÿ êîíúþíêòà ψ5,3 ÿâëÿåòñÿ ãèïåðãðàôîì, íî íå ÿâëÿåòñÿ
àíòèöåïüþ, îäíàêî ñèñòåìà äëÿ êîíúþíêòà ψ5,4 ÿâëÿåòñÿ àíòèöåïüþ.

Àëãîðèòì çàâåðøàåò ðàáîòó è âûäà¼ò îòâåò ¾ÍÅÒ¿, ò. å. èñõîäíîå ïðåäëîæåíèå φ
íå ïðèíàäëåæèò óíèâåðñàëüíîé òåîðèè àíòèöåïåé.

Çàêëþ÷åíèå
Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû âîïðîñû àêñèîìàòèçèðóåìîñòè è ðàçðåøèìîñòè óíèâåðñàëü-

íûõ òåîðèé íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì ÿçûêà L = Lfin ∪ L∞. Ïðåä-
ëîæåííûå èäåè äîêàçàòåëüñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíèìû ïðè ðåøå-
íèè ñèñòåì óðàâíåíèé íà ãèïåðãðàôàõ, ìàòðîèäàõ è äðóãèõ îáúåêòàõ, êîòîðûå ìîæíî
îïðåäåëèòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ÿçûêà ëîãèêè ïåðâîãî ïîðÿäêà ýòîãî âèäà. Îñòàþòñÿ
îòêðûòûìè âîïðîñû ïðèìåíåíèÿ òàêèõ ÿçûêîâûõ êîíñòðóêöèé äëÿ ïîñòðîåíèÿ áîëåå
ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷, ÷åì èçâåñòíûå.
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Ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ ïåðèîäè÷åñêîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôóíêöèè, îñíîâíîãî ìîäóëÿ
òàêîé ôóíêöèè, ïðîñòåéøåé ïåðèîäè÷åñêîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôóíêöèè. Èçó÷à-
þòñÿ îñíîâíûå ñâîéñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ôóíêöèé, à òàêæå
äà¼òñÿ èõ ïîëíîå îïèñàíèå ÷åðåç õàðàêòåðû Äèðèõëå. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçûâàåòñÿ,
÷òî âñÿêàÿ îòëè÷íàÿ îò åäèíè÷íîé ïåðèîäè÷åñêàÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôóíêöèÿ
åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòåéøèõ ïåðèî-
äè÷åñêèõ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ôóíêöèé, ïðè÷¼ì îñíîâíûå ìîäóëè òàêèõ ôóíê-
öèé ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñòåïåíè ïðîñòûõ ÷èñåë, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ åñòü êà-
íîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå îñíîâíîãî ìîäóëÿ èñõîäíîé ôóíêöèè. Íà îñíîâàíèè ýòî-
ãî ïðåäñòàâëåíèÿ èññëåäîâàíèå ïåðèîäè÷åñêèõ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ôóíêöèé ñâî-
äèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ ïðîñòåéøèõ ïåðèîäè÷åñêèõ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ôóíêöèé.
Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîäâîäÿò ê ïîëíîìó îïèñàíèþ ïåðèîäè÷åñêèõ ìóëüòè-
ïëèêàòèâíûõ ôóíêöèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àðèôìåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ïåðèîäè÷åñêàÿ ìóëüòèïëèêàòèâ-
íàÿ ôóíêöèÿ, õàðàêòåð Äèðèõëå, L-ôóíêöèÿ Äèðèõëå.

PERIODIC MULTIPLICATIVE ARITHMETIC FUNCTIONS

E.V. Kaigorodov

Gorno-Altaisk State University, Gorno-Altaisk, Russia

The notions of a periodic multiplicative function, the main modulus of such function,
and the simplest periodic multiplicative function have been introduced. The basic
properties of periodic multiplicative functions are studied, and a complete description
of such functions through Dirichlet characters is given. In particular, it has been
proven that any periodic multiplicative function other than unitary can be uniquely
represented as a product of the simplest periodic multiplicative functions, and the
principal modules of such functions are powers of prime numbers, the product of
which is the canonical decomposition of the principal module of the original function.
Based on this representation, the study of periodic multiplicative functions is reduced
to the study of the simplest periodic multiplicative functions. The obtained results
lead to a complete description of periodic multiplicative functions.

Keywords: arithmetic function, periodic multiplicative function, Dirichlet character,
Dirichlet L-function.
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Ââåäåíèå
Îïðåäåëåíèå 1. Ïåðèîäè÷åñêîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôóíêöèåé áóäåì íàçûâàòü

÷èñëîâóþ ôóíêöèþ f(n) íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) f(n) îòëè÷íà îò òîæäåñòâåííîãî íóëÿ;
2) f(n) ìóëüòèïëèêàòèâíà, òî åñòü f(mn) = f(m)f(n) äëÿ ëþáûõ âçàèìíî ïðîñòûõ

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë m è n;
3) f(n) ïåðèîäè÷íà, òî åñòü íàéä¼òñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî m, íàçûâàåìîå ïå-

ðèîäîì, ÷òî f(n+m) = f(n) äëÿ ëþáîãî n.

Ïóñòü ïåðèîäè÷åñêèå ìóëüòèïëèêàòèâíûå ôóíêöèè f(n) è g(n) èìåþò ïåðèîä m.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè îáåèõ ôóíêöèé îíè òîæäåñòâåííî ðàâíû
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ çíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò íà íåêîòîðîé ïîëíîé ñèñòåìå âû÷å-
òîâ ïî ìîäóëþ m. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ëþáàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôóíêöèÿ
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì ñâîèõ çíà÷åíèé íà ïîëíîé ñèñòåìå âû÷åòîâ ïî ìî-
äóëþ m.

Íàèìåíüøèé ñðåäè âñåõ ïåðèîäîâ îáîçíà÷èì áóêâîé k è íàçîâ¼ì îñíîâíûì ìîäóëåì
ïåðèîäè÷åñêîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôóíêöèè f(n). ×òîáû óêàçàòü, ÷òî ÷èñëî k ÿâëÿ-
åòñÿ îñíîâíûì ìîäóëåì ôóíêöèè f(n), áóäåì ýòó ôóíêöèþ çàïèñûâàòü â âèäå f(n, k).
Ýòè è âñå äðóãèå îáîçíà÷åíèÿ, à òàêæå òåðìèíîëîãèÿ â äàííîé ðàáîòå ñòàíäàðòíû è
çàèìñòâîâàíû èç [1].

Ñèñòåìàòè÷åñêè èçó÷àòü ïåðèîäè÷åñêèå ìóëüòèïëèêàòèâíûå ôóíêöèè íà÷àë, ïî-
âèäèìîìó, Ã. Êàíîëüä, óñòàíîâèâøèé â [2, 3] èõ ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà. Ïåðèîäè÷åñêèå
àðèôìåòè÷åñêèå ôóíêöèè ïðèâëåêàëè âíèìàíèå Ò.Ì. Àïîñòîëà � èì ïîñâÿù¼í � 27.10
ôóíäàìåíòàëüíîãî ñïðàâî÷íèêà êîëëåêòèâà àâòîðîâ [4]. À. Êîíñè è Ò. Ìàêãåíðè â [5]
îïèñàëè èíòåðåñíûå ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ íåêîòîðûõ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ àðèôìå-
òè÷åñêèõ ôóíêöèé âìåñòå ñ øèôðîì Õèëëà â êðèïòîãðàôèè ñ îòêðûòûì êëþ÷îì.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èçó÷åíèå àðèôìåòè÷åñêèõ ôóíêöèé, èõ âàæíåéøèõ êëàññîâ è
ñâîéñòâ îïðàâäàíî ïîòðåáíîñòÿìè ïðàêòèêè. Íà íàø âçãëÿä, èìåííî àêòóàëüíûå ïðî-
áëåìû êðèïòîãðàôèè ïîáóæäàþò ñåé÷àñ ñïåöèàëèñòîâ çàíèìàòüñÿ âîïðîñàìè îïèñà-
íèÿ êîíêðåòíûõ êëàññîâ ôóíêöèé è êîíñòðóèðîâàíèåì íîâûõ àðèôìåòè÷åñêèõ ôóíê-
öèé ñ îïðåäåë¼ííûìè ñâîéñòâàìè, ñ èñïîëüçîâàíèåì êîòîðûõ âïîñëåäñòâèè, âîçìîæíî,
áóäóò ðàçðàáîòàíû êðèïòîñèñòåìû äëÿ ïîñòêâàíòîâîé êðèïòîãðàôèè. Òàê, â äåêàá-
ðå 2022 ã. ãðóïïà êèòàéñêèõ ó÷åíûõ ïðåäëîæèëà ñïîñîá âçëîìà 2048-áèòíîãî êëþ÷à
êðèïòîñèñòåìû RSA è äîïóñòèëà âîçìîæíîñòü ðåàëèçàöèè ýòîãî ñïîñîáà â áóäóùåì
íà êâàíòîâîì êîìïüþòåðå ñ 372 ôèçè÷åñêèìè êóáèòàìè è ãëóáèíîé êâàíòîâîé ñõåìû
áîëåå 1000 [6]. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî äà¼ò ìîùíûé òîë÷îê ê óñêîðåíèþ òåîðåòèêî-÷èñëî-
âûõ èññëåäîâàíèé â îáëàñòè ïîñòêâàíòîâîé êðèïòîãðàôèè. Êðàéíå íåîáõîäèìî, ÷òîáû
òàêàÿ ñèñòåìà áûëà ïîñòðîåíà è ïîëó÷èëà óâåðåííîå ðàçâèòèå ê ìîìåíòó êâàíòîâîãî
âçëîìà.

Èçâåñòíî, ÷òî êëþ÷ äåøèôðîâàíèÿ êðèïòîñèñòåìû RSA îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôóíêöèè
Ýéëåðà φ(n), êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êëàññè÷åñêèé ïðèìåð ìóëüòèïëèêàòèâíîé
àðèôìåòè÷åñêîé ôóíêöèè â òåîðèè ÷èñåë. Ñâîéñòâà ôóíêöèè Ýéëåðà ïîçâîëèëè åé
ñûãðàòü âàæíóþ ðîëü â ïîñòðîåíèè íàçâàííîé êðèïòîñèñòåìû. Ýòè ôàêòû íàâîäÿò íà
ìûñëü î âåðîÿòíîì ñîçäàíèè â îáîçðèìîì áóäóùåì êðèïòîñèñòåì, â êîòîðûõ íàéäóò
ïðèìåíåíèå íîâûå àðèôìåòè÷åñêèå ôóíêöèè ñ íàïåð¼ä çàäàííûìè ñâîéñòâàìè, ¾çà-
òî÷åííûìè¿ ïîä ñïåöèôèêó ðàçðàáàòûâàåìûõ êâàíòîâûõ àëãîðèòìîâ øèôðîâàíèÿ.
Çàäà÷à ïîèñêà è èçó÷åíèÿ òàêèõ ôóíêöèé â íåêîòîðîé ìåðå ñìåæíà ñ ïðîáëåìîé îïè-
ñàíèÿ êîíêðåòíûõ êëàññîâ àðèôìåòè÷åñêèõ (â ÷àñòíîñòè, ìóëüòèïëèêàòèâíûõ) ôóíê-
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öèé. Ïîíèìàíèå ñòðîåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ àðèôìåòè÷åñêèõ ôóíê-
öèé ìîæåò ïîìî÷ü â äàëüíåéøåì ïîëó÷èòü íîâûå àðèôìåòè÷åñêèå ôóíêöèè, ïðèãîä-
íûå äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â ïîñòêâàíòîâûõ êðèïòîñèñòåìàõ.

Ñëåäóÿ â îñíîâíûõ ÷åðòàõ ìåòîäó ïåðâîé ãëàâû êíèãè Í. Ã. ×óäàêîâà [1], ìîæíî
ïîëíîñòüþ îïèñàòü ñòðîåíèå ïåðèîäè÷åñêèõ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ôóíêöèé.

1. Îñíîâíûå ñâîéñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ôóíêöèé
Òåîðåìà 1 [1, òåîðåìà 2]. Ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðèîäè÷åñêèõ ìóëüòè-

ïëèêàòèâíûõ ôóíêöèé åñòü òàêæå ïåðèîäè÷åñêàÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôóíêöèÿ, îñíîâ-
íîé ìîäóëü êîòîðîé ðàâåí äåëèòåëþ íàèìåíüøåãî îáùåãî êðàòíîãî îñíîâíûõ ìîäóëåé
ñîìíîæèòåëåé, ýòîò ìîäóëü ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ îñíîâíûõ ìîäóëåé ñîìíîæèòåëåé, åñ-
ëè ïîñëåäíèå ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû.

Ñëåäóþùåå ïðîñòîå óòâåðæäåíèå ïî ñóùåñòâó ñîâïàäàåò ñ òåîðåìîé 1 ðàáîòû [3].

Òåîðåìà 2. Ïóñòü èìååì ïåðèîäè÷åñêóþ ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ôóíêöèþ f(n, k).
Ñóùåñòâóåò õàðàêòåð Äèðèõëå χ(n, k′), ãäå k′ | k, òàêîé, ÷òî f(n, k) = χ(n, k′) äëÿ âçà-
èìíî ïðîñòûõ n è k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ g(n) = f(n, k)χ0(n, k
′′), ãäå k′′ �ïðî-

èçâåäåíèå âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë, âõîäÿùèõ â êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå k; χ0(n, k
′′)�

ãëàâíûé õàðàêòåð. Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî g(n)�ïåðèîäè÷åñêàÿ ìóëüòèïëèêàòèâ-
íàÿ ôóíêöèÿ, ïðè÷¼ì å¼ îñíîâíîé ìîäóëü k′ äåëèò íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ÷èñåë k
è k′′, ðàâíîå k. Íî åñëè p̸ | k, òî, êàê ëåãêî ïîêàçàòü èíäóêöèåé, f(pα) = (f(p))α: äëÿ
α = 1 ýòî î÷åâèäíî, à åñëè ýòî âåðíî äëÿ äàííîãî α, òî (f(p))α+1 = (f(p))αf(p) =
= f(pα)f(p + k) = f(pα+1 + pαk) = f(pα+1). Åñëè æå p | k, òî g(pα) = 0. Çíà÷èò, ôóíê-
öèÿ g(n) âïîëíå ìóëüòèïëèêàòèâíà è ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðîì Äèðèõëå.

Ëåììà 1. Åñëè (a,m) = 1, n�íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî íàéä¼òñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî x, ÷òî (a+mx, n) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òåîðåìû Äèðèõëå î ïðîñòûõ ÷èñëàõ â àðèôìåòè-
÷åñêîé ïðîãðåññèè.

Ëåììà 2. Ïóñòü Ai(x) = ai + mix, di = (ai,mi); (di, dj) = 1 ïðè i ̸= j, i, j =
= 1, 2, . . . , ν. Òîãäà ñóùåñòâóåò ν íàòóðàëüíûõ ÷èñåë x1, x2, . . . , xν , òàêèõ, ÷òî ÷èñëà
A1(x1), A2(x2), . . . , Aν(xν) ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì ai = a′idi, mi = m′
idi, Ai(x) = A′

i(x)di. Òîãäà Ai(x) =
= di(a

′
i +m′

ix), ïðè÷¼ì (a′i,m
′
i) = 1. Ïî ëåììå 1 íàéä¼òñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî x1,

÷òî A′
1(x1) âçàèìíî ïðîñòî ñ d1d2 . . . dν . Äàëåå, íàéä¼òñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî x2,

÷òî A′
2(x2) âçàèìíî ïðîñòî ñ d1d2 . . . dνA

′
1(x1), è ò. ä. Íàêîíåö, íàéä¼òñÿ òàêîå íàòó-

ðàëüíîå ÷èñëî xν , ÷òî A
′
ν(xν) âçàèìíî ïðîñòî ñ d1d2 . . . dνA

′
1(x1)A

′
2(x2) . . . A

′
ν−1(xν−1).

Î÷åâèäíî, ÷èñëà x1, x2, . . . , xν �èñêîìûå.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü k� îñíîâíîé ìîäóëü ïåðèîäè÷åñêîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôóíê-
öèè f(n, k) è k = k1k2 . . . kν , ãäå âñå ki ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííàÿ ñèñòåìà ïåðèîäè÷åñêèõ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ôóíêöèé f1(n), f2(n), . . . , fν(n),
îñíîâíûå ìîäóëè êîòîðûõ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû k1, k2, . . . , kν è òàêîâû, ÷òî f(n) =
= f1(n)f2(n) . . . fν(n). Ïðè ýòîì îáëàñòè çíà÷åíèé ôóíêöèé f1(n), f2(n), . . . , fν(n) ñóòü
÷àñòè îáëàñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè f(n).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äàíî ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî i ⩽ ν. Äëÿ êàæäîãî n
îïðåäåëèì (êàê â [1, òåîðåìà 3]) ÷èñëî ni óñëîâèÿìè

ni ≡ n (mod ki), ni ≡ 1 (mod kj) äëÿ âñåõ i ̸= j. (1)

Ïîëàãàåì òåïåðü fi(n) = f(ni). Âñå ni äëÿ äàííîãî n îáðàçóþò îäèí êëàññ âû÷åòîâ ïî
ìîäóëþ k, ïîýòîìó ôóíêöèÿ fi(n) îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî. ßñíî, ÷òî fi(1) = 1, îòêóäà
ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ fi(n) îòëè÷íà îò òîæäåñòâåííîãî íóëÿ.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë m è n èìååì ïî îïðåäåëåíèþ mi è ni:

mi ≡ m (mod ki), mi ≡ 1 (mod kj),

ni ≡ n (mod ki), ni ≡ 1 (mod kj), i ̸= j.
(2)

Ïåðåìíîæàÿ ñðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì mini ≡ mn (mod ki), mini ≡ 1 (mod kj), i ̸= j.
Îòñþäà èìååì fi(mn) = f(mini) = f(mi)f(ni) = fi(m)fi(n), åñëè ÷èñëàmi è ni âçàèìíî
ïðîñòû. Îäíàêî èõ ìîæíî òàêèìè âûáðàòü. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè (mi, ni) = d > 1, òî
(d, k) = 1, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñóùåñòâîâàëî áû òàêîå ïðîñòîå ÷èñëî p, ÷òî
p | d, p | k è p | ki �ïîòîìó ÷òî â ñèëó (2) p̸ |kj ïðè i ̸= j è, íàêîíåö, p |mi, p |ni, îòêóäà
p |m è p |n.

Èç âçàèìíîé ïðîñòîòû ÷èñåë d è k ïî ëåììå 2 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë x è y, ÷òî (mi+ kx, ni+ ky) = 1, ïîñêîëüêó ((mi, k), (ni, k)) = (d, k) = 1.

Ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü ôóíêöèè fi(n) äîêàçàíà. Ïåðèîäè÷íîñòü äîêàçûâàåòñÿ òàê
æå, êàê â [1, òåîðåìà 3].

Ïîëàãàÿ i = 1, 2, . . . , ν, ïîëó÷èì ν ôóíêöèé f1(n), f2(n), . . . , fν(n). Ïîêàæåì, ÷òî
f(n) = f1(n) · f2(n) · . . . · fν(n). Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ïî àíàëîãèè ñ [1, òåîðåìà 3], åñëè
äîêàçàòü, ÷òî äëÿ äàííîãî n ÷èñëà n1, n2, . . . , nν ìîæíî âûáðàòü ïîïàðíî âçàèìíî ïðî-
ñòûìè. Ïîëîæèì äëÿ ýòîãîKi = k/ki. Ðàññìîòðèì àðèôìåòè÷åñêèå ïðîãðåññèè ni+kx,
ãäå i = 1, 2, . . . , ν, è îáîçíà÷èì (ni, k) ÷åðåç di. Èìååì (ni, ki) = di, òàê êàê (ni, Ki) = 1
â ñèëó (1). Íî (ki, kj) = 1 ïðè i ̸= j, à di | ki, ïîýòîìó (di, dj) = 1. Îñòà¼òñÿ ïðèìåíèòü
ëåììó 2.

Êîíåö äîêàçàòåëüñòâà ïåðåíîñèòñÿ ñþäà èç [1] áåç èçìåíåíèé.

Òåîðåìà 3 ïîêàçûâàåò, ÷òî âñÿêàÿ îòëè÷íàÿ îò åäèíè÷íîé ïåðèîäè÷åñêàÿ ìóëüòè-
ïëèêàòèâíàÿ ôóíêöèÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì âèäà

f(n, pα1
1 p

α2
2 . . . pαν

ν ) = f(n, pα1
1 )f(n, pα2

2 ) . . . f(n, pαν
ν ).

2. Ñòðîåíèå ïåðèîäè÷åñêèõ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ôóíêöèé
Èçó÷èì ñòðîåíèå ïðîñòåéøèõ ïåðèîäè÷åñêèõ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ôóíêöèé, òî åñòü

ôóíêöèé âèäà f(n) = f(n, pα). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî α ⩾ 1 (èíà÷å ïîëó÷àåòñÿ åäèíè÷íàÿ
ôóíêöèÿ). Ïðèìåì îáîçíà÷åíèÿ: χ(n, pβ), β ⩽ α, � õàðàêòåð Äèðèõëå, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé ïåðèîäè÷åñêîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôóíêöèè f(n, pα) â ñèëó òåîðåìû 2; aν = f(pν),
ν = 1, 2, . . .

Òåîðåìà 4. Ïðè ν ⩾ α ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî aν = aα. Åñëè ïðè ýòîì õàðàê-
òåð χ(n) íåãëàâíûé, òî aα = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê pα �ïåðèîä ôóíêöèè f(n), òî ïðè ν ⩾ α ïîëó÷àåì
aν = f(pν) = f(pα) = aα. Ïóñòü òåïåðü õàðàêòåð χ(n, p

β) íåãëàâíûé, òîãäà ñóùåñòâóåò
òàêîå c, ÷òî χ(c) ̸= 0 è χ(c) ̸= 1. Äëÿ ýòîãî c áóäåì èìåòü χ(c)aα = f(cpα) = f(pα) = aα,
îòêóäà aα = 0.
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Òåîðåìà 5. Ïóñòü

f(n) =

{
χ(n, pγ), åñëè p̸ |n,
aν , åñëè n = pν ,

ïðè÷¼ì aβ ̸= aβ+1 = aβ+2 = . . . è aβ = 0, åñëè õàðàêòåð χ(n) íåãëàâíûé. Òîãäà f(n)
åñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôóíêöèÿ îñíîâíîãî ìîäóëÿ pα, ãäå α = β+ γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü f(n) î÷åâèäíà. Íåïîñðåäñòâåííîé ïðî-
âåðêîé ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî pβ+γ åñòü ïåðèîä f(n). Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî pβ+γ−1 �
òîæå ïåðèîä f(n). Òîãäà åñëè γ = 1, òî aβ+1 = f(pβ+1) = f(pβ) = aβ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè f(n). Åñëè γ > 1, òî õàðàêòåð χ(n) íåãëàâíûé, òî åñòü aβ = 0.
Âîçüì¼ì ÷èñëî n, äëÿ êîòîðîãî χ(n) ̸= χ(n+ pγ−1), î÷åâèäíî, p̸ |n. Ìû äîïóñòèëè, ÷òî
pβ+γ−1 �ïåðèîä f(n), ïîýòîìó

aβχ(n+ pγ−1) = f(pβ(n+ pγ−1)) = f(npβ) = aβχ(n),

îòêóäà aβ = 0, ïîñêîëüêó χ(n) ̸= χ(n+ pγ−1). Ñíîâà ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Òåîðåìû 1�5 ïîëíîñòüþ îïèñûâàþò ñòðîåíèå ïåðèîäè÷åñêèõ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ
ôóíêöèé ÷åðåç õàðàêòåðû Äèðèõëå.

Òåïåðü ìîæíî óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó ôóíêöèÿìè

L(s, f) =
∞∑
n=1

f(n)

ns

è êëàññè÷åñêèìè L-ôóíêöèÿìè Äèðèõëå.
Ïóñòü k� îñíîâíîé ìîäóëü ïåðèîäè÷åñêîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôóíêöèè f(n),

à χ(n)� õàðàêòåð Äèðèõëå, ñîîòâåòñòâóþùèé ôóíêöèè f(n) â ñèëó òåîðåìû 2.
Ïðè Re s > 1 èìååì

L(s, f) =
∏
p

(
1 +

f(p)

ps
+
f(p2)

p2s
+ . . .

)
=

=
∏
p̸ | k

(
1 +

χ(p)

ps
+
χ(p2)

p2s
+ . . .

) ∏
p | k

(
1 +

f(p)

ps
+
f(p2)

p2s
+ . . .

)
=

= L(s, χ)
∏
p | k

(
1 +

f(p)

ps
+
f(p2)

p2s
+ . . .

)
.

Ïóñòü pα | k. Ïî òåîðåìå 3 çàïèøåì f(n, k) = f1(n, p
α)f2(n, k/p

α). Çíà÷èò,

f(pν) = f1(p
ν)f2(p

ν) = aνχ2(p
ν) = aν(χ2(p))

ν = aα(χ2(p))
ν

ïðè ν ⩾ α. Ïîýòîìó

∞∑
ν=0

(f(p))ν

pνs
=

α−1∑
ν=0

aν

(
χ2(p)

ps

)ν

+ aα
∞∑

ν=α

(
χ2(p)

ps

)ν

ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé (è äàæå ìíîãî÷ëåíîì, åñëè îêàæåòñÿ aα = 0) îò p−s.
Òàêèì îáðàçîì, L(s, f) = L(s, χ)F (s), ãäå χ� ñîîòâåòñòâóþùèé f õàðàêòåð; F (s)�
ïðîèçâåäåíèå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé (è äàæå ìíîãî÷ëåíîâ, åñëè õàðàêòåð χ ïåðâî-
îáðàçíûé) îò p−s ïî âñåì p, äåëÿùèì îñíîâíîé ìîäóëü ïåðèîäè÷åñêîé ìóëüòèïëèêà-
òèâíîé ôóíêöèè f(n). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ñëó÷àå íåïåðâîîáðàçíîãî õàðàêòåðà χ(n)
ïîëþñû ôóíêöèè F (s) ãàñÿòñÿ òðèâèàëüíûìè íóëÿìè L(s, χ), ëåæàùèìè íà ïðÿìîé
Re s = 0.
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Çàêëþ÷åíèå
Â ðàáîòå ïîëíîñòüþ îïèñàíî ñòðîåíèå ïåðèîäè÷åñêèõ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ àðèôìå-

òè÷åñêèõ ôóíêöèé ÷åðåç õàðàêòåðû Äèðèõëå. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è èñïîëüçîâàíû
ìåòîäû òåîðèè õàðàêòåðîâ, ïðåäëîæåííûå ñîâåòñêèì ìàòåìàòèêîì Í. Ã. ×óäàêîâûì.
Ïðèìåíåíèå ýòèõ ìåòîäîâ ê èçó÷åíèþ ïåðèîäè÷åñêèõ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ àðèôìåòè-
÷åñêèõ ôóíêöèé äàëî âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëüíûé ðåçóëüòàò, ÷òî ãîâîðèò îá èõ óíè-
âåðñàëüíîñòè è ïîòåíöèàëüíîé âîçìîæíîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ íà ñìåæíûå ïðîáëåìû
àíàëèòè÷åñêîé è ìóëüòèïëèêàòèâíîé òåîðèè ÷èñåë.
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Èçó÷àþòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûå ïîëóãðóïïû âû÷åòîâ, äîïóñêàþùèå ïëàíàðíûå
ãðàôû Êýëè. Äîêàçàíî, ÷òî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ïîëóãðóïïà êîëüöà âû÷åòîâ Zn

äîïóñêàåò ïëàíàðíûé ãðàô Êýëè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n = 4, 6, 8 èëè n�
ïðîñòîå ÷èñëî. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû ìèíèìàëüíûõ ñèñòåì îáðàçóþùèõ ìóëüòè-
ïëèêàòèâíûõ ïîëóãðóïï âû÷åòîâ ïî íåêîòîðûì ìîäóëÿì è èõ ãðàôû Êýëè, èëëþ-
ñòðèðóþùèå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âû÷åò, ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ïîëóãðóïïà âû÷åòîâ, ïîðîæäà-

þùåå ìíîæåñòâî ïîëóãðóïïû, ãðàô Êýëè ïîëóãðóïïû, ïëàíàðíûé ãðàô.

MULTIPLICATIVE RESIDUE SEMIGROUPS
WITH PLANAR CAYLEY GRAPHS

O.V. Knyazev, D.V. Solomatin

Omsk State Pedagogical University, Omsk, Russia

We study multiplicative residue semigroups that admit planar Cayley graphs. It is
proved that the multiplicative semigroup of the residue ring Zn admits a planar Cayley
graph if and only if n = 4, 6, 8 or n is a prime number. Examples of minimal systems
of generators of multiplicative residue semigroups with respect to some modules and
their Cayley graphs are given, illustrating the obtained results.

Keywords: residue, multiplicative semigroup of residues, generating semigroup set,
Cayley graph of semigroup, planar graph.

Ââåäåíèå
Çàäà÷à ïðîâåðêè èçîìîðôèçìà ãðàôîâ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç âàæíåéøèõ çàäà÷ â òåî-

ðèè ãðàôîâ, ñðåäè èìåþùèõ ïðèêëàäíîå è òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Îíà çàêëþ÷àåòñÿ â
îïðåäåëåíèè, ÿâëÿþòñÿ ëè äâà ãðàôà ¾îäíèì è òåì æå¿ ãðàôîì ñ òî÷íîñòüþ äî íóìåðà-
öèè âåðøèí. Â ñëó÷àå ïëàíàðíûõ ãðàôîâ çàäà÷à ïðîâåðêè èõ èçîìîðôèçìà ðàçðåøèìà
çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ [1]. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû
äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è äëÿ ïëàíàðíûõ ãðàôîâ. Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå èçîìîðô-
íîñòü äâóõ ïëàíàðíûõ ãðàôîâ Êýëè Cay(S1, X1) è Cay(S2, X2) êîíå÷íûõ ïîëóãðóïï S1

è S2 ñ ìíîæåñòâàìè îáðàçóþùèõX1 èX2 íå îçíà÷àåò èçîìîðôíîñòè ïîëóãðóïï S1 è S2,
à ñòåïåíü ïîëèíîìà â ñëîæíîñòè àëãîðèòìà ïðîâåðêè èçîìîðôèçìà äâóõ ïîëóãðóïï,
äîïóñêàþùèõ ïëàíàðíûé ãðàô Êýëè, çàâèñèò åù¼ è îò ÷èñëà ðàçëè÷íûõ ìèíèìàëü-
íûõ ìíîæåñòâ îáðàçóþùèõ ýòèõ ïîëóãðóïï. Äåëî â òîì, ÷òî óïîìÿíóòûå àëãîðèòìû
èñïîëüçóþò ñïåöèôè÷íûå ñòðóêòóðíûå õàðàêòåðèñòèêè ãðàôîâ, ïîýòîìó îáëàñòü èõ
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ïðèìåíåíèÿ îãðàíè÷åíà. Òåì íå ìåíåå îòäåëüíûé èíòåðåñ ñ ïðèêëàäíîé òî÷êè çðå-
íèÿ âûçûâàåò ïðîáëåìà èçîìîðôèçìà êîíå÷íûõ ïîëóãðóïï. Ýòà ïðîáëåìà ÿâëÿåòñÿ
âàæíîé â îáëàñòè òåîðèè ïîëóãðóïï è òåîðèè âû÷èñëåíèé, îíà èçó÷àëàñü ìíîãèìè
èññëåäîâàòåëÿìè.

Îäíèì èç âàæíûõ êëàññîâ ãðàôîâ, îïðåäåëÿåìûõ ïîëóãðóïïàìè, ÿâëÿþòñÿ ãðàôû
Êýëè, ïîñêîëüêó îíè èìåþò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ [2, 3]. Îäèí èç âîçìîæíûõ
ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ ïðîáëåìû èçîìîðôèçìà êîíå÷íûõ ïîëóãðóïï çàêëþ÷àåòñÿ â ïðî-
âåðêå èçîìîðôíîñòè ãðàôîâ Êýëè ïàð ðàññìàòðèâàåìûõ ïîëóãðóïï. Åñëè ïðè ýòîì
ãðàôû ïëàíàðíûå, òî ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ïðîâåðêè èõ èçîìîðô-
íîñòè. Ïîýòîìó âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: äëÿ êàêèõ êîíå÷íûõ ïîëóãðóïï ãðàô
Êýëè ïëàíàðåí? Êðîìå òîãî, ðåøåíèÿ ýòîãî âîïðîñà ìîãóò ïðèãîäèòüñÿ â òàêèõ ïðè-
êëàäíûõ îáëàñòÿõ, êàê êðèïòîãðàôèÿ, ïðîåêòèðîâàíèå òîïîëîãèè ñåòåé è êîíå÷íûõ
àâòîìàòîâ. Èçâåñòíî, ÷òî ìóëüòèïëèêàòèâíûå ïîëóãðóïïû âû÷åòîâ ìîãóò èñïîëüçî-
âàòüñÿ â êðèïòîãðàôè÷åñêèõ àëãîðèòìàõ. Ñòðóêòóðà ýòèõ ïîëóãðóïï â ñî÷åòàíèè ñî
ñâîéñòâàìè ïëàíàðíûõ ãðàôîâ Êýëè ìîæåò ïîìî÷ü â ðàçðàáîòêå áåçîïàñíûõ êðèïòî-
ãðàôè÷åñêèõ ñèñòåì.

Êîëüöî âû÷åòîâ, ãðóïïà âû÷åòîâ, ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ïîëóãðóïïà âû÷åòîâ îòíî-
ñÿòñÿ ê ÿðêèì ïðåäñòàâèòåëÿì ìîäóëÿðíîé ìàòåìàòèêè, ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü êî-
òîðîé íå âûçûâàåò ñîìíåíèé. Èçó÷åíèå ñ ðàçíûõ ñòîðîí ýòèõ ïðåäñòàâèòåëåé ïîçâîëèò
øèðå èñïîëüçîâàòü ïðèêëàäíûå âîçìîæíîñòè ýòîé òåîðèè.

Ïëàíàðíûå ãðàôû Êýëè ïîëåçíû ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ýôôåêòèâíûõ è íàä¼æíûõ
òîïîëîãèé êîììóíèêàöèîííûõ ñåòåé. Ñâîéñòâà ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ïîëóãðóïï âû÷å-
òîâ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ îïòèìèçàöèè ìàðøðóòèçàöèè è ïðîâåðêè ñâÿçíîñòè
â ýòèõ ñåòÿõ. Ãðàôû Êýëè ïîëóãðóïï òåñíî ñâÿçàíû òàêæå ñ êîíå÷íûìè àâòîìàòà-
ìè. Ýòà ñâÿçü ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ è àíàëèçà âû÷èñëèòåëüíûõ
ïðîöåññîâ, îñîáåííî ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ è àâòîìàòîâ.

Èçó÷åíèå ñâîéñòâ ïëàíàðíûõ ãðàôîâ Êýëè ïîëóãðóïï ìîæåò ïðèâåñòè ê íîâûì
îòêðûòèÿì â òåîðèè ãðàôîâ, òàêèì, êàê ïîíèìàíèå õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà, ñâÿçíîñòè
è äðóãèõ èíâàðèàíòîâ ãðàôîâ. Ôóíäàìåíòàëüíûå ìàòåìàòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ âçàè-
ìîñâÿçåé ìåæäó ìóëüòèïëèêàòèâíûìè ïîëóãðóïïàìè âû÷åòîâ è ïëàíàðíûìè ãðàôàìè
Êýëè ìîãóò ïðèâåñòè ê íîâûì îòêðûòèÿì â àëãåáðå è êîìáèíàòîðèêå, ïîòåíöèàëüíî
ðåøàÿ îòêðûòûå ïðîáëåìû èëè ïðèâîäÿ ê íîâûì ãèïîòåçàì. Íå ñëó÷àéíî îáîáù¼ííûå
ãðàôû Êýëè ïîëóãðóïï âñ¼ ÷àùå ôîðìèðóþò òåìàòèêó íàó÷íûõ è èññëåäîâàòåëüñêèõ
ñòàòåé [4]. Óïîìÿíåì òàêæå òîò ôàêò, ÷òî ïðåäìåò ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ãðóïï è
ïîëóãðóïï ñîñòàâëÿåò èçó÷åíèå êîíå÷íî-ïîðîæä¼ííûõ ãðóïï è ïîëóãðóïï ïóò¼ì îòûñ-
êàíèÿ ñâÿçåé ìåæäó èõ àëãåáðàè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè è òîïîëîãè÷åñêèìè, ãåîìåòðè-
÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ïðîñòðàíñòâ, íà êîòîðûõ òàêèå ñèñòåìû äåéñòâóþò, ëèáî ñàìèõ
ñèñòåì, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû, ÷òî îáû÷íî äåëàåòñÿ ðàññìîò-
ðåíèåì ãðàôà Êýëè è ñîîòâåòñòâóþùåé ñëîâàðíîé ìåòðèêè.

Â ðàáîòå [5] îïèñàíû êîëüöà âû÷åòîâ ñ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ,
ó êîòîðûõ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ïîëóãðóïïà äîïóñêàåò ïëàíàðíûé ãðàô Êýëè. Ñ òå÷å-
íèåì âðåìåíè â ìàòåðèàëàõ ðàáîòû íàó÷íîãî Àëãåáðàè÷åñêîãî ñåìèíàðà ÎìÃÏÓ [6]
íàêîïëåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ôàêòîâ è ïðèìåðîâ, ñâÿçàííûõ ñ êîëüöàìè âû÷åòîâ,
ãðàôàìè Êýëè èõ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ïîëóãðóïï, ïëàíàðíîñòüþ ýòèõ ãðàôîâ. È òå-
ïåðü ìû ìîæåì äàòü îïèñàíèå âñåõ êîëåö âû÷åòîâ, ó êîòîðûõ ãðàô Êýëè ìóëüòèïëè-
êàòèâíîé ïîëóãðóïïû äîïóñêàåò ïëîñêóþ óêëàäêó.



38 Î.Â. Êíÿçåâ, Ä. Â. Ñîëîìàòèí

1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ
Ãðàôîì Êýëè ïîëóãðóïïû S îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà îáðàçóþùèõ å¼ ýëåìåíòîâ X

íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûé ìóëüòèãðàô Cay(S,X), ìíîæåñòâî âåðøèí êîòîðîãî ðàâ-
íî S, à ð¼áðà íà÷èíàþòñÿ â âåðøèíå a ∈ S, çàêàí÷èâàþòñÿ â âåðøèíå b ∈ S è ïîìå÷å-
íû ýëåìåíòîì x ∈ X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ax = b. Îñíîâîé îðèåíòèðîâàííîãî
ìóëüòèãðàôà ñ ïîìå÷åííûìè ð¼áðàìè íàçûâàåòñÿ îáûêíîâåííûé ãðàô, ïîëó÷åííûé
èç èñõîäíîãî ïóò¼ì óäàëåíèÿ âñåõ ìåòîê è ïåòåëü è çàìåíîé âñåõ äóã, ñîåäèíÿþùèõ
îäíè è òå æå âåðøèíû â íåêîòîðîì íàïðàâëåíèè, îäíèì ðåáðîì, ñîåäèíÿþùèì òå
æå âåðøèíû. Ãîâîðèì, ÷òî ïîëóãðóïïà äîïóñêàåò ïëàíàðíûé ãðàô Êýëè, åñëè îñíîâà
å¼ ãðàôà Êýëè îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà îáðàçóþùèõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ
ïëàíàðíûì ãðàôîì, òî åñòü ìîæåò áûòü îòîáðàæåíà íà ïëîñêîñòü òàê, ÷òî âåðøè-
íàì ãðàôà ñîîòâåòñòâóþò íåêîòîðûå òî÷êè ïëîñêîñòè, à ð¼áðàì ãðàôà ñîîòâåòñòâóþò
íåïðåðûâíûå ïëîñêèå ëèíèè áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé, íå èìåþùèå îáùèõ òî÷åê, êðîìå,
âîçìîæíî, îáùèõ âåðøèí. Ïàðà ãðàôîâ ãîìåîìîðôíû äðóã äðóãó, åñëè îíè ïîëó÷åíû
èç îäíîãî è òîãî æå ãðàôà ïóò¼ì ïîäðàçáèåíèÿ åãî ð¼áåð. Ñîãëàñíî êðèòåðèþ Ïîíò-
ðÿãèíà �Êóðàòîâñêîãî, ãðàô ïëàíàðåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí íå ñîäåðæèò
ïîäãðàôîâ, ãîìåîìîðôíûõ ïîëíîìó ãðàôó ïÿòîãî ïîðÿäêà K5 èëè ïîëíîìó äâóäîëü-
íîìó ãðàôó K3,3, ñîäåðæàùåìó ïî òðè âåðøèíû â êàæäîé èç äîëåé. Äðóãèìè ñëîâàìè,
ïëàíàðíûé ãðàô õàðàêòåðèçóåòñÿ çàïðåù¼ííûìè ìèíîðàìè K5 è K3,3. Âíåøíåïëàíàð-
íûé ãðàô � òàêîé ãðàô, êîòîðûé äîïóñêàåò ïëîñêóþ óêëàäêó, â êîòîðîé âñå âåðøèíû
ïðèíàäëåæàò âíåøíåé ãðàíè. Âíåøíåïëàíàðíûå ãðàôû ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü äâó-
ìÿ çàïðåù¼ííûìè ìèíîðàìè K4 è K2,3.

Îïèñàíèå äîïóñêàþùèõ ïëîñêèå ãðàôû Êýëè êîíå÷íûõ êîììóòàòèâíûõ ãðóïï (êàê
è íåêîììóòàòèâíûõ) èçâåñòíî äàâíî. Ïóñòü Cn �ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ öèêëè÷åñêàÿ
ãðóïïà ïîðÿäêà n. Çàìåòèì, ÷òî Cm × Cn

∼= Cmn ïðè âçàèìíî ïðîñòûõ m è n. Èç ðå-
çóëüòàòîâ ðàáîòû [7, � 3, ñëåäñòâèå 3] ñëåäóåò

Òåîðåìà 1. Êîíå÷íàÿ êîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà G ïëàíàðíà òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà G = C2 × C2n, èëè G = C2 × C2 × C2, èëè G = Cn, ãäå n ∈ N.

Çàìåòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâîñòü ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò è èç áîëåå îáùåãî ðåçóëüòà-
òà [8, � 5], êîòîðûé ãëàñèò: êîíå÷íàÿ ãðóïïà G ïëàíàðíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà G = G1 × G2, ãäå G1 = C1 èëè C2, a G2 = Cn, Dn, S4, A4 èëè A5. Çäåñü
Dn = ⟨x, y | xn = y2 = (xy)2 = 1⟩�äèýäðàëüíàÿ ãðóïïà, ýëåìåíòàìè Dn ÿâëÿþòñÿ àâ-
òîìîðôèçìû ãðàôà, ñîñòîÿùåãî òîëüêî èç öèêëà ñ n âåðøèíàìè, òàêèì îáðàçîì,
|Dn| = 2n; An è Sn � çíàêîïåðåìåííàÿ è ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïû ïîäñòàíîâîê ñòå-
ïåíè n.

Íàïîìíèì, ÷òî âû÷åòîì öåëîãî ÷èñëà a ïî ìîäóëþ n íàçûâàåòñÿ îñòàòîê îò äåëå-
íèÿ a íà n è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç a mod n. Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ïîëóãðóïïà Zn âû÷åòîâ
ïî ìîäóëþ n� ýòî ìíîæåñòâî Zn = {0, 1, . . . , n − 1} âñåõ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n ñ îïå-
ðàöèåé óìíîæåíèÿ: a · b = ab mod n. Â ÷àñòíîñòè, a · b = ab, åñëè ab < n. Îáîçíà÷èì
÷åðåç Z−1

n ãðóïïó âñåõ îáðàòèìûõ â Zn ýëåìåíòîâ; îíà ñîñòîèò èç âñåõ ýëåìåíòîâ ïîëó-
ãðóïïû Zn, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ ÷èñëîì n, è òîëüêî èç òàêèõ. Ïîýòîìó å¼ ïîðÿäîê |Z−1

n |
ðàâåí φ(n), ãäå φ�ôóíêöèÿ Ýéëåðà.

Ïîäïîëóãðóïïó S1 ïîëóãðóïïû S íàçûâàþò âûïóêëîé (ôèëüòðîì), åñëè èç òîãî,
÷òî x, y ∈ S è x · y ∈ S1, ñëåäóåò x, y ∈ S1, òî åñòü ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ èç S ìîæåò
ïðèíàäëåæàòü S1 òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòè ýëåìåíòû óæå ëåæàò âíóòðè S1.

Î÷åâèäíà ñëåäóþùàÿ ëåììà, òàê êàê òîëüêî ïðîèçâåäåíèå âçàèìíî ïðîñòûõ ñ n
÷èñåë äà¼ò âçàèìíî ïðîñòîå ñ n ÷èñëî.
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Ëåììà 1. Ãðóïïà îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ Z−1
n ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ïîäïîëóãðóïïîé

â ïîëóãðóïïå Zn.

Èç îïðåäåëåíèÿ âûïóêëîé ïîäïîëóãðóïïû ñëåäóåò

Ëåììà 2. Ïóñòü S1 ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ïîäïîëóãðóïïîé â ïîëóãðóïïå S. Òîãäà
â ëþáîé ñèñòåìå îáðàçóþùèõ ïîëóãðóïïû S îáÿçàíà ïðèñóòñòâîâàòü â êà÷åñòâå ïîä-
ñèñòåìû ñèñòåìà îáðàçóþùèõ ïîëóãðóïïû S1.

Ñëåäñòâèå 1. Âñÿêàÿ ñèñòåìà îáðàçóþùèõ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïîëóãðóïïû âû-
÷åòîâ Zn ñîäåðæèò ñèñòåìó îáðàçóþùèõ ïîäãðóïïû Z−1

n .

Íàì ïîòðåáóåòñÿ åù¼ îäíî âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå:

Ëåììà 3. Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ïëàíàðíîñòè ãðàôà Êýëè êîììóòàòèâíîé êî-
íå÷íîé ïîëóãðóïïû ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî ïëàíàðíîñòü, íî è âíåøíåïëàíàðíîñòü ãðàôà
Êýëè âñÿêîé å¼ ñîáñòâåííîé âûïóêëîé ïîäïîëóãðóïïû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ãðàô Êýëè êîììóòàòèâíîé ïîëóãðóïïû ÿâëÿ-
åòñÿ ñâÿçíûì. Ïóñòü S1 � ñîáñòâåííàÿ âûïóêëàÿ ïîäïîëóãðóïïà êîíå÷íîé ïîëóãðóï-
ïû S. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî S \ S1 �íåïóñòîé èäåàë ïîëóãðóïïû S, ñîäåðæàùèé õîòÿ
áû îäèí îáðàçóþùèé ïîëóãðóïïû S. Ðàññìîòðèì ãðàô Êýëè ïîëóãðóïïû S. Â êà÷åñòâå
ïîäãðàôà îí ñîäåðæèò ãðàô Êýëè å¼ ñîáñòâåííîé âûïóêëîé ïîäïîëóãðóïïû S1. Åñëè
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ãðàô Êýëè ïîäïîëóãðóïïû S1 ïðè ëþáîé ðàñêëàäêå íå ñòàíîâèòñÿ
âíåøíåïëàíàðíûì, òî ÷àñòü ãðàôà Êýëè ïîëóãðóïïû S, ñîîòâåòñòâóþùàÿ èäåàëó S\S1,
÷òîáû íå íàðóøèòü ïëàíàðíîñòü, äîëæíà ðàñïîëîæèòüñÿ íà îäíîé ãðàíè ãðàôà ïîä-
ïîëóãðóïïû S1. Íî ýòî íå ñïàñàåò ïëàíàðíîñòü ãðàôà Êýëè ïîëóãðóïïû S, òàê êàê
âñÿêàÿ âåðøèíà ãðàôà Êýëè ïîäïîëóãðóïïû S1 ñìåæíà õîòÿ áû ñ îäíîé âåðøèíîé
èç S \S1. Çíà÷èò, ãðàô Êýëè å¼ ñîáñòâåííîé âûïóêëîé ïîäïîëóãðóïïû S1 äîëæåí áûòü
âíåøíåïëàíàðíûì.

Èç ñëåäñòâèÿ 1 è ëåìì 1 è 3 ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 2. Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ïëàíàðíîñòè ãðàôà Êýëè ìóëüòèïëèêà-
òèâíîé ïîëóãðóïïû âû÷åòîâ Zn ÿâëÿåòñÿ âíåøíåïëàíàðíîñòü ãðàôà Êýëè å¼ ïîäãðóï-
ïû Z−1

n .

Ðåçóëüòàòîì ýòîãî ñëåäñòâèÿ è òåîðåìû 1 ÿâëÿåòñÿ

Ëåììà 4. Åñëè ãðàô Êýëè ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïîëóãðóïïû âû÷åòîâ Zn ÿâëÿåòñÿ
ïëàíàðíûì, òî Z−1

n = C2 × C2k, èëè Z−1
n = C2 × C2 × C2, èëè Z−1

n = Cm, ãäå n�
ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî; m è 2k�ïîðÿäêè ñîîòâåòñòâóþùèõ öèêëè÷åñêèõ
ïîäãðóïï.

Òåîðåìà 2 [9, òåîðåìà 1]. Êîíå÷íûé ìîíîèä S, ÿâëÿþùèéñÿ ïðîèçâåäåíèåì íåîä-
íîýëåìåíòíûõ öèêëè÷åñêèõ ìîíîèäîâ, äîïóñêàåò âíåøíåïëàíàðíûé ãðàô Êýëè òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) S = ⟨a | a3 = a⟩ ×
〈
b | bh+t = bh

〉1
, ãäå äëÿ íàòóðàëüíûõ h, t èìåþò ìåñòî íåðà-

âåíñòâà h ⩽ 2 è h+ t ⩽ 4;

2) S = ⟨a | a1+m = a⟩+1 ×
〈
b | bh+t = bh

〉i
, ãäå i ∈ {1,+1} è äëÿ íàòóðàëüíûõ m,h, t

âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ îãðàíè÷åíèé:
2.1. m = 1, t ⩽ 2;
2.2. i = 1, m ⩽ 2, h = 1, t = 2;
2.3. i = 1, m = 2, h = 1, t ⩽ 2;

3) S =
〈
a0 | ar+m

0 = ar0
〉1 × n∏

i=1

⟨ai | a2i = ai⟩+1
, ãäå äëÿ íàòóðàëüíûõ r, n,m âûïîë-

íåíî n = m = 1, èëè n− 1 = r = m = 1, èëè n = m− 1 = 1.
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Íåòðóäíûå ðàññóæäåíèÿ, îïèðàþùèåñÿ íà ýòó òåîðåìó è íà [10, òåîðåìà 3.1] äëÿ
C2 ×C2, äàþò ñëåäñòâèå 3. Áîëåå òîãî, åñëè Z−1

n
∼= C2 ×C2m, òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåì-

ìîé 3, ãðàô Êýëè ïîëóãðóïïû Z−1
n äîëæåí áûòü âíåøíåïëàíàðíûì. Ïî [10, òåîðå-

ìà 3.1] ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî òàêàÿ ïîëóãðóïïà äîïóñêàåò âíåøíåïëàíàðíûé ãðàô
Êýëè òîëüêî ïðè m = 1.

Ñëåäñòâèå 3. Ñðåäè ãðóïï C2 × C2n, C2 × C2 × C2 è Cn âíåøíåïëàíàðíûé ãðàô
Êýëè èìåþò òîëüêî ãðóïïû Cn èëè C2 ×C2, ãäå n�ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Íàì òàêæå ïîíàäîáèòñÿ

Òåîðåìà 3 [5, òåîðåìà 3]. Ãðàô Êýëè ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïîëóãðóïïû âû÷å-
òîâ Zn ñ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé Z−1

n ïëàíàðåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n = 4, èëè
n = 6, èëè n�ïðîñòîå ÷èñëî.

2. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò
Òåîðåìà 4. Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ïîëóãðóïïà âû÷åòîâ Zn äîïóñêàåò ïëàíàðíûé

ãðàô Êýëè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n ∈ {4, 6, 8}∪P , ãäå P �ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ
÷èñåë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Zn �ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ïîëóãðóïïà êëàññîâ âû÷åòîâ
ïî ìîäóëþ n ñ ïëàíàðíûì ãðàôîì Êýëè. Òîãäà ïî ñëåäñòâèþ 2, ëåììå 4 è ñëåäñòâèþ 3
ïîäãðóïïà Z−1

n ðàâíà Cn èëè C2 × C2, ãäå n�ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.
Ïóñòü ñíà÷àëà Z−1

n = Cn. Òîãäà ïîïàäàåì â óñëîâèå òåîðåìû 3, è â ýòîì ñëó÷àå
n = 4, èëè n = 6, èëè n�ïðîñòîå ÷èñëî.

Ïóñòü òåïåðü Z−1
n = C2 × C2. Îòñþäà |Z−1

n | = φ(n) = 4. Ðåøèâ óðàâíåíèå φ(n) = 4
îòíîñèòåëüíî n, ïîëó÷àåì, ÷òî n ∈ {5, 8, 10, 12}. Ïðîâåðêà óáåæäàåò, ÷òî Z−1

5 = C4.
Ãðóïïà Z−1

5 �öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà è ïîäõîäèò ïî òåîðåìå 3. Ãðóïïà Z−1
8 èçîìîðôíà

ãðóïïå C2 × C2. Ïëàíàðíîñòü å¼ ãðàôà Êýëè ìîæíî ïðîâåðèòü, ïîñìîòðåâ íà ðèñ. 1.
Ãðóïïà Z−1

10 èçîìîðôíà C4. Îòñåèâàåì å¼ ïî òåîðåìå 3. Ãðóïïà Z−1
12
∼= C2×C2. Óáåäèìñÿ

â íåïëàíàðíîñòè ãðàôà Êýëè ñîîòâåòñòâóþùåé åé ïîëóãðóïïû Z12 íèæå.

Ðèñ. 1. Cay(Z8, {2, 3, 5})

Ðàññìîòðèì âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû îáùåãî ñëó÷àÿ, êîãäà Z−1
n
∼= C2 ×C2. Â ýòîì

ñëó÷àå â Z−1
n èìååòñÿ öèêë èç íå ìåíåå ÷åì ÷åòûð¼õ ýëåìåíòîâ. Íàëè÷èå ïîäãðàôà K3,3

â îñíîâå ãðàôà Êýëè ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïîëóãðóïïû êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n,
ïðèâîäÿùåå ê ïîòåðå ïëàíàðíîñòè, îáåñïå÷èâàåòñÿ òðåìÿ ïóíêòàìè. Âî-ïåðâûõ, íóæ-
íî, ÷òîáû â ïîäãðóïïå îáðàòèìûõ áûë öèêë èç íå ìåíåå ÷åì ÷åòûð¼õ ýëåìåíòîâ, ÷òî
îáåñïå÷èâàåòñÿ â äàííîì ñëó÷àå òåîðåìîé Ìàøêå. Âî-âòîðûõ, íóæíû äâà ðàçíûõ îá-
ðàçóþùèõ èç èäåàëà Zn \ Z−1

n . Ýòè îáðàçóþùèå, áóäó÷è âîçâåä¼ííûìè â íåêîòîðûå
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ñòåïåíè, ïîðîäÿò èäåìïîòåíòû, à îáùåå ÷èñëî èäåìïîòåíòîâ â ïîëóãðóïïå Zn ïî ñîñòàâ-
íîìó ìîäóëþ n = pα1

1 p
α2
2 · · · p

αk
k , ãäå pi �ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà, ðàâíî 2k.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ñîñòàâíîì ìîäóëå k > 1, ñëåäîâàòåëüíî, íèæå ãðóïïîâîé ÷àñòè â ðå-
ø¼òêå ïîëóãðóïïû Zn èìåþòñÿ åù¼ õîòÿ áû äâà èäåìïîòåíòà, e1 = pβ11

1 pβ12

2 · · · p
β1k

k z1
è e2 = pβ21

1 pβ22

2 · · · p
β2k

k z2, ãäå zi ∈ Z−1
n , βij ∈ {0, αj} ïðè 1 ⩽ i ⩽ 2 è 1 ⩽ j ⩽ k,

ïðèíàäëåæàùèõ êëàññàì ē1 è ē2 ñîîòâåòñòâåííî. È â-òðåòüèõ, ìåæäó êàêèìè-ëèáî èç
âåðøèí òåõ ðàçíûõ äâóõ êëàññîâ íóæåí ìàðøðóò. Ïîñëåäíåå âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê,
â ÷àñòíîñòè, ýëåìåíò 0 îáÿçàòåëüíî äîëæåí ïîðîæäàòüñÿ ïðîèçâåäåíèåì îáðàçóþùèõ
ëèáî ñàì íàõîäèòñÿ ñðåäè îáðàçóþùèõ, íî è òîãäà óìíîæåíèå íà 0 ñôîðìèðóåò ðåá-
ðî, ñâÿçûâàþùåå 0 ñ ëþáîé äðóãîé âåðøèíîé. Òàêèì îáðàçîì îáîñíîâûâàåòñÿ íàëè÷èå
ïîäãðàôà K3,3 íà âåðøèíàõ {1, ab, d} â îäíîé äîëå è âåðøèíàõ {a, b, c} â äðóãîé äî-
ëå, ãäå {1, a, b, ab} ⊆ Z−1

n , c ∈ ē1, d ∈ ē2, ñëåäîâàòåëüíî, ãðàô Êýëè ðàññìàòðèâàåìîé
ïîëóãðóïïû íå ÿâëÿåòñÿ ïëàíàðíûì.

Ãðóïïà D2 èçîìîðôíà ÷åòâåðíîé ãðóïïå Êëåéíà, êîòîðàÿ âñòðå÷àåòñÿ âî ìíîãèõ
ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè, íàïðèìåð, åé èçîìîðôíà ïðèâåä¼ííàÿ ñèñòåìà âû÷åòîâ ïî ìî-
äóëþ 8, ñîñòîÿùàÿ èç êëàññîâ 1, 3, 5, 7, è ïðèâåä¼ííàÿ ñèñòåìà âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 12,
ñîñòîÿùàÿ èç êëàññîâ 1, 5, 7, 11. Ãðàôû Êýëè ïëàíàðíîé ïîëóãðóïïû Z8 è íåïëàíàðíîé
ïîëóãðóïïû Z12 ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1 è 2 ñîîòâåòñòâåííî.

Ðèñ. 2. Cay(Z12, {2, 3, 5, 7})

Â äîêàçàòåëüñòâå ýòîé òåîðåìû ìîæíî îáîéòèñü áåç òåîðåìû 2 è ñëåäñòâèÿ 3. Äåé-
ñòâèòåëüíî, â îáùåì ñëó÷àå íåïëàíàðíîñòü ãðàôà Êýëè ïîëóãðóïïû Zn, èìåþùåé D2

â êà÷åñòâå ïîäãðóïïû, îáåñïå÷èâàåòñÿ, åñëè îñíîâà ýòîãî ãðàôà ñîäåðæèò ïîäãðàô, ãî-
ìåîìîðôíûé ïîëíîìó äâóäîëüíîìó ãðàôó K3,3, ñîäåðæàùåìó ïî òðè âåðøèíû â êàæ-
äîé èç äîëåé. Â ñàìîì äåëå, åñëè D2 = ⟨a, b⟩, ÷òî âûïîëíåíî ïðè âçàèìíî ïðîñòûõ
ñ ìîäóëåì îáðàçóþùèõ, (a, n) = 1 = (b, n), òî îñíîâà ãðàôà Êýëè Cay(Zn, X), ãäå
{a, b} ⊆ X, ñîäåðæèò ïðîñòîé öèêë íà âåðøèíàõ {a, b, 1, ab}, ïðè÷¼ì a2 = b2 = 1. Íà-
ïðèìåð, â Z8 ìîæíî âèäåòü a = 3, b = 5, ab = 7, à â Z12 ýòîò öèêë ñîäåðæèò âåðøèíû
a = 5, b = 7, ab = 11. Äàëåå, êàæäàÿ âåðøèíà ýòîãî öèêëà ñîåäèíåíà ñ âåðøèíàìè èç
ñìåæíûõ êëàññîâ cD2 = {cv : v ∈ D2} è dD2 = {dv : v ∈ D2}, ãäå (c, n) ̸= 1 ̸= (d, n).
Ïðè c = d = 2 â Z8 íàáëþäàåòñÿ ñîâïàäåíèå êëàññîâ cD2 = dD2 = {2, 6}, à ïðè
c = 2 ̸= 3 = d â Z12 åñòü cD2 = {2, 10} ̸= {3, 9} = dD2. Íàêîíåö, êàæäûé ýëåìåíò
èç cD2 ñîåäèí¼í ñ 0 ìàðøðóòîì, èìåþùèì îáùóþ âåðøèíó ñ ìàðøðóòîì îò ýëåìåí-
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òîâ èç dD2 äî 0, ïîýòîìó ìåæäó âåðøèíàìè ïîäãðàôîâ cD2 è dD2 ñóùåñòâóåò ïóòü.
Â ïðèìåðå ñ Z12 òàêèì ïóò¼ì ìîæåò áûòü âûáðàíà ïðîñòàÿ öåïü íà ìíîæåñòâå âåð-
øèí {2, 6, 3}.

Òàêèì îáðàçîì, ïîäãðàô, ãîìåîìîðôíûé ãðàôó K3,3, ôîðìèðóåòñÿ â îñíîâå ãðàôà
Êýëè ïîëóãðóïïû Zn, ñîäåðæàùåé ïîäãðóïïó D2, íà âåðøèíàõ {d, ab, 1} â îäíîé ñâîåé
äîëå è âåðøèíàõ {c, a, b} â äðóãîé äîëå, ãäå c ̸= d�íåîáðàòèìûå îáðàçóþùèå ïîëó-
ãðóïïû Zn, à îáðàòèìûìè å¼ îáðàçóþùèìè ÿâëÿþòñÿ a ̸= b. Â ñëó÷àå, êîãäà c = d,
èç êîìáèíàòîðíûõ ðàññóæäåíèé ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî â ïîëóãðóïïå Zn, èìåþùåé D2

â êà÷åñòâå ïîäãðóïïû, ñîäåðæèòñÿ âîñåìü ýëåìåíòîâ: {1 = a2 = b2, a, b, ab, 1c = bc,
ac = abc, c2, c3}, âåäü åñëè 1c ̸= bc, òî âîçìîæíî 1c = ac, òîãäà ïîëó÷èì òó æå ïî-
ëóãðóïïó ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà, ìåíÿþùåãî ìåñòàìè a è b, à åñëè 1c ̸= bc è
1c ̸= ac, òî â ãðàôå Êýëè âîçíèêàåò êîíôèãóðàöèÿ K3,3, îïèñàííàÿ âûøå â ïðåäïîëî-
æåíèè, ÷òî îòäåëèâøèéñÿ ýëåìåíò d ̸= c� ýòî d = bc èëè d = ac. Àíàëîãè÷íà ñèòóàöèÿ
ñ Z−1

n = Z2 ×D2. Äëÿ îáíàðóæåíèÿ K3,3 â ýòîì ñëó÷àå áåðóòñÿ a è b îáðàçóþùèìè èç
ïîäãðóïïû {e} ×D2, ãäå e�íåéòðàëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû Z2.

Ó÷èòûâàÿ òåîðåìó 3, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî åäèíñòâåííîé èìåþùåé íåöèêëè÷å-
ñêóþ ãðóïïó îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ Z−1

n ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïîëóãðóïïîé âû÷åòîâ Zn,
äîïóñêàþùåé ïëàíàðíûé ãðàô Êýëè, ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïà Z8.

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ñëåäñòâèÿ 3 ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû íå áûëî íåîáõîäèìî-
ñòè ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé ïîëóãðóïïû C2 × C2 × C2, êîòîðûé ïðèâîäèò íàñ ê n = 24,
òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå â ïîëóãðóïïå Zn ïîäãðóïïà Z−1

n äîëæíà èìåòü ìîùíîñòü 8. Ïî-
ëó÷àåòñÿ, ÷òî φ(n) = 8, òîãäà n = φ−1(8) ∈ {15, 16, 20, 24, 30}. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå
íèæíþþ îöåíêó ôóíêöèè Ýéëåðà φ(n) ⩾

√
n, ïåðå÷èñëåíû âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ.

Ïðè ýòîì äëÿ ìîäóëÿ n ∈ {15, 16, 20, 30} ãðóïïà îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ ãðóï-
ïîé C2 × C4, à äëÿ n = 24 èìååì Z−1

n
∼= C2 × C2 × C2 è íåïëàíàðíûé ãðàô Êýëè

îòíîñèòåëüíî ëþáîé ñèñòåìû îáðàçóþùèõ, â ÷àñòíîñòè, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 3 îò-
íîñèòåëüíî îäíîé èç òàêèõ ñèñòåì.

Ðèñ. 3. Cay(Z24, {2, 3, 5, 7, 13})

Çàêëþ÷åíèå
Ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 1 ïëàíàðíûé ãðàô Êýëè ïîëóãðóïïû Z8 �íå åäèíñòâåííûé

âîçìîæíûé ïëàíàðíûé ãðàô ýòîé ïîëóãðóïïû. Ïëîñêàÿ óêëàäêà ñóùåñòâóåò îòíîñè-
òåëüíî òàêèõ ìèíèìàëüíûõ ìíîæåñòâ îáðàçóþùèõ, êàê ⟨2, 3, 5⟩ = {2, 4, 0}·{3, 1}·{5, 1},
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⟨3, 5, 6⟩ = {3, 1}·{5, 1}·{6, 4, 0}, ⟨2, 5, 7⟩ = {2, 4, 0}·{5, 1}·{7, 1}, ⟨5, 6, 7⟩ = {5, 1}·{6, 4, 0}·
· {7, 1}. Ïðè ýòîì äëÿ îñòàâøèõñÿ èç âñåõ âîçìîæíûõ ìèíèìàëüíûõ ìíîæåñòâ îáðà-
çóþùèõ (⟨2, 3, 7⟩ = {2, 4, 0} · {3, 1} · {7, 1}, ⟨3, 6, 7⟩ = {3, 1} · {6, 4, 0} · {7, 1}) ãðàô Êýëè
ïîëóãðóïïû Z8 íå ÿâëÿåòñÿ ïëàíàðíûì. Îçíàêîìèòüñÿ ñî âñåìè ãðàôàìè Êýëè ìóëü-
òèïëèêàòèâíûõ ïîëóãðóïï êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ äî 24 âêëþ÷èòåëüíî îòíîñè-
òåëüíî âñåõ âîçìîæíûõ ñèñòåì èõ îáðàçóþùèõ ìîæíî â ìàòåðèàëàõ ðàáîòû íàó÷íîãî
Àëãåáðàè÷åñêîãî ñåìèíàðà ÎìÃÏÓ íà ñàéòå [6].

Â äàííîé ðàáîòå îïèñàíû ìóëüòèïëèêàòèâíûå ïîëóãðóïïû âû÷åòîâ ñ ïëàíàðíûìè
ãðàôàìè Êýëè. Ïîëóãðóïïû èçîìîðôíû, åñëè èõ ãðàôû Êýëè èçîìîðôíû, à äëÿ ïëà-
íàðíûõ ãðàôîâ ïðîáëåìà èçîìîðôèçìà ðåøàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Òî åñòü
èç ïðåäñòàâëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ
äëÿ ïðîáëåìû èçîìîðôèçìà ðàññìàòðèâàåìûõ ïîëóãðóïï. Äëÿ îïèñàííûõ ïîëóãðóïï
îêàçàëîñü, ÷òî ïðîáëåìà èçîìîðôèçìà ðåøàåòñÿ çà âðåìÿ O(1), äîñòàòî÷íî ñðàâíèòü
ìîäóëè, ïî êîòîðûì ôîðìèðóþòñÿ êëàññû âû÷åòîâ, ÿâëÿþùèåñÿ ýëåìåíòàìè àíàëèçè-
ðóåìûõ ïîëóãðóïï. Íî ýòî ëèøü ïåðâûé øàã, â äðóãèõ êëàññàõ êîíå÷íûõ ïîëóãðóïï
ïðîáëåìà íå ñòîëü òðèâèàëüíà.
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Èçó÷àþòñÿ îðòîìîðôèçìû ãðóïï, íàõîäÿùèåñÿ íà ìèíèìàëüíî âîçìîæíîì ðàñ-
ñòîÿíèè äðóã îò äðóãà ïî ìåòðèêå Êýëè. Îïèñàí êëàññ ïðåîáðàçîâàíèé, ïåðåâî-
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äâóì. Ñ ïîìîùüþ ñïåêòðàëüíî-ðàçíîñòíîãî ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ ïîäñòàíîâîê íàä
îáîáù¼ííîé ãðóïïîé êâàòåðíèîíîâ Q4n, 4n = 2t (t = 4, . . . , 8), íàéäåíû îðòîìîð-
ôèçìû c áëèçêèìè ê îïòèìàëüíûì çíà÷åíèÿìè ðàçíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îðòîìîðôèçì, ëàòèíñêèé êâàäðàò, îðòîãîíàëüíûå ëàòèí-
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ORTHOMORPHISMS OF GROUPS WITH MINIMAL POSSIBLE
PAIRWISE DISTANCES

S.V. Spiridonov

TVP Laboratory, Moscow, Russia

Orthomorphisms of groups, which are at the minimum possible distance from each
other according to the Cayley metric are studied. A class of transformations is de-
scribed that map an arbitrary given orthomorphism into the set of all orthomorphisms
that are at the minimum possible Cayley distance of two from the original. Using the
spectral-difference method for constructing substitutions over the generalized quater-
nion groupQ4n, where 4n = 2t (t = 4, . . . , 8), orthomorphisms with values of difference
characteristics close to optimal have been found.

Keywords: orthomorphism, Latin square, orthogonal Latin squares, Cayley metric,
s-box, nonlinear transformation, substitution, generalized quaternion group.

Ââåäåíèå
Ïîíÿòèå îðòîìîðôèçìà âïåðâûå ââåäåíî â ðàáîòàõ [1, 2]. Â òåðìèíàõ âïîëíå ïåðå-

ñòàíîâî÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ ïîëÿ Fq îðòîìîðôèçìû äåòàëüíî èçó÷àëèñü â [3, 4], íåêîòî-
ðûå ïîäõîäû ê ïîñòðîåíèþ îðòîìîðôèçìîâ ïðèâåäåíû â [5, 6]. Îðòîìîðôèçìû àêòèâ-
íî èçó÷àëèñü â 50�60-å ãîäû XXâ. â ñâÿçè ñ íåêîòîðûìè òåõíè÷åñêèìè ïðèëîæåíèÿìè
êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ¾ïðîáëåìû ïàðàëëåëüíûõ ïåðåïàåê¿ [7]. Îðòîìîðôèçìû íàõîäÿò
øèðîêîå ïðèìåíåíèå âî ìíîãèõ êðèïòîãðàôè÷åñêèõ êîíñòðóêöèÿõ [8, 9]. Èõ èçó÷åíèå
òåñíî ñâÿçàíî ñ çàäà÷àìè ïîñòðîåíèÿ êîäîâ àóòåíòèôèêàöèè [10, 11], ñèñòåì îðòîãî-
íàëüíûõ ëàòèíñêèõ êâàäðàòîâ [12�14] è êâàçèãðóïï [15, 16]. Íåîáõîäèìîñòü ðàçâèòèÿ
ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ îðòîìîðôèçìîâ íàä ïðîèçâîëüíûìè ãðóïïàìè âîçíèêàåò â ñâÿçè
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ñ ïîÿâëåíèåì ðÿäà ðàáîò î íåàáåëåâûõ ãðóïïàõ íàëîæåíèÿ êëþ÷à è èõ èñïîëüçîâàíèè
ïðè ñèíòåçå øèôðñèñòåì [17�19].

Â äàííîé ðàáîòå ðåçóëüòàòû [6] îáîáùàþòñÿ íà ïðîèçâîëüíóþ ãðóïïó G. Ïðåäëîæå-
íû àëãîðèòìû, ïîçâîëÿþùèå äëÿ çàäàííîãî îðòîìîðôèçìà ïîëó÷èòü âñå îðòîìîðôèç-
ìû, íàõîäÿùèåñÿ íà ìèíèìàëüíî âîçìîæíîì ðàññòîÿíèè îò íåãî. Îïèñàí êëàññ ïðåîá-
ðàçîâàíèé, ïåðåâîäÿùèõ ïðîèçâîëüíûé çàäàííûé îðòîìîðôèçì â ìíîæåñòâî âñåõ îð-
òîìîðôèçìîâ, íàõîäÿùèõñÿ îò èñõîäíîãî íà ìèíèìàëüíî âîçìîæíîì ðàññòîÿíèè Êýëè,
ðàâíîì äâóì. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû èëëþñòðèðóþòñÿ ïðèìåðàìè íàä îáîáù¼ííîé
ãðóïïîé êâàòåðíèîíîâ Q4n.

Ðàáîòà èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó. Ïóíêò 1 ñîäåðæèò îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è
îáîçíà÷åíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ðåçóëüòàòîâ. Â ï. 2 ïðèâåäå-
íû óòâåðæäåíèÿ, êàñàþùèåñÿ ñâîéñòâ îðòîìîðôèçìîâ, íàõîäÿùèõñÿ íà ìèíèìàëüíî
âîçìîæíîì ðàññòîÿíèè Êýëè äðóã îò äðóãà, è àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ âñåõ òàêèõ îðòî-
ìîðôèçìîâ. Ïóíêò 3 ñîäåðæèò ðåçóëüòàòû ïî ïîñòðîåíèþ îðòîìîðôèçìîâ ñ áëèçêèìè
ê îïòèìàëüíûì çíà÷åíèÿìè ðàçíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê.

1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ
Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

(G, ∗) � êîíå÷íàÿ ãðóïïà ñ áèíàðíîé îïåðàöèåé ∗ è íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì e;
G× � ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ãðóïïû G áåç íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà e;
S(G) � ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà íà ìíîæåñòâå G;
Ak

m � ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ðàçìåùåíèé èç m ýëåìåíòîâ ïî k;
Ck

m � ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ñî÷åòàíèé èç m ýëåìåíòîâ ïî k;
Q4n � îáîáù¼ííàÿ ãðóïïà êâàòåðíèîíîâ ïîðÿäêà 4n.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïîäñòàíîâêà g ∈ S(G) íàçûâàåòñÿ îðòîìîðôèçìîì ãðóïïû G,
åñëè îòîáðàæåíèå g′ : G→ G, îïðåäåëÿåìîå óñëîâèåì g′(x) = x−1 ∗ g(x), ãäå x−1 � ýëå-
ìåíò, îáðàòíûé äëÿ x ∈ G îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ∗, ÿâëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêîé èç S(G).

Ìíîæåñòâî âñåõ îðòîìîðôèçìîâ ãðóïïû G îáîçíà÷èì ÷åðåç Orth(G). Íà ýëåìåíòàõ
ãðóïïû G ââîäèòñÿ ïðîèçâîëüíîå îòíîøåíèå ïîðÿäêà:

G = {e = z0, z1, . . . , zn−1}, |G| = n, zi < zi+1, i = 0, 1, . . . , n− 2.

Îïðåäåëåíèå 2. Ðàññòîÿíèåì Êýëè ìåæäó ïîäñòàíîâêàìè g, h ∈ S(G) íàçûâà-
åòñÿ ÷èñëî

τ(g, h) =
m∑
i=1

ki(li − 1) = n−
m∑
i=1

ki,

ãäå ki �÷èñëî öèêëîâ äëèíû li â ðàçëîæåíèè ïîäñòàíîâêè h−1g â ïðîèçâåäåíèå íåçà-
âèñèìûõ öèêëîâ, ò. å. öèêëîâàÿ ñòðóêòóðà ïîäñòàíîâêè h−1g èìååò ñëåäóþùèé âèä:

[h−1g] =
[
lk11 , l

k2
2 , . . . , l

km
m

]
.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî τ(g, h)� ýòî ìèíèìàëüíîå ÷èñëî òðàíñïîçèöèé, ïåðåâîäÿùèõ
ïîäñòàíîâêó g â h.

Îïðåäåëåíèå 3. Ðàññòîÿíèåì Õåììèíãà ìåæäó ïîäñòàíîâêàìè g, h ∈ S(G) íà-
çûâàåòñÿ ÷èñëî

χ(g, h) = |{x ∈ G : g(x) ̸= h(x)}|.

Áåç ñóùåñòâåííûõ èçìåíåíèé äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíîé ãðóïïû G ñïðàâåäëèâî
óòâåðæäåíèå èç ðàáîòû [6].
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Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè g, h ∈ Orth(G), g ̸= h, òî τ(g, h) ⩾ 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ ïîäñòàíîâîê g, h ∈ S(G), g ̸= h,
ñïðàâåäëèâî τ(g, h) ⩾ 1. Ïóñòü τ(g, h) = 1. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå x1, x2 ∈ G, ÷òî
x1 ̸= x2 è h = (x1, x2)g. Îðòîìîðôèçì h ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå òàáëèöû:

h =

(
. . . x1 . . . x2 . . .
. . . g(x2) . . . g(x1) . . .

)
.

Òàê êàê g ∈ Orth(G), äëÿ ïîñòðîåííîé ïî îïðåäåëåíèþ 1 ïîäñòàíîâêè g′ ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî g′(x1) = x−1

1 ∗ g(x1). Òàê êàê h ∈ Orth(G), òî èìååò ìåñòî g′(x1) = x−1
1 ∗ g(x2)

ëèáî g′(x1) = x−1
2 ∗ g(x1). Ñëåäîâàòåëüíî,{

g′(x1) = x−1
1 ∗ g(x1),

g′(x1) = x−1
1 ∗ g(x2)

ëèáî

{
g′(x1) = x−1

1 ∗ g(x1),
g′(x1) = x−1

2 ∗ g(x1).

Â ïåðâîì ñëó÷àå èìååì g(x1) = g(x2)�ïðîòèâîðå÷èå, òàê êàê g�ïîäñòàíîâêà. Âî
âòîðîì ñëó÷àå x1 = x2 �ïðîòèâîðå÷èå óñëîâèþ x1 ̸= x2.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îðòîìîðôèçìû g, h ∈ Orth(G), g ̸= h, íàõîäÿòñÿ íà ìèíèìàëü-
íî âîçìîæíîì ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà, åñëè τ(g, h) = 2.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îðòîìîðôèçìû g, h ∈ Orth(G), íàõîäÿùèåñÿ íà ðàññòîÿíèè
Êýëè τ(g, h) = 2, èìåþò ðàññòîÿíèå Õåììèíãà χ(g, h) = 3 èëè χ(g, h) = 4.

Ïóñòü Ii(g) = {h ∈ Orth(G) : τ(g, h) = 2, χ(g, h) = i + 2}, i = 1, 2. ×åðåç I(g)
áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî îðòîìîðôèçìîâ, íàõîäÿùèõñÿ íà ìèíèìàëüíî âîçìîæíîì
ðàññòîÿíèè Êýëè îò g, òî åñòü

I(g) = {h ∈ Orth(G) : τ(g, h) = 2} = I1(g) ∪ I2(g).

Èçó÷åíèå ñòîéêîñòè áëî÷íûõ øèôðñèñòåì ñ íåàáåëåâîé ãðóïïîé íàëîæåíèÿ êëþ-
÷à îòíîñèòåëüíî ðàçíîñòíîãî ìåòîäà êðèïòîàíàëèçà ìîæåò ïîòðåáîâàòü ðàññìîòðåíèÿ
äâóõ ðàçëè÷íûõ ðàçíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê ïåðåìåøèâàþùèõ îòîáðàæåíèé.

Îïðåäåëåíèå 4. Ðàçíîñòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè p
(1)
g è p

(2)
g ïîäñòàíîâêè g ∈ S(G)

íàçûâàþòñÿ âåëè÷èíû:
p(i)g = max

α,β∈G×
pgα,β

(i), i = 1, 2,

ãäå

pgα,β
(1) = |G|−1 · |{x ∈ G : g(x)−1 ∗ g(x ∗ α) = β}|,

pgα,β
(2) = |G|−1 · |{x ∈ G : g(α ∗ x) ∗ g(x)−1 = β}|.

Çàìå÷àíèå 1. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

p(1)g ⩽ 1, p(2)g ⩽ 1.

Âåðõíÿÿ îöåíêà äîñòèæèìà, íàïðèìåð, äëÿ òîæäåñòâåííîé ïîäñòàíîâêè.

Îïðåäåëåíèå 5. Îáîáù¼ííîé ãðóïïîé êâàòåðíèîíîâ Q4n ñ áèíàðíîé îïåðàöè-
åé ∗ è íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì e íàçûâàåòñÿ íåàáåëåâà êîíå÷íàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà 4n,
ïîðîæä¼ííàÿ äâóìÿ ýëåìåíòàìè x è y:

⟨x, y | x2n = y4 = 1, xn = y2, y−1 ∗ x ∗ y = x−1⟩.
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Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ýëåìåíòû Q4n ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

xkyj, 0 ⩽ k ⩽ 2n− 1, j ∈ {0, 1}.

Ýëåìåíòàì Q4n ñîïîñòàâèì ýëåìåíòû èç Z4n ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè φ : Q4n → Z4n:

φ(xkyj) = 2n j + k.

Âñþäó äàëåå ýëåìåíòû z ∈ Q4n îáîáù¼ííîé ãðóïïû êâàòåðíèîíîâ áóäåì çàïèñûâàòü
â âèäå èõ îáðàçà φ(z) ∈ Z4n.

2. Ïîñòðîåíèå îðòîìîðôèçìîâ, íàõîäÿùèõñÿ íà ìèíèìàëüíî âîçìîæíîì
ðàññòîÿíèè îò äàííîãî îðòîìîðôèçìà

Ïðèâåä¼ì àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâ I1(g) è I2(g) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îðòî-
ìîðôèçìà g, èìåþùèå ìåíüøóþ òðóäî¼ìêîñòü ïî ñðàâíåíèþ ñ íàèâíûì àëãîðèòìîì,
îñíîâàííûì íà ïåðåáîðå âñåõ A4

n ðàçìåùåíèé.

2.1. Î ð ò î ì î ð ô è ç ì û í à ð à ñ ñ ò î ÿ í è è Õ å ì ì è í ã à , ð à â í î ì 3

Àëãîðèòì 1 ñòðîèò ìíîæåñòâà I1(g) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îðòîìîðôèçìà g. Ïîëàãàåì,
÷òî G�êîíå÷íàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n, n ⩾ 4.

Àëãîðèòì 1.

Âõîä: Îðòîìîðôèçì g ∈ Orth(G).
Âûõîä: Ñïèñîê I1(g).
1: i := 0, I1(g) := ∅.
2: Åñëè i = A2

n−1, òî
çàêîí÷èòü ðàáîòó, íà âûõîä ïîäàòü ýëåìåíòû ñïèñêà I1.

3: Åñëè i < A2
n−1, òî

4: âûáðàòü íîâóþ óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó (x1, x2) ∈ G2 ñî ñâîéñòâîì max{x1, x2} ̸=
̸= zn−1;

5: i := i+ 1;
6: ïåðåéòè íà øàã 7.
7: x3 := g(x2) ∗ g(x1)−1 ∗ x1.
8: Åñëè x3 > max{x1, x2}, òî

ïåðåéòè íà øàã 9, èíà÷å ïåðåéòè íà øàã 2.
9: i := i+ 1.
10: Åñëè g(x1)−1 ∗ x2 ∗ x−1

1 ∗ g(x3) = e è g(x3)
−1 ∗ x1 ∗ x−1

2 ∗ g(x2) = e, òî
11: h := (x3, x2)(x2, x1)g; äîáàâèòü h â ñïèñîê I1(g).
12: Ïåðåéòè íà øàã 2.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì îðòîìîðôèçì g ∈ Q16, çàäàííûé òàáë. 1.

Òà á ë è ö à 1

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 a b c d e f
g(x) 0 2 1 5 8 a 9 d 3 c 6 f e 7 b 4
g′(x) 0 1 7 2 c d b e 9 5 8 4 6 a 3 f
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Ðåçóëüòàòîì ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà 1 ê îðòîìîðôèçìó g ∈ Orth(Q16) ÿâëÿåòñÿ
ìíîæåñòâî I1(g), ñîñòîÿùåå èç ÷åòûð¼õ îðòîìîðôèçìîâ (òàáë. 2).

Òà á ë è ö à 2

Îðòîìîðôèçì Òðàíñïîçèöèè
1 0 2 5 8 a 9 d 3 c 6 f e 7 b 4 (0,1)(1,2)
4 2 1 5 8 a 9 d 3 c 6 0 e 7 b f (0,b)(b,f)
0 2 1 5 9 8 a d 3 c 6 f e 7 b 4 (4,5)(5,6)
0 2 1 5 8 e 9 d a c 6 f 3 7 b 4 (5,8)(8,c)

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îïèñûâàåò ñâîéñòâà îðòîìîðôèçìîâ ìíîæåñòâà I1(g) è ïî-
êàçûâàåò êîððåêòíîñòü ðàáîòû àëãîðèòìà 1.

Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü g ∈ Orth(G), h ∈ S(G) è ñóùåñòâóþò òàêèå ïîïàðíî
ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû x1, x2, x3 ∈ G, ÷òî h = (x3, x2)(x2, x1)g. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
ýêâèâàëåíòíû:

1) h ∈ Orth(G);
2) èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà 

g(x1)
−1 ∗ x2 ∗ g′(x3) = e,

g(x2)
−1 ∗ x3 ∗ g′(x1) = e,

g(x3)
−1 ∗ x1 ∗ g′(x2) = e.

(1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü h� îðòîìîðôèçì. Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíåíû ðàâåí-
ñòâà (1). Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ýëåìåíòîâ h′(x1), h

′(x2), h
′(x3) ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå

ñîîòíîøåíèÿ:

h′(x1) ̸= g′(x1), h′(x2) ̸= g′(x2), h′(x3) ̸= g′(x3),

h′(x1) ̸= g′(x3), h′(x2) ̸= g′(x1), h′(x3) ̸= g′(x2).

Ñëåäîâàòåëüíî, h′(x1) = g′(x2), h
′(x2) = g′(x3), h

′(x3) = g′(x1) è

h′(x1) = x−1
1 ∗ g(x3), h′(x2) = x−1

2 ∗ g(x1), h′(x3) = x−1
3 ∗ g(x2),

h′(x1) = x−1
2 ∗ g(x2), h′(x2) = x−1

3 ∗ g(x3), h′(x3) = x−1
1 ∗ g(x1).

Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

e = h′(x1)
−1 ∗ h′(x1) = g(x3)

−1 ∗ x1 ∗ g′(x2),
e = h′(x2)

−1 ∗ h′(x2) = g(x1)
−1 ∗ x2 ∗ g′(x3),

e = h′(x3)
−1 ∗ h′(x3) = g(x2)

−1 ∗ x3 ∗ g′(x1).

Îáðàòíî, ïóñòü âûïîëíåíû ðàâåíñòâà (1). Òîãäà

h′(x1) = x−1
1 ∗ g(x3) = g′(x2),

h′(x2) = x−1
2 ∗ g(x1) = g′(x3),

h′(x3) = x−1
3 ∗ g(x2) = g′(x1).

Ñëåäîâàòåëüíî, h� îðòîìîðôèçì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç t1 òðóäî¼ìêîñòü àëãîðèòìà 1.
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Óòâåðæäåíèå 3. Ïðè n→∞ äëÿ âåëè÷èíû t1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà t1 = O(n2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òðóäî¼ìêîñòü àëãîðèòìà 1 îöåíèâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ÷èñ-
ëà A2

n−1 ïîâòîðåíèé øàãà 2 è ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé íà øàãàõ 7
è 9 àëãîðèòìà.

Çàìå÷àíèå 2. Òðóäî¼ìêîñòü àëãîðèòìà 1, ïî êðàéíåé ìåðå, â n ðàç ìåíüøå
òðóäî¼ìêîñòè àëãîðèòìà, îñíîâàííîãî íà ïåðåáîðå âñåõ A3

n ðàçìåùåíèé ýëåìåíòîâ
x1, x2, x3 ∈ G, âû÷èñëåíèè ïîäñòàíîâêè h è ïðîâåðêå ñâîéñòâà h ∈ Orth(G).

Èç óòâåðæäåíèÿ 3 ñëåäóþò îöåíêè ÷èñëà îðòîìîðôèçìîâ â ñïèñêå I1(g) íà âûõîäå
àëãîðèòìà 1.

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ ëþáîãî g ∈ Orth(G) ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

0 ⩽ |I1(g)| ⩽ A2
n−1.

Òàáë. 3 èëëþñòðèðóåò äîñòèæèìîñòü íèæíèõ è âåðõíèõ îöåíîê ÷èñëà |I1(g)| äëÿ
îáîáù¼ííîé ãðóïïû êâàòåðíèîíîâ Q4n, n = 2, 4, 8, 16, 32, 64.

Òà á ë è ö à 3

Ãðóïïà G
Íèæíÿÿ îöåíêà Íàèìåíüøåå íàéäåííîå Íàèáîëüøåå íàéäåííîå Âåðõíÿÿ îöåíêà

|I1(g)| çíà÷åíèå |I1(g)| çíà÷åíèå |I1(g)| |I1(g)|
Q8 0 0 0 42
Q16 0 0 9 210
Q32 0 0 7 930
Q64 0 0 15 3906
Q128 0 0 29 16002
Q256 0 0 43 64770

2.2. Î ð ò î ì î ð ô è ç ì û í à ð à ñ ñ ò î ÿ í è è Õ å ì ì è í ã à , ð à â í î ì 4

Àëãîðèòì 2 ñòðîèò ìíîæåñòâî I2(g) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îðòîìîðôèçìà g. Êàê è
ðàíåå, ïîëàãàåì, ÷òî G�êîíå÷íàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n, n ⩾ 4.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì îðòîìîðôèçì g ∈ Q8, çàäàííûé òàáë. 4.

Òà á ë è ö à 4

x 0 1 2 3 4 5 6 7
g(x) 0 2 4 6 1 3 7 5
g′(x) 0 1 6 7 5 4 3 2

Ðåçóëüòàòîì ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà 2 ê îðòîìîðôèçìó g ∈ Orth(Q8) ÿâëÿåòñÿ ìíî-
æåñòâî I2(g), ñîñòîÿùåå èç âîñüìè îðòîìîðôèçìîâ (òàáë. 5).

Òà á ë è ö à 5

Îðòîìîðôèçì Òðàíñïîçèöèè
2 0 4 6 1 3 5 7 (0, 1)(6, 7)
4 2 0 6 1 5 7 3 (0, 2)(5, 7)
6 4 2 0 1 3 7 5 (0, 3)(1, 2)
3 2 4 7 1 0 6 5 (0, 5)(3, 6)
7 2 4 3 1 6 0 5 (0, 6)(3, 5)
0 6 4 2 7 3 1 5 (1, 3)(4, 6)
0 2 6 4 3 1 7 5 (2, 3)(4, 5)
0 2 4 6 5 7 3 1 (4, 7)(5, 6)
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Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïîëó÷åííûå îðòîìîðôèçìû çàäàþò ëàòèíñêèå êâàäðàòû, îð-
òîãîíàëüíûå ê òàáëèöå Êýëè ãðóïïû Q8, íàïðèìåð:

0 1 2 3 4 5 6 7
1 2 3 0 5 6 7 4
2 3 0 1 6 7 4 5
3 0 1 2 7 4 5 6
4 7 6 5 2 1 0 3
5 4 7 6 3 2 1 0
6 5 4 7 0 3 2 1
7 6 5 4 1 0 3 2


,



4 2 0 6 1 5 7 3
7 3 1 5 2 4 6 0
6 0 2 4 3 7 5 1
5 1 3 7 0 6 4 2
2 6 4 0 5 3 1 7
1 7 5 3 6 2 0 4
0 4 6 2 7 1 3 5
3 5 7 1 4 0 2 6


.

Àëãîðèòì 2.

Âõîä: Îðòîìîðôèçì g ∈ Orth(G).
Âûõîä: Ñïèñîê I2(g).
1: i := 0, I2(g) := ∅.
2: Åñëè i = C3

n − 1, òî
çàêîí÷èòü ðàáîòó, íà âûõîä ïîäàòü ýëåìåíòû ñïèñêà I2.

3: Åñëè i < C3
n − 1, òî

4: âûáðàòü íîâîå ñî÷åòàíèå (x1, x3, x4) ∈ G3, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì x1 < x3 <
< x4, x1 ̸= zn−3;

5: i := i+ 1;
6: ïåðåéòè íà øàã 7.
7: x2 := g(x1) ∗ g(x4)−1 ∗ x4; x̃2 := g(x1) ∗ g(x3)−1 ∗ x3.
8: Åñëè x1 < x2 èëè x1 < x̃2, òî

ïåðåéòè íà øàã 9, èíà÷å ïåðåéòè íà øàã 2.
9: Ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü ñèñòåì ðàâåíñòâ (2) è (3):


{
g(x4)

−1 ∗ x3 ∗ x−1
1 ∗ g(x1) = e,

g(x3)
−1 ∗ x4 ∗ x−1

2 ∗ g(x2) = e,{
g(x4)

−1 ∗ x3 ∗ x−1
2 ∗ g(x2) = e,

g(x3)
−1 ∗ x4 ∗ x−1

1 ∗ g(x1) = e,

g(x2)
−1 ∗ x1 ∗ x−1

3 ∗ g(x3) = e;

(2)




{
g(x4)

−1 ∗ x3 ∗ x−1
1 ∗ g(x1) = e,

g(x3)
−1 ∗ x4 ∗ x̃−1

2 ∗ g(x̃2) = e,{
g(x4)

−1 ∗ x3 ∗ x̃−1
2 ∗ g(x̃2) = e,

g(x3)
−1 ∗ x4 ∗ x−1

1 ∗ g(x1) = e,

g(x1)
−1 ∗ x̃2 ∗ x−1

3 ∗ g(x3) = e.

(3)

10: Åñëè âûïîëíåíà ñèñòåìà (2), òî
11: äëÿ ýëåìåíòà x2 âû÷èñëèòü h = (x4, x3)(x2, x1)g, äîáàâèòü h â ñïèñîê I2(g).
12: Åñëè âûïîëíåíà ñèñòåìà (3), òî
13: äëÿ ýëåìåíòà x̃2 âû÷èñëèòü h̃ = (x4, x3)(x̃2, x1)g, äîáàâèòü h̃ â ñïèñîê I2(g).
14: Ïåðåéòè íà øàã 2.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îïèñûâàåò ñâîéñòâà îðòîìîðôèçìîâ ìíîæåñòâà I2(g) è ïî-
êàçûâàåò êîððåêòíîñòü ðàáîòû àëãîðèòìà 2.
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Óòâåðæäåíèå 4. Ïóñòü g ∈ Orth(G), h ∈ S(G), ñóùåñòâóþò òàêèå ïîïàðíî ðàç-
ëè÷íûå ýëåìåíòû x1, x2, x3, x4 ∈ G, ÷òî h = (x4, x3)(x2, x1)g. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
ýêâèâàëåíòíû:

1) h ∈ Orth(G);
2) ñïðàâåäëèâà îäíà èç ñèñòåì ðàâåíñòâ (4) èëè (5):


{
g(x4)

−1 ∗ x3 ∗ g′(x1) = e,

g(x3)
−1 ∗ x4 ∗ g′(x2) = e,{

g(x4)
−1 ∗ x3 ∗ g′(x2) = e,

g(x3)
−1 ∗ x4 ∗ g′(x1) = e,

g(x1)
−1 ∗ x2 ∗ g′(x4) = e,

g(x2)
−1 ∗ x1 ∗ g′(x3) = e;

(4)




{
g(x4)

−1 ∗ x3 ∗ g′(x1) = e,

g(x3)
−1 ∗ x4 ∗ g′(x2) = e,{

g(x4)
−1 ∗ x3 ∗ g′(x2) = e,

g(x3)
−1 ∗ x4 ∗ g′(x1) = e,

g(x1)
−1 ∗ x2 ∗ g′(x3) = e,

g(x1)
−1 ∗ x2 ∗ g′(x3) = e.

(5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü h� îðòîìîðôèçì. Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå 2.
Ýëåìåíòû h′(x1), h

′(x2), h
′(x3), h

′(x4) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

h′(x1) ̸= g′(x1), h′(x2) ̸= g′(x2), h′(x3) ̸= g′(x3), h′(x4) ̸= g′(x3),

h′(x1) ̸= g′(x2), h′(x2) ̸= g′(x3), h′(x3) ̸= g′(x4), h′(x4) ̸= g′(x4).

Ñëåäîâàòåëüíî,(
h′(x1), h

′(x2), h
′(x3), h

′(x4)
)
∈ {

(
g′(x3), g

′(x4), g
′(x1), g

′(x2)
)
,
(
g′(x3), g

′(x4), g
′(x2), g

′(x1)
)
,(

g′(x4), g
′(x3), g

′(x1), g
′(x2)

)
,
(
g′(x4), g

′(x3), g
′(x2), g

′(x1)
)
}.

Åñëè
(
h′(x1), h

′(x2), h
′(x3), h

′(x4)
)
=

(
g′(x3), g

′(x4), g
′(x1), g

′(x2)
)
, òî{

h′(x1) = x−1
1 ∗ g(x2),

h′(x1) = x−1
3 ∗ g(x3);

{
h′(x2) = x−1

2 ∗ g(x1),
h′(x2) = x−1

4 ∗ g(x4);{
h′(x3) = x−1

3 ∗ g(x4),
h′(x3) = x−1

1 ∗ g(x1);

{
h′(x4) = x−1

4 ∗ g(x3),
h′(x3) = x−1

2 ∗ g(x2),

ïîýòîìó

e = h′(x1)
−1 ∗ h′(x1) = g(x2)

−1 ∗ x1 ∗ x−1
3 ∗ g(x3) = g(x2)

−1 ∗ x1 ∗ g′(x3),
e = h′(x2)

−1 ∗ h′(x2) = g(x1)
−1 ∗ x2 ∗ x−1

4 ∗ g(x4) = g(x1)
−1 ∗ x2 ∗ g′(x4),

e = h′(x3)
−1 ∗ h′(x3) = g(x4)

−1 ∗ x3 ∗ x−1
1 ∗ g(x1) = g(x4)

−1 ∗ x3 ∗ g′(x1),
e = h′(x4)

−1 ∗ h′(x4) = g(x3)
−1 ∗ x4 ∗ x−1

2 ∗ g(x2) = g(x3)
−1 ∗ x4 ∗ g′(x2).

Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ îñòàâøèåñÿ òðè ñëó÷àÿ.
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Îáðàòíî, ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà èç ï. 2:

g(x2)
−1 ∗ x1 ∗ g′(x3) = e,

g(x1)
−1 ∗ x2 ∗ g′(x4) = e,

g(x4)
−1 ∗ x3 ∗ g′(x1) = e,

g(x3)
−1 ∗ x4 ∗ g′(x2) = e.

Ïîêàæåì, ÷òî h ∈ Orth(G).
Òàê êàê h = (x4, x3)(x2, x1)g, òî ýëåìåíòû h′(xi), i = 1, 2, 3, 4, èìåþò âèä

h′(x1) = x−1
1 ∗ g(x2), h′(x2) = x−1

2 ∗ g(x1),
h′(x3) = x−1

3 ∗ g(x4), h′(x4) = x−1
4 ∗ g(x3).

Èç ðàâåíñòâà g(x2)
−1 ∗ x1 ∗ g′(x3) = e ñëåäóåò, ÷òî g′(x3) = x−1

1 ∗ g(x2) = h′(x1).
Èç ðàâåíñòâà g(x1)

−1 ∗ x2 ∗ g′(x4) = e ñëåäóåò, ÷òî g′(x4) = x−1
2 ∗ g(x1) = h′(x2).

Èç ðàâåíñòâà g(x4)
−1 ∗ x3 ∗ g′(x1) = e ñëåäóåò, ÷òî g′(x1) = x−1

3 ∗ g(x4) = h′(x1).
Èç ðàâåíñòâà g(x3)

−1 ∗ x4 ∗ g′(x2) = e ñëåäóåò, ÷òî g′(x2) = x−1
4 ∗ g(x3) = h′(x4).

Ñëåäîâàòåëüíî, h� îðòîìîðôèçì.
Ñëó÷àè âûïîëíåíèÿ äðóãèõ íàáîðîâ ðàâåíñòâ ï. 2 óòâåðæäåíèÿ 4 ïðîâåðÿþòñÿ àíà-

ëîãè÷íî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç t2 òðóäî¼ìêîñòü àëãîðèòìà 2.

Óòâåðæäåíèå 5. Ïðè n→∞ äëÿ âåëè÷èíû t2 ñïðàâåäëèâà îöåíêà t2 = O(n3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òðóäî¼ìêîñòü àëãîðèòìà 2 îöåíèâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ÷èñëà
(C3

n−1) ïîâòîðåíèé øàãà 2 è ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé íà øàãàõ 7
è 9 àëãîðèòìà.

Çàìå÷àíèå 3. Òðóäî¼ìêîñòü àëãîðèòìà 2, ïî êðàéíåé ìåðå, â n ðàç ìåíüøå
òðóäî¼ìêîñòè àëãîðèòìà, îñíîâàííîãî íà ïåðåáîðå âñåõ A4

n ðàçìåùåíèé ýëåìåíòîâ
x1, x2, x3, x4 ∈ G, âû÷èñëåíèè ïîäñòàíîâêè h è ïðîâåðêå ñâîéñòâà h ∈ Orth(G).

Èç óòâåðæäåíèÿ 5 ñëåäóþò îöåíêè ÷èñëà îðòîìîðôèçìîâ â ñïèñêå I2(g) íà âûõîäå
àëãîðèòìà 2.

Ñëåäñòâèå 2. Äëÿ ëþáîãî g ∈ Orth(G) ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

0 ⩽ |I2(g)| ⩽ C3
n − 1.

Â òàáë. 6 ïðèâåäåíû äàííûå î äîñòèæèìîñòè íèæíèõ è âåðõíèõ îöåíîê ÷èñëà |I2(g)|
äëÿ îáîáù¼ííîé ãðóïïû êâàòåðíèîíîâ Q4n, n = 2, 4, 8, 16, 32, 64.

Òà á ë è ö à 6

Ãðóïïà G
Íèæíÿÿ îöåíêà Íàèìåíüøåå íàéäåííîå Íàèáîëüøåå íàéäåííîå Âåðõíÿÿ îöåíêà

|I2(g)| çíà÷åíèå |I2(g)| çíà÷åíèå |I2(g)| |I2(g)|
Q8 0 8 8 55
Q16 0 2 31 559
Q32 0 10 46 4959
Q64 0 32 83 41663
Q128 0 42 103 341375
Q256 0 78 170 2763519
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3. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû
Îðòîìîðôèçìû, îïèñàííûå â [9, 18], îáëàäàþò áëèçêèìè ê 1 çíà÷åíèÿìè ðàçíîñò-

íûõ õàðàêòåðèñòèê. Ïðèìåðû òàêèõ îðòîìîðôèçìîâ ñîäåðæàòñÿ â òàáë. 7�11.
Àëãîðèòìû 1 è 2 íàñòîÿùåé ðàáîòû áûëè èñïîëüçîâàíû â ñîñòàâå ñïåêòðàëüíî-

ðàçíîñòíîãî ìåòîäà [20, 21] äëÿ ïîñòðîåíèÿ îðòîìîðôèçìîâ g ∈ Q2n îáîáù¼ííîé
ãðóïïû êâàòåðíèîíîâ ñ áëèçêèìè ê îïòèìàëüíûì çíà÷åíèÿìè ðàçíîñòíûõ õàðàêòåðè-
ñòèê p

(1)
g è p

(2)
g . Â òàáë. 12�16 ïðèâåäåíû ïðèìåðû îðòîìîðôèçìîâ îáîáù¼ííîé ãðóïïû

êâàòåðíèîíîâ g ∈ Orth(Q4n), ãäå 4n = 2t (t = 4, 5, 6, 7, 8), ñ áëèçêèìè ê îïòèìàëüíûì
çíà÷åíèÿìè ðàçíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê. Òàêèå ïîäñòàíîâêè ÿâëÿþòñÿ ïåðñïåêòèâíûìè
äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â êà÷åñòâå íåëèíåéíûõ ïåðåìåøèâàþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé â áëî÷-
íûõ øèôðñèñòåìàõ ñ îïåðàöèåé íàëîæåíèÿ êëþ÷à èç ãðóïïû Q4n, ãäå 4n = 2t, t ⩾ 3.

Òà á ë è ö à 7

g ∈ Orth(Q16) p
(1)
g p

(2)
g

0 2 4 6 8 a c e 1 3 5 7 d f 9 b 12/16 12/16
0 2 4 6 c e 8 a 9 b d f 1 3 5 7 12/16 12/16

Òà á ë è ö à 8

g ∈ Orth(Q32) p
(1)
g p

(2)
g

0 2 4 6 8 a c e 10 12 14 16 18 1a 1c 1e
28/32 24/32

1 3 5 7 9 b d f 19 1b 1d 1f 11 13 15 17
0 2 4 6 8 a c e 18 1a 1c 1e 10 12 14 16

28/32 24/32
11 13 15 17 19 1b 1d 1f 1 3 5 7 9 b d f

Òà á ë è ö à 9

g ∈ Orth(Q64) p
(1)
g p

(2)
g

0 2 4 6 8 a c e 10 12 14 16 18 1a 1c 1e

60/64 48/64
20 22 24 26 28 2a 2c 2e 30 32 34 36 38 3a 3c 3e
1 3 5 7 9 b d f 11 13 15 17 19 1b 1d 1f
31 33 35 37 39 3b 3d 3f 21 23 25 27 29 2b 2d 2f
0 2 4 6 8 a c e 10 12 14 16 18 1a 1c 1e

60/64 48/64
30 32 34 36 38 3a 3c 3e 20 22 24 26 28 2a 2c 2e
21 23 25 27 29 2b 2d 2f 31 33 35 37 39 3b 3d 3f
1 3 5 7 9 b d f 11 13 15 17 19 1b 1d 1f
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Òà á ë è ö à 10

g ∈ Orth(Q128) p
(1)
g p

(2)
g

0 2 4 6 8 a c e 10 12 14 16 18 1a 1c 1e

124

128

96

128

20 22 24 26 28 2a 2c 2e 30 32 34 36 38 3a 3c 3e
40 42 44 46 48 4a 4c 4e 50 52 54 56 58 5a 5c 5e
60 62 64 66 68 6a 6c 6e 70 72 74 76 78 7a 7c 7e
1 3 5 7 9 b d f 11 13 15 17 19 1b 1d 1f
21 23 25 27 29 2b 2d 2f 31 33 35 37 39 3b 3d 3f
61 63 65 67 69 6b 6d 6f 71 73 75 77 79 7b 7d 7f
41 43 45 47 49 4b 4d 4f 51 53 55 57 59 5b 5d 5f
0 2 4 6 8 a c e 10 12 14 16 18 1a 1c 1e

124

128

96

128

20 22 24 26 28 2a 2c 2e 30 32 34 36 38 3a 3c 3e
60 62 64 66 68 6a 6c 6e 70 72 74 76 78 7a 7c 7e
40 42 44 46 48 4a 4c 4e 50 52 54 56 58 5a 5c 5e
41 43 45 47 49 4b 4d 4f 51 53 55 57 59 5b 5d 5f
61 63 65 67 69 6b 6d 6f 71 73 75 77 79 7b 7d 7f
1 3 5 7 9 b d f 11 13 15 17 19 1b 1d 1f
21 23 25 27 29 2b 2d 2f 31 33 35 37 39 3b 3d 3f

Òà á ë è ö à 11

g ∈ Orth(Q256) p
(1)
g p

(2)
g

0 2 4 6 8 a c e 10 12 14 16 18 1a 1c 1e

252

256

192

256

20 22 24 26 28 2a 2c 2e 30 32 34 36 38 3a 3c 3e
40 42 44 46 48 4a 4c 4e 50 52 54 56 58 5a 5c 5e
60 62 64 66 68 6a 6c 6e 70 72 74 76 78 7a 7c 7e
80 82 84 86 88 8a 8c 8e 90 92 94 96 98 9a 9c 9e
a0 a2 a4 a6 a8 aa ac ae b0 b2 b4 b6 b8 ba bc be
c0 c2 c4 c6 c8 ca cc ce d0 d2 d4 d6 d8 da dc de
e0 e2 e4 e6 e8 ea ec ee f0 f2 f4 f6 f8 fa fc fe
1 3 5 7 9 b d f 11 13 15 17 19 1b 1d 1f
21 23 25 27 29 2b 2d 2f 31 33 35 37 39 3b 3d 3f
41 43 45 47 49 4b 4d 4f 51 53 55 57 59 5b 5d 5f
61 63 65 67 69 6b 6d 6f 71 73 75 77 79 7b 7d 7f
c1 c3 c5 c7 c9 cb cd cf d1 d3 d5 d7 d9 db dd df
e1 e3 e5 e7 e9 eb ed ef f1 f3 f5 f7 f9 fb fd �
81 83 85 87 89 8b 8d 8f 91 93 95 97 99 9b 9d 9f
a1 a3 a5 a7 a9 ab ad af b1 b3 b5 b7 b9 bb bd bf
0 2 4 6 8 a c e 10 12 14 16 18 1a 1c 1e

252

256

192

256

20 22 24 26 28 2a 2c 2e 30 32 34 36 38 3a 3c 3e
40 42 44 46 48 4a 4c 4e 50 52 54 56 58 5a 5c 5e
60 62 64 66 68 6a 6c 6e 70 72 74 76 78 7a 7c 7e
c0 c2 c4 c6 c8 ca cc ce d0 d2 d4 d6 d8 da dc de
e0 e2 e4 e6 e8 ea ec ee f0 f2 f4 f6 f8 fa fc fe
80 82 84 86 88 8a 8c 8e 90 92 94 96 98 9a 9c 9e
a0 a2 a4 a6 a8 aa ac ae b0 b2 b4 b6 b8 ba bc be
81 83 85 87 89 8b 8d 8f 91 93 95 97 99 9b 9d 9f
a1 a3 a5 a7 a9 ab ad af b1 b3 b5 b7 b9 bb bd bf
c1 c3 c5 c7 c9 cb cd cf d1 d3 d5 d7 d9 db dd df
e1 e3 e5 e7 e9 eb ed ef f1 f3 f5 f7 f9 fb fd �
1 3 5 7 9 b d f 11 13 15 17 19 1b 1d 1f
21 23 25 27 29 2b 2d 2f 31 33 35 37 39 3b 3d 3f
41 43 45 47 49 4b 4d 4f 51 53 55 57 59 5b 5d 5f
61 63 65 67 69 6b 6d 6f 71 73 75 77 79 7b 7d 7f
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Òà á ë è ö à 12

g ∈ Orth(Q16) p
(1)
g p

(2)
g

c f 3 6 e a 0 4 1 9 5 7 d 2 8 b 3/16 3/16
c 0 8 6 4 e b 5 1 3 7 a f 9 2 d 3/16 3/16

Òà á ë è ö à 13

g ∈ Orth(Q32) p
(1)
g p

(2)
g

10 b a 5 1c c 8 16 18 14 1a 4 15 13 d 1
4/32 4/32

3 2 0 e 9 12 1e 1f 17 f 1d 1b 11 7 19 6
f 2 18 1c 1f 13 4 17 10 1 0 6 c a 1b 16

4/32 4/32
1e 15 5 7 1d b d 3 14 e 11 9 12 1a 19 8

Òà á ë è ö à 14

g ∈ Orth(Q64) p
(1)
g p

(2)
g

20 2c 28 24 e 2 3a 5 35 38 21 16 17 31 a 14

4/64 5/64
11 23 2e 26 1c 32 6 2a 18 4 1 c 0 29 7 30
34 3 1d 2f 2b 37 d 1f 22 12 15 3c 19 1b 3e f
39 8 33 3d 1a 3b b 3f 9 13 25 27 36 1e 10 2d
32 3f 28 24 e 2 23 5 2c 38 21 27 17 12 1c 1a

4/64 5/64
11 31 35 26 a 20 6 2a 18 4 1 c 0 29 7 30
34 3 2e 2f 2b 3d d 1f 22 3a 15 14 8 1b 3e f
39 b 33 37 3c 3b 19 1d 9 10 25 16 36 1e 13 2d

Òà á ë è ö à 15

g ∈ Orth(Q128) p
(1)
g p

(2)
g

7a 46 33 5e 56 42 c 20 10 71 44 52 15 79 1c 55

5

128

6

128

4c a 24 36 63 6a 41 6 30 39 7d 48 5f 73 3c 3e
7c 2d 32 21 f 4a 54 2e 12 65 75 1f 18 40 5c 3
60 49 25 5d 68 2f 6e 34 6b 47 2c 22 37 35 14 1a
31 7 4 4e 0 7b d 8 11 74 66 4b 23 29 77 7e
62 4d 6c 16 27 b 57 26 3f 13 19 72 61 3b 3d 1
2a 2 5b 67 59 6f 3a 70 28 64 6d 51 5 2b 17 7f
9 45 1d 43 1e 58 1b 4f 53 76 78 5a 69 50 e 38
a 46 32 5e 56 72 9 20 6d 7a 6e 73 15 79 1c 5a

5

128

6

128

68 39 4f 36 35 6a 3d 6 30 31 3c 2d 45 5d 4c 3e
71 7d 65 62 f 48 6c 2e 12 54 74 7e 18 41 c 76
60 49 25 66 44 2f 34 e 6b 22 2c 16 37 2 14 7
52 1f 2a 4e 0 7b 8 26 47 33 75 4b 23 29 51 11
21 4d 43 d 27 b 70 1a 3f 13 19 4a 40 3b 1e 1
4 5b 2b 67 59 6f 3a 5f 28 7c 42 77 5 61 17 57
5c 64 1d 24 50 58 1b 7f 53 3 78 55 69 63 10 38
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Òà á ë è ö à 16

g ∈ Orth(Q256) p
(1)
g p

(2)
g

3c 7a 49 fe 6d 45 e6 d9 b5 12 14 96 82 a2 d4 80

5

256

7

256

41 2 8 e1 38 ca c0 f8 67 d2 94 36 c 60 0 ef
e8 8d 8c 25 b8 4a cc 70 78 39 46 dc d1 6a 5a be
64 f4 f1 90 f0 1 bd 43 1f a9 13 a8 50 d8 4c 6e
de e4 c4 bf 24 2a d0 93 cd b1 e3 6 f3 52 61 e0
6f d5 99 1d 28 1a 10 a1 30 35 ab 8b a5 9e 4d ba
54 22 68 44 c8 da af 1e 9 56 47 d6 86 f6 16 2e
5e a 7 76 c9 c2 48 4e 84 32 b4 f2 2f ac fc 31
9c eb 3a 26 23 21 5b 6b a0 72 9f 4b f5 e2 e 8e
53 cb 15 c6 f d7 2d a4 91 fb 75 58 f9 7b 33 3f
f7 7e 3 2b d3 b bc b0 51 db ad cf 74 34 a6 8f
8a 63 b3 85 e9 88 c1 9d 3d 73 b6 37 79 3b 7d a7
d fd fa c7 65 1c ec 19 55 b7 5 df ce a3 c3 7c
9a aa 66 71 b2 5f b9 3e 42 e7 5c 27 89 dd 6c 77
81 83 87 97 17 2c ae 4f 29 ee 95 57 5d 11 98 40
18 1b 4 7f 69 62 e5 ea 92 � c5 20 ed bb 9b 59
3c 7a 49 fe 6d aa e6 d9 b5 5b 14 96 82 a2 5f 80

5

256

7

256

41 2 8 e1 38 ca c0 f8 67 d2 94 36 c 60 0 ef
e8 a1 8c 25 b8 4a cc 70 78 39 6b dc 92 6a 5a be
64 f4 f1 f f0 1 bd 43 1f a9 13 a8 50 d8 4c 6e
de e4 c4 59 24 2a 2c 93 cd b1 e3 6 f3 52 61 e0
6f d5 99 1d 28 1a 10 8d 30 b6 ab 8b a5 9e 4d ba
54 7d 68 44 c8 da af d3 9 56 47 d6 86 f6 16 2e
5e a eb 76 c9 c2 7f 4e 84 32 b4 f2 2f ac fc 31
9c 77 3a 26 23 21 45 4b a0 72 9f d4 f5 e2 e 8e
53 cb 15 c6 90 d7 2d a4 91 fb 75 58 f9 7b 33 3f
f7 7e 3 2b 65 b bc b0 51 db ad cf 74 34 a6 8f
8a 63 57 85 e9 88 c1 9d 46 73 35 37 79 3b 22 a7
d fd fa c7 b3 1c ec 19 55 b7 5 df ce a3 c3 7c
9a 7 66 71 b2 3d b9 3e 42 e7 5c 27 89 dd 4f 1e
81 83 87 97 e5 d0 ae 6c 29 ee 95 12 5d 11 98 40
18 1b 4 48 69 62 17 ea d1 � c5 20 ed bb 9b bf

Çàêëþ÷åíèå
Â ðàáîòå èçëîæåíû àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îðòîìîðôèçìà ïðî-

èçâîëüíîé ãðóïïû ìíîæåñòâ I1(g) è I2(g), ñîäåðæàùèõ îðòîìîðôèçìû, íàõîäÿùèåñÿ
íà ìèíèìàëüíî âîçìîæíîì ðàññòîÿíèè îò èñõîäíîãî, ïðèâåäåíû îáîñíîâàíèå è òðóäî-
¼ìêîñòü äàííûõ àëãîðèòìîâ. Êðîìå ýòîãî, ñ ïîìîùüþ ñïåêòðàëüíî-ðàçíîñòíîãî ìåòîäà
ïîñòðîåíû îðòîìîðôèçìû îáîáù¼ííîé ãðóïïû êâàòåðíèîíîâ ïîðÿäêà 16, 32, 64, 128,
256 ñ áëèçêèìè ê îïòèìàëüíûì çíà÷åíèÿìè ðàçíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê p

(1)
g è p

(2)
g .

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ À.Â. Ìåíÿ÷èõèíó çà ïî-
ñòàíîâêó çàäà÷è è Ä.À. Áóðîâó çà öåííûå çàìå÷àíèÿ.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Johnson D.M., Dulmage A. L., and Mendelsohn N. S. Orthomorphisms of groups
and orthogonal Latin squares. I // Canad. J. Math. 1961. V. 13. P. 356�372.

2. Mann H.B. On orthogonal Latin squares // Bull. Amer. Math. Soc. 1944. V. 50. P. 249�257.

3. Niederreiter H. and Robinson K. Bol loops of order pq // Math. Proc. Cambr. Phil. Soc. 1981.
V. 89. P. 241�256.

4. Niederreiter H. and Robinson K. Complete mappings of �nite �elds // J. Austral. Math. Soc.
Ser. A. 1982. V. 33. No. 2. P. 197�212.



58 Ñ.Â. Ñïèðèäîíîâ

5. Ìåíÿ÷èõèí À.Â. Ìåòîä îãðàíè÷åííîãî äåôèöèòà è çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ îðòîìîðôèçìîâ
è ïî÷òè îðòîìîðôèçìîâ àáåëåâûõ ãðóïï // Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà. 2019. Ò. 31. �3.
C. 58�77.

6. Ìåíÿ÷èõèí À.Â.Îðòîìîðôèçìû àáåëåâûõ ãðóïï ñ ìèíèìàëüíî âîçìîæíûìè ïîïàðíûìè
ðàññòîÿíèÿìè // Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà. 2018. Ò. 30. �4. C. 55�65.

7. Ñà÷êîâ Â.Í. Öåïè Ìàðêîâà èòåðàöèîííûõ ñèñòåì ïðåîáðàçîâàíèé // Òð. ïî äèñêð. ìà-
òåì. 2002. Ò. 6. Ñ. 165�183.

8. Evans A.B. Applications of complete mappings and orthomorphisms of �nite groups //
Quasigroups Relat. Syst. 2015. V. 23. P. 5�30.

9. Evans A.B. Orthomorphism Graphs of Groups. Lecture Notes in Math. Berlin: Springer,
1992. V. 1535.

10. Çóáîâ À.Þ. Ìàòåìàòèêà êîäîâ àóòåíòèôèêàöèè. Ì.: Ãåëèîñ ÀÐÂ, 2007. 480 ñ.

11. ×åðåìóøêèí À.Â. Êðèïòîãðàôè÷åñêèå ïðîòîêîëû. Îñíîâíûå ñâîéñòâà è óÿçâèìîñòè.
Ì.: Èçä. öåíòð ¾Àêàäåìèÿ¿, 2009. 272 ñ.

12. Òðèøèí À.Å. Ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ îðòîãîíàëüíûõ ëàòèíñêèõ êâàäðàòîâ íà îñíîâå ïîäñòà-
íîâî÷íûõ äâó÷ëåíîâ êîíå÷íûõ ïîëåé // Îáîçð. ïðèêë. è ïðîìûøë. ìàòåì. 2008. Ò. 15.
�4. Ñ. 764�765.

13. Òóæèëèí Ì.Ý. Ëàòèíñêèå êâàäðàòû è èõ ïðèìåíåíèå â êðèïòîãðàôèè // Ïðèêëàäíàÿ
äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà. 2012. �3(17). Ñ. 47�52.

14. Denes J. and Keedwell A.D. Latin Squares and their Applications. Budapest: Academiai
Kiado, 2015. 545 p.

15. Ãëóõîâ Ì.Ì. Î ìåòîäàõ ïîñòðîåíèÿ ñèñòåì îðòîãîíàëüíûõ êâàçèãðóïï ñ èñïîëüçîâàíèåì
ãðóïï // Ìàòåìàòè÷åñêèå âîïðîñû êðèïòîãðàôèè. 2011. Ò. 2. �4. Ñ. 5�24.

16. Ãëóõîâ Ì.Ì. Î ïðèìåíåíèÿõ êâàçèãðóïï â êðèïòîãðàôèè // Ïðèêëàäíàÿ äèñêðåòíàÿ
ìàòåìàòèêà. 2008. �2(2). Ñ. 28�32.

17. Ïîãîðåëîâ Á.À., Ïóäîâêèíà Ì.À. Âàðèàöèè îðòîìîðôèçìîâ è ïñåâäîàäàìàðîâûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé íà íåàáåëåâîé ãðóïïå // Ïðèêëàäíàÿ äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà. Ïðèëîæåíèå.
2019. �12. Ñ. 24�27.

18. Ïîãîðåëîâ Á.À., Ïóäîâêèíà Ì.À. Êëàññû êóñî÷íî-êâàçèàôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé íà
îáîáùåííîé 2-ãðóïïå êâàòåðíèîíîâ // Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà. 2022. Ò. 34. �1.
Ñ. 103�125.

19. Ïîãîðåëîâ Á.À., Ïóäîâêèíà Ì.À. Êëàññû êóñî÷íî-êâàçèàôôèííûõ ïîäñòàíîâîê íà äè-
ýäðàëüíîé, ïîëóäèýäðàëüíîé è ìîäóëÿðíîé ìàêñèìàëüíî-öèêëè÷åñêîé 2-ãðóïïàõ // Äèñ-
êðåòíàÿ ìàòåìàòèêà. 2022. Ò. 34. �2. Ñ. 50�66.

20. Menyachikhin A.V. Spectral-linear and sectral-di�erntial methods for generating S-boxes
having almost optimal cryptographic parameters // Ìàòåì. âîïð. êðèïòîãð. 2017. Ò. 8. �2.
Ñ. 97�116.

21. Menyachikhin A.V. The change in linear and di�erential characteristics of substitution after
the multiplication by transposition // Ìàòåì. âîïð. êðèïòîãð. 2020. Ò. 11. �2. Ñ. 111�123.

REFERENCES

1. Johnson D.M., Dulmage A. L., and Mendelsohn N. S. Orthomorphisms of groups and
orthogonal Latin squares. I. Canad. J. Math., 1961, vol. 13, pp. 356�372.

2. Mann H.B. On orthogonal Latin squares. Bull. Amer. Math. Soc., 1944, vol. 50, pp. 249�257.

3. Niederreiter H. and Robinson K. Bol loops of order pq. Math. Proc. Cambr. Phil. Soc., 1981,
vol. 89, pp. 241�256.

4. Niederreiter H. and Robinson K. Complete mappings of �nite �elds // J. Austral. Math. Soc.,
Ser. A, 1982, vol. 33, no. 2, pp. 197�212.



Îðòîìîðôèçìû ãðóïï ñ ìèíèìàëüíî âîçìîæíûìè ïîïàðíûìè ðàññòîÿíèÿìè 59

5. Menyachikhin A.V. The limited de�cit method and the problem of constructing
orthomorphisms and almost orthomorphisms of Abelian groups. Discrete Math. Appl., 2021,
vol. 31, no. 5, pp. 327�343.

6. Menyachikhin A.V. Orthomorphisms of Abelian groups with minimum possible pairwise
distances. Discrete Math. Appl., 2020, vol. 30, no. 3, pp. 177�186.

7. Sachkov V.N. Tsepi Markova iteratsionnykh sistem preobrazovaniy [Markov chains of iterative
transformation systems]. Tr. po Diskr. Matem., 2002, vol. 6, pp. 165�183. (in Russian)

8. Evans A.B. Applications of complete mappings and orthomorphisms of �nite groups.
Quasigroups and Relat. Syst., 2015, vol. 23, pp. 5�30.

9. Evans A.B. Orthomorphism Graphs of Groups. Lecture Notes in Math., Berlin, Springer,
1992, vol. 1535.

10. Zubov A.Yu. Matematika kodov autenti�katsii [Mathematics of Authentication Codes].
Moscow, Gelios ARV Publ., 2007. 480 p.

11. Cheremushkin A.V. Kriptogra�cheskiye protokoly. Osnovnyye svoystva i uyazvimosti
[Cryptographic Protocols. Basic Properties and Vulnerabilities]. Moscow, Akademiya Publ.,
2009. 272 p.

12. Trishin A.E. Sposob postroyeniya ortogonal'nykh latinskikh kvadratov na osnove
podstanovochnykh dvuchlenov konechnykh poley [A method for constructing orthogonal Latin
squares based on wildcard binomials of �nite �elds]. Obozr. Prikl. i Promyshl. Matem., 2008,
vol. 15, no. 4, pp. 764�765. (in Russian)

13. Tuzhilin M.E. Latinskiye kvadraty i ikh primeneniye v kriptogra�i [Latin squares and
their applications in cryptography]. Prikladnaya Diskretnaya Matematika, 2012, no. 3(17),
pp. 47�52. (in Russian)

14. Denes J. and Keedwell A.D. Latin Squares and their Applications. Budapest, Academiai
Kiado, 2015. 545 p.

15. Glukhov M.M. O metodakh postroyeniya sistem ortogonal'nykh kvazigrupp s ispol'zovaniyem
grupp [On a method of construction of orthogonal quasigroup systems by means of groups.]
Mat. Vopr. Kriptogr., 2011, vol. 2, no. 4, pp. 5�24. (in Russian)

16. Glukhov M.M. O primeneniyakh kvazigrupp v kriptogra�i [Some applications of quasigroups
in cryptography]. Prikladnaya Diskretnaya Matematika, 2008, no. 2(2), pp. 28�32. (in Russian)

17. Pogorelov B.A. and Pudovkina M.A. Variatsii ortomor�zmov i psevdoadamarovykh
preobrazovaniy na neabelevoy gruppe [Variations of orthomorphisms and pseudo-Hadamard
transformations on nonabelian groups]. Prikladnaya Diskretnaya Matematika. Prilozhenie,
2019, no. 12, pp. 24�27. (in Russian)

18. Pogorelov B.A. and Pudovkina M.A. Classes of piecewise-quasia�ne transformations on the
generalized 2-group of quaternions. Discrete Math. Appl., 2023, vol. 33, no. 5, pp. 299�316.

19. Pogorelov B.A. and Pudovkina M.A. Classes of piecewise quasia�ne transformations on
dihedral, quasidihedral and modular maximal-cyclic 2-groups. Discrete Math. Appl., 2024,
vol. 34, no. 1, pp. 15�27.

20. Menyachikhin A.V. Spectral-linear and spectral-di�erntial methods for generating S-boxes
having almost optimal cryptographic parameters. Mat. Vopr. Kriptogr., 2017, vol. 8, no. 2,
pp. 97�116.

21. Menyachikhin A.V. The change in linear and di�erential characteristics of substitution after
the multiplication by transposition. Mat. Vopr. Kriptogr., 2020, vol. 11, no. 2, pp. 111�123.



2024

ÏÐÈÊËÀÄÍÀß ÄÈÑÊÐÅÒÍÀß ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ

Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû êðèïòîãðàôèè � 66

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÅÒÎÄÛ ÊÐÈÏÒÎÃÐÀÔÈÈ

ÓÄÊ 004.056 DOI 10.17223/20710410/66/6

ÀÒÀÊÈ ÍÀ ÏÐÎÒÎÊÎËÛ ÀÓÒÅÍÒÈÔÈÖÈÐÎÂÀÍÍÎÉ ÂÛÐÀÁÎÒÊÈ
ÎÁÙÅÃÎ ÊËÞ×À ÏÐÈ ÍÀÂßÇÛÂÀÍÈÈ ÁÓÄÓÙÈÕ ÎÒÊÐÛÒÛÕ

ÝÔÅÌÅÐÍÛÕ ÊËÞ×ÅÉ

Å.Ê. Àëåêñååâ, Ñ.Í. Êÿæèí, Ñ.Â. Ñìûøëÿåâ

ÎÎÎ ¾ÊÐÈÏÒÎ-ÏÐÎ¿, ã. Ìîñêâà, Ðîññèÿ

E-mail: alekseev@cryptopro.ru, kyazhin@cryptopro.ru, svs@cryptopro.ru

Èññëåäóåòñÿ ïîñòðîåíèå àòàê íà ïðîòîêîëû àóòåíòèôèöèðîâàííîé âûðàáîòêè îá-
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Ââåäåíèå
Îäíèì èç ïåðâûõ øàãîâ ïðè ïðîâåäåíèè êðèïòîãðàôè÷åñêîãî àíàëèçà èëè ñèíòåçà

ëþáîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëüíûõ âîçìîæíîñòåé íàðóøèòåëÿ ïî
âçàèìîäåéñòâèþ ñ ñèñòåìîé íà êà÷åñòâåííîì óðîâíå. Âàæíîñòè ýòîãî ýòàïà ïîñâÿù¼í
ðÿä êàê èíîñòðàííûõ, òàê è îòå÷åñòâåííûõ ðàáîò [1�4].
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Â ðàáîòå [5] ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû îïðåäåëåíèÿ âîçìîæíîñòåé íàðóøèòåëÿ
äëÿ ïðîòîêîëîâ àóòåíòèôèöèðîâàííîé âûðàáîòêè îáùåãî êëþ÷à (Authenticated Key
Establishment, AKE) è âïåðâûå, íàñêîëüêî èçâåñòíî àâòîðàì, óïîìèíàåòñÿ âîçìîæ-
íîñòü íàðóøèòåëÿ íàâÿçûâàòü îòêðûòûå ýôåìåðíûå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ñòîðîíû áó-
äóò èñïîëüçîâàòü ïðè áóäóùåì âçàèìîäåéñòâèè. Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî äàííàÿ âîçìîæíîñòü
ïîäðàçóìåâàåò ïîäìåíó çíà÷åíèÿ îòêðûòîãî ýôåìåðíîãî êëþ÷à íå â ïðîöåññå ïåðåäà÷è
ïî êàíàëó ñâÿçè, à äî íà÷àëà âçàèìîäåéñòâèÿ, íåïîñðåäñòâåííî íà ñòîðîíå ó÷àñòíèêà,
êîòîðûé èñïîëüçóåò åãî ïðè âûïîëíåíèè ïðîòîêîëà, ñ÷èòàÿ êîððåêòíûì ýëåìåíòîì
ýôåìåðíîé êëþ÷åâîé ïàðû. Ïðè ýòîì â óêàçàííûõ ðàáîòàõ äàííàÿ âîçìîæíîñòü íàðó-
øèòåëÿ íå èññëåäóåòñÿ íè â ÷àñòè å¼ àêòóàëüíîñòè íà ïðàêòèêå, íè â ÷àñòè óÿçâèìîñòè
ê íåé èçâåñòíûõ AKE-ïðîòîêîëîâ, íè â ÷àñòè ïîäõîäîâ ê îáåñïå÷åíèþ çàùèòû îò àòàê,
îñíîâàííûõ íà å¼ ïðèìåíåíèè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèâåäåíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû ïåðâûõ øàãîâ ïî èññëå-
äîâàíèþ òàêîé âîçìîæíîñòè íàðóøèòåëÿ. Â ï. 1 àíàëèçèðóåòñÿ àêòóàëüíîñòü òàêîé
âîçìîæíîñòè íà ïðàêòèêå. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîñòðîåíèå ïðîòîêîëîâ, ñòîéêèõ ïî îò-
íîøåíèþ ê íàðóøèòåëÿì ñ òàêèìè âîçìîæíîñòÿìè, ïîçâîëèò óëó÷øèòü ýôôåêòèâ-
íîñòü ïðîòîêîëîâ è ñíèçèòü òðåáîâàíèÿ ê çàùèù¼ííîìó õðàíåíèþ äàííûõ ñòîðîíà-
ìè âçàèìîäåéñòâèÿ. Óêàçàííûå óëó÷øåíèÿ ìîãóò ñòàòü îñîáåííî àêòóàëüíûìè äëÿ
ñëó÷àÿ ïðèìåíåíèÿ ïîñòêâàíòîâûõ êðèïòîãðàôè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ, îòêðûòûå êëþ-
÷è êîòîðûõ çà÷àñòóþ â äåñÿòêè ðàç áîëüøå êëþ÷åé êëàññè÷åñêèõ ìåõàíèçìîâ. Â ï. 2
ïðèâîäÿòñÿ àòàêè íà òàêèå èçâåñòíûå ïðîòîêîëû, êàê SIGMA, SIGMA-R, STS-MAC,
¾Ýõèíàöåÿ-3¿ è ïîñòêâàíòîâûé ïðîòîêîë BKM-KK. Â ï. 3 îáñóæäàþòñÿ âîïðîñû ïî-
ñòðîåíèÿ AKE-ïðîòîêîëîâ, çàùèù¼ííûõ îò àòàê ñî ñòîðîíû íàðóøèòåëåé, êîòîðûå
îáëàäàþò âîçìîæíîñòüþ íàâÿçûâàòü ñòîðîíàì îòêðûòûå ýôåìåðíûå çíà÷åíèÿ.

1. Àêòóàëüíîñòü ðàññìîòðåíèÿ âîçìîæíîñòè íàâÿçûâàíèÿ
îòêðûòûõ ýôåìåðíûõ çíà÷åíèé

Èñòî÷íèêîì âîçìîæíîñòåé íàðóøèòåëÿ, â ïåðâóþ î÷åðåäü, ÿâëÿåòñÿ ïîðÿäîê ïðè-
ìåíåíèÿ êðèïòîãðàôè÷åñêîãî ìåõàíèçìà â áîëåå âûñîêîóðîâíåâîé ñèñòåìå èëè óñëîâèÿ
åãî ýêñïëóàòàöèè íà ïðàêòèêå. Åñëè íå ó÷åñòü êàêóþ-ëèáî ñóùåñòâåííóþ âîçìîæíîñòü,
ìîæíî ïîëó÷èòü ðàñõîæäåíèå ïðîãíîçà î ñòîéêîñòè, ñôîðìèðîâàííîãî â ðåçóëüòàòå
ïðîâåäåíèÿ êðèïòîãðàôè÷åñêîãî àíàëèçà, ñ äåéñòâèòåëüíîñòüþ, êàê, íàïðèìåð, ïîëó-
÷èëîñü êîãäà-òî ñ ïîäïðîòîêîëîì Record ïðîòîêîëà TLS 1.0 [6, 7]. Ïðîöåññ âûÿâëåíèÿ
ïîòåíöèàëüíûõ âîçìîæíîñòåé íàðóøèòåëÿ, ïî âñåé âèäèìîñòè, íåâîçìîæíî ôîðìàëè-
çîâàòü, è åãî óñïåøíîñòü çàâèñèò ëèøü îò îïûòà ðàáîòàþùèõ àíàëèòèêîâ.

Ïðè ýòîì â ïðîöåññå ñèíòåçà êðèïòîñèñòåìû öåëåñîîáðàçíî íàäåëÿòü ïîòåíöèàëü-
íîãî íàðóøèòåëÿ ìàêñèìàëüíî øèðîêèì ñïåêòðîì âîçìîæíîñòåé. Äåéñòâèòåëüíî, ÷åì
áîëüøå âîçìîæíîñòåé ó íàðóøèòåëÿ, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî óäàëîñü îáîñíîâàòü ñòîé-
êîñòü íîâîé êðèïòîñèñòåìû, òåì ìåíüøå òðåáîâàíèé áóäåò ïðåäúÿâëåíî ê ïîðÿäêó å¼
ýêñïëóàòàöèè. Íàïðèìåð, åñëè êðèïòîñèñòåìà ñòîéêà îòíîñèòåëüíî íàðóøèòåëÿ, êîòî-
ðûé ìîæåò óçíàâàòü êàêèå-òî ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ, âîçíèêàþùèå ïðè ðåàëèçàöèè
ïðîòîêîëà, òî ó÷àñòíèêè ìîãóò íå áåñïîêîèòüñÿ î áåçîïàñíîì óäàëåíèè ýòèõ çíà÷åíèé.
Òàêèì îáðàçîì, íåêîòîðûå âîçìîæíîñòè, êîòîðûå â íàñòîÿùåå âðåìÿ êàæóòñÿ íåðåàëü-
íûìè íà ïðàêòèêå, ïðè èõ ðàññìîòðåíèè ìîãóò îòêðûâàòü ñóùåñòâåííûå ïåðñïåêòèâû
â ÷àñòè ñîçäàíèÿ ýôôåêòèâíûõ êðèïòîñèñòåì. Âîçìîæíîñòü íàðóøèòåëÿ, êîòîðîé ïî-
ñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ ðàáîòà, îòíîñèòñÿ èìåííî ê òàêèì.

Ëþáîé ñîâðåìåííûé AKE-ïðîòîêîë ïðåäïîëàãàåò èñïîëüçîâàíèå ó÷àñòíèêàìè ýôå-
ìåðíûõ, òî åñòü îäíîðàçîâûõ, çíà÷åíèé. Ýòî ìîãóò áûòü è ñëó÷àéíî ñãåíåðèðîâàííûå
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áèòîâûå ñòðîêè (íàïðèìåð, çíà÷åíèÿ client_random è server_random â ïðîòîêîëàõ
TLS Handshake ðàçíûõ âåðñèé), è áîëåå ñëîæíûå îáúåêòû, êàê, íàïðèìåð, ýôåìåð-
íûå êëþ÷åâûå ïàðû, èñïîëüçóåìûå äëÿ âûðàáîòêè îáùåãî ñåêðåòà ïî ñõåìå Äèôôè�
Õåëëìàíà. Â áîëüøèíñòâå ðåàëèçàöèé òàêèå ïàðàìåòðû ïîðîæäàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàç-
ëè÷íîãî òèïà äàò÷èêîâ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë íåïîñðåäñòâåííî â ïðîöåññå âçàèìîäåéñòâèÿ
ïî ïðîòîêîëó. Îäíàêî ñòîéêèå ñîâðåìåííûå AKE-ïðîòîêîëû çà÷àñòóþ òðåáóþò âû-
ïîëíåíèÿ áîëüøîãî îáú¼ìà âû÷èñëåíèé, ÷òî ïðè èõ ðåàëèçàöèè íà íèçêîðåñóðñíûõ
óñòðîéñòâàõ ïðèâîäèò ê ïîèñêó ïóòåé äëÿ îïòèìèçàöèè. Îäíèì èç òàêèõ ïóòåé, êî-
òîðûé ÿâíî íàðóøàåò èçíà÷àëüíóþ êîíñòðóêöèþ ïðîòîêîëà, ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå
ýôåìåðíûõ êëþ÷åâûõ ïàð â íåñêîëüêèõ ñåàíñàõ. Ïðî òàêîé ñöåíàðèé íàïèñàí îòäåëü-
íûé ðàçäåë 2.12 äîêóìåíòà [8], îïðåäåëÿþùåãî ïðîòîêîë IKEv2, îí îáñóæäàåòñÿ òàêæå
â [9]. Òàêàÿ îïòèìèçàöèÿ ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ýôåìåðíûé êëþ÷ äîëæåí ãäå-òî õðàíèòüñÿ
äëèòåëüíîå (ïî ñðàâíåíèþ ñ âûïîëíåíèåì îäíîãî ñåàíñà ïðîòîêîëà) âðåìÿ. Ïðè ýòîì
õðàíèòüñÿ êëþ÷åâàÿ ïàðà äîëæíà â çàùèù¼ííîé ïàìÿòè, ðàçìåð êîòîðîé òàêæå ìî-
æåò áûòü îãðàíè÷åí íà íèçêîðåñóðñíûõ óñòðîéñòâàõ. Òàêèì îáðàçîì, ñëåäóþùèé øàã
îïòèìèçàöèè ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû õðàíèòü çàùèù¼ííî ëèøü çàêðûòóþ ÷àñòü ýôå-
ìåðíîãî êëþ÷à. Ïðè ýòîì ó íàðóøèòåëÿ ìîæåò áûòü âîçìîæíîñòü íå òîëüêî óçíàòü
ñîîòâåòñòâóþùóþ îòêðûòóþ åãî ÷àñòü (òàêàÿ âîçìîæíîñòü óæå ðàññìàòðèâàëàñü â ðà-
áîòå [10]), íî è ïîäìåíèòü å¼. Îòìåòèì, ÷òî ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð, â íåé
íå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðàêòè÷åñêèå ñöåíàðèè íàâÿçûâàíèÿ (ïîäìåíû) ñåàíñîâîé êëþ-
÷åâîé èíôîðìàöèè. Äðóãèì ïîäõîäîì ê îïòèìèçàöèè âû÷èñëåíèé, êîòîðûé íàðóøàåò
ñïåöèôèêàöèþ ïðîòîêîëà â ìåíüøåé ñòåïåíè, ÿâëÿåòñÿ ïðåäâàðèòåëüíîå âû÷èñëåíèå
êàêîãî-òî êîëè÷åñòâà ýôåìåðíûõ êëþ÷åé äëÿ áóäóùèõ ñåàíñîâ. Â òàêîì ñöåíàðèè ó
íèçêîðåñóðñíûõ óñòðîéñòâ òåì áîëåå ìîæåò âîçíèêíóòü ñîáëàçí õðàíèòü õîòÿ áû îò-
êðûòûå ÷àñòè â ïàìÿòè, äîñòóïíîé äëÿ íàðóøèòåëÿ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè êàêîé-íèáóäü ïðîòîêîë ÿâëÿåòñÿ ñòîéêèì (â òðåáóåìîì
îò íåãî ñìûñëå) îòíîñèòåëüíî íàðóøèòåëÿ, êîòîðûé ìîæåò íàâÿçûâàòü ñòîðîíàì îò-
êðûòûå ýôåìåðíûå çíà÷åíèÿ, òî ïðè åãî ðåàëèçàöèè èñïîëüçîâàíèå ïðåäâû÷èñëåííûõ
çíà÷åíèé, õðàíÿùèõñÿ â ïàìÿòè, äîñòóïíîé äëÿ íàðóøèòåëÿ, ÿâëÿåòñÿ âïîëíå áåç-
îïàñíûì ïóò¼ì îïòèìèçàöèè. Ñ ïåðåõîäîì íà ïîñòêâàíòîâûå êðèïòîãðàôè÷åñêèå àë-
ãîðèòìû òàêàÿ âîçìîæíîñòü ìîæåò ñòàòü âîñòðåáîâàííîé íå òîëüêî íèçêîðåñóðñíûìè
óñòðîéñòâàìè, íî è áîëåå ïðèâû÷íûìè ïëàòôîðìàìè. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ðàçìå-
ðû îòêðûòûõ êëþ÷åé íåêîòîðûõ àëãîðèòìîâ äîñòèãàþò ñîòåí òûñÿ÷ áàéòîâ ïðè òîì,
÷òî îòêðûòûå êëþ÷è êëàññè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ, îñíîâàííûõ íà ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ,
çàíèìàþò íåñêîëüêî äåñÿòêîâ áàéòîâ. Íèæå ìû îòäåëüíî ðàññóæäàåì î ñòîéêîñòè ïðî-
òîêîëîâ, îñíîâàííûõ íà ïîñòêâàíòîâûõ àëãîðèòìàõ, è ïðèâîäèì ïðèìåð àòàêè íà îäèí
èç òàêèõ ïðîòîêîëîâ.

2. Àòàêè íà èçâåñòíûå AKE-ïðîòîêîëû
Îïèøåì àòàêè íà èçâåñòíûå AKE-ïðîòîêîëû, â õîäå êîòîðûõ íàðóøèòåëü íàâÿ-

çûâàåò ó÷àñòíèêàì âçàèìîäåéñòâèÿ îòêðûòûå ýôåìåðíûå çíà÷åíèÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ
ïðîòîêîëû èç òð¼õ êëàññîâ, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ òèïîì êëþ÷à, èñïîëüçóåìûì äëÿ
àóòåíòèôèêàöèè ñòîðîí:

1) êëþ÷ ïîäïèñè;
2) ñêàëÿð (èñïîëüçóåìûé ïðè âû÷èñëåíèÿõ, çàäàâàåìûõ íåïîñðåäñòâåííî ïðîòîêî-

ëîì);
3) êëþ÷ ìåõàíèçìà èíêàïñóëÿöèè êëþ÷à (Key Encapsulation Mechanism, KEM).
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Â òàáë. 1 ïåðå÷èñëåíû îïèñàííûå àòàêè: â ïåðâîì ñòîëáöå óêàçàí êëàññ àòàêóåìîãî
ïðîòîêîëà, âî âòîðîì� ïðîòîêîë, â òðåòüåì (îáúåäèí¼ííîì) � èñïîëüçóåìûå âîçìîæ-
íîñòè íàðóøèòåëÿ (¾*¿ îçíà÷àåò íàâÿçûâàíèå ó÷àñòíèêàì âçàèìîäåéñòâèÿ îòêðûòûõ
ýôåìåðíûõ çíà÷åíèé áåç çíàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ èì çàêðûòûõ çíà÷åíèé), â ÷åòâ¼ð-
òîì� ðåàëèçóåìàÿ óãðîçà:

� AUTH� ëîæíàÿ àóòåíòèôèêàöèÿ îò èìåíè îäíîãî ó÷àñòíèêà;
� MITM�ëîæíàÿ àóòåíòèôèêàöèÿ îò èìåíè äâóõ ó÷àñòíèêîâ;
� KCI� ëîæíàÿ àóòåíòèôèêàöèÿ ïîñëå âñêðûòèÿ äîëãîâðåìåííîãî êëþ÷à ïðîâåðÿ-

þùåãî;
� SEC� íàðóøåíèå ñåêðåòíîñòè êëþ÷åé;
� PFS� íàðóøåíèå ¾ñâîéñòâà PFS¿, ò. å. ñåêðåòíîñòè êëþ÷åé, âûðàáîòàííûõ äî

âñêðûòèÿ äîëãîâðåìåííîãî êëþ÷à.

Â ïîñëåäíèõ äâóõ ñòîëáöàõ ïðèâåäåíû ññûëêè íà îïèñàíèå àòàê.

Òà á ë è ö à 1
Àòàêè íà AKE-ïðîòîêîëû, îïèñàííûå â íàñòîÿùåé ðàáîòå

Âîçìîæíîñòè íàðóøèòåëÿ

Òèï
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Óãðîçà

Îïèñ.

àòàêè,

ðàçä.

Ñõåìà

àòàêè,

ðèñ.

SIG-DH+
✓ 2

✓ AUTH

SIGMA
✓ ✓ 4

✓ ✓ ✓ MITM 5
Ïîäïèñü

STS-MAC
✓ ✓ AUTH 2.1

✓ ✓ ✓ MITM

¾Ýõèíàöåÿ-3¿
✓ ✓ AUTH

✓ ✓ ✓ MITM
SIGMA-R ✓ ✓ AUTH 7

TS3
✓

AUTH

8
✓

CF
✓∗ 10

Ñêàëÿð ✓∗ 2.2
✓∗ ✓ KCI 12

SK6 ✓∗ ✓∗ ✓ PFS
✓∗ ✓∗ ✓ SEC

KEM BKM-KK ✓ AUTH 2.3 14

Ïîðÿäîê íàèìåíîâàíèÿ è îïèñàíèÿ (â òîì ÷èñëå îáîçíà÷åíèÿ, èñïîëüçîâàíèå êëàñ-
ñîâ áàçîâûõ êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ìåõàíèçìîâ áåç óòî÷íåíèÿ êîíêðåòíûõ èõ ïðåäñòàâè-
òåëåé è ò. ä.) ïðîòîêîëîâ â öåëîì ñîîòâåòñòâóåò ðàáîòå [11], íî äëÿ êðàòêîñòè ïðîòî-
êîëû îïèñàíû ñðàçó â âàðèàíòå ñ ïðåäâû÷èñëåíèåì ýôåìåðíûõ çíà÷åíèé. Îïåðàöèè
÷òåíèÿ èç çàùèù¼ííîé ïàìÿòè è ïàìÿòè, äîñòóïíîé äëÿ íàðóøèòåëÿ, îáîçíà÷åíû êàê
e ← sMEM è E ← MEM ñîîòâåòñòâåííî. Âàæíî îòìåòèòü: ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ñòîðî-
íà âî âðåìÿ ðàáîòû ïî ïðîòîêîëó íå ïðîâåðÿåò ñîîòâåòñòâèå çàêðûòîãî è îòêðûòîãî
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ýôåìåðíûõ êëþ÷åé, òàê êàê ýòî ñâåëî áû íà íåò ïî÷òè âñ¼ ïðåèìóùåñòâî îò ïðåä-
âàðèòåëüíûõ âû÷èñëåíèé. Íàâÿçûâàíèå íàðóøèòåëåì îòêðûòûõ ýôåìåðíûõ çíà÷åíèé
óêàçàíî â ðàìêàõ, êàê äåéñòâèå, âûïîëíÿåìîå ñîîòâåòñòâóþùåé ñòîðîíîé. Â ðàìêàõ
òàêæå óêàçàíû çíà÷åíèÿ, èçìåíÿåìûå íàðóøèòåëåì â ïåðåñûëêàõ.

2.1. Ï ð î ò î ê î ë û , è ñ ï î ë ü ç ó þ ù è å ñ õ å ì ó ï î ä ï è ñ è

Îïèøåì àòàêè ñ íàâÿçûâàíèåì îòêðûòûõ ýôåìåðíûõ çíà÷åíèé íà ïðîòîêîëû SIG-
DH+ [12], SIGMA [13] è SIGMA-R [13]. Â ðåçóëüòàòå âñåõ óêàçàííûõ àòàê ðåàëèçóåòñÿ
óãðîçà ëîæíîé àóòåíòèôèêàöèè.

Ïðîòîêîë SIG-DH+ (ðèñ. 1).

A : sksA, pk
s
A B : sksB, pk

s
B

wA ← sMEM

WA ←MEM A,WA wB ← sMEM

WB ←MEM

Verify σB
B,WB, σB σB ← SigsksB (B,WB,WA, A)

σA ← SigsksA(A,WA,WB, B) σA Verify σA

Q← wA ·WB Q← wB ·WA

K ← KDF(Q,WA,WB, A,B) K ← KDF(Q,WA,WB, A,B)

return K return K

Ðèñ. 1. Ñõåìà ïðîòîêîëà SIG-DH+ ñ ïðåäâû÷èñëåíèÿìè ýôåìåðíûõ êëþ÷åé

Àòàêà íà ïðîòîêîë SIG-DH+ òðåáóåò îò íàðóøèòåëÿ ëèøü íàâÿçàòü ñòîðîíå A
çíà÷åíèå W ′

A ñ èçâåñòíûì íàðóøèòåëþ äèñêðåòíûì ëîãàðèôìîì w′
A (W ′

A = w′
A · P )

âìåñòî ýôåìåðíîãî êëþ÷à WA. Ïåðåäàâàåìûå ïî êàíàëó ñâÿçè çíà÷åíèÿ ìåíÿòü íå
òðåáóåòñÿ. Ïðè ýòîì íàðóøèòåëü ìîæåò âû÷èñëèòü êëþ÷ K, ðàâíûé òîìó, êîòîðûé
âû÷èñëèò ñòîðîíà B, òàê êàê Q = wB · W ′

A = w′
A · WB, à w

′
A íàðóøèòåëþ èçâåñòíî.

Òàêèì îáðàçîì, íàðóøèòåëü âûðàáàòûâàåò îáùèé êëþ÷ ñî ñòîðîíîé B, íî B äóìàåò,
÷òî âûðàáîòàë åãî ñî ñòîðîíîé A. Ñõåìà àòàêè ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 2.

Ñóùåñòâåííûì îòëè÷èåì â îïèñàííîì ñöåíàðèè àòàêè îò îáû÷íîé çàìåíû WA

íà W ′
A ïðè ïåðåäà÷å ïî êàíàëó ñâÿçè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðè ïîäìåíå â êàíàëå ñâÿçè

ñòîðîíà A áóäåò âû÷èñëÿòü çíà÷åíèå ïîäïèñè σA îò èñòèííîãî çíà÷åíèÿ WA, ïîýòîìó
íà ñòîðîíå B ïðîâåðêà ýòîé ïîäïèñè çàâåðøèòñÿ îøèáêîé.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî àíàëîãè÷íàÿ àòàêà ðàáîòàåò ïðè íàâÿçûâàíèè îòêðûòûõ ýôå-
ìåðíûõ çíà÷åíèé ñòîðîíå B.

Óÿçâèìûìè ê àíàëîãè÷íîìó ñöåíàðèþ àòàêè îêàçûâàþòñÿ è äðóãèå ïðîòîêîëû,
â êîòîðûõ ïî êàíàëó íå ïåðåñûëàþòñÿ çíà÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ âûðàáîòàí-
íîãî ïî ñõåìå Äèôôè�Õåëëìàíà ñåêðåòà (äëÿ ïðîòîêîëà SIG-DH+ ýòî Q = wA ·Wb =
= wb ·WA). Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ïðèâåñòè ïðîòîêîë TS3-1 [14, 15] (óïðîù¼ííîå
îïèñàíèå ìîæíî íàéòè â [11]).
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A M B

w′
A

U←− Z∗
q

WA →W ′
A W ′

A ← e′A · P

A,W ′
A A,W ′

A

B,WB, σB B,WB, σB

σA σA

Q′ ← w′
A ·WB

K̂ ← KDF(Q′,W ′
A,WB, A,B)

return K̂ return K̂

Ðèñ. 2. Ñõåìà àòàêè íà ïðîòîêîë SIG-DH+ ñ íàâÿçûâàíèåì ýôåìåðíûõ çíà÷åíèé ñòîðîíå A

Ïðîòîêîëû SIGMA. Ïåðåéä¼ì ê îïèñàíèþ àòàê, òðåáóþùèõ îò íàðóøèòåëÿ íå
òîëüêî íàâÿçûâàíèÿ îòêðûòûõ ýôåìåðíûõ çíà÷åíèé, íî è èçìåíåíèÿ ñîîáùåíèé, ïåðå-
äàâàåìûõ ïî êàíàëó ñâÿçè. Íàïîìíèì, ÷òî ïðîòîêîë SIGMA ëåã â îñíîâó ïðîòîêîëîâ
TLS 1.3 [16], IKEv2 [8] è ñòàíäàðòèçèðîâàííîãî â Ðîññèè ïðîòîêîëà ¾Ýõèíàöåÿ-3¿.
Îïèñàíèå ïðîòîêîëà SIGMA ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 3.

A : sksA, pk
s
A B : sksB, pk

s
B

eA ← sMEM

EA ←MEM EA eB ← sMEM

EB ←MEM

K,Ka ← KDF(eB · EA)

σB ← SigsksB (EA, EB)

K,Ka ← KDF(eA · EB)
B,EB, σB, τB τB ← MACKa(B)

Verify σB, τB

σA ← SigsksA(EB, EA)

τA ← MACKa(A) A, σA, τA Verify σA, τA

return K return K

Ðèñ. 3. Ñõåìà ïðîòîêîëà SIGMA ñ ïðåäâû÷èñëåíèÿìè

Ïåðåñûëêè, îñóùåñòâëÿåìûå ïðè ðåàëèçàöèè àòàêè íà ïðîòîêîë SIGMA â âàðèàíòå
ñ íàâÿçûâàíèåì ýôåìåðíûõ îòêðûòûõ êëþ÷åé ñòîðîíå B, ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 4. Â ðå-
çóëüòàòå íàðóøèòåëü âûðàáàòûâàåò îáùèé êëþ÷ ñî ñòîðîíîé A, à ñòîðîíà A äóìàåò,
÷òî âûðàáîòàëà åãî ñî ñòîðîíîé B.

Àíàëîãè÷íàÿ àòàêà ïðè íàâÿçûâàíèè îòêðûòûõ ýôåìåðíûõ êëþ÷åé ñòîðîíå A íå
ñðàáîòàåò, òàê êàê ñòîðîíà B ñôîðìèðóåò çíà÷åíèå τB íà êëþ÷å KDF(eB · E ′

A), à ñòî-
ðîíà A áóäåò ïðîâåðÿòü åãî íà êëþ÷å KDF(eA · EB). Ïðè ýòîì íè çíà÷åíèå eA, íè
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A M B

e′B
U←− Z∗

q

E′
B ← e′B · P EB → E′

B

EA EA

B,E′
B, σB, τB

K̂, K̂a ← KDF(e′B · EA)

B,E′
B, σB, τ ′B τ ′B ← MACK̂a(A)

A, σA, τA

return K̂ return K̂

Ðèñ. 4. Ñõåìà àòàêè íà ïðîòîêîë SIGMA ñ íàâÿçûâàíèåì ýôåìåðíûõ çíà÷åíèé ñòîðîíå B

çíà÷åíèå eB íàðóøèòåëþ íå èçâåñòíî, ïîýòîìó ïîäìåíèòü â êàíàëå çíà÷åíèå τB íà òî,
êîòîðîå óñïåøíî ïðîâåðèòñÿ íà ñòîðîíå A, îí íå ìîæåò.

Ðàññìîòðèì àòàêó íà ïðîòîêîë SIGMA ïðè íàëè÷èè ó íàðóøèòåëÿ âîçìîæíîñòè
íàâÿçûâàòü îòêðûòûå ýôåìåðíûå çíà÷åíèÿ îáåèì ñòîðîíàì. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ
ðåàëèçîâàòü óãðîçó ëîæíîé àóòåíòèôèêàöèè åù¼ è îò ëèöà A. Ñõåìàòè÷íîå îïèñàíèå
àòàêè ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 5.

A M B

e′A, e
′
B

U←− Z∗
q

EA → E′
A E′

A ← e′A · P, E′
B ← e′B · P EB → E′

B

E′
A E′

A

K̂1, K̂
a
1 ← KDF(e′B · EA)

B,E′
B, σB, τB

B,E′
B, σB, τ ′B τ ′B ← MACK̂a

1
(A)

A, σA, τA K̂2, K̂
a
2 ← KDF(e′A · EB)

τ ′A ← MACK̂a
2
(A) A, σA, τ ′A

return K̂1 return K̂1, K̂2 return K̂2

Ðèñ. 5. Ñõåìà àòàêè íà ïðîòîêîë SIGMA ñ íàâÿçûâàíèåì ýôåìåðíûõ çíà÷åíèé äâóì ñòîðîíàì

Ïðîòîêîëû STS-MAC [17] è ¾Ýõèíàöåÿ-3¿ [18] íåçíà÷èòåëüíî îòëè÷àþòñÿ îò ïðî-
òîêîëà SIGMA (óïðîù¼ííîå îïèñàíèå ìîæíî íàéòè â [11]), âñëåäñòâèå ÷åãî îáå àòàêè
íà ïðîòîêîë SIGMA ðàáîòàþò è äëÿ íèõ.
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Ïðîòîêîë SIGMA-R. Íàèáîëåå ñëîæíîé ñ òî÷êè çðåíèÿ òðåáóåìûõ îò íàðóøè-
òåëÿ äåéñòâèé ÿâëÿåòñÿ àòàêà íà ïðîòîêîë SIGMA-R, îïèñàíèå êîòîðîãî ïðåäñòàâëåíî
íà ðèñ. 6. Ñöåíàðèé àòàêè íà ïðîòîêîë SIGMA-R ïðèâåä¼í íà ðèñ. 7.

A : sksA, pk
s
A B : sksB, pk

s
B

eA ← sMEM

nA, EA ←MEM EA, nA eB ← sMEM

K,Ka
A,K

a
B,K

ae
A ,Kae

B ← KDF(eA · EB)
EB, nB nB, EB ←MEM

τA ← MACKa
A
(A)

σA ← SigsksA(nB, EA)

CA ← AE .EncKae
A
(ε, (A, σA, τA))

CA K,Ka
A,K

a
B,K

ae
A ,Kae

B ← KDF(eB · EA)

A, σA, τA ← AE .DecKae
A
(ε, CA)

Verify σA, τA

τB ← MACKa
B
(B)

σB ← SigsksB (nA, EB)

B, σB, τB ← AE .DecKae
B
(ε, CB)

CB CB ← AE .EncKae
B
(ε, (B, σB, τB))

Verify σB, τB

return K return K

Ðèñ. 6. Ñõåìà ïðîòîêîëà SIGMA-R ñ ïðåäâû÷èñëåíèÿìè

Ñöåíàðèé àòàêè íà ïðîòîêîë SIGMA-R óñëîæíÿåòñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ àòàêîé íà
ïðîòîêîë SIGMA èç-çà òîãî, ÷òî â ïðîòîêîëå SIGMA-R òðåòüÿ è ÷åòâ¼ðòàÿ ïåðåñûëêè
çàøèôðîâûâàþòñÿ íà êëþ÷àõ, âûðàáîòàííûõ èç êëþ÷à Äèôôè�Õåëëìàíà. Ïðè íàâÿ-
çûâàíèè ýôåìåðíûõ êëþ÷åé ñòîðîíå A íàðóøèòåëþ, ÷òîáû âûäàòü ñåáÿ çà A ïåðåä B,
íóæíî êîððåêòíî ñôîðìèðîâàòü âòîðóþ ïåðåñûëêó CA, êîòîðóþ íàïðàâëÿåò ñòîðîíà A
è â êîòîðîé ñîäåðæàòñÿ çíà÷åíèÿ ïîäïèñè è èìèòîâñòàâêè. Èìèòîâñòàâêó íàðóøèòåëü
ìîæåò ïîñ÷èòàòü ñàì, íî ïîäïèñü ñòîðîíû A îí äîëæåí ïîëó÷èòü èç îðèãèíàëüíîãî
ñîîáùåíèÿ CA, ñôîðìèðîâàííîãî ñòîðîíîé A. ×òîáû çíàòü êëþ÷, íà êîòîðîì áóäåò
ôîðìèðîâàòüñÿ CA, íàðóøèòåëü ìåíÿåò â êàíàëå çíà÷åíèå EB. Çà ñ÷¼ò ýòîãî îí ìîæåò
ïîëó÷èòü ¾÷åñòíîå¿ çíà÷åíèå σA, à äàëüøå óæå ñôîðìèðîâàòü C ′

A íà òîì êëþ÷å, íà
êîòîðîì åãî áóäåò ðàñøèôðîâûâàòü ñòîðîíà B.

Â ñõåìàòè÷íîì îïèñàíèè àòàêè ïðè èñïîëüçîâàíèè ôóíêöèè KDF óêàçàíû òîëüêî
òå èç âûðàáàòûâàåìûõ êëþ÷åé, êîòîðûå íàðóøèòåëü èñïîëüçóåò â äàëüíåéøåì äëÿ
îñóùåñòâëåíèÿ àòàêè.
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A M B

e′A
U←− Z∗

q

EA → E′
A E′

A ← e′A · P

E′
A, nA E′

A, nA

e′B
U←− Z∗

q
EB, nB

E′
B , nB E′

B ← e′B · P

CA Q← e′B · EA

Kae
A ← KDF(Q)

A, σA, τA ← AE .DecKae
A
(ε, CA)

Q′ ← e′A · EB

K̂, K̂a
A, K̂

ae
A ← KDF(Q′)

τ ′A ← MACK̂a
A
(A)

C ′
A ← AE .EncK̂ae

A
(ε, (A, σA, τ

′
A))

C ′
A

CB

return K̂ return K̂

Ðèñ. 7. Ñõåìà àòàêè íà ïðîòîêîë SIGMA-R ñ íàâÿçûâàíèåì ýôåìåðíûõ çíà÷åíèé ñòîðîíå B

2.2. Ï ð î ò î ê î ë û , è ñ ï î ë ü ç ó þ ù è å ä î ë ã î â ð å ì å í í û å ñ ê à ë ÿ ð í û å
â å ë è ÷ è í û

Îïèøåì àòàêè ñ íàâÿçûâàíèåì îòêðûòûõ ýôåìåðíûõ çíà÷åíèé íà ïðîòîêîëû
TS3 [14, 15], CF [19] è SK6 [20]. Äëÿ ïðîòîêîëîâ TS3 è CF àòàêè ïðèâîäÿò ê ðåàëèçàöèè
óãðîçû ëîæíîé àóòåíòèôèêàöèè, à äëÿ ïðîòîêîëà SK6� ê ðåàëèçàöèè óãðîçû KCI è
íàðóøåíèþ ñâîéñòâà PFS.

Ïðîòîêîë TS3 (ðèñ. 8). Ñöåíàðèé àòàêè òàêîé æå, êàê äëÿ ïðîòîêîëà SIG-DH+,
åãî ïðèìåíåíèå ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì èç-çà òîãî, ÷òî ïî êàíàëó íå ïåðåñûëàþòñÿ ñî-
îáùåíèÿ, çàâèñÿùèå îò âûðàáîòàííîãî êëþ÷à, à àóòåíòèôèöèðóþùåå ñòîðîíó çíà÷åíèå
çàâèñèò ëèøü îò èäåíòèôèêàòîðîâ ñòîðîí è èõ ýôåìåðíûõ êëþ÷åé.

Ïðîòîêîë CF. Ñõîæèé ñöåíàðèé ðàáîòàåò äëÿ ïðîòîêîëà CF, åãî îïèñàíèå ïðåä-
ñòàâëåíî íà ðèñ. 9, ñõåìà àòàêè� íà ðèñ. 10.

Îñîáåííîñòü ñöåíàðèÿ àòàêè ïðîòèâ ýòîãî ïðîòîêîëà â òîì, ÷òî íàðóøèòåëü íàâÿ-
çûâàåò ñòîðîíå A ýôåìåðíûé êëþ÷ E ′

A = −XA + P , äèñêðåòíûé ëîãàðèôì êîòîðîãî
åìó íåèçâåñòåí. Îäíàêî çà ñ÷¼ò òîãî, ÷òî åäèíñòâåííûì íå ïåðåäàâàåìûì ïî êàíà-
ëó ñâÿçè àðãóìåíòîì ôóíêöèè âûðàáîòêè èòîãîâîãî ñåàíñîâîãî êëþ÷à ÿâëÿåòñÿ òî÷êà
W = (eB + xB)(EA +XA), íàðóøèòåëü ìîæåò å¼ âû÷èñëèòü ïðè òàêîì çíà÷åíèè E ′

A.
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A : xA, XA B : xB, XB

eA ← sMEM

EA ←MEM

Ka ← KDF(xA ·XB)

τA ← MACKa(A,B,EA)
A,EA, τA Ka ← KDF(xB ·XA)

Verify τA

eB ← sMEM

EB ←MEM

Verify τB
B,EB, τB τB ← MACKa(B,A,EB)

K ← eA · EB K ← eB · EA

return K return K

A M B

eA
U←− Z∗

q

EA → E′
A E′

A = e′A · P

A,E′
A, τA A,E′

A, τA

K̂ ← e′A · EB
B,EB, τB

return K̂ return K̂

Ðèñ. 8. Ñõåìà ïðîòîêîëà TS3 ñ ïðåäâû÷èñëåíèÿìè è ñõåìà àòàêè íà íåãî

A : (xA, XA), (sk
s
A, pk

s
A) B : (xB, XB), (sk

s
B, pk

s
B)

eA ← sMEM

EA ←MEM

σA ← SigsksA(EA)
A,EA, σA Verify σA

eB ← sMEM

EB ←MEM

Verify σB
B,EB, σB σB ← SigsksB (EB)

W ← (eA + xA) · (EB +XB) W ← (eB + xB) · (EA +XA)

K ← KDF(A,B,W,EA) K ← KDF(A,B,W,EA)

return K return K

Ðèñ. 9. Ñõåìà ïðîòîêîëà CF ñ ïðåäâû÷èñëåíèÿìè
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A M B

EA → E′
A E′

A = −XA + P

A,E′
A, σA A,E′

A, σA

W ′ ← EB +XB
B,EB, σB

K̂ ← KDF(A,B,W ′, E′
A)

return K̂ return K̂

Ðèñ. 10. Ñõåìà àòàêè íà ïðîòîêîë CF ñ íàâÿçûâàíèåì ýôåìåðíûõ çíà÷åíèé ñòîðîíå A

Ïðîòîêîë SK6. Â àòàêå íà ïðîòîêîë SK6, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 11, íàðóøèòåëü
ðåàëèçóåò óãðîçó KCI.

A : (xA, XA), (sk
s
A, pk

s
A) B : xB, XB

eA ← sMEM

EA ←MEM

σA ← SigsksA(EA, A)
A,EA, σA Verify σA

eB ← sMEM

EB ←MEM

Q← eB ·XA + (xB + eB) · EA

K,Ka ← KDF(Q)

Q← eA ·XB + (xA + eA) · EB
B,EB, τB τB ← MACKa(B,A,EB, EA)

K,Ka ← KDF(Q)

Verify τB

return K return K

Ðèñ. 11. Ñõåìà ïðîòîêîëà SK6 ñ ïðåäâû÷èñëåíèÿìè

Çàìåòèì, ÷òî ïðîòîêîë SK6 óÿçâèì ïî îòíîøåíèþ ê óãðîçå KCI, åñëè âñêðûòü ñêà-
ëÿðíóþ ÷àñòü äîëãîâðåìåííîãî êëþ÷à èíèöèàòîðà, òî åñòü ñòîðîíû A (áåç èñïîëüçîâà-
íèÿ âîçìîæíîñòè íàâÿçûâàíèÿ ýôåìåðíûõ êëþ÷åé). Ïîýòîìó ðàññìîòðåíèå àíàëîãè÷-
íûõ àòàê îòíîñèòåëüíî ñòîðîíû A ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé âîçìîæíîñòè
íàðóøèòåëÿ íå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñà. Àòàêà ñ íàâÿçûâàíèåì îòêðûòûõ ýôåìåðíûõ
êëþ÷åé ñòîðîíå A ïî ðåàëèçàöèè óãðîçû KCI îòíîñèòåëüíî ñòîðîíû B ïðåäñòàâëåíà
íà ðèñ. 12. Òàêàÿ àòàêà ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíîé çà ñ÷¼ò òîãî, ÷òî îáùèé êëþ÷ âû÷èñ-
ëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå K = KDF(eB · XA + (xB + eB)EA). Çàìåòèì, ÷òî ïðè EA = −XA

àðãóìåíò ôóíêöèè KDF ðàâåí −xB ·XA è íå çàâèñèò îò ýôåìåðíûõ êëþ÷åé ñòîðîí.
Óïîìÿíóòîå ñâîéñòâî òîãî, êàê âû÷èñëÿåòñÿ àðãóìåíò ôóíêöèè KDF, ïîçâîëÿåò

òàêæå ïîñòðîèòü àòàêó íà ïðîòîêîë SK6, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé íàðóøàåòñÿ ñâîé-
ñòâî PFS. Äëÿ ýòîãî íàðóøèòåëþ ïîíàäîáèòñÿ íàâÿçûâàòü îòêðûòûå ýôåìåðíûå çíà-
÷åíèÿ îáåèì ñòîðîíàì: ñòîðîíå A íàâÿçûâàåòñÿ êëþ÷ E ′

A = −XA, à ñòîðîíå B �êëþ÷
E ′

B = −XB. Â ñåàíñå, ãäå A è B èñïîëüçóþò îáà ýòèõ íàâÿçàííûõ êëþ÷à, áóäåò âûðàáî-
òàí êëþ÷ K = KDF(−xA ·XB) = KDF(−xB ·XA). Åñëè ïîñëå òàêîãî ñåàíñà íàðóøèòåëü
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âñêðîåò äîëãîâðåìåííûé ñêàëÿðíûé êëþ÷ êàêîé-ëèáî èç ñòîðîí A èëè B, òî îí ñìîæåò
âû÷èñëèòü âûðàáîòàííûé êëþ÷ K.

A M : xB B

EA → E′
A E′

A = −XA

A,E′
A, σA A,E′

A, σA

K̂ ← KDF(−xB ·XA)
B,EB, σB

return K̂ return K̂

Ðèñ. 12. Ñõåìà àòàêè íà ïðîòîêîë SK6 ñ íàâÿçûâàíèåì ýôåìåðíûõ çíà÷åíèé ñòîðîíå A

Îòìåòèì, ÷òî óêàçàííîå ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò íàðóøèòåëþ, íàâÿçûâàÿ ýôåìåðíûå
êëþ÷è îáåèì ñòîðîíàì, çàñòàâèòü ñòîðîíû A è B â ëþáîì êîëè÷åñòâå ñåàíñîâ âû-
ðàáîòàòü îäèíàêîâûé êëþ÷, ÷òî òàêæå ÿâëÿåòñÿ óÿçâèìîñòüþ ïðîòîêîëà (ïðèâîäèò
ê íàðóøåíèþ ñåêðåòíîñòè êëþ÷à ïðè íàëè÷èè ó íàðóøèòåëÿ âîçìîæíîñòè âñêðûâàòü
êëþ÷è íåêîòîðûõ ñåàíñîâ).

2.3. Ï ð î ò î ê î ë û , è ñ ï î ë ü ç ó þ ù è å K E M

Îïèøåì àòàêó ñ íàâÿçûâàíèåì îòêðûòûõ ýôåìåðíûõ çíà÷åíèé íà ïðîòîêîë BKM-
KK [21]. Ïîä ýòèì ñîêðàù¼ííûì íàçâàíèåì ìû èìååì â âèäó ïðîòîêîë, êîòîðûé â îðè-
ãèíàëüíîé ðàáîòå íàçûâàåòñÿ ¾Optimised KEM-based UM protocol¿. Ñõåìà ïðîòîêîëà
ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 13. Â äàííîì ïðîòîêîëå è äîëãîâðåìåííûå, è ýôåìåðíûå êëþ÷è�
ýòî êëþ÷è ìåõàíèçìà èíêàïñóëÿöèè êëþ÷à.

A : skkA, pk
k
A B : skkB, pk

k
B

CA,K
a
A ← KEM.EncapspkkB

() CA s̃kkB ← sMEM

p̃kkB ←MEM

CB,K
a
B ← KEM.EncapspkkA

()

Ka
A ← KEM.DecapsskkB

(CA)

Verify τB p̃kkB, CB, τB τB ← MACKa
A
(p̃kkB, CA, CB, A)

Ka
B ← KEM.DecapsskkA

(CB)

C∗
A,K ← KEM.Encaps

p̃kkB
()

τA ← MACKa
B
(C∗

A, CA, CB, B) C∗
A, τA Verify τA

K ← KEM.Decaps
s̃kkB

(C∗
A)

return K return K

Ðèñ. 13. Ñõåìà ïðîòîêîëà BKM-KK ñ ïðåäâû÷èñëåíèÿìè

Äåéñòâèÿ íàðóøèòåëÿ ïðè ðåàëèçàöèè àòàêè íà ïðîòîêîë BKM-KK ñõåìàòè÷íî
ïðèâåäåíû íà ðèñ. 14. Â ðåçóëüòàòå íàâÿçûâàíèÿ ýôåìåðíûõ êëþ÷åé ñõåìû KEM ñòî-
ðîíå B íàðóøèòåëþ óäà¼òñÿ âûðàáîòàòü îáùèé êëþ÷ ñî ñòîðîíîé A, ïðè÷¼ì A äóìàåò,
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÷òî âûðàáîòàëà êëþ÷ ñî ñòîðîíîé B. Â ðàáîòå [21] ïðèâåäåíî åù¼ ïÿòü ïðîòîêîëîâ,
èäåéíî ñõîæèõ ñ ïðîòîêîëîì BKM-KK, íî îòëè÷àþùèõñÿ òåì, êàêèå ìåõàíèçìû èñ-
ïîëüçóþòñÿ äëÿ àóòåíòèôèêàöèè ñòîðîí. Îïèñàííàÿ àòàêà ïðèìåíèìà êî âñåì ýòèì
ïðîòîêîëàì.

A M B

(s̃kk, p̃kk)← KEM.KGen( ) p̃kkB → p̃kk

CA CA

p̃kk, CB, τB p̃kk, CB, τB

C∗
A, τA K ← KEM.Decaps

s̃kk
(C∗

A)

return K return K

Ðèñ. 14. Ñõåìà àòàêè íà ïðîòîêîë BKM-KK ñ íàâÿçûâàíèåì ýôåìåðíûõ çíà÷åíèé ñòîðîíå A

3. Ïîäõîäû ê îáåñïå÷åíèþ ñòîéêîñòè
Ïðèâåä¼ì ïðèìåðû ïîäõîäîâ, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî çàùèòèòüñÿ îò àòàê, îïè-

ñàííûõ â ïðåäûäóùåì ïóíêòå. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ïðîòîêîëîâ, ñòðîåíèå êîòîðûõ íå
ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü íè îäèí èç îïèñàííûõ ñöåíàðèåâ àòàê, èñïîëüçóþòñÿ ïðîòîêîëû
SIGMA-opt1 [13], ¾Ëèìîííèê-3¿ [18] è KEMTLS [22].

Ïðè ïîñòðîåíèè àòàê íà ïðîòîêîëû, èñïîëüçóþùèå ñõåìó ïîäïèñè, îäíîé èç îñîáåí-
íîñòåé óÿçâèìûõ ïðîòîêîëîâ ÿâèëîñü òî, ÷òî ñòîðîíû âû÷èñëÿëè ïîäïèñü îò çíà÷åíèé,
íå çàâèñÿùèõ îò çàêðûòîãî ýôåìåðíîãî êëþ÷à:

� â ïðîòîêîëå SIG-DH+ ïîäïèñü âû÷èñëÿåòñÿ îò èäåíòèôèêàòîðîâ ñòîðîí è îòêðû-
òûõ ýôåìåðíûõ êëþ÷åé;

� â ïðîòîêîëå SIGMA ïîäïèñü âû÷èñëÿåòñÿ îò îòêðûòûõ ýôåìåðíûõ êëþ÷åé ñòîðîí;
� â ïðîòîêîëå SIGMA-R ïîäïèñü âû÷èñëÿåòñÿ îò ñâîåãî îòêðûòîãî ýôåìåðíîãî êëþ÷à

è ñëó÷àéíîñòè, ïðèñëàííîé äðóãîé ñòîðîíîé.

Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàåìàÿ âîçìîæíîñòü íàðóøèòåëÿ íå ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü, ÷òî ñòîðî-
íà èñïîëüçóåò ñîîòâåòñòâóþùèé çàêðûòûé ýôåìåðíûé êëþ÷, åñëè îíà ïðèñëàëà êîð-
ðåêòíóþ ïîäïèñü ïîä ñîîòâåòñòâóþùèì îòêðûòûì êëþ÷îì. Îäèí èç ïîäõîäîâ ê ïðî-
âåðêå ñîîòâåòñòâèÿ çàêðûòîãî è îòêðûòîãî êëþ÷åé ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîäïèñûâàòü
çíà÷åíèå, êîòîðîå ìîæíî âû÷èñëèòü òîëüêî ñ èñïîëüçîâàíèåì êîððåêòíîãî çàêðûòîãî
êëþ÷à. Ýòèì çíà÷åíèåì ìîæåò áûòü èìèòîâñòàâêà, âû÷èñëåííàÿ ñ ïîìîùüþ âûðà-
áîòàííîãî îáùåãî êëþ÷à (èëè ïðîèçâîäíîãî îò íåãî) îò äàííûõ, ïåðåäàííûõ â êàíà-
ëå ñâÿçè. Ïðèìåðîì ïðîòîêîëà, â êîòîðîì äåëàåòñÿ èìåííî òàê, ÿâëÿåòñÿ ïðîòîêîë
SIGMA-opt1 [13] (åãî îïèñàíèå ïðèâåäåíî íà ðèñ. 15). Ïðè÷èíîé ìîäèôèêàöèè ïðîòî-
êîëà SIGMA â îðèãèíàëüíîé ðàáîòå íàçûâàåòñÿ ýêîíîìèÿ ðàçìåðà ïåðåäàâàåìûõ ïî
êàíàëó ñâÿçè äàííûõ. Îäíàêî, êàê ïîêàçàíî âûøå, òàêîé ïîäõîä èìååò ïðåèìóùåñòâà
è ñ êðèïòîãðàôè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ.
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A : sksA, pk
s
A B : sksB, pk

s
B

eA ← sMEM

EA ←MEM EA eB ← sMEM

EB ←MEM

K,Ka ← KDF(eB · EA)

K,Ka ← KDF(eA · EB)
B,EB, σB σB ← SigsksB (EA, EB,MACKa(B))

Verify σB

σA ← SigsksA(EB, EA,MACKa(A)) A, σA Verify σA

return K return K

Ðèñ. 15. Ñõåìà ïðîòîêîëà SIGMA-opt1 ñ ïðåäâû÷èñëåíèÿìè

Îäíîé èç ïðè÷èí óÿçâèìîñòè ïðîòîêîëîâ, èñïîëüçóþùèõ â êà÷åñòâå äîëãîâðåìåí-
íûõ ñêàëÿðíûå êëþ÷è, ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îáùèé êëþ÷ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå, êîòî-
ðàÿ ïîçâîëÿåò ìàíèïóëèðîâàòü çíà÷åíèåì êëþ÷à, èçìåíÿÿ îòêðûòûå ýôåìåðíûå êëþ-
÷è. Â ïðîòîêîëå CF êëþ÷ óäàëîñü ñäåëàòü âû÷èñëÿåìûì ïî îòêðûòûì ïàðàìåòðàì, à
â ïðîòîêîëå SK6� ñäåëàòü åãî íå çàâèñÿùèì îò ýôåìåðíûõ êëþ÷åé. Îäíèì èç ïîäõî-
äîâ ê òîìó, ÷òîáû íàðóøèòü ýòî ñâîéñòâî îáùåãî êëþ÷à, ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ïðè
åãî âû÷èñëåíèè êîìïîíåíò, çàâèñÿùèõ îò äîëãîâðåìåííûõ è ýôåìåðíûõ êëþ÷åé êàê
îòäåëüíûõ àðãóìåíòîâ ôóíêöèè KDF. Íåäîñòàòêîì òàêîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ óâåëè÷åíèå
â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ êîëè÷åñòâà ðåàëèçóåìûõ îïåðàöèé âû÷èñëåíèÿ êðàòíîé òî÷êè.
Ïðèìåðîì ïðîòîêîëà, äëÿ êîòîðîãî íå óäà¼òñÿ ïðèìåíèòü îïèñàííûå ñöåíàðèè àòàê,
ÿâëÿåòñÿ äðóãîé ñòàíäàðòèçèðîâàííûé â Ðîññèè AKE-ïðîòîêîë ¾Ëèìîííèê-3¿, ñõåìà
êîòîðîãî ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 16. Êëþ÷ â ýòîì ïðîòîêîëå âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå
(äëÿ ñòîðîíû A)

K = KDF(eA ·XB, xA · EB, EA, EB).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî íàâÿçûâàíèå, ñêàæåì, E ′
B èçìåíèò ëèøü çíà÷åíèå âòîðîãî àðãó-

ìåíòà, íî ýòî íå ïðèíîñèò ïîëüçû ïðè ïîñòðîåíèè àòàêè, òàê êàê êëþ÷è, íà êîòîðûõ
âû÷èñëÿåòñÿ è ïðîâåðÿåòñÿ èìèòîâñòàâêà, áóäóò ðàçëè÷íû, à íàðóøèòåëü ýòî çíà÷å-
íèå ïåðåâû÷èñëèòü íå ñìîæåò, òàê êàê íå çíàåò íè îäíîãî èç çàêðûòûõ çíà÷åíèé äëÿ
âû÷èñëåíèå ïåðâîãî àðãóìåíòà ôóíêöèè KDF. Ñöåíàðèé ïî ðåàëèçàöèè óãðîçû KCI
òàêæå íå ðåàëèçóåì, òàê êàê íàðóøèòåëü, àòàêóþùèé ñòîðîíó A, íå ñìîæåò âû÷èñ-
ëèòü êîìïîíåíòó eA ·XB. ×òî êàñàåòñÿ òðóäî¼ìêîñòè âû÷èñëåíèé, çàìåòèì: â îòëè÷èå
îò ïðîòîêîëà CF (K = KDF(A,B, (eA+xA)(EB+XB), EA)), â ïðîòîêîëå ¾Ëèìîííèê-3¿
äëÿ ïîëó÷åíèÿ êëþ÷à òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü äâå êðàòíûå òî÷êè, à íå îäíó.

Â êà÷åñòâå ïðîòîêîëà, èñïîëüçóþùåãî ñõåìû KEM, äëÿ êîòîðîãî íå óäà¼òñÿ ïî-
ñòðîèòü àòàêó ñ íàâÿçûâàíèåì îòêðûòûõ ýôåìåðíûõ çíà÷åíèé, ïðèâåä¼ì ïðîòîêîë
KEMTLS [22], îïèñàííûé íà ðèñ. 17. Óÿçâèìîñòüþ ïðîòîêîëà BKM-KK, ïîçâîëèâøåé
ïðîâåñòè íà íåãî àòàêó, ñòàëî òî, ÷òî êëþ÷è, êîòîðûå ïîëó÷åíû â ðåçóëüòàòå âûïîëíå-
íèÿ àëãîðèòìà äåêàïñóëÿöèè, èñïîëüçóþòñÿ ñòîðîíàìè èñêëþ÷èòåëüíî äëÿ ïîäòâåð-
æäåíèÿ âëàäåíèÿ çàêðûòûì êëþ÷îì ïóò¼ì âû÷èñëåíèÿ èìèòîâñòàâîê îò ïåðåäàâàå-
ìûõ â êàíàëå äàííûõ. Ïðè ýòîì ýòè êëþ÷è íèêàê íå âëèÿþò íà ðåçóëüòàò ðàáîòû
ïðîòîêîëà, òî åñòü íà èòîãîâûé ñåàíñîâûé êëþ÷ K. Â ïðîòîêîëå KEMTLS êëþ÷è KA

è KB, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå äåêàïñóëÿöèè íà äîëãîâðåìåííûõ çàêðûòûõ êëþ÷àõ
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A : xA, XA B : xB, XB

eA ← sMEM

EA ←MEM A,EA eB ← sMEM

EB ←MEM

Q← eB ·XA

R← xB · EA

K,Ka ← KDF(Q,R,A,B)

Q← xA · EB
B,EB, τB τB ← MACKa(c1, EB, EA, B,A)

R← eA ·XB

K,Ka ← KDF(Q,R,A,B)

Verify τB

τA ← MACKa(c2, EA, EB, A,B) τA Verify τA

return K return K

Ðèñ. 16. Ñõåìà ïðîòîêîëà ¾Ëèìîííèê-3¿ ñ ïðåäâû÷èñëåíèÿìè

ñòîðîí, èñïîëüçóþòñÿ íå òîëüêî äëÿ àóòåíòèôèêàöèè ñòîðîí, íî è çàìåøèâàþòñÿ â âû-
ðàáàòûâàåìûé êëþ÷ K: K = KDF(K̃B, KA, KB). Ýòî íå ïîçâîëÿåò íàðóøèòåëþ óçíàòü
ñåàíñîâûé êëþ÷ è ïîäòâåðäèòü åãî çíà÷åíèå, èñïîëüçóÿ çàêðûòûé êëþ÷ ñõåìû KEM,
ñîîòâåòñòâóþùèé íàâÿçàííîìó îäíîé èç ñòîðîí îòêðûòîìó ýôåìåðíîìó êëþ÷ó.

A : skkA, pk
k
A B : skkB, pk

k
B

s̃kkA ← sMEM

p̃kkA ←MEM

rA
U←− {0, 1}256 p̃kkA, rA C̃B, K̃B ← KEM.Encaps

p̃kkA
( )

K̃B ← KEM.Decaps
s̃kkA

(C̃B) B, C̃B, rB rB
U←− {0, 1}256

CA,KA ← KEM.EncapspkkB
( ) A,CA KA ← KEM.DecapsskkB

(CA)

KB ← KEM.DecapsskkA
(CB)

CB CB,KB ← KEM.EncapspkkA
( )

K,Ka ← KDF(K̃B,KA,KB) K,Ka ← KDF(K̃B,KA,KB)

src← p̃kkA, rA, B, C̃B, rB, A,CA, CB src← p̃kkA, rA, B, C̃B, rB, A,CA, CB

τA ← MACKa(src) τA Verify τA

Verify τB
τB τA ← MACKa(src, τA)

return K return K

Ðèñ. 17. Ñõåìà êðèïòîãðàôè÷åñêîãî ÿäðà ïðîòîêîëà KEMTLS ñ ïðåäâû÷èñëåíèÿìè (âàðèàíò
äâóñòîðîííåé àóòåíòèôèêàöèè áåç ìåõàíèçìîâ îáåñïå÷åíèÿ àíîíèìíîñòè)
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Çàêëþ÷åíèå
Â ðàáîòå ïðèâåäåíû àòàêè íà ðÿä AKE-ïðîòîêîëîâ (â ÷àñòíîñòè, íà ïðîòîêîëû

SIGMA, SIGMA-R, STS-MAC, ¾Ýõèíàöåÿ-3¿ è ïîñòêâàíòîâûé ïðîòîêîë BKM-KK),
îñóùåñòâëåíèå êîòîðûõ ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì ïðè íàëè÷èè ó íàðóøèòåëÿ ñïîñîá-
íîñòè íàâÿçûâàòü ó÷àñòíèêó èñïîëüçîâàíèå áóäóùèõ îòêðûòûõ ýôåìåðíûõ çíà÷åíèé.
Ïðèâåäåíû èäåè ïðîòèâîäåéñòâèÿ òàêèì àòàêàì. Ïðèìåíåíèå îïèñàííûõ èäåé ïîçâîëÿ-
åò çàùèòèòüñÿ îò ïðèâåä¼ííûõ â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñöåíàðèåâ àòàê, íî íå ãàðàíòèðóåò
òîãî, ÷òî íåò êàêîãî-òî èíîãî óñïåøíîãî, íî ïîêà íåçàìå÷åííîãî ñöåíàðèÿ àòàêè.

Îäíèì èç ñïîñîáîâ äîñòè÷ü áîëüøåé óâåðåííîñòè â ñòîéêîñòè AKE-ïðîòîêîëîâ, äà
è âîîáùå ïðîèçâîëüíûõ êðèïòîñèñòåì, ÿâëÿåòñÿ ìåòîä òåîðåòèêî-ñëîæíîñòíûõ ñâåäå-
íèé çàäà÷è âçëîìà ïðîòîêîëà ê ðåøåíèþ êàêèõ-ëèáî ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷, ñëîæíîñòü
êîòîðûõ ïðîâåðåíà ãîäàìè èññëåäîâàíèé. Îäíàêî äëÿ ýòîãî, ïðåæäå âñåãî, íåîáõîäèìî
ðàçðàáîòàòü ôîðìàëüíóþ ìîäåëü áåçîïàñíîñòè òàêèõ ñèñòåì. Òàêèì îáðàçîì, îòêðû-
òûìè çàäà÷àìè ïî òåìå íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ôîðìàëüíîé ìîäå-
ëè áåçîïàñíîñòè, ó÷èòûâàþùåé âîçìîæíîñòü íàðóøèòåëÿ íàâÿçûâàòü ó÷àñòíèêàì îò-
êðûòûå ýôåìåðíûå çíà÷åíèÿ, à òàêæå ïîñòðîåíèå ñâåäåíèÿ çàäà÷è âçëîìà ïðîòîêîëîâ
èç ï. 3 (èëè ëþáûõ äðóãèõ ïðîòîêîëîâ) ê èçâåñòíûì òðóäíûì ìàòåìàòè÷åñêèì çàäà-
÷àì. Öåëåñîîáðàçíî òàêæå ñôîðìóëèðîâàòü íàáîð ñèíòåçíûõ ïðèíöèïîâ, ñëåäîâàíèå
êîòîðûì ïîçâîëèò îáåñïå÷èòü çàùèòó îò àòàê èç ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà.
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Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå ñâîéñòâà äâóõêàñêàäíîãî êîíå÷íî-àâòîìàòíîãî
êðèïòîãðàôè÷åñêîãî ãåíåðàòîðà. Ñôîðìóëèðîâàíû íåêîòîðûå íåîáõîäèìûå óñëî-
âèÿ òîãî, ÷òî âûõîäíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãåíåðàòîðà èìååò ïåðèîä ìàêñèìàëüíî
âîçìîæíîé äëèíû. Ïîëó÷åíû òàêæå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, íà îñíîâàíèè êîòîðûõ
ïðåäëîæåí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ òàêîãî ãåíåðàòîðà. Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîé äâî-
è÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïåðèîä êîòîðîé ðàâåí ñòåïåíè äâîéêè, ñóùåñòâóåò ãå-
íåðàòîð, âûäàþùèé å¼.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîíå÷íûé àâòîìàò, êðèïòîãðàôè÷åñêèé ãåíåðàòîð, êðèïòî-
àâòîìàò, ïåðèîä ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

ON THE PROPERTIES OF A FINITE-STATE GENERATOR

A.O. Bakharev∗, R.O. Zapanov∗, S. E. Zinchenko∗, I. A. Pankratova∗∗, E. S. Prudnikov∗∗

∗Novosibirsk State University, Novosibirsk, Russia
∗∗Tomsk State University, Tomsk, Russia

The periodic properties of a two-stage finite-state generator G = A1 ·A2 are studied,
where A1 = (Fn

2 ,F2, g1, f1) (it is autonomous), A2 = (F2,Fm
2 ,F2, g2, f2), n,m ⩾ 1.

Some necessary conditions for such a generator with the maximum period of 2n+m

have been formulated, namely: 1) the output sequence of A1 is purely periodic and the
period length is 2n; 2) the substitution Gu transforming any initial state y(1) of the
automaton A2 into the state y(2n+1) is a full-cycle substitution; 3) the function f1 has
an odd weight; 4) the substitutions g(0, ·) and g(1, ·) have different parities. Some suffi-
cient conditions have been also formulated, for example, in addition to conditions 1–4,
the function g2(u, y) must be injective in u and the weight of the function f2 must be
odd. Two methods for constructing a generator having maximum period have been
proposed. It has been proved that, for any binary sequence whose period is a power
of two, there exists a generator that produces it.

Keywords: finite state machine, cryptographic generator, cryptoautomaton, sequence
period.
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Ââåäåíèå
Â ðàáîòå [1] Ã.Ï. Àãèáàëîâûì ââåäåíî ïîíÿòèå êðèïòîàâòîìàòà êàê êëàññà àâòî-

ìàòíûõ ñåòåé ñ êëþ÷îì, êîòîðûé ìîæåò âêëþ÷àòü â ñåáÿ íà÷àëüíûå ñîñòîÿíèÿ êîì-
ïîíåíò ñåòè è èõ ôóíêöèè ïåðåõîäîâ è âûõîäîâ. Ýòîìó îïðåäåëåíèþ êðèïòîàâòîìàòà
ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûå êðèïòîãðàôè÷åñêèå ïðèìèòèâû: ãåíåðàòîðû êëþ÷åâîãî ïî-
òîêà MUGI [2] è KNOT [3] � â ïîòî÷íûõ øèôðàõ, ñèììåòðè÷íûé êîíå÷íî-àâòîìàòíûé
øèôð Çàêðåâñêîãî [4], êîíå÷íî-àâòîìàòíûå êðèïòîñèñòåìû ñ îòêðûòûì êëþ÷îì äëÿ
øèôðîâàíèÿ è öèôðîâîé ïîäïèñè ñåìåéñòâà FAPKC [5] è äðóãèå.

Ðàññìàòðèâàåìûé â äàííîé ðàáîòå ãåíåðàòîð ÿâëÿåòñÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, ÷àñòíûì
ñëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîé êîìïîçèöèè A1 ·A2 â ìîäåëè [1] (A1 � àâòîìàò Ìóðà); ñ äðó-
ãîé � îáîáùåíèåì êîíå÷íî-àâòîìàòíîãî ãåíåðàòîðà (δ, τ)-øàãîâ [6] (ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ
àâòîìàòà A2 ïðîèçâîëüíà). Â [7] èçó÷åíû íåêîòîðûå çàäà÷è êðèïòîàíàëèçà ãåíåðàòî-
ðà, â [8] � åãî ïåðèîäè÷åñêèå ñâîéñòâà. Â ïðîäîëæåíèå ýòèõ èññëåäîâàíèé â ðàáîòå
ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ìàêñèìàëüíîñòè ïåðèîäà âûõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãåíåðàòîðà
è ïðåäëîæåíû ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ ãåíåðàòîðîâ ñ òàêèì ñâîéñòâîì.

1. Áàçîâûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ
Ïóñòü F2 = {0, 1}; âåñîì wt(f) áóëåâîé ôóíêöèè f : Fn

2 → F2, n ∈ N, áóäåì íàçûâàòü

wt(f) = | {x ∈ Fn
2 : f(x) = 1} |.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ui : 1, 2, . . . }, ui ∈ F2, íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè äëÿ íåêî-
òîðûõ i0, t ∈ N âûïîëíåíî ui = ui+t äëÿ âñåõ i ⩾ i0. Ìèíèìàëüíîå t ñ òàêèì ñâîéñòâîì
íàçûâàåòñÿ ïåðèîäîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçû-
âàåòñÿ ÷èñòî ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè i0 = 1.

Ïóñòü σ ∈ Sn �ïîäñòàíîâêà ñòåïåíè n, σ = τ1 ◦ . . . ◦ τk �ïðîèçâîëüíîå ðàçëîæå-
íèå σ â ïðîèçâåäåíèå òðàíñïîçèöèé. ×èñëî sgn = (−1)k íàçûâàåòñÿ çíàêîì σ, ïîëíî-
ñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêîé σ è íå çàâèñèò îò ñïîñîáà ðàçëîæåíèÿ â ïðîèçâåäåíèå
òðàíñïîçèöèé.

Ëåììà 1 [9]. Ïóñòü σ ∈ Sn è c�÷èñëî ïîïàðíî íåçàâèñèìûõ öèêëîâ â σ. Òîãäà
sgn(σ) = (−1)n−c.

2. Êîíå÷íî-àâòîìàòíûé ãåíåðàòîð
Ñõåìà äâóõêàñêàäíîãî êîíå÷íî-àâòîìàòíîãî êðèïòîãðàôè÷åñêîãî ãåíåðàòîðà G =

= A1 · A2 ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 1: ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîå ñîåäèíåíèå àâòîíîìíîãî àâ-
òîìàòà A1 = (Fn

2 ,F2, g1, f1) (ñ ôóíêöèåé ïåðåõîäîâ g1 : Fn
2 → Fn

2 è ôóíêöèåé âû-
õîäîâ f1 : Fn

2 → F2) è àâòîìàòà A2 = (F2,Fm
2 ,F2, g2, f2) (ñ ôóíêöèåé ïåðåõîäîâ

g2 : F2 × Fm
2 → Fm

2 è ôóíêöèåé âûõîäîâ f2 : F2 × Fm
2 → F2), n,m ⩾ 1.

f1

g1
x(t+ 1)x(t)

�d

-

u(t) -

A1

f2

g2

-z(t)
A2

y(t+ 1)y(t)
�d

-

Ðèñ. 1. Ñõåìà ãåíåðàòîðà G

Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t = 1, 2, . . . àâòîìàò A1, íàõîäÿñü â ñîñòîÿíèè x(t) ∈ Fn
2 ,

âûäà¼ò âûõîäíîé ñèìâîë u(t) = f1(x(t)) è ïåðåõîäèò â ñëåäóþùåå ñîñòîÿíèå x(t+1) =
= g1(x(t)), à àâòîìàò A2, íàõîäÿñü â ñîñòîÿíèè y(t) ∈ Fm

2 , ïðèíèìàåò îò A1 ñèìâîë u(t),
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âûäà¼ò íà âûõîä ãåíåðàòîðà ñèìâîë z(t) = f2(u(t), y(t)) è ïåðåõîäèò â ñëåäóþùåå ñî-
ñòîÿíèå y(t + 1) = g2(u(t), y(t)). Êëþ÷îì ãåíåðàòîðà ìîæåò áûòü ëþáîå íåïóñòîå ïîä-
ìíîæåñòâî ìíîæåñòâà {x(1), y(1), f1, g1, f2, g2}.

Ïåðèîäîì ãåíåðàòîðà íàçîâ¼ì ïåðèîä åãî âûõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè z(1)z(2) . . .
Â [8] äîêàçàíî, ÷òî ïåðèîä ãåíåðàòîðà íå ïðåâîñõîäèò 2n+m. Ñôîðìóëèðóåì óñëîâèÿ
äîñòèæåíèÿ âåðõíåé îöåíêè.

3. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ìàêñèìàëüíîñòè ïåðèîäà ãåíåðàòîðà
Îáîçíà÷èì ÷åðåç gδ2 = g2(δ, ·), δ ∈ {0, 1}, ïîäôóíêöèè ôóíêöèè g2.
Óòâåðæäåíèå 1 [8]. Åñëè ïåðèîä ãåíåðàòîðà G ðàâåí 2n+m, òî:

1) ôóíêöèÿ g1 ÿâëÿåòñÿ ïîëíîöèêëîâîé ïîäñòàíîâêîé;
2) ïîäôóíêöèè g02 è g

1
2 ÿâëÿþòñÿ ïîäñòàíîâêàìè;

3) y(2ni+ j) ̸= y(2nk + j) äëÿ âñåõ i, k ∈ {0, . . . , 2m − 1}, i ̸= k, j = 1, . . . , 2n;
4) âûõîäíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü z(1)z(2) . . . ãåíåðàòîðà ÷èñòî ïåðèîäè÷åñêàÿ.

Äîïîëíèì ñïèñîê íåîáõîäèìûõ óñëîâèé:

Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè ïåðèîä ãåíåðàòîðà G ðàâåí 2n+m, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
u(1)u(2) . . . ÷èñòî ïåðèîäè÷åñêàÿ è å¼ ïåðèîä ðàâåí 2n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç [10, óòâåðæäåíèå 6.1, ï. 2], ï. 1 óòâåðæäåíèÿ 1 è ôîðìóëû
u(t) = f1(g1(t)) ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {u(t) : t = 1, 2, . . .} ÷èñòî ïåðèîäè÷å-
ñêàÿ è å¼ ìèíèìàëüíûé ïåðèîä s äåëèò 2n. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî s < 2n, òîãäà s | 2n−1 è
u(j) = u(2n−1i+ j) äëÿ âñåõ i, j.

Ïî ï. 3 óòâåðæäåíèÿ 1 äëÿ ëþáîãî j, 1 ⩽ j ⩽ 2n, çíà÷åíèÿ y(2ni+j), i = 0, . . . , 2m−1,
ïîïàðíî ðàçëè÷íû, à âñåãî òàêèõ çíà÷åíèé 2m. Çíà÷èò, äëÿ j = 2n−1 + 1 íàéä¼ò-
ñÿ i, òàêîå, ÷òî y(1) = y(2ni + 2n−1 + 1) = y(2n−1k + 1), ãäå k = 2i + 1. Èç òî-
ãî, ÷òî u(1) = u(2n−1k + 1), è îïèñàíèÿ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ãåíåðàòîðà çàêëþ÷àåì,
÷òî z(1) = z(2n−1k + 1) è y(2) = y(2n−1k + 2). Ïðîäîëæàÿ ïî èíäóêöèè, ïîëó÷èì:
z(j) = z(2n−1k + j) äëÿ âñåõ j, ò. å. ïåðèîä ãåíåðàòîðà äåëèò 2n−1k = 2ni + 2n−1 ⩽
⩽ 2n(2m − 1) + 2n−1 = 2n+m − 2n−1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Äëÿ u = u(1)u(2) . . . u(2n) îáîçíà÷èì ÷åðåç Gu : Fm
2 → Fm

2 êîìïîçèöèþ ïîäñòàíîâîê

Gu = g
u(1)
2 ◦ . . . ◦ gu(2

n)
2 ,

äðóãèìè ñëîâàìè, Gu(y(1)) = y(2n+1) äëÿ âñåõ y(1) ∈ Fm
2 , ò. å. Gu � ýòî ïîäñòàíîâêà íà

ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé àâòîìàòà A2, ïåðåâîäÿùàÿ ëþáîå åãî íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå â òî,
â êîòîðîå àâòîìàò ïåðåéä¼ò ïîñëå îäíîãî öèêëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà âõîäå.

Â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè ïðèâåäåíî, â òîì ÷èñëå (â ï. 2), ðåøåíèå çàäà÷è 9 èç âòî-
ðîãî ðàóíäà äåñÿòîé Ìåæäóíàðîäíîé îëèìïèàäû ïî êðèïòîãðàôèè Non-Stop University
CRYPTO [11, 12].

Óòâåðæäåíèå 3. Åñëè ïåðèîä ãåíåðàòîðà G ðàâåí 2n+m, òî:

1) ïîäñòàíîâêà Gu ïîëíîöèêëîâàÿ;
2) âåñ ôóíêöèè f1 íå÷¼òíûé;
3) ïîäñòàíîâêè g02 è g

1
2 èìåþò ðàçíóþ ÷¼òíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1) Ñëåäóåò èç ï. 3 óòâåðæäåíèÿ 1.
2) Ïóñòü wt(f1) = k. Èç óòâåðæäåíèÿ 2 ñëåäóåò, ÷òî â îòðåçêå u = u(1)u(2)

. . . u(2n) ñîäåðæàòñÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f1 íà âñåõ íàáîðàõ çíà÷åíèé å¼ àðãóìåíòîâ,
ò. å. k åäèíèö è 2n − k íóëåé. Ñëåäîâàòåëüíî,
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sgn(Gu) = sgn(g12)
k · sgn(g02)2

n−k. (1)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ëåììå 1 è ââèäó ï. 1

sgn(Gu) = (−1)2m−1 = −1. (2)

Ýòî âîçìîæíî òîëüêî ïðè íå÷¼òíîì k.
3) Åñëè sgn(g02) = sgn(g12), òî sgn(Gu) = sgn(g02)

2n = 1�ïðîòèâîðå÷èå ñ (2).

Óñëîâèÿ óòâåðæäåíèé 1�3 íå ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íûìè äëÿ ìàêñèìàëüíîñòè ïåðèîäà
ãåíåðàòîðà, â ÷àñòíîñòè, ïîòîìó, ÷òî íå íàêëàäûâàþò íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà ôóíê-
öèþ âûõîäîâ àâòîìàòà A2. Â ñëåäóþùåì ïóíêòå ýòè óñëîâèÿ äîïîëíÿþòñÿ åù¼ äâóìÿ,
÷òî äà¼ò äîñòàòî÷íûå (íî òåïåðü íå íåîáõîäèìûå) óñëîâèÿ ìàêñèìàëüíîñòè ïåðèîäà.

4. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ìàêñèìàëüíîñòè ïåðèîäà ãåíåðàòîðà
Óòâåðæäåíèå 4. Ïóñòü äëÿ ãåíåðàòîðà G âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü u(1)u(2) . . . ÷èñòî ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì 2n;

2) ïîäôóíêöèè g02 è g12 �ïîäñòàíîâêè, èõ êîìïîçèöèÿ Gu = g
u(1)
2 ◦ . . . ◦ gu(2

n)
2 �

ïîëíîöèêëîâàÿ ïîäñòàíîâêà;
3) ôóíêöèÿ g2(u, y) : F2 × Fm

2 → Fm
2 èíúåêòèâíà ïî ïåðåìåííîé u.

Òîãäà ïåðèîä ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîñòîÿíèé (y(t) : t ∈ N) ðàâåí 2n+m, à îòîáðàæåíèå

ψG : Fn
2 × Fm

2 → Fn
2 × Fm

2 ,
(
x(t), y(t)

)
7→

(
x(t+ 1), y(t+ 1)

)
,(

x(t+ 1), y(t+ 1)
)
=

(
g1(x(t)), g2(f1(x(t)), y(t))

)
ÿâëÿåòñÿ ïîëíîöèêëîâîé ïîäñòàíîâêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç π ïåðèîä ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (y(t) : t ∈ N).
Èç óñëîâèé 1 è 3 ââèäó [10, ñëåäñòâèå 1 òåîðåìû 7.5] ïîëó÷àåì, ÷òî 2n |π. Óñëîâèå 2
îçíà÷àåò, ÷òî çíà÷åíèÿ y(1), y(2n + 1), . . . , y(2n(2m − 1) + 1) ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Ñëå-
äîâàòåëüíî, π ⩾ 2n+m. Íåðàâåíñòâî π ⩽ 2n+m î÷åâèäíî â ñèëó ôîðìóëû y(t + 1) =
= g2(f1(x(t)), y(t)) è òîãî, ÷òî êîëè÷åñòâî ðàçíûõ ïàð (x(t), y(t)) ðàâíî 2n+m.

Ïîñêîëüêó u(t) = f1(x(t)), èç óñëîâèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî ïåðèîä ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(x(t) : t ∈ N) ðàâåí 2n. Òîãäà ïî [10, óòâåðæäåíèå 6.2, ï. 1] ïîëó÷àåì, ÷òî ïåðèîä ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè

(
(x(t), y(t)) : t ∈ N

)
ðàâåí ÍÎÊ(2n, 2n+m) = 2n+m, ò. å. îòîáðàæåíèå ψG �

ïîëíîöèêëîâàÿ ïîäñòàíîâêà.

Óòâåðæäåíèå 5. Åñëè ãåíåðàòîð G óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì óòâåðæäåíèÿ 4 è âåñ
ôóíêöèè f2 íå÷¼òíûé, òî ïåðèîä ãåíåðàòîðà ðàâåí 2n+m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì: k = wt(f1); N �êîëè÷åñòâî åäèíèö â îòðåçêå
z = z(1)z(2) . . . z(2n+m); π�ïåðèîä ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè; N0 è N1 � âåñà ïîäôóíê-
öèé f2(0, y) è f2(1, y) ñîîòâåòñòâåííî. Èç óñëîâèÿ è ôîðìóë (1) è (2) ñëåäóåò, ÷òî k
íå÷¼òíî; èç òîãî, ÷òî íå÷¼òåí âåñ wt(f2) = N0 + N1, çàêëþ÷àåì, ÷òî ÷èñëà N0 è N1

èìåþò ðàçíóþ ÷¼òíîñòü.
Ïåðèîä ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

(
(x(t), y(t)) : t ∈ N

)
ðàâåí 2n+m (ñëåäóåò èç óòâåðæäå-

íèÿ 4). Òîãäà ââèäó z(t) = f2(f1(x(t)), y(t)) âûïîëíÿåòñÿ

N = (2n − k)N0 + kN1,

ò. å. N íå÷¼òíî. Ïî [10, óòâåðæäåíèå 6.1, ï. 2] èìååì π | 2n+m; ïðè π < 2n+m ïåðèîä
ïîâòîðÿåòñÿ â îòðåçêå z ÷¼òíîå ÷èñëî ðàç, ñëåäîâàòåëüíî, è ÷èñëî N äîëæíî áûòü
÷¼òíûì. Çíà÷èò, π = 2n+m.
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Óñëîâèÿ óòâåðæäåíèé 4 è 5 ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íûìè, íî íå íåîáõîäèìûìè äëÿ ìàê-
ñèìàëüíîñòè ïåðèîäà ãåíåðàòîðà; òàê, â ïðèìåðå 1 ôóíêöèÿ g2 íå èíúåêòèâíà ïî u è
âåñ ôóíêöèè f2 ÷¼òíûé, îäíàêî ïåðèîä ãåíåðàòîðà ðàâåí 2n+m.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü n = 1, m = 2, g1(x) = x ⊕ 1, f1(x) = x, x(1) = 0, y(1) = 00,
ôóíêöèè g2 è f2 çàäàíû òàáë. 1 è 2.

Òà á ë è ö à 1
Ôóíêöèÿ g2

u(t)
y(t)

00 01 10 11
0 01 10 11 00
1 01 10 00 11

Òà á ë è ö à 2
Ôóíêöèÿ f2

u(t)
y(t)

00 01 10 11
0 0 1 0 0
1 0 0 1 0

Òîãäà (u(t) : t = 1, 2) = (0, 1), (y(t) : t = 1, . . . , 8) = (00, 01, 10, 11, 11, 00, 01, 10),
Gu = (00, 10, 11, 01)�ïîëíîöèêëîâàÿ; (z(t) : t ∈ N) = 00000011 . . .�ïåðèîäè÷åñêàÿ
ñ ïåðèîäîì 8 = 2n+m.

5. Ïîñòðîåíèå ãåíåðàòîðîâ ìàêñèìàëüíîãî ïåðèîäà
Óòâåðæäåíèå 6. Åñëè wt(f1) = k�íå÷¼òíîå ÷èñëî, òî äëÿ ëþáûõ n,m ⩾ 1 ñó-

ùåñòâóþò òàêèå ôóíêöèè g1, g2, f2, ÷òî ïåðèîä ãåíåðàòîðà G ðàâåí 2n+m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîïîñòàâèì âåêòîðàì x ∈ Fn
2 è y ∈ Fm

2 ÷èñëà èç Z2n è Z2m ,
äâîè÷íûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè êîòîðûõ îíè ÿâëÿþòñÿ, è îïðåäåëèì ôóíêöèè

g1(x) = (x+ 1) mod 2n, g2(u, y) = (y + u) mod 2m, f2(u, y) = I[y = 0],

ãäå I�ôóíêöèÿ-èíäèêàòîð. Îòìåòèì, ÷òî g1 è g
1
2 ÿâëÿþòÿ ïîëíîöèêëîâûìè ïîäñòà-

íîâêàìè, g02 � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå. Ïóñòü, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, y(1) = 0
è, ñëåäîâàòåëüíî, z(1) = 1; ïåðèîä ãåíåðàòîðà G (ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (z(t) : t ∈ N))
îáîçíà÷èì ÷åðåç π.

Ïî ïîñòðîåíèþ z(t) = z(t+ 2n+m), t ∈ N. Òîãäà π = 2p äëÿ p ⩽ n+m; z(1 + 2p) = 1,
à çíà÷èò,

y(1 + 2pl) = 0, l ∈ N. (3)

Ïîñêîëüêó çà 2n òàêòîâ ðàáîòû ãåíåðàòîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü u íà âõîäå àâòîìà-
òà A2 ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f1 íà âñåõ íàáîðàõ, èìååì y(1 + 2n) = k mod 2m è
y(1 + 2n) ̸= 0 ââèäó íå÷¼òíîñòè k.

Åñëè p < n, òî y(1 + 2n) = y(1 + 2p2n−p) = 0 ïî (3) � ïðîòèâîðå÷èå.
Åñëè p > n, òî y(1 + 2p) = y(1 + 2n2p−n) = 2p−nk = 0 mod 2m, ÷òî íåâîçìîæíî ïðè

íå÷¼òíîì k è p < n+m. Ñëåäîâàòåëüíî, π = 2n+m.

Çàìå÷àíèå 1. Äëÿ ôóíêöèè f2, ïîñòðîåííîé â äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ 6, íå
âûïîëíåíû óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ 5, òàê êàê wt(f2) = 2�÷¼òíîå ÷èñëî.

Óòâåðæäåíèÿ 1 (ï. 1) è 3 (ï. 2) çàäàþò íåîáõîäèìûå òðåáîâàíèÿ ê àâòîìàòó A1 äëÿ
ïîñòðîåíèÿ ãåíåðàòîðà ìàêñèìàëüíîãî ïåðèîäà. Äëÿ ôóíêöèè ïåðåõîäîâ g2 àâòîìà-
òà A2 äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ 2 è 3 óòâåðæäåíèÿ 4, ïðè ýòîì óñëîâèå 2 çàâè-
ñèò îò âûõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè àâòîìàòà A1. Îïèøåì ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ òàêîé
ôóíêöèè g2, ÷òî óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ 4 âûïîëíåíû äëÿ ëþáîãî àâòîìàòà A1, óäîâëå-
òâîðÿþùåãî íåîáõîäèìûì óñëîâèÿì.

Óòâåðæäåíèå 7. Ïóñòü ôóíêöèÿ g2(u, y) : F2×Fm
2 → Fm

2 òàêîâà, ÷òî g02 �ïîëíî-
öèêëîâàÿ ïîäñòàíîâêà, g12 �ëþáàÿ å¼ ÷¼òíàÿ ñòåïåíü (èëè íàîáîðîò). Òîãäà:
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1) ôóíêöèÿ g2(u, y) èíúåêòèâíà ïî u;

2) êîìïîçèöèÿ Gu = g
u(1)
2 ◦ . . . ◦ gu(2

n)
2 �ïîëíîöèêëîâàÿ ïîäñòàíîâêà äëÿ ëþáîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè u = u(1) . . . u(2n) íå÷¼òíîãî âåñà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ 6, áóäåì îòîæäåñòâ-
ëÿòü âåêòîðû y ∈ Fm

2 è ÷èñëà èç Z2m . Ïóñòü, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, g02(y) =
= (y + 1) mod 2m è g12 = (g02)

l, l�÷¼òíîå. Òîãäà g12(y) = (y + l) mod 2m.
1) Ïðè ÷¼òíîì l äëÿ ëþáîãî y ∈ Fm

2 èìååì

g2(0, y) = (y + 1) mod 2m ̸= (y + l) mod 2m = g2(1, y).

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ g2(u, y) èíúåêòèâíà ïî u.
2) Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü u ñîäåðæèò k åäèíèö. Òîãäà Gu = (g02)

s, ãäå s =
= 2n − k + lk�íå÷¼òíîå â ñèëó ÷¼òíîñòè l è íå÷¼òíîñòè k. Ðàññìîòðèì r-þ ñòåïåíü
ýòîé ïîäñòàíîâêè: Gr

u = (g02)
sr; è óðàâíåíèå Gr

u(y) = y:

Gr
u(y) = y + sr = y (mod 2m),

êîòîðîå âåðíî òîëüêî ïðè r = 0 (mod 2m). Ñëåäîâàòåëüíî, Gu �ïîëíîöèêëîâàÿ.

Èç óòâåðæäåíèé 4, 5 è 7 ïîëó÷àåì ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ãåíåðàòîðà G, èìåþùåãî ìàê-
ñèìàëüíûé ïåðèîä (àëãîðèòì 1).

Àëãîðèòì 1. Ïîñòðîåíèå ãåíåðàòîðà G ìàêñèìàëüíîãî ïåðèîäà

Âõîä: n,m ∈ N.
Âûõîä: ôóíêöèè ïåðåõîäîâ è âûõîäîâ àâòîìàòîâ A1 è A2.

Âûáðàòü:
1: g1 : Fn

2 → Fn
2 �ïðîèçâîëüíàÿ ïîëíîöèêëîâàÿ ïîäñòàíîâêà;

2: f1 : Fn
2 → F2 �ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ íå÷¼òíîãî âåñà;

3: g02 : Fm
2 → Fm

2 �ïðîèçâîëüíàÿ ïîëíîöèêëîâàÿ ïîäñòàíîâêà;
g12 �ëþáàÿ å¼ ÷¼òíàÿ ñòåïåíü (èëè íàîáîðîò);

4: f2 : Fm+1
2 → F2 �ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ íå÷¼òíîãî âåñà.

Àëãîðèòì 1, î÷åâèäíî, íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïîëíîòû (ñ åãî ïîìîùüþ íåëüçÿ ïî-
ñòðîèòü âñå âîçìîæíûå ãåíåðàòîðû ìàêñèìàëüíîãî ïåðèîäà), ïîñêîëüêó óñëîâèÿ, íà
êîòîðûå îí îïèðàåòñÿ, íå ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè. Îäíàêî, åñëè íå ôèêñèðîâàòü çíà-
÷åíèÿ n è m, òî äëÿ ëþáîé äâîè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïåðèîä êîòîðîé ðàâåí ñòå-
ïåíè äâîéêè, ìîæíî ïðåäëîæèòü ãåíåðàòîð, âûäàþùèé å¼.

Óòâåðæäåíèå 8. Äëÿ ëþáûõ l ⩾ 2 è z = z(1) . . . z(2l) ∈ Fl
2 ñóùåñòâóåò äâóõêàñ-

êàäíûé êîíå÷íî-àâòîìàòíûé ãåíåðàòîð, âûõîäíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîòîðîãî ðàâíà
z · z · . . . (çäåñü ¾·¿� îïåðàöèÿ êîíêàòåíàöèè).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïèøåì ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ãåíåðàòîðà G.
Ïîëîæèì n = 1, m = l − 1; êàê è ïðåæäå, áóäåì îòîæäåñòâëÿòü âåêòîðû èç Fm

2

è ÷èñëà èç Z2m . Çàäàäèì ôóíêöèè àâòîìàòà A1 êàê g1(x) = x ⊕ 1, f1(x) = x, íà-
÷àëüíîå ñîñòîÿíèå x(0) = 0; òîãäà íà âõîä àâòîìàòà A2 ïîñòóïèò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
u = 010101 . . .

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ g2(u, y) = (y + u) mod 2m è íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå y(0) = 0.
Òîãäà ïàðà ¾âõîä/ñîñòîÿíèå¿ àâòîìàòà A2 çà ïåðâûå 2

l øàãîâ áóäåò ïðîáåãàòü çíà÷åíèÿ

(0, 0), (1, 0), (0, 1) (1, 1), . . . , (0, 2m − 1), (1, 2m − 1).
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Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè z íà âûõîäå ãåíåðàòîðà îñòàëîñü ïîëîæèòü
f2(0, y) = z(2y + 1) è f2(1, y) = z(2y + 2), y = 0, 1, . . . , 2m − 1.

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü z â óòâåðæäåíèè 8 àïåðèîäè÷íà, òî ñïî-
ñîáîì, îïèñàííûì â åãî äîêàçàòåëüñòâå, ïîëó÷èì ãåíåðàòîð ìàêñèìàëüíîãî ïåðèîäà.

Çàêëþ÷åíèå
Ðàññìîòðåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ äâóõêàñêàäíûé êîíå÷íî-àâòîìàòíûé ãåíåðà-

òîð èìååò ìàêñèìàëüíûé ïåðèîä; äîïîëíåí ñïèñîê íåîáõîäèìûõ óñëîâèé è ïîëó÷åíû
íåêîòîðûå äîñòàòî÷íûå, íà îñíîâàíèè êîòîðûõ ïðåäëîæåí ïðîñòîé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ
òàêîãî ãåíåðàòîðà. Îäíàêî íàéäåííûå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ íå ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íû-
ìè è íàîáîðîò, ò. å. êðèòåðèé ìàêñèìàëüíîñòè ïåðèîäà ãåíåðàòîðà íå ñôîðìóëèðîâàí.

Íåêîòîðûå èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà êîíôåðåíöèè SIBECRYPT'24,
èõ êðàòêîå èçëîæåíèå ìîæíî íàéòè â [13].
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Ïîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ñåìåéñòâà ñèëüíî ðåãóëÿðíûõ îðãðàôîâ ñ íàáîðîì ïà-
ðàìåòðîâ (22, 9, 6, 3, 4). Ìàòðèöû ñìåæíîñòè íàéäåííûõ îðãðàôîâ ñîñòîÿò èç
öèðêóëÿíòíûõ áëîêîâ 3 × 3. Ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ âñåõ íàéäåííûõ îðãðàôîâ
ÿâëÿåòñÿ ãðóïïà Z3. Ñòðóêòóðà ïîëó÷åííûõ îðãðàôîâ îïèñàíà ïðè ïîìîùè ïîíÿ-
òèé ñêåëåòà è îñíàñòêè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèëüíî ðåãóëÿðíûé îðãðàô, öèðêóëÿíòíàÿ ìàòðèöà, êîìïàê-
òèôèêàöèÿ ìàòðèö, ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ, èçîìîðôíûå îðãðàôû.

ON THE EXISTENCE OF DIRECTED STRONGLY REGULAR GRAPHS
WITH PARAMETERS (22, 9, 6, 3, 4)

V.A. Byzov, I. A. Pushkarev

Vyatka State University, Kirov, Russia

The paper shows the existence of the family of directed strongly regular graphs with
parameters (22, 9, 6, 3, 4). The adjacency matrices of the found digraphs consist
of 3 × 3 circulant blocks. The automorphism group of all the digraphs found is the
group Z3. The structure of the resulting digraphs has been described using the con-
cepts of skeleton and rigging.

Keywords: directed strongly regular graph, circulant matrix, compactification of ma-
trices, automorphism group, isomorphic digraphs.

Ââåäåíèå
Äàäèì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ.
Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî îðèåíòèðîâàííûå ãðàôû (äàëåå � îð-

ãðàôû) áåç ïåòåëü è êðàòíûõ äóã îäíîãî íàïðàâëåíèÿ. Âåðøèíû òàêèõ îðãðàôîâ áóäåì
íóìåðîâàòü íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè, íà÷èíàÿ ñ åäèíèöû. Ìàòðèöû ñìåæíîñòè áóäåì
ôîðìèðîâàòü îäíèì èç ñòàíäàðòíûõ äëÿ îðãðàôîâ ñïîñîáîâ, à èìåííî: ïèñàòü åäèíè-
öó â i-é ñòðîêå è j-ì ñòîëáöå, åñëè â îðãðàôå ñóùåñòâóåò äóãà, èäóùàÿ èç âåðøèíû i
â âåðøèíó j. Âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû ðàâíû íóëþ.

Äëÿ åäèíè÷íîé ìàòðèöû ïîðÿäêà n áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå In, äëÿ êâàä-
ðàòíîé ìàòðèöû ïîðÿäêà n, öåëèêîì ñîñòîÿùåé èç åäèíèö, � îáîçíà÷åíèå Jn. Çà-
ïèñü Jk,l îáîçíà÷àåò ìàòðèöó k × l, ñîñòîÿùóþ èç åäèíèö.
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Ïîíÿòèå ñèëüíî ðåãóëÿðíîãî îðãðàôà ââåäåíî À.Ì. Äþâàëåì â ðàáîòå [1] êàê
îðèåíòèðîâàííîå îáîáùåíèå êîíöåïöèè ñèëüíî ðåãóëÿðíûõ íåîðèåíòèðîâàííûõ ãðà-
ôîâ [2]. Ïðèâåä¼ì äâà ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèÿ òàêîãî îðãðàôà.

Îïðåäåëåíèå 1. Ñèëüíî ðåãóëÿðíûì îðãðàôîì ñ íàáîðîì ïàðàìåòðîâ (v, k, t, λ, µ)
íàçûâàåòñÿ îðãðàô íà v âåðøèíàõ, óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùåìó íàáîðó óñëîâèé:

1) ïîëóñòåïåíè èñõîäà è ïîëóñòåïåíè çàõîäà âñåõ âåðøèí ðàâíû k;
2) äëÿ ëþáîé âåðøèíû x èìååòñÿ ðîâíî t ïóòåé âèäà x→ z → x;
3) äëÿ ëþáîé äóãè x→ y åñòü ðîâíî λ ïóòåé âèäà x→ z → y;
4) åñëè â îðãðàôå íåò äóãè x→ y, òî èìååòñÿ ðîâíî µ ïóòåé âèäà x→ z → y.

Îïðåäåëåíèå 2. Ñèëüíî ðåãóëÿðíûì îðãðàôîì ñ íàáîðîì ïàðàìåòðîâ (v, k, t, λ, µ)
íàçûâàåòñÿ îðãðàô, ìàòðèöà ñìåæíîñòè A êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñîîò-
íîøåíèÿì:

A2 = tIv + λA+ µ(Jv − Iv − A); (1)

AJv = JvA = kJv. (2)

Îðãðàôû îïèñàííîãî òèïà áóäåì îáîçíà÷àòü dsrg(v, k, t, λ, µ). Â ðàáîòå [1] îïèñàí
ðÿä íåîáõîäèìûõ óñëîâèé, êîòîðûì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ïàðàìåòðû ñèëüíî ðåãó-
ëÿðíîãî îðãðàôà. Íî, êàê è â ñëó÷àå ñèëüíî ðåãóëÿðíûõ ãðàôîâ, åñòü áîëüøîå ÷èñ-
ëî íàáîðîâ ïàðàìåòðîâ, äëÿ êîòîðûõ íåèçâåñòíî, ñóùåñòâóåò ëè ñèëüíî ðåãóëÿðíûé
îðãðàô ñ äàííûìè ïàðàìåòðàìè. À.Ý. Áðàóýð íà ñàéòå [3] ñèñòåìàòèçèðóåò èíôîð-
ìàöèþ î òîì, äëÿ êàêèõ íàáîðîâ ïàðàìåòðîâ îðãðàôû ñóùåñòâóþò (è ïðèâîäèò ýòè
îðãðàôû), à äëÿ êàêèõ âîïðîñ èõ ñóùåñòâîâàíèÿ ïîêà îòêðûò. Äî òåêóùåãî ìîìåíòà
íàèìåíüøèì òàêèì ñëó÷àåì (â ñìûñëå êîëè÷åñòâà âåðøèí) áûë âîïðîñ ñóùåñòâîâà-
íèÿ îðãðàôà dsrg(22, 9, 6, 3, 4). Â ýòîé ðàáîòå ïîñòðîåíî ñåìåéñòâî îðãðàôîâ ñ òàêèì
íàáîðîì ïàðàìåòðîâ.

Çàìå÷àíèå 1. Îòìåòèì íåêîòîðóþ íåñîãëàñîâàííîñòü â ïîðÿäêå ïåðå÷èñëåíèÿ
ïàðàìåòðîâ ñèëüíî ðåãóëÿðíîãî îðãðàôà ðàçíûìè àâòîðàìè. Â îñíîâîïîëàãàþùåé ðà-
áîòå [1] èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé ïîðÿäîê ïàðàìåòðîâ: (v, k, µ, λ, t). Â äðóãèõ ðàáîòàõ
(íàïðèìåð, [4]) ïàðàìåòðû ïåðå÷èñëÿþòñÿ â ïîðÿäêå (v, k, t, λ, µ). Âòîðîé ñïîñîá íàì
êàæåòñÿ áîëåå óäà÷íûì, ïîòîìó ÷òî îí ëó÷øå ñîãëàñóåòñÿ ñ îáùåïðèíÿòûì îáîçíà÷å-
íèåì ñèëüíî ðåãóëÿðíûõ ãðàôîâ srg(v, k, λ, µ), ïîýòîìó â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ èìåííî
òàêèå îáîçíà÷åíèÿ.

Öèðêóëÿíòíàÿ ìàòðèöà (èëè öèðêóëÿíò) � ýòî êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà âèäà
a1 a2 . . . an
an a1 . . . an−1
...

...
. . .

...
a2 a3 . . . a1

 , (3)

òî åñòü ýòî ìàòðèöà, â êîòîðîé êàæäàÿ ñòðîêà, íà÷èíàÿ ñî âòîðîé, ïîëó÷àåòñÿ öèêëè-
÷åñêèì ñäâèãîì ïðåäûäóùåé ñòðîêè íà îäíó ïîçèöèþ âïðàâî.

Ìíîæåñòâî öèðêóëÿíòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n ñ ýëåìåíòàìè èç Z (ñî ñòàíäàðòíûìè
îïåðàöèÿìè óìíîæåíèÿ è ñëîæåíèÿ) îáðàçóåò êîëüöî, êîòîðîå èçîìîðôíî ôàêòîð-
êîëüöó Z[x]/(xn − 1) [5]. Ïðè ýòîì èçîìîðôèçìå ìàòðèöå (3) ñîîòâåòñòâóåò ìíîãî÷ëåí
a1 + a2x+ . . .+ anx

n−1.
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Íàçîâ¼ì êîìïàêòèôèêàöèåé áëî÷íîé ìàòðèöû M , ñîñòîÿùåé èç öèðêóëÿíòîâ, çà-
ìåíó âñåõ öèðêóëÿíòîâ íà ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïðè îïèñàííîì èçîìîðôèçìå ìíîãî-
÷ëåíû. Ïîëó÷åííóþ ìàòðèöó áóäåì îáîçíà÷àòü M(x). Êîìïàêòèôèêàöèÿ ìàòðèö ñî-
ãëàñîâàíà ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ìàòðèö, ò. å. åñëè êâàäðàòíûå áëî÷íûå
ìàòðèöû M1, M2, M3 è M4 îäíîãî ïîðÿäêà, ñîñòîÿùèå èç öèðêóëÿíòîâ m ×m, òàêî-
âû, ÷òî M3 = M1 +M2 è M4 = M1 ·M2, òî M3(x) ≡ M1(x) +M2(x) (mod xm − 1) è
M4(x) ≡M1(x)M2(x) (mod xm − 1).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ìàòðèöó ñìåæíîñòè S ãðàôà Øðèêõàíäå [2, 6], êî-
òîðûé ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ðåãóëÿðíûì ñ íàáîðîì ïàðàìåòðîâ (16, 6, 2, 2). Ïðè ïîäõîäÿùåé
íóìåðàöèè âåðøèí îíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ñëåäóþùåì âèäå:

S =



0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 1 0 1
0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 1 0
0 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 1 0 1 0
0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 1
0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 1
1 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 1 1 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 1 0
0 1 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0
0 0 1 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0
1 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 1 1
1 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1
0 1 0 1 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 1 1 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0
1 0 1 0 1 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0



.

Ìàòðèöà S ìîæåò áûòü êîìïàêòèôèöèðîâàíà â ìàòðèöó

S(x) =


0 x2 + x3 x2 + x3 x+ x3

x+ x2 0 x+ x3 x2 + x3

x+ x2 x+ x3 0 1 + x
x+ x3 x+ x2 1 + x3 0

 .

Ïðè ýòîì èñõîäíàÿ ìàòðèöà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ S2 = 4I16+2J16, ñëåäîâàòåëüíî,
ìàòðèöà S(x) óäîâëåòâîðÿåò ñðàâíåíèþ

S2(x) ≡ 4I4 + 2(1 + x+ x2 + x3)J4 (mod x4 − 1).

1. Ïîèñê îðãðàôîâ dsrg(22, 9, 6, 3, 4)
Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 2 íàäî íàéòè áèíàðíóþ êâàäðàòíóþ ìàòðèöó ïîðÿä-

êà 22, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì (1) è (2). Ïîëíûé ïåðåáîð ïî âñåì òàêèì ìàòðèöàì
çàíÿë áû íåîáîçðèìî äîëãîå âðåìÿ, ïîýòîìó áóäåì îñóùåñòâëÿòü ïîèñê òîëüêî ñðåäè
ìàòðèö, èìåþùèõ ñïåöèàëüíûé âèä. Èäåÿ îïèñûâàåìîãî ïîäõîäà ïîçàèìñòâîâàíà èç
ðàáîòû Î. Ãðèöåíêî [7].

Áóäåì èñêàòü ìàòðèöó ñìåæíîñòè A îðãðàôà dsrg(22, 9, 6, 3, 4) â âèäå (4). Ïåðâûé
ñòîëáåö è ïåðâàÿ ñòðîêà âûáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíÿëèñü
ïåðâûå äâà óñëîâèÿ èç îïðåäåëåíèÿ 1, â íèõ íà ìåñòå ìíîãîòî÷èé â ïðèâåä¼ííîé çàïèñè
ñòîÿò íóëè. Ìàòðèöû Kij (1 ⩽ i, j ⩽ 7) ÿâëÿþòñÿ öèðêóëÿíòàìè òðåòüåãî ïîðÿäêà:
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A =



0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 . . . 0 0 0
1
1 K11 K12 K13 . . . K17

1
1
1 K21 K22 K23 . . . K27

1
0
0 K31 K32 K33 . . . K37

0
1
1 K41 K42 K43 . . . K47

1
...

...
...

...
. . .

...
0
0 K71 K72 K73 . . . K77

0



(4)

Äëÿ èñêîìîé ìàòðèöû A óñëîâèÿ (1) è (2) ïðèìóò ñëåäóþùèé âèä:

A2 + A = 2I22 + 4J22; (5)

AJ22 = J22A = 9J22. (6)

Çàïèøåì ìàòðèöó A â âèäå

A =

(
0 B
D C

)
,

ãäå C �ïîäìàòðèöà ìàòðèöû A, ïîëó÷åííàÿ âû÷¼ðêèâàíèåì ïåðâîé ñòðîêè è ïåð-
âîãî ñòîëáöà; B = (11 . . . 10 . . . 0)�ïåðâàÿ ñòðîêà ìàòðèöû A áåç ýëåìåíòà A11;
D = (11 . . . 10001110 . . . 0)T �ïåðâûé ñòîëáåö ìàòðèöû A áåç ýëåìåíòà A11. Ïðè òàêîì
ïðåäñòàâëåíèè ðàâåíñòâî (5) ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå ñëåäóþùèõ ÷åòûð¼õ óðàâíåíèé:

BD = 6,

BC +B = 4J1,21,

CD +D = 4J21,1,

DB + C2 + C = 2I21 + 4J21.

(7)

Ïåðâîå ðàâåíñòâî â ñèñòåìå (7) âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, ýòî ñëåäóåò èç âèäà
ìàòðèö B è D.

Èç âòîðîãî ðàâåíñòâà â (7) ñëåäóåò, ÷òî

9∑
i=1

Cij =

{
3, åñëè j ⩽ 9,

4, åñëè j ⩾ 10.
(8)

Ïîñêîëüêó èñêîìàÿ ìàòðèöà óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ AJ22 = 9J22, èç (8) ñëåäóåò

21∑
i=10

Cij = 5 ïðè 1 ⩽ j ⩽ 21. (9)
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Èç òðåòüåãî ðàâåíñòâà â (7) ïîëó÷àåì

∑
j∈{1,...,12}\{7,8,9}

Cij =

{
3, åñëè i ∈ {1, . . . , 12} \ {7, 8, 9},
4 èíà÷å.

(10)

Èç ðàâåíñòâ (6) è (10) ñëåäóåò, ÷òî∑
j /∈{1,...,12}\{7,8,9}

Cij = 5 ïðè 1 ⩽ i ⩽ 21. (11)

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó H7, èìåþùóþ ñëåäóþùèé âèä:

H7 =



3 3 3 4 4 4 4
3 3 3 4 4 4 4
4 4 4 4 4 4 4
3 3 3 4 4 4 4
4 4 4 4 4 4 4
4 4 4 4 4 4 4
4 4 4 4 4 4 4


.

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå: H21 = 4J21 − DB. Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî
ìàòðèöà H21 ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé â ìàòðèöå H7 âñåõ ÷èñåë 3 íà áëîêè 3J3 è âñåõ ÷èñåë 4
íà áëîêè 4J3.

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ñèñòåìû (7) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

C2 + C = 2I21 +H21. (12)

Ïðèìåíèì îïèñàííûé âî ââåäåíèè ìåòîä. Òàê êàê ìàòðèöà C ñîñòîèò èç 7× 7 öèð-
êóëÿíòíûõ áëîêîâ òðåòüåãî ïîðÿäêà, òî îíà ìîæåò áûòü êîìïàêòèôèöèðîâàíà â ìàò-
ðèöó C(x) ñ ýëåìåíòàìè èç Z[x]/(x3 − 1). Óðàâíåíèå (12) ïðåîáðàçóåòñÿ â ñëåäóþùåå:

C2(x) + C(x) ≡ 2I7 + (1 + x+ x2)H7 (mod x3 − 1). (13)

Òàê êàê x = 1 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà x3 − 1, òî ïðè ïîäñòàíîâêå x = 1 â (13)
ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âåðíîå ðàâåíñòâî:

C2(1) + C(1) = 2I7 + 3H7. (14)

Òàê êàê âñå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà C(x) ÿâëÿþòñÿ íóëÿìè èëè åäèíèöàìè, òî
ýëåìåíòû ìàòðèöû C(1) ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè îò 0 äî 3. Äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû
ìàòðèöû C(1) íå áîëüøå äâóõ, ïîòîìó ÷òî â ìàòðèöå ñìåæíîñòè èñêîìîãî îðãðàôà íà
äèàãîíàëè ñòîÿò íóëè.

Àâòîðàìè íàïèñàíà ïðîãðàììà, êîòîðàÿ îñóùåñòâëÿåò ïîèñê âñåõ ìàòðèö ñåäüìîãî
ïîðÿäêà ñ ýëåìåíòàìè îò 0 äî 3 (äèàãîíàëüíûìè� îò 0 äî 2), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-
âèÿì (14) è (8)�(11), ïåðåïèñàííûì äëÿ êîìïàêòèôèöèðîâàííîé ìàòðèöû. Äëÿ ðåà-
ëèçàöèè ïîèñêà èñïîëüçîâàíà áèáëèîòåêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ â îãðàíè÷åíèÿõ Artelys
Kalis [8].

Â ðåçóëüòàòå ïîèñêà ïîëó÷åíî 10338 ìàòðèö, ïîäõîäÿùèõ íà ðîëü ìàòðèöû C(1).
Çàìåòèì, ÷òî ïðè íàëè÷èè ìàòðèöû C(1) îáëàñòü ïîèñêà ìàòðèöû ñìåæíîñòè A èñ-
êîìîãî îðãðàôà dsrg(22, 9, 6, 3, 4) çíà÷èòåëüíî ñóæàåòñÿ: ïîÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ íà
ñóììû ýëåìåíòîâ â ñòðîêàõ öèðêóëÿíòíûõ áëîêîâ ìàòðèöû A. Èñõîäÿ èç ýòîãî, ñïèñîê
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ìàòðèö C(1) áûë ñîêðàù¼í äî 144 ìàòðèö, äëÿ êîòîðûõ ìîæåò áûòü íàéäåíà ìàòðè-
öà A, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (5) è (6).

Äëÿ êàæäîé èç ýòèõ 144 ìàòðèö C(1) ïðîãðàììíî áûëè íàéäåíû âñå ïîäõîäÿùèå
ìàòðèöû ñìåæíîñòè A. Òàêèõ ìàòðèö ïîëó÷èëîñü 384. Â ñëåäóþùåì ïóíêòå ïðîàíà-
ëèçèðîâàíû ïîëó÷åííûå îðãðàôû.

Çàïóñê ïðîãðàììû îñóùåñòâëÿëñÿ íà êîìïüþòåðå ñ ïðîöåññîðîì Intel Core i5-7400
(3,00 ÃÃö), îáú¼ì îïåðàòèâíîé ïàìÿòè ðàâåí 32 ÃÁ. Ðàñïðåäåëåíèå ýòàïîâ ïîèñêà ïî
âðåìåíè âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) ïîèñê 10338 ìàòðèö, ïîäõîäÿùèõ íà ðîëü ìàòðèöû C(1), � 125 ÷àñîâ;
2) ïîèñê ìàòðèö A äëÿ íàéäåííûõ ìàòðèö C(1)� 40 ÷àñîâ.

Çàìå÷àíèå 2. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïðè ïîìîùè ðàçðàáîòàííîé ïðîãðàììû áûëè
íàéäåíû íå âñå âîçìîæíûå ìàòðèöû ñìåæíîñòè îðãðàôà dsrg(22, 9, 6, 3, 4), ó êîòîðûõ
îñíîâíàÿ ÷àñòü ñîñòîèò èç öèðêóëÿíòîâ 3×3, à òîëüêî òàêèå, ó êîòîðûõ ïåðâàÿ ñòðîêà
è ïåðâûé ñòîëáåö èìåþò çàäàííûé âèä (ñì. (4)).

2. Àíàëèç ïîñòðîåííûõ ïðèìåðîâ íà èçîìîðôíîñòü
Ïðèâåä¼ì â êà÷åñòâå ïðèìåðà îäíó èç ìàòðèö ñìåæíîñòè, íàéäåííûõ ïðè ïîìîùè

ïðîãðàììû:

A =



0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 1 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 1
1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1
1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 1
1 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 0 0 1 0
1 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1
0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 1 1 0 0 0
0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 0 0 1 1 1 1 0 1 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1
1 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 1 1 1
1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 1 1 1
0 0 1 1 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 0 1
0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 1 1 0
0 1 1 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 1
0 0 0 1 1 1 1 1 0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 1 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 1 1 0 1 1 0 0 1 1 0 0 0
0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 1 1 0 1 1 1 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 1 1 0 1 1 1 0 0 0 0



. (15)

Ðàçðàáîòàííàÿ ïðîãðàììà ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü öåëîå ñåìåéñòâî îðãðàôîâ òðåáóå-
ìîãî âèäà. Ïðè ýòîì ñðåäè ïîñòðîåííûõ îðãðàôîâ áóäåò äîâîëüíî ìíîãî ïàð èçîìîðô-
íûõ, è çàäà÷à âûÿñíåíèÿ êîëè÷åñòâà ïîñòðîåííûõ îðãðàôîâ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîð-
ôèçìà íå âïîëíå òðèâèàëüíà. Ïåðåáèðàòü âñå âîçìîæíûå áèåêöèè ìíîæåñòâ âåðøèí
â ïîèñêàõ èçîìîðôèçìà íåïðàêòè÷íî è íå ïîó÷èòåëüíî, íåêîòîðûå îñîáåííîñòè ñòðóê-
òóðû ïîñòðîåííûõ îðãðàôîâ ïîçâîëÿþò ñäåëàòü ýòî áîëåå ýôôåêòèâíî.
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Îïðåäåëåíèå 3.
1) Ïî ïîñòðîåíèþ ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ êàæäîãî íàéäåííîãî îðãðàôà ñîäåðæèò

(ïðè íàäëåæàùåé íóìåðàöèè âåðøèí) ïåðåñòàíîâêó

(1)(2, 3, 4)(5, 6, 7)(8, 9, 10)(11, 12, 13)(14, 15, 16)(17, 18, 19)(20, 21, 22).

Ôàêòè÷åñêè, âî âñåõ ïîñòðîåííûõ ïðèìåðàõ ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ îðãðàôà
ñîâïàäàåò ñ ãðóïïîé Z3, ïîðîæä¼ííîé ýòîé ïåðåñòàíîâêîé.

2) Ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâî âåðøèí îðãðàôà ðàçáèâàåòñÿ íà âîñåìü ïîäìíî-
æåñòâ: îäíî � îäíîýëåìåíòíîå (ýòó âåðøèíó áóäåì íàçûâàòü îñîáîé) è ñåìü
òð¼õýëåìåíòíûõ (áóäåì íàçûâàòü èõ ýòàæàìè).

3) Ìíîæåñòâî äóã, âåäóùèõ ñ îäíîãî ýòàæà íà äðóãîé, èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî
ãðóïïû ïåðåñòàíîâîê.

4) Îäíèì èç âàðèàíòîâ ìíîæåñòâ äóã, äîïóñêàåìûõ ïðåäûäóùèì ïóíêòîì, ÿâëÿ-
åòñÿ ïîëíûé ïåðåõîä, êîãäà èç êàæäîé âåðøèíû îäíîãî ýòàæà èä¼ò ðîâíî ïî
îäíîé äóãå â êàæäóþ âåðøèíó äðóãîãî ýòàæà.

5) Ïîëíûì ïåðåõîäîì íàçîâ¼ì òàêæå ñèòóàöèþ, êîãäà âìåñòî îäíîãî èç ýòàæåé
ôèãóðèðóåò îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî èç îñîáîé âåðøèíû (â ýòîì ñëó÷àå äóã
íå äåâÿòü, à òðè).

6) Äîïîëíèòåëüíî îòìåòèì, ÷òî ¾âíóòðè¿ ýòàæà òàêæå ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü òðè
èëè øåñòü äóã îðãðàôà (öèêë èëè äâà âñòðå÷íûõ öèêëà), íî ìíîæåñòâî äóã
âíóòðè ýòàæà ìîæåò áûòü è ïóñòûì.

7) Ñêåëåòîì îðãðàôà íàçîâ¼ì îðãðàô ñ âîñåìüþ âåðøèíàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè
ìíîæåñòâàì âåðøèí, ñåìü èç êîòîðûõ ìîãóò áûòü ðàñêðàøåíû â ÷åòûðå öâåòà,
ñîîòâåòñòâóþùèå íàëè÷èþ èëè îòñóòñòâèþ íà ýòàæå âíóòðåííèõ äóã. Äóãàìè
ýòîãî îðãðàôà ÿâëÿþòñÿ (â ñëó÷àå íàëè÷èÿ òàêîâûõ) ïîëíûå ïåðåõîäû.

8) Îðãðàô ñ òåìè æå âåðøèíàìè è (íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ) âñåìè îñòàëüíûìè äóãà-
ìè ðàññìàòðèâàåìîãî îðãðàôà (ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî âàðèàíòîâ íåïîëíûõ ïå-
ðåõîäîâ ñ îäíîãî ýòàæà íà äðóãîé, êîòîðûå áóäåì îáîçíà÷àòü êàê ðàçíûå öâåòà
äóã) íàçîâ¼ì îñíàñòêîé.

Íàéäåííûå ïðè ïîìîùè ïðîãðàììû îðãðàôû ðàçáèâàþòñÿ íà 16 ãðóïï, êàæäàÿ
ãðóïïà ñîñòîèò èç 24 èçîìîðôíûõ îðãðàôîâ. Íà ðèñ. 1�8 ïðèâåäåíû ñêåëåòû è îñíàñò-
êè, ñîîòâåòñòâóþùèå âîñüìè ãðóïïàì (íà îñíàñòêàõ îñîáàÿ âåðøèíà íå èçîáðàæåíà,
ïîñêîëüêó îíà ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé). Îñòàëüíûå âîñåìü îðãðàôîâ ïîëó÷àþòñÿ ïó-
ò¼ì ñìåíû íàïðàâëåíèé âñåõ äóã.

1(2, 3, 4) (5, 6, 7)

(8, 9, 10)

(20, 21, 22)

(14, 15, 16)

(11, 12, 13)

(17, 18, 19)

(2, 3, 4)

(8, 9, 10) (11, 12, 13)

(17, 18, 19)

(5, 6, 7)

(14, 15, 16)

(20, 21, 22)

2
0

1

2

01 12

2

0

0

1

01

0

2

1

12 1

0

1

02
02

2

02

0 0

2

01

01 12

Ðèñ. 1. Ñêåëåò è îñíàñòêà ïåðâîãî îðãðàôà
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1(2, 3, 4) (5, 6, 7)

(8, 9, 10) (11, 12, 13)

(20, 21, 22)

(14, 15, 16) (17, 18, 19)

(2, 3, 4)

(8, 9, 10)

(17, 18, 19)

(5, 6, 7)

(11, 12, 13)

(14, 15, 16)

(20, 21, 22)

0

0

12

02 1

1

0

1

0

12

0

2

12 2

0

2 2

0 12

01

12

0

12

01 2

2 0

12

Ðèñ. 2. Ñêåëåò è îñíàñòêà âòîðîãî îðãðàôà

1(2, 3, 4) (5, 6, 7)

(8, 9, 10) (11, 12, 13)

(14, 15, 16) (17, 18, 19)

(20, 21, 22)

(2, 3, 4) (5, 6, 7)

(8, 9, 10) (11, 12, 13)

(14, 15, 16) (17, 18, 19)

(20, 21, 22)

2

2

12

0 1

02

12

12

1

0

1

2

2 12

1

01 12
2

1

2

2 01

1

0

02

2 1

1 01

01

12

02 1

2

12 2

Ðèñ. 3. Ñêåëåò è îñíàñòêà òðåòüåãî îðãðàôà

1(2, 3, 4) (5, 6, 7)

(8, 9, 10) (11, 12, 13)

(14, 15, 16) (17, 18, 19)

(20, 21, 22)

(2, 3, 4) (5, 6, 7)

(8, 9, 10) (11, 12, 13)

(14, 15, 16) (17, 18, 19)

(20, 21, 22)

12

02
2

0 2

0

2 12

1

12

1

0

12 2
01

12

0

01 1

2

0

1

1

12

1 12

2 2

2

02

2

02

2 02

Ðèñ. 4. Ñêåëåò è îñíàñòêà ÷åòâ¼ðòîãî îðãðàôà

Íà ðèñóíêàõ èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

1) Åñëè âíóòðè ýòàæà íè îäíà âåðøèíà íå ñîåäèíåíà ñ äðóãîé, òî ýòàæ èçîáðàæà-
åòñÿ â âèäå íåçàêðàøåííîãî ýëëèïñà ñî ñïëîøíîé ãðàíèöåé (íàïðèìåð, (5, 6, 7)
íà ðèñ. 1).

2) Åñëè âíóòðè ýòàæà êàæäûå äâå âåðøèíû ñîåäèíåíû ïàðîé äóã, òî ýòàæ èçîá-
ðàæàåòñÿ â âèäå çàêðàøåííîãî ýëëèïñà (íàïðèìåð, (2, 3, 4) íà ðèñ. 1).
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3) Åñëè íà ýòàæå íàõîäèòñÿ îäèí öèêë (3k + 2)→ (3k + 3)→ (3k + 4)→ (3k + 2),
k ∈ {0, 2, . . . , 6}, òî ýòàæ èçîáðàæàåòñÿ â âèäå ýëëèïñà ñ ïóíêòèðíîé ãðàíèöåé
(íàïðèìåð, (5, 6, 7) íà ðèñ. 4).

4) Åñëè íà ýòàæå íàõîäèòñÿ îäèí öèêë (3k + 4)→ (3k + 3)→ (3k + 2)→ (3k + 4),
k ∈ {0, 2, . . . , 6}, òî ýòàæ èçîáðàæàåòñÿ â âèäå ïðÿìîóãîëüíèêà (íàïðèìåð,
(11, 12, 13) íà ðèñ. 4).

5) Åñëè ïîäïèñü íà äóãå (a0, a1, a2) → (b0, b1, b2) â îñíàñòêå ñîäåðæèò öèôðó s ∈
∈ {0, 1, 2}, òî â èñõîäíîì îðãðàôå îò êàæäîé âåðøèíû ai èä¼ò äóãà ê âåðøèíå
b(i+s) mod 3 ïðè i ∈ {0, 1, 2}. Íàïðèìåð, â îñíàñòêå íà ðèñ. 1 îò ýòàæà (14, 15, 16)
èä¼ò äóãà ê ýòàæó (2, 3, 4) ñ ïîäïèñüþ 12, ÷òî îçíà÷àåò íàëè÷èå â èñõîäíîì
îðãðàôå äóã 14→ 3, 15→ 4, 16→ 2 è 14→ 4, 15→ 2, 16→ 3.

Ñêåëåò è îñíàñòêà ãðàôà, ìàòðèöà ñìåæíîñòè êîòîðîãî ïðèâåäåíà â (15), èçîáðà-
æåíû íà ðèñ. 1.

Îòìåòèì, ÷òî ñêåëåò îðãðàôà íå îïðåäåëÿåò îäíîçíà÷íî åãî îñíàñòêó: ïÿòûé è øå-
ñòîé îðãðàôû (ðèñ. 5 è 6) èìåþò îäèíàêîâûå ñêåëåòû, íî ðàçíûå îñíàñòêè; îäèíàêîâûå
ñêåëåòû òàêæå ó ñåäüìîãî è âîñüìîãî îðãðàôîâ (ðèñ. 7 è 8).
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Ðèñ. 5. Ñêåëåò è îñíàñòêà ïÿòîãî îðãðàôà
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Ðèñ. 6. Ñêåëåò è îñíàñòêà øåñòîãî îðãðàôà
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Ðèñ. 7. Ñêåëåò è îñíàñòêà ñåäüìîãî îðãðàôà
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Ðèñ. 8. Ñêåëåò è îñíàñòêà âîñüìîãî îðãðàôà

Çàìå÷àíèå 3. Èññëåäîâàíèå íàéäåííûõ ãðàôîâ íà èçîìîðôíîñòü áûëî ïðîâåäå-
íî è ïðîãðàììíî ïðè ïîìîùè ôóíêöèè is_isomorphic èç áèáëèîòåêè NetworkX [9]. Íî
àâòîðàì êàæåòñÿ, ÷òî òåîðåòè÷åñêèé àíàëèç ñòðóêòóðû ãðàôîâ áîëåå èíôîðìàòèâåí,
÷åì ïðîñòàÿ êîíñòàòàöèÿ èõ êîëè÷åñòâà ïðè ïîìîùè ïðîãðàììû. Ãëàâíàÿ öåëü òåî-
ðåòè÷åñêîãî àíàëèçà � ïîñòðîåíèå ñèñòåìû èíâàðèàíòîâ, àíàëîãè÷íûå êîòîðîé ìîãóò
âñòðåòèòüñÿ è â äðóãèõ çàäà÷àõ.

Çàìå÷àíèå 4. Â [1] äîêàçàíî: åñëè îðãðàô G ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ðåãóëÿðíûì ñ íàáî-
ðîì ïàðàìåòðîâ (v, k, t, λ, µ), òî îðãðàô G′, ÿâëÿþùèéñÿ äîïîëíåíèåì G, òàêæå ñèëüíî
ðåãóëÿðíûé ñ íàáîðîì ïàðàìåòðîâ (v, v− k− 1, v− 2k+ t− 1, v− 2k+µ− 2, v− 2k+ λ)
(ìàòðèöà ñìåæíîñòè ãðàôà G′ ðàâíà A′ = Jv − Iv − A, ãäå A�ìàòðèöà ñìåæíîñòè
ãðàôà G). Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî â ðàáîòå àâòîìàòè÷åñêè ïîñòðîåíî ñåìåéñòâî ñèëüíî
ðåãóëÿðíûõ îðãðàôîâ ñ íàáîðîì ïàðàìåòðîâ (22, 12, 9, 6, 7).

Çàêëþ÷åíèå
Â ðàáîòå ïîñòðîåíî ñåìåéñòâî ñèëüíî ðåãóëÿðíûõ îðãðàôîâ ñ íàáîðîì ïàðàìåòðîâ

(22, 9, 6, 3, 4), âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè êîòîðûõ ðàíåå ñ÷èòàëñÿ îòêðûòûì. Ïîñòðî-
åíèå ìàòðèöû îñíîâàíî íà èäåå Î. Ãðèöåíêî [7]. Êðîìå òîãî, ïðåäëîæåíà íåêîòîðàÿ
åñòåñòâåííàÿ ñòðóêòóðà, ïîçâîëÿþùàÿ ðåøèòü âîïðîñ îá èõ èçîìîðôíîñòè ïðîñòûì,
èíòóèòèâíî íàãëÿäíûì ñïîñîáîì (íå òðåáóþùèì ïåðåáîðíîé ïðîãðàììû). Ñòðóêòóð-
íàÿ äåêîìïîçèöèÿ îêàçàëàñü íåòðèâèàëüíîé â òîì ñìûñëå, ÷òî ïåðâûé ñòðóêòóðíûé
ýëåìåíò (ñêåëåò) íå âñåãäà îïðåäåëÿåò âòîðîé (îñíàñòêó) îäíîçíà÷íî, è ïîëåçíîé â òîì
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ñìûñëå, ÷òî (òåîðåòè÷åñêè) ïîçâîëÿåò âðó÷íóþ ïðîâåðèòü ñîîòâåòñòâèå îðãðàôà òðå-
áóåìûì îãðàíè÷åíèÿì.

Î÷åâèäíî, ÷òî îïèñàííàÿ êîíñòðóêöèÿ (ðàçáèåíèå ÷àñòè ìàòðèöû áåç ïåðâîé ñòðî-
êè è ïåðâîãî ñòîëáöà íà öèðêóëÿíòíûå áëîêè) ïðèìåíèìà òîëüêî äëÿ íàáîðîâ ïà-
ðàìåòðîâ (v, k, t, λ, µ), äëÿ êîòîðûõ ÷èñëà v − 1, k, t äåëÿòñÿ íà ðàçìåð áëîêà. Ýòà
ñèòóàöèÿ íåðåäêî âñòðå÷àåòñÿ ñðåäè íåðåø¼ííûõ íà äàííûé ìîìåíò çàäà÷, ïîýòîìó
ìåòîä, èñïîëüçîâàííûé àâòîðàìè, ïîòåíöèàëüíî ïðèìåíèì è ê íèì, îäíàêî î äðóãèõ
ïðîäâèæåíèÿõ òàêîãî òèïà àâòîðàì íåèçâåñòíî.
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Îïòèìàëüíûå êîëüöåâûå öèðêóëÿíòíûå ñåòè ñòåïåíè ÷åòûðå ðàññìàòðèâàþòñÿ
êàê ìîäåëè íàä¼æíûõ ñåòåé ñâÿçè ñ ìèíèìàëüíûìè çàäåðæêàìè äëÿ ñåòåé íà êðè-
ñòàëëå è ìóëüòèïðîöåññîðíûõ êëàñòåðíûõ ñèñòåì. Ïðîâåä¼í ïîèñê àíàëèòè÷åñêè
çàäàâàåìûõ áåñêîíå÷íûõ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ íà îñíîâå àíàëèçà áàçû
äàííûõ îïòèìàëüíûõ îïèñàíèé äâóõêîíòóðíûõ êîëüöåâûõ öèðêóëÿíòíûõ ñåòåé.
Ïóò¼ì èíòåãðàöèè âèçóàëèçàöèè äàííûõ è àíàëèòè÷åñêèõ îïèñàíèé îïòèìàëüíûõ
ãðàôîâ ïîñòðîåíû è òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâàíû íîâûå áåñêîíå÷íûå ñåìåéñòâà îï-
òèìàëüíûõ ñåòåé ñ ëèíåéíîé îáðàçóþùåé âèäà s = 4d+α, ãäå d � äèàìåòð ãðàôà.
Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ïîëó÷åíèÿ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ñåòåé ÿâëÿåòñÿ íîâûì è
ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ äëÿ äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ îïòèìàëüíûõ äâóõêîí-
òóðíûõ êîëüöåâûõ ñåòåé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äàòàñåò îïòèìàëüíûõ ñåòåé, íåîðèåíòèðîâàííûå äâóõêîí-

òóðíûå êîëüöåâûå ñåòè, öèðêóëÿíòíûå ñåòè, ìèíèìàëüíûé äèàìåòð.

DISCOVERY OF INFINITE FAMILIES OF OPTIMAL DOUBLE-LOOP
NETWORKS WITH A GIVEN TEMPLATE OF GENERATORS

E.A. Monakhova, O.G. Monakhov

Institute of Computational Mathematics and Mathematical Geophysics SB RAS,

Novosibirsk, Russia

Optimal ring circulant networks of degree four are considered as models of reliable
communication networks with minimal delays for networks on a chip and multipro-
cessor cluster systems. Based on the analysis of a data set of optimal descriptions
of double-loop networks, a search has been carried out for analytically determined
infinite families of optimal graphs. By integrating data visualization and analytical
descriptions of optimal graphs, new infinite families of optimal networks with a linear
generator of the form s = 4d + α, where d is the diameter of the graph, have been
constructed and theoretically justified. The proposed approach to obtaining families
of optimal networks is new and is of interest for further studies of the properties of
optimal double-loop networks.

Keywords: dataset of optimal networks, undirected double-loop networks, circulant
networks, minimum diameter.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå áþäæåòíîãî ïðîåêòà ÈÂÌèÌÃ ÑÎ ÐÀÍ (êîä ïðî-
åêòà FWNM-2022-0005).
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Ââåäåíèå
Äâóõêîíòóðíûå êîëüöåâûå ñåòè (öèðêóëÿíòíûå ñåòè ñòåïåíè ÷åòûðå) íàõîäÿò øè-

ðîêîå ïðèìåíåíèå ïðè ïðîåêòèðîâàíèè òåëåêîììóíèêàöèîííûõ ñåòåé, ïîñòðîåíèè ñó-
ïåðêîìïüþòåðîâ, â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ êðèïòîãðàôèè, à òàêæå èññëåäóþòñÿ êàê ñåòè
ñâÿçè â ñåòÿõ íà êðèñòàëëå â êà÷åñòâå çàìåíû òðàäèöèîííî èñïîëüçóåìûõ â íèõ äâó-
ìåðíûõ ðåø¼òîê è òîðîâ, èìåþùèõ ñóùåñòâåííî áîëüøèå çàäåðæêè ïðè îäèíàêîâîì
÷èñëå óçëîâ [1�8]. Óäîáñòâî òàêèõ ñåòåé îáóñëîâëåíî ñâîéñòâàìè ñèììåòðè÷íîñòè, âû-
ñîêîé ñâÿçíîñòè è ìàñøòàáèðóåìîñòè, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü èõ â öåíòðàõ êîëëåê-
òèâíîãî ïîëüçîâàíèÿ, áåñïðîâîäíûõ ñåíñîðíûõ è íåéðîííûõ ñåòÿõ [9�12].

Äâóõêîíòóðíàÿ êîëüöåâàÿ öèðêóëÿíòíàÿ ñåòü (undirected double-loop network)
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô C(N ; 1, s), 1 < s < N/2, ñ ìíîæåñòâîì
âåðøèí V = {0, 1, . . . , N − 1} è ð¼áåð E = {(i, j) : i − j ≡ ±1 (mod N), i − j ≡
≡ ±s (mod N)}, ãäå 1, s� îáðàçóþùèå; N �ïîðÿäîê ãðàôà. Ïðèìåð äâóõêîíòóðíîé
êîëüöåâîé ñåòè ñ ÷èñëîì óçëîâ N = 18 ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 1. Çàäåðæêè ïðè ïåðåäà÷å
èíôîðìàöèè â ñåòè è îðãàíèçàöèè êîëëåêòèâíûõ îáìåíîâ è íàñòðîéêè â ñèñòåìå îöå-
íèâàþòñÿ äèàìåòðîì ãðàôà ñâÿçåé (äëèíîé ìàêñèìàëüíîãî êðàò÷àéøåãî ïóòè ìåæäó
ëþáûìè äâóìÿ óçëàìè) [3, 4, 13]. Íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò òàêèå ñåòè, äèà-
ìåòð êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ òåîðåòè÷åñêîé íèæíåé ãðàíèöåé äèàìåòðà ëèáî îòëè÷åí îò
íå¼ íà åäèíèöó. Äàííûå ñåòè íîñÿò íàçâàíèÿ îïòèìàëüíûõ è ñóáîïòèìàëüíûõ ñîîò-
âåòñòâåííî. Íå ìåíüøèé èíòåðåñ äëÿ èññëåäîâàòåëåé ïðåäñòàâëÿåò îïðåäåëåíèå àíà-
ëèòè÷åñêèõ ôîðìóë äëÿ îïèñàíèÿ îïòèìàëüíûõ ñåòåé (ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ñåòåé).
Òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíèöà äèàìåòðà öèðêóëÿíòîâ ñòåïåíè ÷åòûðå ïîëó÷åíà â [14, 15]:
D(N) = ⌈(−1+

√
2N − 1)/2⌉. Èçâåñòíà âåðõíÿÿ ãðàíèöà ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî ÷èñ-

ëà âåðøèí â öèðêóëÿíòíûõ ãðàôàõ ñòåïåíè ÷åòûðå ñ äèàìåòðîì d ⩾ 1:Nd = 2d2+2d+1.

Ðèñ. 1. Äâóõêîíòóðíàÿ êîëüöåâàÿ ñåòü C(18; 1, 7)

Äàëåå îïòèìàëüíûì íàçûâàåòñÿ ãðàô C(N ; 1, s) äèàìåòðà d(C(N ; 1, s)) = D(N),
ñóáîïòèìàëüíûì � ãðàô äèàìåòðà d(C(N ; 1, s)) = D(N) + 1. Â [16] âûäâèíóòà ñëåäó-
þùàÿ ãèïîòåçà: ïî êðàéíåé ìåðå, ñóáîïòèìàëüíûå ãðàôû âèäà C(N ; 1, s) ñóùåñòâóþò
äëÿ ëþáûõ N . Ñïðàâåäëèâîñòü ãèïîòåçû ïðîâåðåíà äëÿ âñåõ N ⩽ 8 · 106, à òàêæå ïî-
êàçàíî, ÷òî ïðè N ⩽ 8 · 106 ÷èñëî çíà÷åíèé N , äëÿ êîòîðûõ íåò îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ,
íå ïðåâûøàåò 6%.

Îïòèìàëüíîå ñåìåéñòâî öèðêóëÿíòíûõ ñåòåé ñòåïåíè ÷åòûðå è ëþáîãî ïîðÿäêà
N > 4 íàéäåíî â [14] è ïåðåîòêðûòî â [15, 17]: {C(N ; d, d + 1), d ⩾ 1}, ãäå îáðàçóþ-
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ùàÿ d� áëèæàéøåå öåëîå ê (−1 +
√
2N − 1)/2. Â [14] äîêàçàíî, ÷òî âñå ãðàôû ñåìåé-

ñòâà èìåþò îäíîâðåìåííî ìèíèìàëüíûé äèàìåòð è ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó âåð-
øèíàìè. Äëÿ äàííîãî ñåìåéñòâà ñåòåé èçâåñòíû àíàëèòè÷åñêèå àëãîðèòìû ïàðíîé
ìàðøðóòèçàöèè ñ êîíñòàíòíîé îöåíêîé ñëîæíîñòè [3, 17, 18]. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ âñåõ
Nd−1 < N ⩽ 2d2 + 1 îïòèìàëüíûì ÿâëÿåòñÿ òàêæå îïèñàíèå (N ; d− 1, d) [3].

Èç îïèñàíèé öèðêóëÿíòíûõ ãðàôîâ âèäà C(N ; d, d + 1) èëè C(N ; d − 1, d) ìîæ-
íî ïîëó÷èòü èçîìîðôíûå îïèñàíèÿ ïóò¼ì óìíîæåíèÿ èõ îáðàçóþùèõ íà ýëåìåíòû
t ⩽ ⌊N/2⌋ ïðèâåä¼ííîé ñèñòåìû âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ N . Íî òàêîé ìåòîä íå ìîæåò
áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ïîëó÷åíèÿ îïòèìàëüíûõ îïèñàíèé ãðàôîâ C(N ; 1, s) ïðè ëþ-
áûõ N , ïîñêîëüêó äëÿ íåêîòîðûõ N îíè ëèáî íå ñóùåñòâóþò, ëèáî ñóùåñòâóþò, íî íå
èçîìîðôíû îïèñàíèÿì óêàçàííûõ âèäîâ.

1. Ïðîáëåìà ïîèñêà ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ
äâóõêîíòóðíûõ êîëüöåâûõ ñåòåé

Â ðàáîòå [19] äàí ïîäðîáíûé àíàëèç ñóùåñòâóþùèõ â ëèòåðàòóðå ïîäõîäîâ ê ïîñòðî-
åíèþ áåñêîíå÷íûõ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ (èëè ñóáîïòèìàëüíûõ) ãðàôîâ C(N ; 1, s), à
òàêæå âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ ïðèìåíèìîñòüþ èõ êàê ìîäåëåé ñåòåé ñâÿçè ìíîãîïðîöåñ-
ñîðíûõ ñèñòåì. Ïåðâûé ðåçóëüòàò àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ïîëó÷åí â [20]:

Òåîðåìà 1 [20]. Öèðêóëÿíòû C(2d2 + 2d + 1; 1, 2d + 1) îïòèìàëüíû ïðè ëþáûõ
öåëûõ d ⩾ 1.

Ýòî ñåìåéñòâî ïåðåîòêðûòî â [21, 22] è àêòèâíî èññëåäîâàëîñü äëÿ ðàçëè÷íûõ ïðè-
ìåíåíèé (ñì. îáçîð â [3]). Â [23] äàííîå ñåìåéñòâî ðàññìîòðåíî â êà÷åñòâå òîïîëîãèè
ñåòåé íà êðèñòàëëå. Â áîëüøèíñòâå ðàáîò, ïîñâÿù¼ííûõ ïîèñêó áåñêîíå÷íûõ ñåìåéñòâ
îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ C(N ; 1, s), èñïîëüçóþòñÿ òåîðåòè÷åñêèå âåðõíèå îöåíêè äèàìåò-
ðà èëè îáðàçóþùèõ [16, 24�29]. Â [30] ðåàëèçîâàíû ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû ïîèñêà
ñåìåéñòâ è ïîñòðîåíû ñåìåéñòâà îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ ñ ëèíåéíûìè îáðàçóþùèìè
s = 4d ± α è s = 6d ± α. Â [16, 24, 27, 29, 31] íàéäåíû èëè èññëåäóþòñÿ ñåìåéñòâà
ãðàôîâ ñ ëèíåéíûìè îáðàçóþùèìè s = 2d± α, ãäå d�äèàìåòð; â [32�34] � ñåìåéñòâà
ãðàôîâ c êâàäðàòè÷íûìè îáðàçóþùèìè îò äèàìåòðà. Äëÿ ðÿäà ñåìåéñòâ ãðàôîâ ñ îá-
ðàçóþùåé s = 4d ± α íàéäåíû ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû ìàðøðóòèçàöèè [27, 33], à
òàêæå ñîâåðøåííûå äîìèíèðóþùèå ìíîæåñòâà âåðøèí (perfect dominating set) [31].

Â [35] âïåðâûå ïîñòðîåí äàòàñåò îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ C(N ; 1, s) äî 50 òûñÿ÷
âåðøèí (https://github.com/mila0411/Double-loop-networks/tree/main/Dataset).
Òî÷êè (N, s, d) äàòàñåòà ñîîòâåòñòâóþò ïàðàìåòðàì îïèñàíèé îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ:
N �ïîðÿäîê ãðàôà; s� îáðàçóþùàÿ; d�äèàìåòð. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ N ïîêà-
çàíû âñå îáðàçóþùèå s ⩽ N/2, êîòîðûå îïðåäåëÿþò ãðàô ìèíèìàëüíî âîçìîæíîãî
äèàìåòðà ïðè äàííîì N .

Ïåðâîíà÷àëüíûé àíàëèç äàòàñåòà ñ öåëüþ îòêðûòèÿ àíàëèòè÷åñêè îïèñûâàåìûõ
ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ ïðîâåä¼í â [35] ñ ïîìîùüþ ïîäõîäà, îñíîâàííîãî íà
øàáëîíàõ ñ íåäîîïðåäåë¼ííûìè êîýôôèöèåíòàìè è èñïîëüçóþùåãî äëÿ ïîèñêà ïåð-
ñïåêòèâíûõ øàáëîíîâ àëãîðèòìû ìåòàýâðèñòè÷åñêîãî ïîèñêà. Â [19] ðàññìîòðåí äðó-
ãîé ìåòîä àâòîìàòèçàöèè ïîèñêà ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ â äàòàñåòå, îñíîâàí-
íûé íà ïîñëåäîâàòåëüíîì äåëåíèè ïàðàìåòðîâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ äëÿ ïîñòðîåíèÿ
êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìîâ èõ ïîðÿäêîâ è îáðàçóþùèõ, è ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìû ïî-
èñêà ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ, îòëè÷àþùèõñÿ âèäîì îáðàçóþùèõ ñ ëèíåéíîé èëè
êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèåé îò äèàìåòðà. Îñíîâíîé èäååé àëãîðèòìîâ ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëå-
íèå ïàðàìåòðîâ êðèâîé, êîòîðàÿ îïèñûâàåò ñåìåéñòâî îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ C(N ; 1, s),
ñ ïîñëåäóþùåé ïðîâåðêîé ïðèíàäëåæíîñòè äðóãèõ òî÷åê äàòàñåòà ýòîé êðèâîé. Ïðèí-
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öèïû, ïîëîæåííûå â îñíîâó ýòèõ àëãîðèòìîâ, áûëè óñïåøíî ïðèìåíåíû äëÿ àâòî-
ìàòèçèðîâàííîãî ïîèñêà ñåìåéñòâ â äàòàñåòå äðóãîãî êëàññà ãðàôîâ� îïòèìàëüíûõ
õîðäàëüíûõ êîëüöåâûõ ñåòåé [36].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåí íîâûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ ïðîáëåìû, êîòîðûé èñ-
ïîëüçóåò îáúåäèíåíèå àíàëèòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåí-
íîãî ðàíåå àëãîðèòìà ïîèñêà, ñ ãðàôè÷åñêîé âèçóàëèçàöèåé äàííûõ èç äàòàñåòà. Äàëåå
ýòîò ïîäõîä ìû ðåàëèçóåì íà ìíîæåñòâå îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ, èìåþùèõ ëèíåéíûå îá-
ðàçóþùèå îïðåäåë¼ííîãî âèäà.

2. Ïîèñê ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ
ñ çàäàííûì øàáëîíîì îáðàçóþùèõ

Íà ðèñ. 2 â êîîðäèíàòàõ (N, s) ïðåäñòàâëåí ôðàãìåíò ãðàôè÷åñêîé âèçóàëèçàöèè
äàííûõ èç äàòàñåòà ñ îïòèìàëüíûìè îáðàçóþùèìè s ⩽ 500. Íà ïîëó÷åííîì ãðàôèêå
íàáëþäàåòñÿ èíòåðåñíàÿ êàðòèíà. Îïòèìàëüíûå îáðàçóþùèå ëèíåéíîãî âèäà îò äèà-
ìåòðà ðàçáèëèñü íà îòäåëüíûå ÿðêî âûðàæåííûå ïîëîñû (ñåãìåíòû), à èìåííî: íà
íèæíåé ïîëîñå òî÷åê îòîáðàæåíû ãðàôû ñ ëèíåéíûìè îáðàçóþùèìè âèäà s = 2d±α,
íà ñëåäóþùåì ñåãìåíòå � ãðàôû ñ îáðàçóþùèìè s = 4d ± α è äàëåå âûäåëÿþòñÿ îò-
äåëüíî ñåãìåíòû äëÿ ãðàôîâ ñ s = 6d ± α è s = 8d ± α. Òàêèì îáðàçîì, îáíàðóæåíî
ñâîéñòâî óñòîé÷èâîãî ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàçóþùèõ âèäà s = kd ± α îïòèìàëüíûõ ãðà-
ôîâ ñ ÷¼òíûìè êîýôôèöèåíòàìè k ⩾ 2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îòñóòñòâóþò óñòîé÷èâûå
ñåìåéñòâà îïòèìàëüíûõ îïèñàíèé ñ íå÷¼òíûìè çíà÷åíèÿìè k. Äîïîëíèòåëüíîé ïðîâåð-
êîé ñóùåñòâîâàíèÿ â äàòàñåòå îïòèìàëüíûõ îáðàçóþùèõ âèäà s = 3d ± α, s = 5d ± α
è s = 7d± α ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ïðè ìàëûõ äèàìåòðàõ ñóùåñòâóþò òàêèå îáðàçóþùèå,
íî ïðè ðîñòå N îíè áûñòðî çàêàí÷èâàþòñÿ è íå âõîäÿò â óñòîé÷èâûé ðåæèì. Ïîýòîìó
äëÿ ïîèñêà ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ ñ ëèíåéíûìè îáðàçóþùèìè ðàññìàòðèâà-
þòñÿ îáðàçóþùèå s = kd + α, ãäå k ïðèíèìàåò òîëüêî ÷¼òíûå çíà÷åíèÿ, à α�ëþáûå
öåëûå çíà÷åíèÿ ñ |α| < d.

Ðèñ. 2. Òî÷êè äàòàñåòà äëÿ ãðàôîâ C(N ; 1, s), s ⩽ 500
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Ìíîæåñòâî îïòèìàëüíûõ äâóõêîíòóðíûõ êîëüöåâûõ öèðêóëÿíòîâ ñ îáðàçóþùèìè
s = 2d + α àíàëèòè÷åñêè îïèñàíî Ä. Òçâèåëè [16, òåîðåìû 4.2, 4.6]. Â íàñòîÿùåé ðà-
áîòå áóäåì èññëåäîâàòü â äàòàñåòå ñóùåñòâîâàíèå ìíîæåñòâà îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ ñ
îáðàçóþùèìè s = 4d+ α.

Â [19] ïðèâåä¼í àëãîðèòì ïîèñêà ñåìåéñòâ äâóõêîíòóðíûõ êîëüöåâûõ ãðàôîâ ñ ëè-
íåéíûìè îáðàçóþùèìè, êîòîðûé áûë ïðèìåí¼í ê ïîèñêó ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðà-
ôîâ ñ ëèíåéíûìè îáðàçóþùèìè s = 4d+α, |α| < d. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îòäåëüíî ðàñ-
ñìîòðåíû ïîèñê ãðàôîâ ñ ÷¼òíûìè è íå÷¼òíûìè äèàìåòðàìè, ïðè ýòîì èñïîëüçîâàíî
çíà÷åíèå ïåðèîäà ïîâòîðÿåìîñòè ÷ëåíîâ ñåìåéñòâà p = 2. Ïîñëå ýòîãî äëÿ äàëüíåé-
øåãî èññëåäîâàíèÿ îòîáðàíû àíàëèòè÷åñêèå îïèñàíèÿ òåõ ñåìåéñòâ, êîòîðûå ñîîòâåò-
ñòâóþò óñòîé÷èâîìó ðåæèìó ïîâòîðÿåìîñòè íà áîëüøîì äèàïàçîíå äèàìåòðîâ. Íèæå
ïðåäñòàâëåíû ñïèñêè ïîëó÷åííûõ àíàëèòè÷åñêèõ îïèñàíèé 72 ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ
ãðàôîâ, îòäåëüíî äëÿ ÷¼òíûõ è íå÷¼òíûõ äèàìåòðîâ. Ýëåìåíòû ñïèñêîâ óïîðÿäî÷åíû
â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ïàðàìåòðà α.

Ñïèñîê ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ C(N ; 1, s) ñ ÷¼òíûì äèàìåòðîì d:

(s,N) ∈
{
(4d− 16, 2d2 − 3d/2− 25), (4d− 14, 2d2 − 3d/2− 20), (4d− 14, 2d2 − d/2− 22),

(4d− 12, 2d2 − d/2− 17), (4d− 8, 2d2 − 3d/2− 5), (4d− 8, 2d2 − 3d/2− 4),

(4d− 7, 2d2 − d− 4), (4d− 6, 2d2 − 3d/2− 3), (4d− 6, 2d2 − 3d/2− 2),

(4d− 6, 2d2 − d/2− 3), (4d− 5, 2d2 − 3), (4d− 5, 2d2 − d− 2), (4d− 4, 2d2 − d/2− 2),

(4d− 4, 2d2 + d/2− 2), (4d− 3, 2d2 − 1), (4d− 2, 2d2 + d/2− 1), (4d− 2, 2d2 + 3d/2− 1),

(4d, 2d2 − 3d/2), (4d, 2d2 − 3d/2 + 1), (4d, 2d2 + 3d/2), (4d+ 1, 2d2 − d− 1),

(4d+ 1, 2d2 − d), (4d+ 2, 2d2 − 3d/2− 2), (4d+ 2, 2d2 − 3d/2− 1), (4d+ 2, 2d2 − d/2− 1),

(4d+ 2, 2d2 − d/2), (4d+ 3, 2d2 − 1), (4d+ 3, 2d2 − d− 2), (4d+ 3, 2d2 − d− 1),

(4d+ 4, 2d2 − d/2− 3), (4d+ 4, 2d2 − d/2− 2), (4d+ 4, 2d2 + d/2− 1), (4d+ 5, 2d2 − 3),

(4d+ 6, 2d2 + d/2− 4), (4d+ 8, 2d2 − 3d/2− 10), (4d+ 10, 2d2 − 3d/2− 17)
}
.

Ñïèñîê ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ C(N ; 1, s) ñ íå÷¼òíûì äèàìåòðîì d:

(s,N) ∈
{
(4d− 20, 2d2 − 3d/2− 83/2), (4d− 18, 2d2 − 3d/2− 69/2),

(4d− 12, 2d2 − 3d/2− 25/2), (4d− 11, 2d2 − d− 12), (4d− 10, 2d2 − 3d/2− 19/2),

(4d− 10, 2d2 − d/2− 21/2), (4d− 9, 2d2 − d− 8), (4d− 8, 2d2 − d/2− 15/2),

(4d− 8, 2d2 + d/2− 17/2), (4d− 6, 2d2 + d/2− 11/2), (4d− 4, 2d2 − 3d/2− 1/2),

(4d− 4, 2d2 − 3d/2 + 1/2), (4d− 3, 2d2 − d), (4d− 2, 2d2 − 3d/2− 1/2),

(4d− 2, 2d2 − 3d/2 + 1/2), (4d− 2, 2d2 − d/2− 1/2), (4d− 2, 2d2 − d/2 + 1/2),

(4d− 1, 2d2), (4d− 1, 2d2 − d), (4d, 2d2 − d/2− 1/2), (4d, 2d2 − d/2 + 1/2),

(4d, 2d2 + d/2 + 1/2), (4d+ 1, 2d2), (4d+ 1, 2d2 + d), (4d+ 2, 2d2 + d/2− 1/2),

(4d+ 2, 2d2 + 3d/2 + 1/2), (4d+ 3, 2d2 + d), (4d+ 4, 2d2 − 3d/2− 7/2),

(4d+ 4, 2d2 − 3d/2− 5/2), (4d+ 4, 2d2 + 3d/2− 1/2), (4d+ 5, 2d2 − d− 4),

(4d+ 6, 2d2 − 3d/2− 15/2), (4d+ 6, 2d2 − 3d/2− 13/2), (4d+ 6, 2d2 − d/2− 9/2),

(4d+ 7, 2d2 − d− 8), (4d+ 8, 2d2 − d/2− 19/2)
}
.

Ïî ñðàâíåíèþ ñ [30], ãäå äëÿ ïîèñêà ñåìåéñòâ ñ îáðàçóþùåé s = 4d + α èñïîëüçî-
âàëèñü ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû, äîïîëíèòåëüíî íàéäåíî 16 íîâûõ àíàëèòè÷åñêè îïè-
ñûâàåìûõ ñåìåéñòâ óêàçàííîãî âèäà.
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Äëÿ ïðîâåðêè ñóùåñòâîâàíèÿ íàéäåííûõ ñåìåéñòâ ïðè äèàìåòðàõ ãðàôîâ, âûõîäÿ-
ùèõ çà ãðàíèöû äàòàñåòà ïðè d > 158, íà îñíîâå ïðîãðàììû [37] ðàçðàáîòàí íîâûé
àëãîðèòì ïðîâåðêè îïòèìàëüíûõ îïèñàíèé èç ñïèñêîâ ñåìåéñòâ äëÿ N > 50000. Àë-
ãîðèòì ðåàëèçîâàí íà ÿçûêå Ñè è èñïîëüçóåò ñïåöèàëüíóþ ïðîãðàììó îïðåäåëåíèÿ
äèàìåòðîâ öèðêóëÿíòíûõ ãðàôîâ ïî èõ îïèñàíèþ è ñðàâíåíèÿ ïîëó÷åííûõ äèàìåòðîâ
ñ íèæíåé ãðàíèöåé D(N). Ñåìåéñòâà ïðîâåðåíû âûáîðî÷íî äëÿ çíà÷åíèé äèàìåòðîâ
d = 200, 201, 300, 301, 400, 401, 500, 501 (ïðè áîëüøèõ d âðåìåíí�ûå çàòðàòû íà ïðîâåðêó
ñòàíîâÿòñÿ çíà÷èòåëüíûìè), èõ îïòèìàëüíîñòü ïîäòâåðäèëàñü äëÿ ýòèõ äèàìåòðîâ.

3. Îáùèå ôîðìóëû îïèñàíèÿ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ
ñ ëèíåéíîé îáðàçóþùåé s = 4d+ α

Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíà ãðàôè÷åñêàÿ âèçóàëèçàöèÿ òî÷åê äàòàñåòà (N, s), ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ îïèñàíèÿì îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ ñ ëèíåéíûìè îáðàçóþùèìè âèäà s = 4d+α
ïðè äèàìåòðàõ 142 ⩽ d ⩽ 158 è N ⩽ 50000, ãäå d = 158� âåðõíÿÿ ãðàíèöà äèàìåòðà
ãðàôîâ èç äàòàñåòà. Íà ãðàôèêå âèäíî, ÷òî ñ ðîñòîì N (è d) ñòàáèëüíî ïîâòîðÿþòñÿ
îäèíàêîâûå ãðàôè÷åñêèå êîíôèãóðàöèè îïòèìàëüíûõ îïèñàíèé êàê äëÿ ÷¼òíûõ, òàê
è äëÿ íå÷¼òíûõ äèàìåòðîâ. Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíû îòäåëüíî òî÷êè äàòàñåòà äëÿ ÷¼òíûõ è
íå÷¼òíûõ äèàìåòðîâ.

Ðèñ. 3. Âèçóàëèçàöèÿ òî÷åê äàòàñåòà â óñòîé÷èâîì ðåæèìå

Ïîñëå ýòîãî áûëà ðåøåíà çàäà÷à îòîáðàæåíèÿ îïèñàíèé îïòèìàëüíûõ ñåìåéñòâ èç
ïîëó÷åííûõ cïèñêîâ â òî÷êè íà ãðàôèêå. Êàê âèäíî èç ñïèñêîâ, íåêîòîðûì òî÷êàì
ñ îäèíàêîâîé îáðàçóþùåé ñîîòâåòñòâóþò ïî 2, 3 èëè 4 çíà÷åíèÿ ïîðÿäêîâ ãðàôîâ.
Äàëåå ìû âûäåëèëè â êà÷åñòâå áàçîâûõ òå ñåìåéñòâà, êîòîðûå ìîæíî îïèñàòü îáùèìè
øàáëîíàìè (ôîðìóëàìè ñ ïàðàìåòðîì), ó÷èòûâàÿ çàêîíîìåðíîñòü èõ ïîÿâëåíèÿ âäîëü
ëèíèé (îáîçíà÷åíû öèôðàìè îò 1 äî 8) íà ðèñ. 4. Â òàáë. 1 è 2 ïðèâåäåíû íàéäåííûå
øàáëîíû äëÿ áàçîâûõ ñåìåéñòâ ñ ÷¼òíûì è íå÷¼òíûì äèàìåòðàìè ñîîòâåòñòâåííî.
Çäåñü n�íîìåð ëèíèè, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþò ôîðìóëû äëÿ s è N ; i�ïàðàìåòð,
îïðåäåëÿþùèé íà n-é ëèíèè ìåñòîïîëîæåíèå áàçîâîãî ñåìåéñòâà.
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Ðèñ. 4. Âèçóàëèçàöèÿ òî÷åê äàòàñåòà äëÿ d = 150 è 151: a �÷¼òíûå, á �íå÷¼òíûå äèàìåòðû

Òà á ë è ö à 1
Øàáëîíû äëÿ áàçîâûõ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ

ãðàôîâ C(N ; 1, s) ñ ÷¼òíûì d

n s N i
1 4d+ 10 + i (d/2− 2)s+ 3d/2 + 3 + ⌈i/2⌉ 0
2 4d+ 8 + i (d/2− 2)s+ 5d/2 + 6 + ⌊i/2⌋ 0
3 4d+ 2 + i (d/2− 1)s+ 3d/2 + ⌈i/2⌉ 0, 1, 2, 3, 4
4 4d+ i (d/2− 1)s+ 5d/2 + 1 + ⌊i/2⌋ 0, 1, 2, 3, 4
5 4d− 6 + i d/2s+ 3d/2− 3 + ⌈i/2⌉ 0, 1, 2, 3, 4, 6
6 4d− 8 + i d/2s+ 5d/2− 4 + ⌊i/2⌋ 0, 1, 2, 3, 4, 6
7 4d− 14 + i (d/2 + 1)s+ 3d/2− 6 + ⌈i/2⌉ 0, 2
8 4d− 16 + i (d/2 + 1)s+ 5d/2− 9 + ⌊i/2⌋ 0, 2

Òà á ë è ö à 2
Øàáëîíû äëÿ áàçîâûõ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ

ãðàôîâ C(N ; 1, s) ñ íå÷¼òíûì d

n s N i
1 4d+ 6 + i (d− 3)s/2 + 3d/2 + 3/2 + ⌈i/2⌉ 0, 1, 2
2 4d+ 4 + i (d− 3)s/2 + 5d/2 + 7/2 + ⌊i/2⌋ 0, 1, 2
3 4d− 2 + i (d− 1)s/2 + 3d/2− 3/2 + ⌈i/2⌉ 0, . . . , 6
4 4d− 4 + i (d− 1)s/2 + 5d/2− 3/2 + ⌊i/2⌋ 0, . . . , 6
5 4d− 10 + i (d+ 1)s/2 + 3d/2− 9/2 + ⌈i/2⌉ 0, 1, 2, 4
6 4d− 12 + i (d+ 1)s/2 + 5d/2− 13/2 + ⌊i/2⌋ 0, 1, 2, 4
7 4d− 18 + i (d+ 3)s/2 + 3d/2− 15/2 + ⌈i/2⌉ 0
8 4d− 20 + i (d+ 3)s/2 + 5d/2− 23/2 + ⌊i/2⌋ 0

Îïðåäåëåíèå îáùèõ øàáëîíîâ äëÿ áàçîâûõ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ èç òàáë. 1
è 2 ïîçâîëèò íàéòè äîêàçàòåëüñòâà èõ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðè ëþáûõ äèàìåòðàõ. Äîïîë-
íèòåëüíûå ñåìåéñòâà èç ñïèñêîâ, íå âîøåäøèå â ÷èñëî áàçîâûõ, áóäóò èññëåäîâàíû
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â äàëüíåéøåì. Â ï. 6 ïðèâåäåíû óñëîâèÿ èõ îïòèìàëüíîñòè, êîòîðûå óñòàíîâëåíû ýì-
ïèðè÷åñêè è ïîäòâåðæäåíû ýêñïåðèìåíòàëüíî.

Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì îïòèìàëüíîñòè àíàëèòè÷åñêè îïèñûâàåìîãî ñåìåéñòâà öèð-
êóëÿíòíûõ ãðàôîâ äèàìåòðà d ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå Nd−1 < N ⩽ Nd, èëè

2d2 − 2d+ 2 ⩽ N ⩽ 2d2 + 2d+ 1. (1)

Âòîðîå äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå s < N/2 ñëåäóåò èç èçâåñòíîãî ñâîéñòâà öèðêóëÿí-
òîâ [2, 3]: öèðêóëÿíòû C(N ; 1, s) è C(N ; 1, N − s) èçîìîðôíû. Òàêèì îáðàçîì, âñå
ôóíêöèè N(d) ïîðÿäêîâ ãðàôîâ îïòèìàëüíûõ ñåìåéñòâ íåîáõîäèìî äîëæíû óäîâëå-
òâîðÿòü ïîðîãó ñóùåñòâîâàíèÿ (1) è ìîæíî òàêèì ñïîñîáîì îïðåäåëèòü äëÿ êàæäîãî
àíàëèòè÷åñêè îïèñûâàåìîãî ñåìåéñòâà ìèíèìàëüíûé äèàìåòð dm, íà÷èíàÿ ñ êîòîðî-
ãî ñåìåéñòâî ìîæåò áûòü îïòèìàëüíûì. Äàëåå èññëåäóåì, êàêèå èç ïîñòðîåííûõ ñå-
ìåéñòâ ãðàôîâ ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íûìè, òî åñòü ñóùåñòâóþò ïðè ëþáûõ äèàìåòðàõ,
áîëüøèõ dm.

4. Íîâûå áåñêîíå÷íûå îïòèìàëüíûå ñåìåéñòâà ãðàôîâ ÷¼òíîãî äèàìåòðà
ñ îáðàçóþùåé s = 4d+ α

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñåìåéñòâà ãðàôîâ ñ ÷¼òíûì äèàìåòðîì.
Äëÿ ñëåäóþùèõ 12 ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ ñ îáðàçóþùåé s = 4d + α ñó-

ùåñòâîâàíèå ïðè ëþáûõ äèàìåòðàõ d ⩾ dm ñëåäóåò â ñèëó èçîìîðôèçìà èõ îïèñàíèé
îïèñàíèÿì âèäà (N ; d, d+ 1) èëè (N ; d− 1, d).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü d�÷¼òíîå ÷èñëî. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà dm, ÷òî ïðè
ëþáîì d ⩾ dm ñåìåéñòâà öèðêóëÿíòîâ

C(2d2 − 3d/2− 4; 1, 4d− 8), C(2d2 − 3d/2− 3; 1, 4d− 6), C(2d2 − d/2− 3; 1, 4d− 6),

C(2d2 − d/2− 2; 1, 4d− 4), C(2d2 + d/2− 2; 1, 4d− 4), C(2d2 + d/2− 1; 1, 4d− 2),

C(2d2 + 3d/2− 1; 1, 4d− 2), C(2d2 + 3d/2; 1, 4d)

îïòèìàëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âñåõ óêàçàííûõ ãðàôîâ (N, d+1)=1 è s(d+1) mod N = d.
Òàêèì îáðàçîì, ãðàôû C(N ; 1, s) èçîìîðôíû îïòèìàëüíûì ãðàôàì C(N ; d, d+1). ×èñ-
ëà dm îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ (1). Íàïðèìåð, îïðåäåëèì dm äëÿ ãðàôîâ ñåìåéñòâà
C(2d2 − 3d/2 − 4; 1, 4d − 8): èìååì −3d/2 − 4 ⩾ −2d + 2, îòñþäà d ⩾ 12. Àíàëîãè÷íî
îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ dm äëÿ îñòàëüíûõ ñåìåéñòâ.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü d�÷¼òíîå ÷èñëî. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà dm, ÷òî ïðè
ëþáîì d ⩾ dm îòïèìàëüíû ñëåäóþùèå ñåìåéñòâà öèðêóëÿíòîâ:

C(2d2 − 3d/2; 1, 4d), C(2d2 − 3d/2− 1; 1, 4d+ 2),

C(2d2 − d/2− 1; 1, 4d+ 2), C(2d2 − d/2− 2; 1, 4d+ 4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âñåõ óêàçàííûõ ãðàôîâ (N, d−1)= 1 è s(d−1) mod N = d.
Òàêèì îáðàçîì, ãðàôû C(N ; 1, s) èçîìîðôíû îïòèìàëüíûì ãðàôàì C(N ; d−1, d). Çíà-
÷åíèÿ dm äëÿ âñåõ ãðàôîâ ñåìåéñòâ îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ (1).

Îïòèìàëüíîñòü ñåìåéñòâà C(2d2−d−1; 1, 4d+3) ïðè ëþáûõ ÷¼òíûõ d ⩾ 6 äîêàçàíà
â [16, ïðèìåð 5.2].

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ãðàôû âñåõ óêàçàííûõ ñåìåéñòâ èìåþò îäíîâðåìåííî ìè-
íèìàëüíûé äèàìåòð, ñîâïàäàþùèé ñ D(N), è ìèíèìàëüíîå ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó
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âåðøèíàìè. Äîêàæåì îïòèìàëüíîñòü ñåìåéñòâ èç òàáë. 1 ñ ïàðàìåòðàìè n = 1, 3, 5, 7 è
i = 0.

Òåîðåìà 4. Ïðè ëþáîì ÷¼òíîì d ⩾ dm ñåìåéñòâà öèðêóëÿíòîâ

C(2d2 − 3d/2− 17; 1, 4d+ 10), C(2d2 − 3d/2− 2; 1, 4d+ 2),

C(2d2 − 3d/2− 3; 1, 4d− 6), C(2d2 − 3d/2− 20; 1, 4d− 14)

îïòèìàëüíû, ãäå dm = 38, 8, 10, 44 ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàííûå ñåìåéñòâà ñîîòâåòñòâóþò â òàáë. 1 çíà÷åíèÿì n =
= 1, 3, 5, 7 è i = 0. Çíà÷åíèÿ dm äëÿ íèõ ïîëó÷åíû â ñèëó (1).

Îáîçíà÷èì ⌊N/s⌋ = b, N mod s = r. Ïàðàìåòðû ãðàôîâ ñåìåéñòâ ïðèâåäåíû
â òàáë. 3.

Òà á ë è ö à 3

n b r s
1 d/2− 2 3d/2 + 3 4d+ 10
3 d/2− 1 3d/2 4d+ 2
5 d/2 3d/2− 3 4d− 6
7 d/2 + 1 3d/2− 6 4d− 14

Âñå ãðàôû äàííûõ ñåìåéñòâ ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àþ r < s/2.
Ïóñòü D(v) îçíà÷àåò äëèíó êðàò÷àéøåãî ïóòè (ðàññòîÿíèå) èç 0 â âåðøèíó v,

v = 1, 2, . . . , N − 1. Ðàçìåñòèì âåðøèíû ãðàôà íà ëèíèè, âåðøèíû ïîìåòèì îò 0 äî N
(âåðøèíà N ïî ìîäóëþ N ñîîòâåòñòâóþò âåðøèíå 0). ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî ãðàôû äàí-
íûõ ñåìåéñòâ èìåþò äèàìåòð, ðàâíûé d, áóäåì ðàññìàòðèâàòü øàãè ïî îáðàçóþùåé s
íà âñ¼ì ðàññòîÿíèè îò 0 äî N , à çàòåì èõ ïðîäîëæåíèå èç N â 2N , è îáðàçóþùåé −s
èç N â 0, à çàòåì èõ ïðîäîëæåíèå èç 0 â −N .

Èíòåðâàë âåðøèí ks ⩽ v ⩽ (k + 1)s, k = 0, 1, . . . , ⌊b/2⌋, øàãàìè îáðàçóþùèõ s
è −s ðàçáèâàåòñÿ íà ÷åòûðå ó÷àñòêà (ðèñ. 5). Ââåðõó îáîçíà÷åíû ðåçóëüòàòû øàãîâ
îáðàçóþùèõ íà k-ì èíòåðâàëå, âíèçó � äëèíû ó÷àñòêîâ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû
äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ðàññòîÿíèÿ îò 0 äî âñåõ âåðøèí â èíòåðâàëå ks ⩽ v ⩽ (k+1)s
íå ïðåâûøàþò çíà÷åíèÿ d. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì ñëåäóþùåå ñâîéñòâî öèðêóëÿíòîâ
C(N ; 1, s): åñëè â í¼ì u è v�íîìåðà âåðøèí, u < v, òî max

u⩽x⩽v
D(x) = ⌊(v − u +D(u) +

+D(v))/2⌋.

Ðèñ. 5. Èíòåðâàë âåðøèí {ks, . . . , (k + 1)s}

Èìååì D(ks) = k, D((b−k)(−s)) = b−k, D((b+1+k)s) = b+1+k, D((2b−k)(−s)) =
= 2b−k, D((k+1)s) = k+1. Çíàÿ äëèíû âñåõ ó÷àñòêîâ íà ðèñ. 5 è ïðèìåíÿÿ óêàçàííîå
ñâîéñòâî, ïîëó÷èì ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè D(v) äëÿ âåðøèí âñåõ ÷åòûð¼õ
ó÷àñòêîâ:
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max
ks⩽x⩽ks+r

D(x)[1] = ⌊(b+ r)/2⌋,

max
ks+r⩽x⩽(k+1)s−r

D(x)[2] = b− r + ⌈s/2⌉,

max
(k+1)s−r⩽x⩽ks+2r

D(x)[3] = ⌊(3(b+ r)− s+ 1)/2⌋,

max
ks+2r⩽x⩽(k+1)s

D(x)[4] = b− r + ⌈s/2⌉.

(2)

Ïîäñòàâèâ â (2) çíà÷åíèÿ b, r è s èç òàáë. 3, ïîëó÷èì ìàêñèìóì ðàññòîÿíèé îò íóëÿ äî
âåðøèí âñåõ ÷åòûð¼õ ó÷àñòêîâ (òàáë. 4):

Òà á ë è ö à 4

n maxD(x)[1] maxD(x)[2] maxD(x)[3] maxD(x)[4]
1 d d d− 3 d
3 d− 1 d d− 2 d
5 d− 2 d d− 1 d
7 d− 3 d d d

Òåîðåìà 4 äîêàçàíà.

Äîêàæåì îïòèìàëüíîñòü ñåìåéñòâ èç òàáë. 1 ñ ïàðàìåòðàìè n = 2, 4, 6, 8 è i = 0.

Òåîðåìà 5. Ïðè ëþáîì ÷¼òíîì d ⩾ dm ñåìåéñòâà öèðêóëÿíòîâ

C(2d2 − 3d/2− 10; 1, 4d+ 8), C(2d2 − 3d/2 + 1; 1, 4d),

C(2d2 − 3d/2− 4; 1, 4d− 8), C(2d2 − 3d/2− 25; 1, 4d− 16)

îïòèìàëüíû, ãäå dm = 24, 4, 12, 54 ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàííûå ñåìåéñòâà ñîîòâåòñòâóþò â òàáë. 1 çíà÷åíèÿì n =
= 2, 4, 6, 8 è i = 0. Çíà÷åíèÿ dm äëÿ íèõ ïîëó÷åíû â ñèëó (1). Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà
è îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ òàêèå æå, êàê â òåîðåìå 4. Ïðè ýòîì òàáë. 3 çàìåíÿåòñÿ íà
òàáë. 5, ðèñ. 5 � íà ðèñ. 6, (2) çàìåíÿåòñÿ íà (3). Â îòëè÷èå îò òåîðåìû 4, ãðàôû äàííûõ
ñåìåéñòâ ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àþ r > s/2.

Ðèñ. 6. Èíòåðâàë âåðøèí {ks, . . . , (k + 1)s}

Òà á ë è ö à 5

n b r s
2 d/2− 2 5d/2 + 6 4d+ 8
4 d/2− 1 5d/2 + 1 4d
6 d/2 5d/2− 4 4d− 8
8 d/2 + 1 5d/2− 9 4d− 16
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Ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè D(v):

max
ks⩽x⩽(k−1)s+2r

D(x)[1] = b+ r − ⌊s/2⌋,

max
(k−1)s+2r⩽x⩽(k+1)s−r

D(x)[2] = ⌊3(b− r)/2 + s+ 1⌋,

max
(k+1)s−r⩽x⩽ks+r

D(x)[3] = b+ r − ⌊s/2⌋,

max
ks+r⩽x⩽(k+1)s

D(x)[4] = ⌊(b− r + s+ 1)/2⌋.

(3)

Ïîäñòàâèâ çíà÷åíèÿ b, r è s èç òàáë. 5 â (3), ïîëó÷èì ìàêñèìóì ðàññòîÿíèé îò íóëÿ äî
âåðøèí âñåõ ÷åòûð¼õ ó÷àñòêîâ (òàáë. 6).

Òà á ë è ö à 6

n maxD(x)[1] maxD(x)[2] maxD(x)[3] maxD(x)[4]
2 d d− 3 d d
4 d d− 2 d d− 1
6 d d− 1 d d− 2
8 d d d d− 3

Òåîðåìà 5 äîêàçàíà.

5. Íîâûå áåñêîíå÷íûå îïòèìàëüíûå ñåìåéñòâà ãðàôîâ íå÷¼òíîãî äèàìåòðà
ñ îáðàçóþùåé s = 4d+ α

Ïåðåéä¼ì ê äîêàçàòåëüñòâàì áåñêîíå÷íîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ
ãðàôîâ íå÷¼òíîãî äèàìåòðà.

Ïðèìåíèâ ïðè ëþáûõ íå÷¼òíûõ d ⩾ 5 òåîðåìó 5.1 èç [16], êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷èì
äîêàçàòåëüñòâî îïòèìàëüíîñòè øåñòè ñåìåéñòâ èç íàøåãî ñïèñêà:

C(2d2 − d; 1, 4d− 1), C(2d2; 1, 4d+ 1), C(2d2 + d; 1, 4d+ 3),

C(2d2 − d; 1, 4d− 3), C(2d2; 1, 4d− 1), C(2d2 + d; 1, 4d+ 1).

Ýòè ñåìåéñòâà ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèì ïàðàìåòðàì â òàáë. 2: n = 3, i = 1; n = 3,
i = 3; n = 3, i = 5; n = 4, i = 1; n = 4, i = 3; n = 4, i = 5. Äàëåå äîêàçûâàåòñÿ
îïòèìàëüíîñòü ïðè âñåõ íå÷¼òíûõ d ⩾ dm äðóãèõ 12 ñåìåéñòâ ãðàôîâ èç ñïèñêà.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü d�íå÷¼òíîå ÷èñëî. Òîãäà ñóùåñòâóþò ÷èñëà dm, òàêèå, ÷òî
ïðè ëþáîì d ⩾ dm ñëåäóþùèå ñåìåéñòâà öèðêóëÿíòîâ îïòèìàëüíû:

C(2d2− 3d/2+1/2; 1, 4d− 4), C(2d2− 3d/2−1/2; 1, 4d− 2), C(2d2− d/2+1/2; 1, 4d− 2),

C(2d2− d/2−1/2; 1, 4d), C(2d2+ d/2+1/2; 1, 4d), C(2d2+ d/2− 1/2; 1, 4d+2),

C(2d2+3d/2+1/2; 1, 4d+2), C(2d2+3d/2−1/2; 1, 4d+4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âñåõ óêàçàííûõ ãðàôîâ (N, d) = 1 è sd mod N = d+1.
Òàêèì îáðàçîì, ãðàôû C(N ; 1, s) èçîìîðôíû îïòèìàëüíûì ãðàôàì C(N ; d, d+1). ×èñ-
ëà dm äëÿ âñåõ ñåìåéñòâ îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ (1).

Òåîðåìà 7. Ïóñòü d�íå÷¼òíîå ÷èñëî. Òîãäà ñóùåñòâóþò ÷èñëà dm, òàêèå, ÷òî
ïðè ëþáîì d ⩾ dm ñëåäóþùèå ñåìåéñòâà öèðêóëÿíòîâ îïòèìàëüíû:

C(2d2 − 3d/2− 1/2; 1, 4d− 4), C(2d2 − 3d/2 + 1/2; 1, 4d− 2),

C(2d2 − d/2− 1/2; 1, 4d− 2), C(2d2 − d/2 + 1/2; 1, 4d).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âñåõ óêàçàííûõ ãðàôîâ (N, d) = 1 è sd mod N = d − 1.
Òàêèì îáðàçîì, ãðàôû C(N ; 1, s) èçîìîðôíû îïòèìàëüíûì ãðàôàì C(N ; d − 1, d).
Äëÿ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ äèàìåòðà d äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå (1). Îïðåäåëèì dm
äëÿ ãðàôîâ ñåìåéñòâà C(2d2−3d/2+1/2; 1, 4d−2). Èìååì −3d/2+1/2 ⩾ −2d+2, îòñþ-
äà ñ ó÷¼òîì óñëîâèÿ s < N/2 ïîëó÷àåì d ⩾ 5. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ dm
äëÿ îñòàëüíûõ ñåìåéñòâ.

Ãðàôû âñåõ óêàçàííûõ ñåìåéñòâ èìåþò îäíîâðåìåííî ìèíèìàëüíûé äèàìåòð, ñîâ-
ïàäàþùèé ñ D(N), è ìèíèìàëüíîå ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó âåðøèíàìè.

Òåîðåìà 8. Ïðè ëþáîì íå÷¼òíîì d ⩾ dm ñåìåéñòâà öèðêóëÿíòîâ

C(2d2 − 3d/2− 15/2; 1, 4d+ 6), C(2d2 − 3d/2− 1/2; 1, 4d− 2),

C(2d2 − 3d/2− 19/2; 1, 4d− 10), C(2d2 − 3d/2− 69/2; 1, 4d− 18)

îïòèìàëüíû, ãäå dm = 19, 5, 23, 73 ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàííûå ñåìåéñòâà ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì n = 1, 3, 5, 7 è
i = 0 â òàáë. 2. Çíà÷åíèÿ dm äëÿ íèõ ïîëó÷åíû â ñèëó (1). Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåî-
ðåìû èäåíòè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 4, âêëþ÷àÿ îáîçíà÷åíèÿ, ðèñ. 5, ôóíêöèè (2)
è òàáë. 4, ñ òîé ðàçíèöåé, ÷òî òàáë. 3 çàìåíÿåòñÿ íà òàáë. 7.

Òà á ë è ö à 7
Ïàðàìåòðû ñåìåéñòâ èç òåîðåìû 8

n b r s
1 (d− 3)/2 (3d+ 3)/2 4d+ 6
3 (d− 1)/2 (3d− 3)/2 4d− 2
5 (d+ 1)/2 (3d− 9)/2 4d− 10
7 (d+ 3)/2 (3d− 15)/2 4d− 18

Òåîðåìà 9. Ïðè ëþáîì íå÷¼òíîì d ⩾ dm ñåìåéñòâà öèðêóëÿíòîâ

C(2d2 − 3d/2− 5/2; 1, 4d+ 4), C(2d2 − 3d/2 + 1/2; 1, 4d− 4),

C(2d2 − 3d/2− 25/2; 1, 4d− 12), C(2d2 − 3d/2− 83/2; 1, 4d− 20)

îïòèìàëüíû, ãäå dm = 9, 5, 29, 87 ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàííûå ñåìåéñòâà ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì n = 2, 4, 6, 8 è
i = 0 â òàáë. 2. Çíà÷åíèÿ dm äëÿ íèõ ïîëó÷åíû â ñèëó (1). Îòìåòèì, ÷òî äëÿ n = 4
íåîáõîäèìî ó÷åñòü äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå s < N/2. Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ è ìåòîä
äîêàçàòåëüñòâà òàêèå æå, êàê â òåîðåìå 5. Ïðè ýòîì ðèñ. 6, ôóíêöèè (3), òàáë. 6 òàêèå
æå, êàê â òåîðåìå 5, à òàáë. 5 çàìåíÿåòñÿ íà òàáë. 8.

Òà á ë è ö à 8
Ïàðàìåòðû ñåìåéñòâ èç òåîðåìû 9

n b r s
2 d/2− 3/2 5d/2 + 7/2 4d+ 4
4 d/2− 1/2 5d/2− 3/2 4d− 4
6 d/2 + 1/2 5d/2− 13/2 4d− 12
8 d/2 + 3/2 5d/2− 23/2 4d− 20
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Îïòèìàëüíîñòü ãðàôîâ îñòàâøèõñÿ ñåìåéñòâ ïðè ëþáûõ äèàìåòðàõ, ïðåâûøàþùèõ
íèæíèé ïîðîã, ìîæåò áûòü äîêàçàíà ïóò¼ì ïîñòðîåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñõåì øàãîâ
îáðàçóþùèõ â ïðÿìîì è îáðàòíîì íàïðàâëåíèÿõ îò íóëåâîé âåðøèíû.

Âàæíî îòìåòèòü ñëåäóþùåå ñâîéñòâî îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ C(N ; 1, s) ñ îáðàçóþùåé
s = 4d + α. Ïðè ïîèñêå êðàò÷àéøèõ ïóòåé â ãðàôå äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü øàãè ïî
îáðàçóþùèì s (−s) íà ðàññòîÿíèè îò 0 äî 2N (îò N äî −N), ÷òî ñîñòàâëÿåò äâà
îáîðîòà ïî N . Ýòî ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü âðåìÿ ïîèñêà êðàò÷àéøèõ ïóòåé
ïðè ïðèìåíåíèè òàêèõ ãðàôîâ â êà÷åñòâå ïîäñèñòåìû ñâÿçåé â ñåòÿõ íà êðèñòàëëå,
åñëè ðåàëèçóþòñÿ àëãîðèòìû ìàðøðóòèçàöèè ñ ìíîãîêðàòíûìè îáîðîòàìè ïî N , êàê,
íàïðèìåð, â [38, 39].

6. Óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè ñåìåéñòâ ãðàôîâ ñ îáðàçóþùåé s = 4d+ α

Îïðåäåëèì óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè, êîòîðîå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íà âñ¼ì ìíîæå-
ñòâå áàçîâûõ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ ñ îáðàçóþùåé s = 4d + α äëÿ ëþáûõ
äèàìåòðîâ è ïîðÿäêîâ ýòèõ ãðàôîâ. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ôóíêöèè (2) è (3). Ó÷àñòêè
âåðøèí, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ çíà÷åíèå äèàìåòðà d, � ýòî âòîðîé è ÷åòâ¼ðòûé â (2)
è ïåðâûé è òðåòèé â (3).

Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè, êîòîðûå äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ äëÿ
âñåõ ðàññìîòðåííûõ áàçîâûõ ñåìåéñòâ:

⌊N/s⌋ −N mod s+ ⌈s/2⌉ = d ïðè N mod s < s/2; (4)

⌊N/s⌋+N mod s− ⌊s/2⌋ = d ïðè N mod s > s/2. (5)

Óñëîâèå (4) ñîîòâåòñòâóåò òî÷êàì áàçîâûõ ñåìåéñòâ íà ëèíèÿõ ñ n = 1, 3, 5, 7, à óñëî-
âèå (5) � òî÷êàì áàçîâûõ ñåìåéñòâ íà ëèíèÿõ ñ n = 2, 4, 6, 8. Ýòè óñëîâèÿ îïðåäåëÿþò
ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó N , s è d äëÿ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ ñ d = D(N).

Ïðîâåðèâ âûïîëíåíèå óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè (4) è (5) íà âñ¼ì äàòàñåòå, ìû ïîëó-
÷èëè ãðàôèê ðèñ. 7. Ìíîæåñòâî ãðàôîâ îïòèìàëüíûõ ñåìåéñòâ ñ îáðàçóþùåé s = 4d+α
ñîîòâåòñòâóåò òî÷êàì âòîðîé ëèíèè ñíèçó íà ðèñ. 7.

Óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè (6) è (7) äëÿ äîïîëíèòåëüíûõ (íå áàçîâûõ) ñåìåéñòâ îïòè-
ìàëüíûõ ãðàôîâ íàéäåíû ýêñïåðèìåíòàëüíî:

⌊N/s⌋ −N mod s+ ⌈s/2⌉ = d− 1 ïðè N mod s < s/2; (6)

⌊N/s⌋+N mod s− ⌊s/2⌋ = d− 1 ïðè N mod s > s/2. (7)

Âûïîëíèìîñòü èõ òàêæå ïðîâåðåíà íà âñ¼ì äàòàñåòå, ïîëó÷åí ãðàôèê ðèñ. 8, àíàëî-
ãè÷íûé ãðàôèêó íà ðèñ. 7, ñ íèì íå ïåðåñåêàþùèéñÿ è äîïîëíÿþùèé åãî.

Èç ïîëó÷åííûõ ãðàôèêîâ ñëåäóåò, ÷òî íàéäåííûì óñëîâèÿì îïòèìàëüíîñòè óäî-
âëåòâîðÿåò íå òîëüêî âñ¼ ìíîæåñòâî ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ ñ îáðàçóþùåé
s = 4d+ α, íî è ïðåäñòàâèòåëüíàÿ ÷àñòü ãðàôîâ äàòàñåòà ñ ëèíåéíûìè îáðàçóþùèìè
äðóãèõ âèäîâ, ÷òî äà¼ò âîçìîæíîñòü ïîèñêà íîâûõ îïèñàíèé àíàëèòè÷åñêèõ ñåìåéñòâ
äëÿ äðóãèõ êëàññîâ îáðàçóþùèõ.
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Ðèñ. 7. Âûïîëíåíèå óñëîâèé (4) è (5) íà òî÷êàõ äàòàñåòà, ôðàãìåíò ñ N ⩽ 20000

Ðèñ. 8. Âûïîëíåíèå óñëîâèé (6) è (7) íà òî÷êàõ äàòàñåòà, ôðàãìåíò ñ N ⩽ 20000

Çàêëþ÷åíèå
Ïðåäëîæåí íîâûé ìåòîä îòêðûòèÿ àíàëèòè÷åñêèõ çàâèñèìîñòåé ïàðàìåòðîâ îïèñà-

íèé ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ äâóõêîíòóðíûõ êîëüöåâûõ ãðàôîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ïðàê-
òè÷åñêèé èíòåðåñ ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñèñòåì ñâÿçè äëÿ ñåòåé íà êðèñòàëëå è êëàñòåðîâ
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ìóëüòèïðîöåññîðíûõ ñèñòåì. Íîâûé ïîäõîä îáúåäèíÿåò âèçóàëèçàöèþ òî÷åê äàòàñåòà
îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ ñ èõ àëãîðèòìè÷åñêè íàéäåííûìè àíàëèòè÷åñêèìè îïèñàíèÿìè è
ïîñòðîåíèå îáùèõ ñõåì îïòèìàëüíûõ àíàëèòè÷åñêèõ îïèñàíèé óñòîé÷èâûõ ðÿäîâ (ñå-
ðèé) îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ. Ïîñòðîåíû è òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâàíû íîâûå áåñêîíå÷íûå
ñåìåéñòâà îïòèìàëüíûõ ñåòåé ñ ëèíåéíîé îáðàçóþùåé âèäà s = 4d + α, ãäå d�äèà-
ìåòð ãðàôà. Áîëüøàÿ ÷àñòü íàéäåííûõ ñåìåéñòâ ñåòåé èìååò íàèëó÷øèå âîçìîæíûå
çíà÷åíèÿ äèàìåòðà è ñðåäíåãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó óçëàìè, ÷òî îáåñïå÷èâàåò ìèíèìèçà-
öèþ çàäåðæåê â ñåòè è, â êîíå÷íîì èòîãå, ïîâûøåíèå ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ñèñòåìû [4].
Âàæíûì ïðåèìóùåñòâîì ïðèìåíåíèÿ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ ñ îáðàçóþùåé
s = 4d + α â êà÷åñòâå òîïîëîãèè â ñåòÿõ íà êðèñòàëëå ÿâëÿåòñÿ, êàê ïîêàçàíî äëÿ
íåêîòîðûõ ïîäñåìåéñòâ â [27, 33], âîçìîæíîñòü ðàçðàáîòêè äëÿ íèõ ýôôåêòèâíûõ àë-
ãîðèòìîâ ìàðøðóòèçàöèè.

Äëÿ áóäóùèõ èññëåäîâàíèé îñòà¼òñÿ îòêðûòûì âîïðîñ � êàêèå åù¼ ïðèíöèïû ïî-
ñòðîåíèÿ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ (ñóáîïòèìàëüíûõ) äâóõêîíòóðíûõ êîëüöåâûõ ãðàôîâ
ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû ïðè àíàëèçå ïîëó÷åííîãî äàòàñåòà. Ïëàíèðóåòñÿ òàêæå ðàñ-
ñìîòðåòü ïîñòðîåíèå áåñêîíå÷íûõ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ ñ ëèíåéíûìè îáðà-
çóþùèìè âèäà s = 6d+ α, 8d+ α è äð., êîòîðûå òàêæå, êàê ïîêàçûâàåò âèçóàëèçàöèÿ
íà ðèñ. 2, îáðàçóþò óñòîé÷èâûå, ïîâòîðÿþùèåñÿ ñ ðîñòîì äèàìåòðà, êîíôèãóðàöèè
îïòèìàëüíûõ îïèñàíèé.
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Èçó÷àåòñÿ ãåíåðè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü ïðîáëåìû äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà â ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòÿõ Ëþêà. Ýòà ïðîáëåìà áûëà èñïîëüçîâàíà â 1990-å ãîäû íîâîçåëàíä-
ñêèì êðèïòîãðàôîì Ï. Ñìèòîì äëÿ ñîçäàíèÿ àíàëîãà êëàññè÷åñêîãî ïðîòîêîëà
Äèôôè � Õåëëìàíà, â êîòîðîì âîçâåäåíèå â ñòåïåíü ïî öåëîìó ìîäóëþ çàìåíÿ-
åòñÿ íà îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ëþêà. Äîêàçûâàåòñÿ,
÷òî ïðè óñëîâèè òðóäíîðàçðåøèìîñòè ïðîáëåìû äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà â ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòÿõ Ëþêà â õóäøåì ñëó÷àå è P = BPP ñóùåñòâóåò ïîäïðîáëåìà ýòîé
ïðîáëåìû, äëÿ êîòîðîé íåò ïîëèíîìèàëüíîãî ãåíåðè÷åñêîãî àëãîðèòìà. Òàêèì
îáðàçîì, îáîñíîâàíî ïðèìåíåíèå äàííîé àëãîðèòìè÷åñêîé ïðîáëåìû â êðèïòî-
ãðàôèè ñ îòêðûòûì êëþ÷îì, ãäå âàæíà ãåíåðè÷åñêàÿ òðóäíîðàçðåøèìîñòü, òî
åñòü òðóäíîðàçðåøèìîñòü äëÿ ïî÷òè âñåõ âõîäîâ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçó-
åòñÿ ìåòîä ãåíåðè÷åñêîé àìïëèôèêàöèè, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ãåíåðè÷åñêè
òðóäíûå ïðîáëåìû èç ïðîáëåì, òðóäíûõ â õóäøåì ñëó÷àå. Îñíîâíûì ýòàïîì ýòîãî
ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèå ýêâèâàëåíòíûõ âõîäîâ â äîñòàòî÷íî áîëüøèå ìíî-
æåñòâà. Ýêâèâàëåíòíîñòü âõîäîâ îçíà÷àåò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ïðîáëåìà íà íèõ
ðåøàåòñÿ îäèíàêîâî.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãåíåðè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ëþêà, äèñ-

êðåòíûé ëîãàðèôì.

ON THE GENERIC COMPLEXITY OF THE DISCRETE LOGARITHM
PROBLEM IN LUCAS SEQUENCES

A.N. Rybalov

Sobolev Institute of Mathematics, Omsk, Russia

In this paper, we study the generic complexity of the discrete logarithm problem
over Lucas sequences. This problem was exploited in the 1990s by the New Zealand
cryptographer P. Smith to create an analogue of the classic Diffie — Hellman protocol,
in which exponentiation modulo an integer is replaced by the operation of adding the
elements of the Lucas sequence. It is proved that, given the worst-case intractability
of the discrete logarithm problem in Lucas sequences and P = BPP, there exists
a subproblem of this problem for which there is no polynomial generic algorithm.

1Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà �22-11-20019.
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Thus, this result justifies the application of this algorithmic problem to public-key
cryptography, where generic hardness is very important, i.e., hardness for almost all
inputs. To prove the theorem, we use the method of generic amplification, which
allows us to construct generically hard problems from problems that are hard in the
classical sense. The main component of this method is the cloning technique, which
combines the input data of a problem into sufficiently large sets of equivalent input
data. Equivalence is understood in the sense that the problem is solved similarly for
them.

Keywords: generic complexity, Lucas sequences, discrete logarithm.

Ââåäåíèå
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ëþêà� ýòî ëèíåéíûå ðåêóððåíòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öå-

ëûõ ÷èñåë âòîðîãî ïîðÿäêà, ÿâëÿþùèåñÿ îáîáùåíèåì êëàññè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è. Â 1990-å ãîäû íîâîçåëàíäñêèé êðèïòîãðàô Ï. Ñìèò ïðåäëî-
æèë èñïîëüçîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ëþêà äëÿ ñîçäàíèÿ êðèïòîñèñòåìû ñ îòêðû-
òûì êëþ÷îì [1], ÿâëÿþùåéñÿ àíàëîãîì çíàìåíèòîé ñèñòåìû RSA, à òàêæå äëÿ ñîçäà-
íèÿ àíàëîãà ïðîòîêîëà Äèôôè�Õåëëìàíà [2], îñíîâàííîãî íà ïðîáëåìå äèñêðåòíîãî
ëîãàðèôìà â ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ. Îñíîâíîé ÷åðòîé ýòèõ àëãîðèòìîâ ÿâëÿåòñÿ
èñïîëüçîâàíèå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Ëþêà âìåñòî âîç-
âåäåíèÿ â ñòåïåíü ïî öåëîìó ìîäóëþ, êàê â êëàññè÷åñêèõ àëãîðèòìàõ RSA è Äèôôè�
Õåëëìàíà. Âïîñëåäñòâèè ïðîâîäèëñÿ êðèïòîàíàëèç ïðåäëîæåííûõ ñèñòåì [3], îäíàêî
îíè äî ñèõ ïîð ñ÷èòàþòñÿ ñòîéêèìè.

Â ñîâðåìåííîé êðèïòîãðàôèè âàæíî, ÷òîáû àëãîðèòìè÷åñêàÿ ïðîáëåìà, ëåæàùàÿ
â îñíîâå ñòîéêîñòè êðèïòîñèñòåìû ñ îòêðûòûì êëþ÷îì, ÿâëÿÿñü (ãèïîòåòè÷åñêè) òðóä-
íîé â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå, îñòàâàëàñü òðóäíîé è â ãåíåðè÷åñêîì ñìûñëå [4], ò. å. äëÿ
ïî÷òè âñåõ âõîäîâ. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïðè ñëó÷àéíîé ãåíåðàöèè êëþ÷åé â êðèï-
òîãðàôè÷åñêîì àëãîðèòìå ïðîèñõîäèò ãåíåðàöèÿ âõîäà àëãîðèòìè÷åñêîé ïðîáëåìû,
ëåæàùåé â îñíîâå àëãîðèòìà. Åñëè ýòà ïðîáëåìà áóäåò ëåãêîðàçðåøèìîé ïî÷òè âñå-
ãäà, òî äëÿ ïî÷òè âñåõ òàêèõ âõîäîâ å¼ ìîæíî áóäåò áûñòðî ðåøèòü è êëþ÷è ïî÷òè
âñåãäà áóäóò íåñòîéêèìè. Ïîýòîìó ïðîáëåìà äîëæíà áûòü òðóäíîé äëÿ ïî÷òè âñåõ
âõîäîâ. Íàïðèìåð, òàêèì ïîâåäåíèåì îáëàäàþò êëàññè÷åñêèå àëãîðèòìè÷åñêèå ïðî-
áëåìû êðèïòîãðàôèè: ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ [5], ïðîáëåìà
äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà [6], ïðîáëåìà èçâëå÷åíèÿ êîðíÿ â ãðóïïàõ âû÷åòîâ [7] (îáðà-
ùåíèÿ ôóíêöèè RSA).

Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ãåíåðè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü ïðîáëåìû äèñêðåòíîãî ëîãà-
ðèôìà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ Ëþêà. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè óñëîâèè å¼ òðóäíîðàçðå-
øèìîñòè â õóäøåì ñëó÷àå è P = BPP ìîæíî âûäåëèòü ïîäïðîáëåìó ýòîé ïðîáëåìû,
äëÿ êîòîðîé íå ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíîãî ãåíåðè÷åñêîãî àëãîðèòìà. Êëàññ BPP ñî-
ñòîèò èç ïðîáëåì, ðàçðåøèìûõ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ íà âåðîÿòíîñòíûõ ìàøèíàõ
Òüþðèíãà. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî êëàññ BPP ñîâïàäàåò ñ êëàññîì P, òî åñòü ëþáîé ïîëèíî-
ìèàëüíûé âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì ìîæíî ýôôåêòèâíî äåðàíäîìèçèðîâàòü, ïîñòðîèâ
ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, íå èñïîëüçóþùèé ãåíåðàòîð ñëó÷àéíûõ ÷èñåë è ðåøàþ-
ùèé òó æå ñàìóþ ïðîáëåìó. Õîòÿ ðàâåíñòâî P = BPP äî ñèõ ïîð íå äîêàçàíî, èìåþòñÿ
âåñêèå îñíîâàíèÿ â åãî ïîëüçó [8].
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1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ
Ïóñòü I �íåêîòîðîå ìíîæåñòâî âõîäîâ. Äëÿ ïîäìíîæåñòâà S ⊆ I îïðåäåëèì ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü îòíîñèòåëüíûõ ïëîòíîñòåé

ρn(S) =
|Sn|
|In|

, n = 1, 2, 3, . . . ,

ãäå In �ìíîæåñòâî âõîäîâ ðàçìåðà n; Sn = S ∩ In. Àñèìïòîòè÷åñêîé ïëîòíîñòüþ

ìíîæåñòâà S íàçîâ¼ì âåðõíèé ïðåäåë

ρ(S) = lim
n→∞

ρn(S).

Ìíîæåñòâî S íàçûâàåòñÿ ãåíåðè÷åñêèì, åñëè ρ(S)=1, è ïðåíåáðåæèìûì, åñëè ρ(S)=0.
Î÷åâèäíî, ÷òî S ãåíåðè÷åñêîå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî äîïîëíåíèå I \S ïðåíå-
áðåæèìî.

Àëãîðèòì A ñ ìíîæåñòâîì âõîäîâ I è ìíîæåñòâîì âûõîäîâ J ∪ {?} (? /∈ J) íàçû-
âàåòñÿ ãåíåðè÷åñêèì, åñëè

1) A îñòàíàâëèâàåòñÿ íà âñåõ âõîäàõ èç I;
2) ìíîæåñòâî {x ∈ I : A(x) ̸= ?} ÿâëÿåòñÿ ãåíåðè÷åñêèì.
Ãåíåðè÷åñêèé àëãîðèòì A âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ f : I → I, åñëè äëÿ âñåõ x ∈ I(

A(x) ̸= ?
)
⇒

(
A(x) = f(x)

)
.

Íàïîìíèì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ êëàññè÷åñêîé òåîðèè ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé. Âðåìÿ
ðàáîòû tM(x) ìàøèíû Òüþðèíãà M íà âõîäå x ∈ I � ýòî ÷èñëî øàãîâ ìàøèíû îò
íà÷àëà ðàáîòû äî îñòàíîâêè. Ìàøèíà Òüþðèíãà M ïîëèíîìèàëüíà, åñëè ñóùåñòâóåò
ïîëèíîì p(n), òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ I èìååò ìåñòî tM(x) < p(size(x)). Êëàññ P
ñîñòîèò èç ïîäìíîæåñòâ I, ðàñïîçíàâàåìûõ ïîëèíîìèàëüíûìè ìàøèíàìè Òüþðèíãà.

Âåðîÿòíîñòíàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà� ýòî ìàøèíà Òüþðèíãà, â ïðîãðàììå êîòîðîé
äîïóñêàþòñÿ ïàðû íåäåòåðìèíèðîâàííûõ ïðàâèë, êîòîðûå îäíîâðåìåííî ïðèìåíèìû
â äàííîé ñèòóàöèè. Â ïðîöåññå ðàáîòû òàêîé ìàøèíû ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2 âûáèðàåòñÿ
ïåðâîå ïðàâèëî è ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2� âòîðîå. Âðåìÿ ðàáîòû tM(x, τ) âåðîÿòíîñòíîé
ìàøèíû Òüþðèíãà íà âõîäå x çàâèñèò îò âû÷èñëèòåëüíîãî ïóòè (ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè âûïîëíåííûõ êîìàíä) τ . Âåðîÿòíîñòíàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà M íàçûâàåòñÿ ïîëè-

íîìèàëüíîé, åñëè ñóùåñòâóåò ïîëèíîì p(n), òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî x è äëÿ ëþáîãî
âû÷èñëèòåëüíîãî ïóòè τ ìàøèíû M íà x èìååò ìåñòî tM(x, τ) < p(size(x)).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pr[M(x) = y] âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ìàøèíà M íà âõîäå x âûäà¼ò
îòâåò y. Âåðîÿòíîñòíàÿ ìàøèíà M âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ f : I → I, åñëè äëÿ ëþáîãî
x ∈ I âûïîëíÿåòñÿ (

f(x) = y
)
⇒ Pr[M(x) = y] > 2/3.

Ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ ìíîæåñòâà S ⊆ I ïðèíàäëåæèò êëàññó BPP, åñëè ñóùåñòâóåò
âåðîÿòíîñòíàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà M , âû÷èñëÿþùàÿ õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêóþ ôóíêöèþ ìíîæåñòâà S:

χS(x) =

{
1, åñëè x ∈ S,
0, åñëè x /∈ S.

Âåðîÿòíîñòíûå ìàøèíû Òüþðèíãà ôîðìàëèçóþò ïîíÿòèå àëãîðèòìà, èñïîëüçóþ-
ùåãî ãåíåðàòîð ñëó÷àéíûõ ÷èñåë. Êëàññ BPP� ýòî êëàññ ïðîáëåì, ýôôåêòèâíî ðåøà-
åìûõ òàêèìè âåðîÿòíîñòíûìè àëãîðèòìàìè.
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2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ëþêà è ïðîáëåìà äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ëþêà� ýòî ðåêóððåíòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàð öåëûõ ÷è-

ñåë
(
Un(P,Q), Vn(P,Q)

)
, îïðåäåëÿåìàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

U0(P,Q) = 0, U1(P,Q) = 1,

V0(P,Q) = 2, V1(P,Q) = P,

Un+2(P,Q) = P · Un+1(P,Q)−Q · Un(P,Q), n ⩾ 0,

Vn+2(P,Q) = P · Vn+1(P,Q)−Q · Vn(P,Q), n ⩾ 0.

×èñëà Ôèáîíà÷÷è ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ëþêà {Un(1,−1)}.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ëþêà îáëàäàþò ìàññîé èíòåðåñíûõ ñâîéñòâ [3]. Ïåðå÷èñëèì òå
èç íèõ, êîòîðûå íàì ïîíàäîáÿòñÿ â äàëüíåéøåì. Ïóñòü p�ïðîñòîå ÷èñëî, òîãäà äëÿ
ëþáûõ n, P,Q èìååò ìåñòî

Vn(P mod p,Q mod p) = Vn(P,Q) mod p.

Äëÿ ëþáûõ n, k, P,Q âûïîëíÿåòñÿ

Vnk(P,Q) = Vn(Vk(P,Q), Q
k). (1)

Ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ p ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Vn(P,Q) : n = 1, . . .} ïåðèîäè÷íà ñ íåêî-
òîðûì ïåðèîäîì, ÿâëÿþùèìñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà p2− 1. Äðóãèìè ñëîâàìè, èìååò ìåñòî

Vn(P,Q) mod p = Vn mod (p2−1)(P,Q) mod p.

Îïèøåì ðåàëèçàöèþ ïðîòîêîëà Äèôôè�Õåëëìàíà (LUCDIF) ñ ïîìîùüþ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé Ëþêà [2]:

1) Ñíà÷àëà Àëèñà âûáèðàåò ïðîñòîå ÷èñëî p, ÷èñëî g < p è ñåêðåòíîå ÷èñëî a < p.
2) Çàòåì Àëèñà âû÷èñëÿåò Va(g, 1) mod p.
3) Ïîñëå ýòîãî Àëèñà îòïðàâëÿåò Áîáó ñîîáùåíèå (Va(g, 1) mod p, p, g).
4) Áîá âûáèðàåò ñâî¼ ñåêðåòíîå ÷èñëî b < p. Èñïîëüçóÿ åãî, îí ïîëó÷àåò îáùèé

ñåêðåòíûé êëþ÷ Vb(Va(g, 1), 1) mod p.
5) Çàòåì Áîá îòïðàâëÿåò Àëèñå ñîîáùåíèå Vb(g, 1) mod p.
6) Àëèñà, â ñâîþ î÷åðåäü, âû÷èñëÿåò îáùèé ñåêðåòíûé êëþ÷ Va(Vb(g, 1), 1) mod p.

Èç ñâîéñòâà (1) ñëåäóåò, ÷òî îáùèé êëþ÷ ó íèõ áóäåò îäèí è òîò æå:

Vb(Va(g, 1), 1) = Vab(g, 1) = Va(Vb(g, 1), 1).

Êðèïòîñòîéêîñòü ýòîãî ïðîòîêîëà áàçèðóåòñÿ íà ñëîæíîñòè ïðîáëåìû äèñêðåòíîãî
ëîãàðèôìà äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ëþêà {Vn(g, 1) : n ∈ N}. Îïèøåì ýòó ïðîáëåìó.

Ïóñòü L(g, p)�ìíîæåñòâî âñåõ ÷èñåë Ëþêà Vn(g, 1) ïî ìîäóëþ p. Ïðîáëåìà äèñ-

êðåòíîãî ëîãàðèôìà äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ëþêà ñîñòîèò â âû÷èñëåíèè ôóíêöèè
dll : I → N, ãäå I �ìíîæåñòâî òðîåê (a, g, p), òàêèõ, ÷òî p�ôèêñèðîâàííîå ïðîñòîå
÷èñëî, g�ôèêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî g < p, a�ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî èç L(g, p).
Ôóíêöèÿ dll îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dll(a, g, p) = x ⇔ a = Vx(g, p).

Ïîä ðàçìåðîì âõîäà ïîíèìàåòñÿ ÷èñëî ðàçðÿäîâ â äâîè÷íîé çàïèñè ÷èñëà p. Â íà-
ñòîÿùåå âðåìÿ íåèçâåñòíî [3] ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ (äàæå âåðîÿòíîñòíûõ) äëÿ
âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè dll.
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Äëÿ èçó÷åíèÿ ãåíåðè÷åñêîé ñëîæíîñòè ýòîé ïðîáëåìû íåîáõîäèìî ïðîâåñòè ñòðàòè-
ôèêàöèþ íà ìíîæåñòâå âõîäîâ. Ðàññìîòðèì ëþáóþ áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïðîñòûõ ÷èñåë

π = {p1, p2, . . . , pn, . . .},
óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ 2n ⩽ pn < 2n+1 äëÿ ëþáîãî n. Áóäåì íàçûâàòü òàêóþ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ýêñïîíåíöèàëüíîé. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ dllπ êàê îãðàíè÷åíèå ôóíê-
öèè dll íà ìíîæåñòâî òðîåê (a, g, p), òàêèõ, ÷òî p ∈ π. Äëÿ ýòîé ôóíêöèè ìíîæåñòâî
âñåõ âõîäîâ ðàçìåðà n ñîñòîèò èç òðîåê (a, g, p) ñ ôèêñèðîâàííûìè g, p è ïðîèçâîëüíûì
a ∈ L(g, p). Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîáëåìà âû÷èñëåíèÿ dllπ ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîáëåìîé âû÷èñ-
ëåíèÿ dll. Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òî íåêîòîðûå òàêèå ïîäïðîáëåìû òàê æå
âû÷èñëèòåëüíî òðóäíû, êàê è îðèãèíàëüíàÿ ïðîáëåìà.

Ëåììà 1. Åñëè íå ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíîãî âåðîÿòíîñòíîãî àëãîðèòìà äëÿ
âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè dll, òî íàéä¼òñÿ òàêàÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïðîñòûõ ÷èñåë π, ÷òî è äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè dllπ íåò ïîëèíîìèàëüíîãî âåðîÿò-
íîñòíîãî àëãîðèòìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P1, P2, . . .� âñå ïîëèíîìèàëüíûå âåðîÿòíîñòíûå àëãî-
ðèòìû. Èç ïðåäïîëîæåíèÿ î íåñóùåñòâîâàíèè ïîëèíîìèàëüíîãî âåðîÿòíîñòíîãî àë-
ãîðèòìà äëÿ âû÷èñëåíèÿ dll ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî àëãîðèòìà Pn íàéä¼òñÿ áåñêî-
íå÷íî ìíîãî òðîåê (a, g, p), äëÿ êîòîðûõ îí íå ìîæåò âû÷èñëèòü dll. Òîãäà ìîæíî
âûáðàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü π′ = {p1, p2, . . .} òàê, ÷òîáû àëãîðèòì Pn íå âû÷èñëÿë dll
äëÿ (an, gn, pn) è äëÿ ëþáîãî n âûïîëíÿëîñü áû pn+1 > 2pn, è ðàñøèðèòü π′ äî ýêñïî-
íåíöèàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè π, äîáàâèâ, ãäå íóæíî, íîâûå ÷ëåíû. Çàìåòèì, ÷òî
äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè dllπ íå ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà.

3. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò
Òåîðåìà 1. Ïóñòü π�ëþáàÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñòûõ ÷è-

ñåë. Åñëè ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé ãåíåðè÷åñêèé àëãîðèòì, âû÷èñëÿþùèé ôóíê-
öèþ dllπ, òî ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì, âû÷èñëÿþùèé dllπ
äëÿ âñåõ âõîäîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïîëèíîìèàëüíûé ãåíåðè÷åñêèé àëãîðèòì A âû÷èñëÿ-
åò ôóíêöèþ dllπ. Ïîñòðîèì âåðîÿòíîñòíûé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì B, âû÷èñëÿþ-
ùèé dllπ íà âñ¼ì ìíîæåñòâå âõîäîâ. Àëãîðèòì B íà âõîäå (a, g, p) ðàçìåðà n ðàáîòàåò
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) Ïîâòîðÿåò n ðàç:
2) ãåíåðèðóåò ñëó÷àéíî è ðàâíîìåðíî b ∈ {1, . . . , p2 − 2};
3) ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Åâêëèäà âû÷èñëÿåò (b, p2 − 1);
4) åñëè (b, p2 − 1) = 1, ïåðåõîäèò íà øàã 7;
5) âîçâðàùàåòñÿ íà øàã 2;
6) åñëè ïîñëå n ïîïûòîê íå ïîëó÷åíî b, âçàèìíî ïðîñòîå ñ p2 − 1, âûäà¼ò 0;
7) âû÷èñëÿåò a′ = Vb(a, 1) mod p;
8) çàïóñêàåò àëãîðèòì A íà (a′, g, p);
9) åñëè A(a′, g, p) = y ∈ N, òî ïî ñâîéñòâó (1)

a′ = Vb(a, 1) mod p = Vb(Vx(g, 1), 1) mod p = Vbx(g, 1) mod p.

Çíà÷èò, y = bx (mod (p2 − 1)), îòêóäà x = yb−1 mod (p2 − 1) íàõîäèòñÿ ýôôåê-
òèâíî ñ ïîìîùüþ ðàñøèðåííîãî àëãîðèòìà Åâêëèäà;

10) åñëè A(a′, g, p) = ?, òî âûäà¼ò 0.
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Àëãîðèòì B ìîæåò âûäàòü íåïðàâèëüíûé îòâåò íà øàãå 6 èëè øàãå 10. Äîêàæåì, ÷òî
âåðîÿòíîñòü ýòîãî ìåíüøå 1/2.

Âåðîÿòíîñòü âûäàòü îòâåò íà øàãå 6 ðàâíà(
1− φ(p2 − 1)

p2 − 3

)n

<
(
1− C

log n

)n

< e−Cn/logn < 1/4

äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n. Çäåñü φ(x)�ôóíêöèÿ Ýéëåðà (êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ
÷èñåë, ìåíüøèõ x è âçàèìíî ïðîñòûõ ñ x); èñïîëüçîâàíà ñëåäóþùàÿ îöåíêà äëÿ ôóíê-
öèè Ýéëåðà [9]:

φ(x) >
Cx

log log x

äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû C > 0.
Îöåíèì âåðîÿòíîñòü âûäàòü îòâåò íà øàãå 10. Çíà÷åíèå a′ = Vb(a, 1) mod p =

= Vbx mod (p2−1)(g, 1) mod p ïðîáåãàåò âñå ýëåìåíòû L(g, p), òàê êàê bx mod (p2 − 1) ïðè
b ∈ {1, . . . , p2 − 2}, òàêèõ, ÷òî (b, p2 − 1) = 1, ïðèíèìàåò âñå çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà
{1, . . . , p− 1}. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî{

(a′, g, p) : b ∈ {1, . . . , p2 − 2}
}

ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ âõîäîâ ðàçìåðà n. Íî àëãîðèòì A ãåíåðè÷åñêèé, ïîýòî-
ìó äîëÿ òåõ âõîäîâ (a′, g, p), íà êîòîðûõ îí âûäà¼ò íåîïðåäåë¼ííûé îòâåò, ñòðåìèòñÿ
ê íóëþ ñ ðîñòîì n è ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå 1/4.

Íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû 1 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2. Åñëè äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè dll íå ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíîãî
âåðîÿòíîñòíîãî àëãîðèòìà, òî ñóùåñòâóåò ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðî-
ñòûõ ÷èñåë π, òàêàÿ, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè dllπ íå ñóùåñòâóåò ãåíåðè÷åñêîãî
ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ðåöåíçåíòó çà ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ è ïðåäëîæåíèÿ
ïî óëó÷øåíèþ òåêñòà ñòàòüè.
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