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Аннотация. Системы двух функциональных уравнений с несколькими неизвест-

ными функциями от нескольких переменных естественно появляются при установ-

лении взаимного вложения двуметрических феноменологически симметричных 

геометрий двух множеств (ДФС ГДМ). Вложение оказывается возможным, если 

соответствующая ему система функциональных уравнений имеет хотя бы одно  

невырожденное решение. В настоящей работе предлагается разработать метод 

нахождения общего невырожденного решения системы двух функциональных 

уравнений, соответствующих вложению аддитивной ДФС ГДМ ранга (2,2) в ду-

альную ДФС ГДМ ранга (3,2), что представляет собой интересную и содержатель-

ную в математическом смысле задачу. Данный метод может быть развит и приме-

нен к другим подобного вида системам функциональных уравнений, возникающих 

в рамках задачи по вложению ДФС ГДМ. 

Ключевые слова: двуметрическая феноменологически симметричная геометрия 

двух множеств, система функциональных уравнений 
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On one system of functional equations for embedding  

an additive rank (2, 2) into a dual rank (3, 2) of two-metric 

phenomenologically symmetric geometries of two sets 
 

Rada Alexandrovna Bogdanova  

 
Gorno-Altai State University, Gorno-Altaysk, Russian Federation, bog-rada@yandex.ru 

 
Abstract. Systems of two functional equations with several unknown functions of several 

variables naturally appear when establishing the mutual embedding of two-metric phenom-

enologically symmetric geometries of two sets (TPS GTS). An embedding is possible if 

the corresponding system of functional equations has at least one nondegenerate solution.  

Two-metric phenomenologically symmetric geometries were studied previously in the 

works of G.G. Mihailichenko and R.A. Bogdanova within the framework of the problems 

of constructing and classifying such geometries arising in a more general theory of phe-

nomenologically symmetric geometries – geometries of maximum mobility. The discovery 

made in the beginning of the 19th century by Gauss, Lobachevsky, and Bolyai that  

Euclidean geometry is not the only possible one made it possible in the 20th century, 

along with other geometries, to discover geometries of maximum mobility, representing 

a separate class of geometries that admit a maximum group of movements. The origin  

of this theory in the 1960s was associated with the tasks of mathematical substantiation 

of the theory of relativity and other classical laws of physics. Phenomenologically sym-

metric geometries, which are geometries of local maximum mobility, represent a synthe-

sis of two classical approaches to the construction of geometry: the group and metric  

approaches which for many decades (starting with the works of G. Helmholtz, F. Klein, 

A. Poincare, S. Lee, A. Cayley, etc.) served as a tool for research in the theory of repre-

sentations of Lie groups, Riemannian geometry, and other branches of mathematics.  

Researchers who adhere to this direction associate a pair of points with not one value of  

a two-point function (a function of a pair of points)—an invariant of the corresponding 

transformation group – but several. 

In this paper, it is proposed to develop a method for finding a general nondegenerate so-

lution of a system of two functional equations corresponding to embedding of an additive 

rank (2, 2) TPS of GTS into a dual rank (3, 2) TPS of GTS, which is an interesting and 

meaningful problem in the mathematical sense. This method can be developed and ap-

plied to other similar systems of functional equations arising within the framework of the 

problem of embedding TPS GTS. 

Keywords: two-metric phenomenologically symmetric geometry of two sets, a system of 

functional equations 

 
For citation: Bogdanova, R.A. (2024) On one system of functional equations for em-

bedding an additive rank (2, 2) into a dual rank (3, 2) of two-metric phenomenologically 

symmetric geometries of two sets. Vestnik Tomskogo gosudarstvennogo universiteta. 

Matematika i mekhanika – Tomsk State University Journal of Mathematics and Mechanics. 

92. pp. 5–18. doi: 10.17223/19988621/92/1 
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Двуметрические феноменологически симметричные геометрии исследовались 

ранее в работах Г.Г. Михайличенко [1–3], Р.А. Богдановой [4–6] в рамках задач 

построения и классификации таких геометрий, возникающих в более общей тео-

рии феноменологически симметричных геометрий – геометрий максимальной 

подвижности. Открытие того, что евклидова геометрия не является единственно 

возможной, сделанное в начале XIX в. Гауссом, Лобачевским и Бойяи, позволило 

в XX в. наряду с другими геометриями открыть геометрии максимальной по-

движности, представляющие отдельный класс геометрий, допускающих макси-

мальную группу движений. Зарождение этой теории в 60-х гг. прошлого века 

было связано с задачами математического обоснования теории относительности 

и других классических законов физики [7, 8]. Феноменологически симметричные 

геометрии, являющиеся геометриями локальной максимальной подвижности, 

представляют собой синтез двух классических подходов к построению геомет-

рии: группового и метрического, которые на протяжении многих десятилетий 

(начиная с работ Г. Гельмгольца, Ф. Клейна, А. Пуанкаре, С. Ли, А. Кэли и др.) 

служат инструментом исследования в теории представлений групп Ли, римано-

вой геометрии и других разделов математики. Исследователи, придерживающие-

ся этого направления, сопоставляют паре точек не одно значение двухточечной 

функции (функции пары точек) – инвариант соответствующей группы преобра-

зований, а несколько.  

Двуметрические феноменологически симметричные геометрии двух множеств 

(ДФС ГДМ) впервые появились в теории физических структур, разработанной 

Ю.И. Кулаковым [9] и Г.Г. Михайличенко [2]. Известна полная классификация 

этих геометрий [1, 2, 10], которая была получена функциональным методом в свое 

время вторым автором. С точностью до замены координат в многообразиях и пре-

образованиях функции f, задающей двуметрическую феноменологически сим-

метричную геометрию двух множеств, Г.Г. Михайличенко были найдены ДФС 

ГДМ ранга (n + 2,1) для n = 1, 2, 3, 4, причем им же было установлено, что для  

n > 4 не существует ДФС ГДМ. Под рангом понимается число точек, определяе-

мых на двух множествах. Стоит также отметить, что методом вложения В.А. Кы-

ровым и Г.Г. Михайличенко в их работе [11] была получена классификация ДФС 

ГДМ ранга (3,2). Исследования по изучению геометрических свойств таких гео-

метрий проводились В.А. Кыровым в работе [12]. 

Предлагаемая работа выполнена в рамках описанной выше концепции, чем и 

объясняется употребление терминов «метрика» и «метрический» в смысле, ха-

рактерном для данной концепции и применяемом только в ней. Это, в частности, 

позволяет соотносить результаты, полученные автором данной работы, с резуль-

татами иных исследователей, развивающих указанное направление. 

Цель данной работы состоит в разработке метода нахождения общего невы-

рожденного решения одной системы двух функциональных уравнений, соответ-

ствующих вложению аддитивной ДФС ГДМ ранга (2,2) в дуальную ДФС ГДМ 

ранга (3,2), что представляет собой интересную и содержательную в математиче-

ском смысле задачу. Эта система двух функциональных уравнений решается, 

поскольку выражения вектор-функций g и f, входящие в систему, известны.   

Основа метода состоит в дифференцировании одного из функциональных 

уравнений, входящих в систему, с последующим переходом к дифференциаль-

ным уравнениям. Далее решения дифференциальных уравнений подставляются 
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во второе функциональное уравнение исходной системы функциональных урав-

нений, откуда при соответствующих ограничениях находится общее невырож-

денное ее решение. Данный метод может быть развит и применен к другим тако-

го же вида системам функциональных уравнений, возникающим в рамках задачи 

вложения ДФС ГДМ, для нахождения их общего невырожденного решения. 

Перейдем к точным формулировкам, которые приведем по монографии [2]. 
Двуметрическая феноменологически симметричная геометрия двух множеств 

(ДФС ГДМ) ранга (n + 1,2), где n N , задается на двумерном и 2n-мерном диф-

ференцируемых многообразиях M2 и N2n дифференцируемой вектор-функцией 

(двухкомпонентной функцией) 
22 2:  nf M N R  с открытой и плотной обла-

стью определения в 2 2nM N , сопоставляющей паре точек два действительных 

числа [1, 2]. Координатное представление для этой функции 
1 2

( , )f f f  имеет 

следующий вид: 
1 2 2

( , ,ξ ,ξ ,..., ξ ),
n

f f x y=  

где (x, y) и 
1 2 2

(ξ ,ξ ,...,ξ )
n

 – локальные координаты соответственно в многообра-

зиях M2 и N2n. Дополнительно имеют место следующие аксиомы: 
А1. Координатное представление функции f невырождено относительно ко-

ординат (x, y) и 
1 2 2

(ξ ,ξ ,...,ξ )
n

.  

Невырожденность функции 
1 2

( , )f f f  в ее координатном представлении 

выражается необращением в нуль якобианов: 
1 2 2

α α α
( ( , , ξ ,ξ ,...,ξ )

0
( , )

n

i i

i i

f x y

x y





, 

1 2 2 1 2 2

α α α α α α1 1

1 2 2

α α α

( ( , , ξ ,ξ ,..., ξ ),..., ( , ,ξ ,ξ ,..., ξ ))
0

(ξ ,ξ ,..., ξ )

n n

i i i in n

n

f x y f x y



, 

где ,
i i

x y  – координаты некоторой произвольной точки 2i M , 
1 1

, ,..., ,
i i i in n

x y x y  – 

координаты соответственно точек 
2

1 2, ,..., ni i i M , а 
1 2 2

α α α
ξ ,ξ ,..., ξ

n
 – координаты 

точки 2α nN .  

А2. Для плотного и открытого множества точек  
2 2

1 2 1 1 2
( , ,..., ,α ,α ) n

n
i i i M N

+
   

все 4( 1)n значений функции f связаны уравнением 

1 2 1 2

1 1 1 1 1 2 1 2Φ( ( ,α ), ( ,α ),..., ( ,α ), ( ,α )) 0,n nf i f i f i f i+ + =  

где 
1 2Φ (Φ ,Φ )=  – вектор-функция (двухкомпонентная функция) 4(n + 1) пере-

менных с Φ 2rang = . 

Пусть функция 
1 2 1 2 2( , ) ( , ;ξ ,ξ ,..., ξ )ng g g g x y= =  задает ДФС ГДМ ранга (n + 1,2), 

а функция 
1 2 1 2 2 1 2 2( , ) ( , ;η ,..., η ,η ,η )n n nf f f f x y + += =  задает ДФС ГДМ ранга (n + 2,2), 

где n = 1, 2, 3.  
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Определение [13]. Пусть ДФС ГДМ ранга (n + 1,2) задана на двумерном и  

2n-мерном многообразиях и ДФС ГДМ ранга (n + 2,2) задана на двумерном  

и 4n-мерном многообразиях. Говорят, что ДФС ГДМ ранга (n + 1,2) вложена  

в ДФС ГДМ ранга (n + 2,2), если выполняется функциональное соотношение 
1 2 2 1 2 2 1 2 2 1 2 2( , ;η ,..., η ,η ,η ) χ( ( , ;ξ ,..., ξ ),ξ ,ξ ),n n n n n nf x y g x y+ + + +=  

где 1 2 1 1 1 2 2 1 2 2χ, λ ( , ), λ ( , ), η τ (ξ ,..., ξ ,ξ ,ξ ),...,n n nx x y y x y + += = =  2 2 1 2 2 1 2 2η τ (ξ ,..., ξ ,ξ ,ξ ),n n n n n+ +=  

2 1 2 1 1 2 2 1 2 2η τ (ξ ,..., ξ ,ξ ,ξ ),n n n n n+ + + +=  2 2 2 2 1 2 2 1 2 2η τ (ξ ,..., ξ ,ξ ,ξ )n n n n n+ + + +=  – дифферен-

цируемые функции, причем выполняются неравенства  
1 2 2

1 2 2

( , ) (η ,..., η )
0, 0.

( , ) (ξ ,...,ξ )

n

n

x y

x y

+

+

 
 

 
 

В работе [13] доказано, что в каждую ДФС ГДМ ранга (n + 2,2) вложена по 

крайней мере одна из ДФС ГДМ ранга (n + 1,2), где n = 1, 2, 3. Установление всех 

возможных последовательных по рангу взаимных вложений ДФС ГДМ предпо-

лагает рассмотрение 23 систем функциональных уравнений. Нахождение общего 

невырожденного решения одной из таких систем функциональных уравнений 

представляет собой сложную задачу как было отмечено В.А. Кыровым и Г.Г. Ми-

хайличенко в их работах [14, 15], в которой авторами с применением жордано-

вых форм находятся канонические невырожденные решения одной из таких си-

стем функциональных уравнений, возникающей в задаче о вложении ДФС ГДМ 

аддитивной, неаддитивной ранга (2,2) в мультипликативную ранга (3,2).  

В последующем изложении будем использовать более удобные обозначения 

для координат и функций.  

В данной статье ставится задача о нахождении всех возможных вложений ад-

дитивной ДФС ГДМ ранга (2,2) с вектор-функцией компоненты которой  
1 2ξ, ηg x g y= + = + , 

где x, y – координаты, определенные в двумерном многообразии 
2M , ξ, η  – ко-

ординаты, определенные в двумерном многообразии 2N , в дуальную ДФС ГДМ 

ранга (3,2) с вектор-функцией, компоненты которой  
1 2ξ μ, = η ξ ν,f x f x y= + + +  

где x, y – координаты, определенные в двумерном многообразии 
2M , ξ, η, μ, ν  – 

координаты, определенные в четырехмерном многообразии 4N , которая сводит-

ся к нахождению общего невырожденного решения особой системы двух функ-

циональных уравнений 

 

1

2

ξ μ χ ( ξ, η,μ, ν),

η ξ ν χ ( ξ, η,μ, ν)

x x y

x y x y

 + = + +


+ + = + +
 (1)

 

относительно шести неизвестных функций 

( , ), ( , ), ξ ξ(ξ,η,μ, ν),x x x y y y x y= = =  

 η η(ξ,η,μ, ν),= μ μ(ξ,η,μ, ν),= ν ν(ξ,η,μ, ν),=
 

(1.1) 

зависящих от двух переменных x, y и четырех переменных ξ,η,μ, ν .  
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Особость системы двух функциональных уравнений (1) состоит в нахождении 

шести функций , , ξ, η, μ, νx y  так, чтобы ξ μx +  и η ξ νx y+ +  оказались какими 

угодно (но гладкими) функциями от переменных ξ, η,μ, νx y+ + . Также стоит 

отметить, что функции χ1 и χ2, входящие в особую систему функциональных 

уравнений (1), также являются неизвестными. 

Вложение оказывается возможным, если система (1) имеет хотя бы одно не-

вырожденное решение, удовлетворяющее следующим двум условиям:  

 
( , ) (ξ, η,μ, ν)

0, 0.
( , ) (ξ,η,μ

 
, ν)

x y

x y

 
 

   (2)
 

При вложении допускаются обратимые замены локальных координат 

( ; ) ( ; ), (ξ;η;μ; ν) (ξ; η;μ; ν)x y x y  в двумерном и четырехмерном многообра-

зиях, на которых метрическая функция задает ДФС ГДМ ранга (3,2), а также ее 

масштабное преобразование χ( )f f→ . Заметим, что компоненты χ1 и χ2 этого 

преобразования по решению системы (1) и ее уравнениям определяются одно-

значно, т.е. χ1 и χ2 не входят в решение системы функциональных уравнений (1), 

а строятся путем подстановкой найденных решений , , ξ, η, μ, νx y  (1.1) в левую 

часть исходной системы функциональных уравнений (1).  

Теорема. Общее невырожденное решение системы двух функциональных 

уравнений при вложении аддитивной ранга (2,2) ДФС ГДМ с вектор-функцией 
1 2

( , ,ξ,η) ( , ) ( ξ, η)g x y g g x y= = + +  в дуальную ранга (3,2) ДФС ГДМ с вектор-

функцией 
1 2

,( , , ξ,η,μ, ν) ( ) ( ξ μ, η ξ ν)f x y f f x x y= = + + +  определяется строением 

его первой функции ( , )x x x y=  в классе экспоненциальных и линейных функций.  

1. Если первая из искомых функций ( , )x x x y=  экспоненциальная, то общее 

невырожденное решение имеет вид: 

 

( , ) exp( ) ,

( , ) ( ( γ ) β)exp( ) α,

ξ(ξ,η,μ, ν) ξ(μ, ν)exp( ξ η),

η(ξ,η,μ, ν) (ξ(μ, ν)( ξ γη) η(μ, ν))exp( ξ η),

μ(ξ,η,μ, ν) ξ(μ, ν)exp( ξ η) μ(μ, ν),

ν(ξ,η,μ, ν) ξ(μ, ν)( ( ξ γη) α) η(μ, ν)

x x y h ax by g

y x y h cx y ax by

a b

c a b

g a b

g c g

= + +

= + + + +

= +

= + + +

= − + +

= − + + + exp( ξ η) ν(μ, ν),a b











  + +  

 (3)
 

где 0, γ 0h a bc −   и μ(μ, ν), ν(μ, ν), ξ(μ, ν)  – произвольные функции, вхо-

дящие в общее решение и зависящие только от μ, ν  так, что 

(μ(μ, ν), ν(μ, ν)) / (μ, ν) 0,    причем  

( )

( )

1χ ξ μ exp( ) ξ(μ, ν)exp( ξ η) ξ(μ, ν)exp( ξ η) μ(μ, ν)

ξ(μ, ν)exp ( ξ) ( η) μ(μ, ν),

x h ax by g a b g a b

h a x b y

= + = + + + − + + =

= + + + +

 
( )( ) ( )

2χ η ξ ν

ξ(μ, ν) ( ξ) γ( η) β η(μ, ν) exp ( ξ) ( η) ν(μ, ν).

x y

h c x y h a x b y

= + + =

 = + + + + + + + + + 
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2. Если первая из искомых функций ( , )x x x y=  линейная, то общее невыро-

жденное решение имеет вид: 

 

2 2

2 2

( , ) ,

γ
( , ) ( ) (β γ) α,

2 2

ξ(ξ,η,μ, ν) ξ(μ, ν),

η(ξ,η,μ, ν) ξ(μ, ν)( ξ γη) η(μ, ν),

μ(ξ,η,μ, ν) ξ(μ, ν)( ξ η) μ(μ, ν),

ξ γη
ν(ξ,η,μ, ν) ξ(μ, ν) ξη ξ βη η(μ, ν)( ξ η) ν

2 2

x x y ax by g

acx b y
y x y bcxy h gc x g y

c

a b

ac b
bc h a b

= + +

= + + + + + + +

=

= + +

= + +

 
= + + + + + + + 

 
(μ, ν),















 (4)
 

где  

γ 0, β 0,

( β ) (ξ(μ, ν), η(μ, ν)) / (μ, ν) (β γ) (ξ(μ, ν),μ(μ, ν)) / (μ, ν) 0,

a bc a bh

a bh c h

− = − 

−   − −   
 

причем  
1χ ξ(μ, ν)( ( ξ) ( η) ) μ(μ, ν),a x b y g= + + + + +  

2 2 2χ ξ(μ, ν)( ( ξ) / 2 ( ξ)( η) βγ( η) / 2ac x x y y= + + + + + + +

( )( ξ) (β γ)( η) α) η(μ, ν)( ( ξ) ( η)) ν(μ, ν)h gc x g y a x b y+ + + + + + + + + + + + . 

Доказательство. Заметим, что в первое уравнение системы (1) из шести неиз-

вестных функций входят только три, а именно: ( , ), ξ    ξ(ξ,η,μ, ν)x x x y= =  и 

μ μ(ξ,η,μ, ν).=  Определив их как его решение и подставив во второе уравнение 

системы (1), можно будет найти возможные на них ограничения, а также остав-

шиеся три неизвестные функции ( , ), η η(ξ,η,μ, ν)y y x y= =  и ν ν(ξ,η,μ, ν).=  

Первое уравнение системы (1) продифференцируем отдельно по переменным x и ξ. 

Поскольку в его правую часть они входят в виде суммы ξ,x +  результаты диф-

ференцирования по ним его левой части должны совпадать, откуда следует ра-

венство 

 ξ ξξ μ  ξ .xx x= +  (5) 

По шести независимым переменным x, y и ξ,η,μ, ν  равенство (5) является 

тождеством. Зафиксируем в нем последние четыре переменные ξ,η,μ, ν . Учиты-

вая, что по второму из условий (2) имеем ξ 0,  для функции ( , )x x x y=  по пе-

ременной x получаем следующее дифференциальное уравнение:  

 . xx ax c= +
 

(6) 

Если 0a  , то решение уравнения (6) будет экспоненциальным: 

 ( ) / ,axx x y e c a= −  (7) 

причем по первому из условий (2) ( ) 0.x y   

Если же 0,a =  но 0,c   то решение будет линейным: 

 )  ( .x cx x y= +  (8) 
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Если же, наконец, 0a =  и 0,c =  то решение уравнения (6) от переменной x 

зависеть не будет: 

 ,  ( )x x y=  (9) 

причем по первому из условий (2) ( ) 0,x y   т.е. ( ) .x y const  В дифференциаль-

ное равенство (5) подставим сначала экспоненциальное решение (7): 

ξ ξ
( ) ξ ( ( ) / )ξ μ ,

ax ax

ax y e x y e c a= − +  

откуда для функций ξ  и μ  получаем систему уравнений ξ ξξ ξ, μ ξa c= =  со 

следующим решением:  

 
ξ ξξ ξ(η,μ, ν) , μ ξ(η,μ, ν) / μ(η,μ, ν),a ae c e a= = +  (10) 

где, очевидно, ξ(η,μ, ν) 0.  

Выражения (7), (10) для функций , ξ,μx  подставим в первое уравнение си-

стемы (1):  
( ξ) 1( )ξ(η,μ, ν) μ(η,μ, ν) χ ( ξ, η,μ, ν).a xx y e x y+ + = + +  

Производные его левой части по переменным y и η совпадают, поскольку  

в его правую часть они входят в виде суммы y + η, откуда следует равенство  
( ξ) ( ξ)

η η( )ξ(η,μ, ν) ( )ξ (η,μ, ν) μ (η,μ, ν),a x a xx y e x y e+ + = +  

а из него затем система уравнений  

η η( ) ( ), ξ (η,μ, ν) ξ(η,μ, ν), μ (η,μ, ν) 0x y bx y b = = =  

для функций ( ), ξ(η,μ, ν), μ(η,μ, ν)x y  со следующим решением:  

 
η( ) , ξ(η,μ, ν) ξ(μ, ν) , μ(η,μ, ν) μ(μ, ν).by bx y he e= = =

 
(11) 

Соединяя выражения (7), (10) с решением (11), получим экспоненциальное 

решение первого уравнения системы (1) 

 
ξ η

ξ η

/ ,

ξ ξ(μ, ν) ,

μ ξ(μ, ν) / μ(μ, ν)

ax by

a b

a b

x he c a

e

c e a

+

+

+

 = −


=


= +

 (12) 

с явной зависимостью функции x  от переменной x, поскольку 0,a   в котором, 

очевидно, 0h   и ξ(μ, ν) 0 .  

Проводя аналогичные рассуждения в отношении линейных решений (8), по-

лучим линейное решение первого уравнения системы (1)  

 

,

ξ ξ(μ, ν),

μ ξ(μ, ν)( ξ η) μ(μ, ν)

x cx dy g

c d

= + +

=

= + +






 (13) 

с явной зависимостью x  от переменной x, поскольку 0,с   в котором ξ(μ, ν) 0.  

Покажем, что полученное решение (13) верно. Подставим выражения (13)  

в первое уравнение системы (1): 

ξ μ ( )ξ(μ, ν) ξ(μ, ν)( ξ η) μ(μ, ν)x cx dy g c d+ = + + + + + =    
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( )

( ξ)ξ(μ, ν) ( η)ξ(μ, ν) ξ(μ, ν) μ(μ, ν)

( ξ) ( η) ξ(μ, ν) ξ(μ, ν) μ(μ, ν)

c x d y g

c x d y g

= + + + + + =

= + + + + +
 

Полученное выражение есть явный вид некоторой функции 1χ ( ξ, η,μ, ν)x y+ + , 

т.е. 

( )1χ ( ξ, η,μ, ν) ( ξ) ( η) ξ(μ, ν) ξ(μ, ν) μ(μ, ν),x y c x d y g+ + = + + + + +  

где ξ(μ, ν) 0  – произвольная функция, зависящая только от двух переменных μ, ν . 

Здесь стоит напомнить, что решение особой системы уравнений (1) зависит толь-

ко от переменных ξ, η,μ, νx y+ + , причем неважно, каким образом проявляется 

зависимость между переменными μ, ν , поскольку глобальная задача данной ра-

боты состоит в том, чтобы найти такие решения особой системы функциональ-

ных уравнений (1), при которых является возможным структурно вложение гео-

метрии меньшего ранга (2,2) в геометрию большего ранга (3,2).   

Далее, проводя аналогичные рассуждения в отношении последних решений (9), 

получим общее экспоненциальное решение первого уравнения системы (1), не 

противоречащее условиям (2): 

 

( ) ,

( , , ) ( , ) ,

( , , ) ( , ) ( , ),

ax by

ax b

a b

x y he g

e

g e

 (14) 

где  
2 2 0, 0, ξ(μ, ν) 0,a b h+     и линейное решение первого уравнения систе-

мы (1), в котором функция x  не зависит от переменной x  

 

,

ξ ξ(μ, ν),

μ ξ(μ, ν)η μ(μ, ν),

x qy s

q

= +


=


= +

 (15) 

где 0,p = 0, ξ(μ, ν) 0q   . 

Решение (15) можно включить в решение (13), если ввести новые обозначения 

констант и допустить в нем более общее ограничение 2 2 0a b+   (тогда при 

0a = , должно быть 0b  ): 

 

,

ξ ξ(μ, ν),

μ ξ(μ, ν)( ξ η) μ(μ, ν),

x ax by g

a b

= + +


=


= + +

 (16) 

где 
2 2 0, ξ(μ, ν) 0.a b+    

Заметим, что общее линейное решение (16) первого уравнения системы (1), 

как и его общее экспоненциальное решение (14), не противоречит условиям (2). 

В совокупности же эти решения составляют общее решение первого уравнения 

системы (1). Для того чтобы найти общее невырожденное решение системы (1) 

необходимо общие решения (14) и (16) ее первого уравнения подставить в ее 

второе уравнение. Поставим во второе уравнение системы (1) решение (14): 

 
ξ η 2( )η ξ(μ, ν) ν χ ( ξ, η,μ, ν).ax by a bhe g y e x y+ ++ + + = + +  (17) 
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Производные левой части уравнения (17) по переменным x и ξ, очевидно, сов-

падают: 
ξ η ξ η

ξ ξη ξ(μ, ν) ( )η ξ(μ, ν) ν .ax by a b ax by a b

xahe y e he g ay e+ + + ++ = + + +  

Фиксируя в этом равенстве переменные ξ,η,μ, ν,  сначала получим уравнения 

для функции ,y  используя которое затем из того же равенства получаем урав-

нения для функций η  и ν.  В итоге имеем систему уравнений 

ξ η

ξ, η η ξ(μ, ν) ,ax by a b

xy ay che d a c e+ +− = + − =  ξ η

ξ ξν η ξ(μ, ν) a bg d e ++ =  со следую-

щими решениями:  

 
ξ η ξ

ξ η ξ

( ) / ,

η ξ(μ, ν)ξ η(η,μ, ν) ,

ν ( ξ / )ξ(μ, ν) η(η,μ, ν) ν(η,μ, ν),

ax by ax

a b a

a b a

y chxe y y e d a

c e e

gc d a e g e

+

+

+

 = + −


= +


= − + − +

 (18) 

если 0a  , и 

 
η

η

( ) ( ),

η ξ(μ, ν)ξ η(η,μ, ν),

ν ( )ξ(μ, ν)ξ η(η,μ, ν) ν(η,μ, ν),

by

b

b

y che d x y y

c e

gc d e g

 = + +


= +


= − + − +

 (19) 

если 0a = , причем 0b  , так как 2 2 0a b+  .  

В уравнение (17), полагая 0a  , подставим выражения (18): 

 

( ξ) ( η) η ( ξ)

2

ξ(μ, ν)( ξ) ( ( )ξ(μ, ν) η(η,μ, ν) )

ν(η,μ, ν) χ ( ξ, η,μ, ν).

a x b y b by a xch x e y y e h e e

x y

+ + + ++ + + +

+ = + +
 (20) 

Производные левой части уравнения (20) по переменным y и η, очевидно, 

совпадают: 
η ( ξ)

η ( ξ)

η η

( ( )ξ(μ, ν) η(η,μ, ν) )

( ( )ξ(μ, ν) η (η,μ, ν) ) ν (η,μ, ν),

b by a x

b by a x

y y e bh e e

by y e h e e

+

+

 + =

= + +
 

откуда для функций ( ), η(η,μ, ν), ν(η,μ, ν)y y  получаем уравнения ( ) ( ) γ ,byy y by y he − =  

η

η ηη (η,μ, ν) η(η,μ, ν) γξ(μ, ν) , ν (η,μ, ν) 0bb e− = =  со следующими решениями: 

 
η η

( ) γ β ,

η(η,μ, ν) γξ(μ, ν)η η(μ, ν) ,

ν(η,μ, ν) ν(μ, ν),

by by

b b

y y hye e

e e

 = +


= +
 =


 (21) 

которые являются также и решениями функционального уравнения (20).  

Объединяя выражения (18) и (21), получим решения исходного функциональ-

ного уравнения (17) для случая 0 :a   

 
ξ η

ξ η

( ( γ ) β) / ,

η (ξ(μ, ν)( ξ γη) η(μ, ν)) ,

ν ( ξ(μ, ν)( ξ γη) ξ(μ, ν) / η(μ, ν)) ν(μ, ν).

ax by

a b

a b

y h cx y e d a

c e

g c d a g e

+

+

+

 = + + −


= + +


= − + + − +

 (22) 
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В уравнение (17) с 0a =  подставим выражения (19): 

 

( η) η

η 2

ξ(μ, ν)( ξ) η(η,μ, ν) ξ(μ, ν)( ξ)

( )ξ(μ, ν) ν(η,μ, ν) χ ( ξ, η,μ, ν).

b y by b

b

hc x e h e d x e

y y e x y

++ + + + +

+ + = + +  
(23) 

Производные левой части уравнения (23) по переменным y и η, очевидно, 

совпадают:  
η

η η

η η

η(η,μ, ν) ( )ξ(μ, ν)

η (η,μ, ν) ξ(μ, ν)( ξ) ( )ξ(μ, ν) ν (η,μ, ν),

by b

by b b

hb e y y e

h e bd x e by y e

+ =

= + + + +
 

откуда выводим, что 0d = , так как 0, ξ(μ, ν) 0,b    и для функций ( ),y y

η(η,μ, ν), ν(η,μ, ν)  получаем уравнения  

η η

η η( ) ( ) γ α, η (η,μ, ν) η(η,μ, ν) γξ(μ, ν) , ν (η,μ, ν) αξ(μ, ν)by b by y by y he b e e − = + − = =  

со следующими решениями:  

 
η η

η

( ) γ β α / ,

η(η,μ, ν) γξ(μ, ν)η η(μ, ν) ,

ν(η,μ, ν) αξ(μ, ν) / ν(μ, ν),

by by

b b

b

y y hye e b

e e

e b

 = + −


= +


= +

 (24) 

которые удовлетворяют также и уравнению (23) с 0d = . Соединяя выражения (24) 

с выражениями (19), в которых должно быть 0d = , получаем решение уравне-

ния (17) при 0a = : 

 
η

η

( ( γ ) β) α / ,

η (ξ(μ, ν)( ξ γη) η(μ, ν)) ,

ν ( ξ(μ, ν)( ξ γη) αξ(μ, ν) / η(μ, ν)) ν(μ, ν).

by

b

b

y h cx y e b

c e

g c b g e

 = + + −


= + +


= − + + − +

 (25) 

Решение (25) можно включить в решение (22), введя единое ограничение 
2 2 0a b+   и переобозначения α , α / αd a b→− → − ,  

 
ξ η

ξ η

(( ( γ ) β) β) α,

η (ξ(μ, ν)( ξ γη) η(μ, ν)) ,

ν (ξ(μ, ν)( ( ξ γη) α) η(μ, ν)) ν(μ, ν).

ax by

a b

a b

y h cx y e

c e

g c g e

+

+

+

 = + + + +


= + +


= − + + + +

 (26) 

Соединяя общие решения (14) и (26) первого и второго уравнений системы (1), 

получим её общее экспоненциальное решение (3). Дополнительные ограничения 

в нём ( γ 0, (μ(μ, ν)) / (μ, ν) 0a bc−     ) определяются условиями (2) его невы-

рожденности, а компоненты χ1 и χ2 масштабной функции χ находятся его подста-

новкой в соответствующие функциональные уравнения системы (1).  

В результате подстановки во второе уравнение системы (1) общего решения 

(16) получим следующее линейное решение: 

 

2 2

2 2

/ 2 γ / 2 ( ) (β γ) α,

η ξ(μ, ν)( ξ γη) η(μ, ν),

ν ξ(μ, ν)( ξ / 2 ξη γη / 2 ξ βη) η(μ, ν)( ξ η) ν(μ, ν).

y acx bcxy b y h gc x g y

c

ac bc b h a b

 = + + + + + + +


= + +


= + + + + + + +

 (27) 

в котором γ 0.a bc− =   
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В совокупности общие решения (16) и (27) первого и второго уравнений си-

стемы (1) представляют собой ее общее линейное решение (4). Дополнительные  

к связи γ 0a bc− =  ограничения в нем (в частности, β 0)a bh−   вытекают из усло-

вий (2) его невырожденности, а компоненты масштабной функции 1 2χ (χ , χ )=  нахо-

дятся его подстановкой в каждое из уравнений системы (1), что и завершает до-

казательство теоремы.  

Поставленная выше задача полностью решена. Найдено общее невырожден-

ное решение системы функциональных уравнений (1), что подтверждает вло-

жимость аддитивной ранга (2,2) ДФС ГДМ с известной вектор-функцией 
1 2

( , ,ξ,η) ( , ) ( ξ, η)g x y g g x y= = + +  в дуальную ранга (3,2) ДФС ГДМ с известной 

вектор-функцией ,
1 2( , , ξ,η,μ, ν) ( ) ( ξ μ, η ξ ν)f x y f f x x y= = + + + .  
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Аннотация. Статья посвящена изучению изоморфизмов между алгебрами инци-

дентности K′ = I(Y, R) и K = I(X, R), где Y и X – предупорядоченные множества, R – 

алгебра над некоторым коммутативным кольцом T. При некоторых предположени-

ях доказывается, что любой изоморфизм алгебр K′ → K индуцирует изоморфизм 

предупорядоченных множеств Y → X. При этом всякий изоморфизм между K′ и K 

равен композиции диагонального изоморфизма из K′ в K и внутреннего автомор-

физма алгебры K. 
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Математика / Mathematics 

20 

The article contains two theorems. Theorem 3.1, under certain assumptions about the al-

gebras K′ and K and the ring R, gives a positive answer to the isomorphism problem. 

Theorem 3.2, under one condition on the algebras K′ and K, states that any isomorphism 

of the algebras K′ and K after conjugation by an inner automorphism of the algebra K be-

comes a diagonal (in a certain sense) isomorphism. 
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Введение 

 

Данная работа продолжает статьи [1] и [2], в которых исследованы автомор-

физмы и дифференцирования колец инцидентности.  

Один из естественных и важных вопросов теории алгебр инцидентности не-

строго можно сформулировать следующим образом: насколько предупорядочен-

ное множество X определяет алгебру инцидентности I(X, R)? В более точной 

форме суть данного вопроса выражает известная проблема изоморфизма для ко-

лец инцидентности (см.: [3. 7.2]). А в более широком контексте речь идет об опи-

сании изоморфизмов между алгебрами инцидентности. 

С начальным этапом исследования изоморфизмов колец инцидентности мож-

но ознакомиться в [3]. Итог данного этапа подводит теорема 7.2.5 в этой книге. 

Она утверждает, что если X и Y – локально конечные частично упорядоченные 

множества, F – поле и кольца инцидентности I(X, F) и I(Y, F) изоморфны, то X и Y 

являются изоморфными частично упорядоченными множествами. 

В дальнейшем записанный результат переносился и обобщался на другие 

кольца инцидентности I(X, R), где X – произвольное предупорядоченное множе-

ство, R – некоторое кольцо. Так, работа [4] содержит теорему, подобную теоре-

ме 3.1, для случая, когда фактор-кольцо R/J(R) неразложимо (J(R) – радикал  

Джекобсона кольца R; см. п. «е» в конце разд. 2 настоящей статьи). Статья [5] 

посвящена некоторому аналогу проблемы изоморфизма для алгебр инцидентно-

сти категорий Мёбиуса. В [6] и [7] исследуются изоморфизмы так называемых 

формальных матричных колец инцидентности. 

В раздел 1 настоящей работы включена некоторая необходимая информация  

о кольцах инцидентности. Раздел 2 содержит три вопроса (а)–(с). Два из них 

касаются проблемы изоморфизма для колец инцидентности. Еще один вопрос 

относится к задаче об описании изоморфизмов между кольцами инцидентности. 

Также формулируется несколько условий для алгебр инцидентности. Затем 

устанавливаются различные соотношения между введенными условиями. 

Заключительный раздел 3 состоит из двух теорем и их доказательств. При 

определенных условиях эти теоремы отвечают на вопросы (а)–(с) из раздела 2. 

В статье рассматриваются только ассоциативные алгебры с ненулевой 

единицей.  
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1. Об алгебрах инцидентности 

 

Для удобства чтения приведем некоторую информацию о предупорядоченных 

множествах (см.: [3]). 

Пусть X – произвольное множество и  – рефлексивное и транзитивное от-

ношение на X. В таком случае система ,X   называется предупорядоченным 

множеством, а  – предпорядок на X. Если дополнительно отношение  анти-

симметрично, то ,X   – частично упорядоченное множество. 

Везде в тексте ,X   – предупорядоченное множество. Для любых элемен-

тов x, y из X через [x, y] обозначают подмножество { | }z X x z y  и называют 

его интервалом в X. Интервал вида [x, x] обозначают через [x].  

Зададим на X бинарное отношение ~, положив ~x y x y  и .y x  Ясно, 

что ~ – отношение эквивалентности на X. Соответствующие классы эквивалент-

ности имеют вид [x] для всевозможных x ∈ X. Отношение предпорядка  согла-

совано с отношением эквивалентности ~. Следовательно, на фактормножестве 

/ ~X X=  появляется индуцированное отношение ,  причем ,X   – частич-

но упорядоченное множество. 

Считаем далее, что все интервалы в X конечны. В таком случае X называют 

локально конечным предупорядоченным множеством. Договоримся в дальней-

шем обозначать через x элементы частично упорядоченного множества ,X  т.е. 

классы эквивалентности вида [x]. Таким образом, для обозначения класса [x] бу-

дем использовать какой-нибудь его представитель. Такая договоренность не при-

ведет к путанице. В конкретной ситуации всегда ясно, об элементах какого имен-

но множества ( X или X) идет речь. 

Пусть далее буква R обозначает алгебру над некоторым коммутативным 

кольцом T.  

Алгебра инцидентности является некоторым кольцом функций. Пусть ,X   – 

произвольное локально конечное предупорядоченное множество. Положим 

( , ) { : | ( , ) 0, если }.I X R f X X R f x y x y=  → =   Функции складываются по-

точечно. Произведение функций f и g из I(X, R) задается формулой 

 ( )( , ) ( , ) ( , )
x z y

fg x y f x z g z y=   (1) 

для каждых x, y ∈ X. Для любых t ∈ T и x, y ∈ X еще полагаем (tf)(x, y) = tf(x, y).  

В результате получаем T-алгебру I(X, R), которая называется алгеброй инцидент-

ности или кольцом инцидентности предупорядоченного множества X над коль-

цом R. Конкретную алгебру I(X, R) будем обозначать буквой A. 

Будут полезны некоторые специальные функции из I(X, R). Для данного x ∈ X 
положим e[x](t, t) = 1 для всех t ∈ [x] и e[x](z, y) = 0 для оставшихся пар (z, y). Си-

стема 
[ ]{ | }xe x X  состоит из попарно ортогональных центральных в L идемпо-

тентов (кольцо L определено в следующем абзаце). На основании соглашения об 

обозначении класса [x] каким-то его представителем будем писать ex вместо e[x]. 

Определим подкольцо L и идеал M в A. Положим { | ( , ) 0, если ~ }L f A f x y x y=  =   

и { | ( , ) 0, если ~ }.M f A f x y x y=  =  Имеем прямую сумму T-модулей ,A L M=   
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т.е. кольцо A есть расщепляющееся расширение идеала M с помощью подкольца L. 

Идеал M естественным образом считаем L–L-бимодулем. Кроме того, M – неуни-

тальная алгебра. 

Идеал M лежит в радикале Джекобсона алгебры A. Следовательно, элемент 

1 + d обратим в A для всякого d M  (см.: [3. Theorem 1.2.3]). 

Пусть дан произвольный интервал [x]. Обозначим через R[x] множество функ-

ций f ∈ A, для которых f(z, y) = 0, если ~z x  или ~ .y x  Как и в случае идемпо-

тентов ex, пишем Rx вместо R[x]. Справедливы равенства Rx = exAex = exLex. Делаем 

вывод, что Rx – кольцо с единицей ex. Если перейти к ограничениям функций из A 

на [x] × [x], то фактически Rx – это алгебра всех функций [x] × [x] → R с поточеч-

ным сложением и произведением типа свертки как в (1). Выберем какую-либо 

нумерацию интервала [x]: [x] = {x1, …, xn}. После этого, если функции f ∈ Rx по-

ставить в соответствие матрицу (f(xi, xj)), то придем к изоморфизму алгебр 

Rx ≅ M(n, R). Возьмем теперь два различных интервала [x], [y] и положим 

{ | ( , ) 0, если ~  или ~ }.xyM f A f s t s x t y=  =    Тогда Mxy = exAey и, значит, Mxy 

является Rx–Ry-бимодулем. 

Уточним, что Mxy = 0, если .x y  А при x < y существует канонический изо-

морфизм ( , ),xyM M n m R  где [ ] , [ ] ,| | | |n x m y= = относительно указанных вы-

ше изоморфизмов Rx ≅ M(n, R) и Ry ≅ M(m, R). После отождествлений всех ал-

гебр Rx с M(n, R) и бимодулей Mxy с M(n × m, R) становится ясно, что действия 

колец Rx и Ry на Mxy будут обычными умножениями матриц. Понятно также, что 

Mxy есть L–L-бимодуль. Действие L на Mxy сводится к действию Rx слева и Ry 

справа. Еще раз обратим внимание, что под индексами в Rx и Mxy подразумеваем 

[x] и [x][y] соответственно (см. выше). 

Произведение 
,

xy

x y X

M


  обладает структурой L–L-бимодуля. Именно, если f ∈ L, 

,

,( )xy xy

x y X

g M


  то f(gxy) = (fxgxy) и (gxy)f = (gxyfy), где fx = exfex и fy = eyfey.  

Определим теперь в бимодуле 
,

xy

x y X

M


  умножение посредством формулы 

(gxy)(hxy) = (dxy), где .xy xz zy

x z y

d g h=   После чего этот бимодуль становится (не-

унитальной) алгеброй. 

Предложение 1.1. Существуют канонические изоморфизмы алгебр 

,x

x X

L R


 а также L–L-бимодулей и алгебр. 

Доказательство. Определим отображение ω : ,


→ x

x X

L R  полагая ω(f) = (fx) 

для каждого f из L, где fx = exfex. Тогда ω – изоморфизм алгебр. Отображение 

,

,: xy

x y X

M M


 →   ε(g) = (gxy), где gxy = exgey, будет изоморфизмом L–L-бимодулей 

и алгебр. ■ 

В дальнейшем мы не будем различать соответствующие объекты относитель-

но изоморфизмов ω и ε.  
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2. Некоторые определения и вспомогательные результаты 

 

Напоминаем о договоренности из предыдущего раздела о том, что все кольца 

являются алгебрами над некоторым коммутативным кольцом T. Пусть Y и X – 

произвольные предупорядоченные множества, Y  и X  – соответствующие ча-

стично упорядоченные множества (см. разд. 1). Далее, пусть R – некоторое коль-

цо, K′ = I(Y, R) и K = I(X, R) – алгебры инцидентности. Сформулируем следующие 

вопросы. 

(a) Когда из изоморфизма алгебр K' K  следует изоморфизм частично упо-

рядоченных множеств Y X ?  

(b) Когда из изоморфизма алгебр K' K  следует изоморфизм предупорядо-

ченных множеств Y X ? 

Вопросы (a) и (b) являются некоторыми вариациями известной проблемы 

изоморфизма для колец инцидентности.  

Третий вопрос связан с описанием изоморфизмов между алгебрами K′ и K. 

(c) При каких условиях любой изоморфизм φ: K′ → K можно «диагонализиро-

вать»? Подразумевается, что должны найтись внутренний автоморфизм ν алгеб-

ры K и диагональный изоморфизм γ: K′ → K такие, что φ = νγ. 

Как в разделе 1, запишем разложение K L M=   и подобное разложение для 

алгебры K′: 1 1K' L M=  , в котором подкольцо L1 и идеал M1 имеют понятный 

смысл.  

Располагая произвольным гомоморфизмом алгебр φ: K′ → K, можно стандарт-

ным образом составить 2 × 2 матрицу 
α γ

δ β

 
 
 

, где α: L1 → L, β: M1 → M, γ: M1 → L, 

δ: L1 → M – определенные T-модульные гомоморфизмы. 

Мы будем заниматься только «треугольным» случаем, т.е. когда γ = 0. И рас-

сматриваем лишь изоморфизмы φ. Также не будем различать изоморфизм φ и 

соответствующую ему 2 × 2 матрицу. Иногда пишем «треугольный изоморфизм» φ, 

где 
α 0

φ
δ β

 
=  
 

, и «диагональный изоморфизм» φ, где 
α 0

φ
0 β

 
=  
 

. 

Если 
α 0

δ β

 
 
 

 – треугольный изоморфизм алгебр K′ → K, то α и β являются 

изоморфизмами алгебр L1 → L и M1 → M соответственно (считаем M1 и M неуни-

тальными алгебрами). 

В разделе 1 были введены идемпотенты ex алгебры K. Обозначим через fy ана-

логичные идемпотенты алгебры K′. 

Условия (I) и (II) ниже можно рассматривать как перенос условий (I) и (II) из 

раздела 5 работы [8] на ситуацию двух алгебр K′ и K. 

(I) Любой изоморфизм K′ → K является треугольным. 

(II) Для любого изоморфизма φ: K′ → K и каждого x ∈ X справедливо включе-

ние φ−1(ex) ∈ fy + M1 для какого-то y ∈ Y. 

Для обоих условий выполняются их симметричные аналоги. Конкретно, если 

верно (I), то всякий изоморфизм K → K′ также будет треугольным. Прежде чем 

перейти к (II), раскроем связь между данными условиями. 
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Доказательство следующей леммы фактически повторяет доказательство 

леммы 5.6 работы [8], и мы опускаем его. 

Лемма 2.1. Для алгебр K′ и K справедливы следующие утверждения: 

1. Из условия (II) вытекает условие (I). 

2. Для неразложимого кольца R условия (II) и (I) равносильны. 

Напомним об изоморфизме 


= xx X
L R  из предложения 1.1. А теперь вер-

немся к вопросу о симметричности условия (II). Оформим ответ на него в виде 

следующей леммы. 

Лемма 2.2. Если условие (II) выполнено, то оно также справедливо для алгебр 

K и K′. 

Доказательство. Мы должны проверить, что для всякого изоморфизма 

ψ: K → K′ и любого y ∈ Y имеет место включение ψ−1(fy) ∈ ex + M для некоторого 

x ∈ X. 

Поскольку условие (II) выполнено, то в силу леммы 2.1 все изоморфизмы 

между K′ и K в любом направлении будут треугольными. Поэтому имеем 

0 
 =  

  
 и 

1

1

1

0

'

−

−

−

 
 =  

  
. 

Применение условия (II) к ψ−1 влечет, что для любого x ∈ X существует y ∈ Y 

со свойством ψ(ex) ∈ fy + M1 для некоторого y ∈ Y. Поэтому α(ex) = fy, а также 

ψ−1(fy) = ex + d, где d ∈ M.  

Если z ∈ X, z ≠ x и α(ez) = ft, то из равенства exez = 0 вытекает равенство fyft = 0, 

откуда y ≠ t. Делаем вывод о том, что сопоставление x → y, где α(ex) = y, задает 

биекцию множества X на какое-то подмножество Y′ из Y. 

Достаточно проверить, что Y′ = Y. Иначе, пусть y ∈ Y и y ∉ Y′. Затем, пусть  

α(a) = fy, где a ∈ L. Запишем a = (ax) = as + c, где as ≠ 0, t

t s

c R


 . Получаем соот-

ношения ψ(es) ∈ fk + M1 и α(es) = fk для некоторого k ∈ Y′. Затем имеем α(esa) =  

= fkfy = 0. Отсюда esa = as = 0, что противоречит выбору элемента as. Заключаем, 

что Y′ = Y. ■ 

Приведем одно условие на некоторое кольцо S. 

(1) Для любых ортогональных идемпотентов e, f ∈ S из равенства fSe = 0 сле-

дует равенство eSf = 0. 

Следующее утверждение является некоторым аналогом леммы 5.7 работы [8]. 

Его доказательство также повторяет доказательство этой леммы. 

Лемма 2.3. Если все кольца Rx обладают свойством (1), то для алгебр K′ и K 

выполняется условие (I). 

После доказательства леммы 5.7 работы [8] отмечено, что кольцо M(n, R) удо-

влетворяет условию (1), если кольцо R относится к одному из следующих клас-

сов колец: 

1) локальные кольца; 

2) области главных левых (или правых) идеалов; 

3) коммутативные дедекиндовы области. 

С учетом лемм 2.1 и 2.3 получаем следующее. Если кольцо R принадлежит 

одному из классов колец 1–3, то алгебры K′ и K удовлетворяют условиям  

(I) и (II). 
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Записанное ниже утверждение переносит лемму 5.9 из [8] на ситуацию двух 

алгебр K′ и K. При этом и доказательство этой леммы 5.9 после незначительных 

поправок годится в этой более общей ситуации. 

Лемма 2.4. Условие (II) для алгебр K′ и K будет справедливо, если фактор-

кольцо R/J(R) неразложимо. 

А теперь можно в целом воспроизвести текст, помещенный в конце раздела 5 

работы [8]. Сделаем это очень кратко. 

Самым общим и удобным условием для ответов на вопросы (a)–(c) можно 

указать условие (II). Алгебры K′ и K удовлетворяют условию (II), если кольцо R 

относится к одному из следующих классов колец: 

a) локальные кольца; 

b) области главных левых (или правых) идеалов; 

c) коммутативные дедекиндовы области; 

d) Y и X – частично упорядоченные множества и R не имеет ненулевых идем-

потентов, кроме 1; 

e) такое кольцо R, что фактор-кольцо R/J(R) неразложимо. 

В следующем разделе считаем, что алгебры K′ и K удовлетворяют условию (II). 

В частности, это будет так, если R – какое-то кольцо из списка a–e. 

 

3. Вопросы (а)–(с) 

 

Символы Y, X, ,Y  ,X  K′ и K продолжают иметь значение, приданное им  

в предыдущем разделе. Также действует недавняя договоренность по поводу ал-

гебр K′ и K. Серьезную роль будет играть (n, m)-условие, сформулированное ни-

же (см. текст перед теоремой 9.1 в [8]). 

Для любых n, m ∈ N из M(n, R) ≅ M(m, R) следует n = m.  

Например, (n, m)-условию удовлетворяют кольца R из следующего списка: ком-

мутативные кольца, локальные кольца, области главных левых (правых) идеалов.  

Теорема 3.1. Для алгебр K′ и K, удовлетворяющих условию (II), справедливы 

следующие утверждения. 

1. Любой изоморфизм алгебр K′ → K индуцирует изоморфизм частично упо-

рядоченных множеств .Y X→  

2. Если кольцо R удовлетворяет (n, m)-условию, то всякий изоморфизм K′ → K 

индуцирует изоморфизм предупорядоченных множеств Y → X. 

Доказательство. 

1. Зафиксируем некоторый изоморфизм φ: K′ → K. Он треуголен, поскольку 

выполняется условие (II) (лемма 2.1). Если 
0 

 =  
  

, то α – изоморфизм ал-

гебр L1 → L. Для всякого y ∈ Y найдется такой x ∈ X, что α(fy) = ex. Если t ∈ Y, t ≠ y 

и α(ft) = es, то из fyft = 0 вытекает exes = 0 и, значит, x ≠ s. 

Пусть теперь z ∈ X. Так как обратный изоморфизм φ−1 имеет вид: 
1 0

* *

− 
 
 

, 

то заключаем, что α−1(ez) = fy для какого-то y ∈ Y и α(fy) = ez. Делаем вывод, что  

α индуцирует биекцию частично упорядоченных множеств :Y X → . Именно, 
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если α(fy) = ex, то ( )y x =  и, следовательно, 
(y)( )yf e = . (Еще раз обратим вни-

мание на соглашение в разделе 1 об индексах x, y, ... в символах ex, fy, ...) 

Покажем, что   – изоморфизм частично упорядоченных множеств. Пусть ,y z Y  

и y < z. Тогда (M1)yz = fyM1fz ≠ 0. Далее получаем 
( )( ) ( ) (           ) ( )y yyy y ef f f f + = + =   

и аналогично
( )( ) ( ) z z zf e f = + . Существует внутренний автоморфизм μ алгеб-

ры K, для которого по теореме 5.5 работы [8] верны равенства 

( ) ( )( ( )) ,  y y ye f e  + =  
( ) ( )( ( )) z z ze f e  + = . Теперь можем записать равенства 

1 1 ( ) ( ) ( ) ( )( ( ) 0)yz y z y z y zM f M f e Me M    =  = =  . Отсюда ( ) ( )y z   . 

Наоборот, если дано, что ( ) ( )y z   , то аналогичным методом, используя 

изоморфизм φ−1, можно получить неравенство y < z. Все сказанное подводит  

к мысли, что   – изоморфизм частично упорядоченных множеств .Y X→  

2. Снова предположим, что 
0

: K K
 

 =  
 

 →


– изоморфизм. Из доказатель-

ства п. 1 вытекает, что φ индуцирует изоморфизм α: L1 → L. Последний, в свою 

очередь, индуцирует изоморфизм между R′y и 
( )yR

 для всякого y ∈ Y (подразуме-

вается, что мы располагаем равенством 
1 yy Y

L R


=  , аналогичным равенству 


= xx X

L R  из предложения 1.1). Если R′y ≅ M(n, R) и 
( ) ( ),yR M m R  , то в силу 

(n, m)-условия получаем n = m. Из этого следует равномощность интервалов [y]  

в Y и [ ( )]y  в X. Следовательно, изоморфизм :Y X →  можно поднять до изо-

морфизма предупорядоченных множеств τ: Y → X. ■ 

Вторая теорема дает положительный ответ на вопрос (c) для наших колец K′ и K.  

Теорема 3.2. Пусть алгебры K′ и K удовлетворяют условию (II). Тогда всякий 

изоморфизм между K′ и K равен композиции диагонального изоморфизма из K′  

в K и внутреннего автоморфизма алгебры K. 

Доказательство. Возьмем произвольный изоморфизм φ: K′ → K, и пусть 

:Y X →  – изоморфизм из доказательства теоремы 3.1, п. 1. Образуем элемент  

v = (vst) в K, где 1 ( )
),( )(st t

v f s t−
=   для любых s, t ∈ X. Заметим, что 1 ( )

( )x xx
ve f e−

=   

при всяком x ∈ X. Имеем vtt = 1, и поэтому элемент v обратим в K (предложе-

ние 4.1 в [8]). 

Итак, для каждого z ∈ Y можно записать равенство 
( ) ( )(  )z z zve f e = . Справед-

ливо также равенство 
( )( ) ( )z z zf v f e =  . Таким образом, имеем равенства 

( )( )z zf v ve = , ( )

1 ( )z zv f v e−

 =  для всякого z ∈ Y. Пусть μ – внутренний автомор-

физм алгебры K, определяемый элементом v. Тогда верно равенство 

( ) ( )z zf e = , z ∈ Y. Полагая γ = μφ, получаем φ = μ−1γ, где γ – диагональный 

изоморфизм K′ → K, а μ−1 – внутренний автоморфизм алгебры K. ■ 

Следствие 3.3. Пусть алгебры I(Y, R) и I(X, R) удовлетворяют условию (II),  

Y и X – частично упорядоченные множества. Тогда из изоморфизма I(Y, R) ≅ I(X, R) 

вытекает изоморфизм Y ≅ X. 
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Некоторые кольца R, для которых алгебры I(Y, R) и I(X, R) удовлетворяют 

условию (II), указаны в конце предыдущего раздела. 

Замечание. Если X – конечное предупорядоченное множество, то кольцо ин-

цидентности I(X, R) часто называют кольцом структуральных матриц. Об этих 

кольцах хорошо написано во введении к статье [9], в которой доказана следую-

щая теорема. Пусть R – полупервичное нётерово кольцо, B1 и B2 – булевы матри-

цы порядка n такие, что M(n, B1, R) ≅ M(n, B2, R). Тогда найдется подстановка τ 

порядка n со свойством B2 = τB1. 
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Аннотация. Исследуются приближенные методы решения гиперсингулярных ин-

тегральных уравнений, полученных из внешней краевой задачи Неймана и внеш-

ней краевой задачи с импедансным условием для уравнения Гельмгольца в дву-

мерном пространстве. Следует указать, что в этих гиперсингулярных интегральных 

уравнениях участвует оператор, порожденный нормальной производной потенциа-

ла двойного слоя. Построенный А.М. Ляпуновым контрпример показывает, что для 

потенциала двойного слоя с непрерывной плотностью нормальная производная, 

вообще говоря, не существует, т.е. оператор, порожденный нормальной производ-

ной потенциала двойного слоя, не определен в пространстве непрерывных функ-

ций. Применяя метод регуляризации, рассматриваемые гиперсингулярные инте-

гральные уравнения внешней краевой задачи Неймана и внешней краевой задачи  

с импедансным условием для уравнения Гельмгольца приведены к слабо-

сингулярным интегральным уравнениям. Построив квадратурные формулы для од-

ного класса криволинейных интегралов, рассматриваемые интегральные уравнения 

мы заменяем системой алгебраических уравнений. Затем с использованием теоре-

мы Г.М. Вайникко о сходимости для линейных операторных уравнений доказано, 

что полученные системы алгебраических уравнений разрешимы единственным об-

разом и решения системы алгебраических уравнений сходятся к значению точного 

решения рассматриваемых гиперсингулярных интегральных уравнений в опорных 

точках. Указывается скорость сходимости метода.  

Ключевые слова: краевая задача Неймана, краевая задача с импедансным условием, 

уравнение Гельмгольца, метод интегральных уравнений, криволинейный гипер-

сингулярный интеграл, метод коллокации 
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Abstract. The paper studies approximate methods for solving hypersingular integral 

equations obtained from the Neumann external boundary value problem and from the ex-

ternal boundary value problem with the impedance condition for the Helmholtz equation 

in two-dimensional space. It should be pointed out that these hypersingular integral equa-

tions involve an operator generated by the normal derivative of the double layer poten-

tial. A counterexample built by A.M. Lyapunov shows that the normal derivative for a 

double layer potential with continuous density, generally speaking, does not exist, i.e., 

the operator generated by the normal derivative of the double layer potential is not de-

fined in the space of continuous functions. Using the regularization method, the consid-

ered hypersingular integral equations of the external Neumann boundary value problem 

and the external boundary value problem with the impedance condition for the Helmholtz 

equation are reduced to weakly singular integral equations. Having constructed quadra-

ture formulas for one class of curvilinear integrals, the integral equations under consider-

ation are replaced by a system of algebraic equations. Then, using G.M. Vainikko’s theo-

rem on convergence for linear operator equations, we prove that the resulting systems of 

algebraic equations are uniquely solvable, and the solutions to the system of algebraic 

equations converge to the value of the exact solution of the considered hypersingular in-

tegral equations at the reference points, and the rate of convergence of the method is in-

dicated. 

Keywords: Neumann boundary value problem, impedance boundary value problem, 

Helmholtz equation, integral equations method, curvilinear hypersingular integral, collo-

cation method 
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1. Введение и постановка задачи 

 

Известно, что в частных случаях (когда область является кругом, квадратом  

и др.) можно найти точное решение внешних краевых задач для уравнения Гельм-

гольца в двумерном пространстве. Однако во многих случаях невозможно найти 

точное решение внешних краевых задач для уравнения Гельмгольца. В связи  

с этим возникает интерес к исследованию приближенного решения таких краевых 

задач. Одним из методов решения внешних краевых задач для уравнения Гельм-

гольца является приведение к интегральному уравнению второго рода. Отметим, 

что основное преимущество применения метода интегральных уравнений к ис-

следованию внешних краевых задач заключается в том, что подобный подход 
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позволяет свести задачу, поставленную для неограниченной области, к задаче для 

ограниченной области меньшей размерности. 

Пусть 2D R  – ограниченная область с дважды непрерывно дифференциру-

емой границей L, а f, g и λ – заданные непрерывные функции на L. Рассмотрим 

следующие краевые задачи для уравнения Гельмгольца. 

Внешняя краевая задача Неймана. Найти функцию ( )( ) ( )DRCDRCu \\ 222  , 

обладающую нормальной производной в смысле равномерной сходимости, т.е. 

предел 

( )

( )
( ) ( )( )( )

0
0

lim ν , ν
ν h

h

u x
x gradu x h x

x →



= +


,  Lx , 

существует равномерно на L, удовлетворяющую уравнению Гельмгольца 

02 =+ uku  в DR \2
, условию излучения Зоммерфельда 

( ) ( ) →













=−














x

x
oxukixugrad

x

x
,

1
,

2/1
, 

равномерно по всем направлениям xx / , и граничному условию 
( )

( )
( )

ν

u x
f x

x


=


 на L, 

где ( )ν x  – единичная внешняя нормаль в точке ,Lx  Δ  – оператор Лапласа, k – 

волновое число, причем 0Im k . 

Внешняя задача с импедансным краевым условием. Найти функцию 
( )( ) ( )DRCDRCu \\ 222  , обладающую нормальной производной в смысле рав-

номерной сходимости, удовлетворяющую уравнению Гельмгольца в DR \2
, 

условию излучения Зоммерфельда на бесконечности и граничному  условию 

( )
( )

( ) ( ) ( )xgxux
x

xu
=+







 на L, где ( )( )Im λ 0k x  , Lx . 

Пусть функция ( )xu  является решением внешней краевой задачи Неймана для 

уравнения Гельмгольца. В работе [1. С. 116] показано, что неизвестные гранич-

ные значения ( ) ( )ψ ,x u x x L= 

 

удовлетворяют граничному интегральному 

уравнению второго рода  

 ψ ψK S f− = −  (1) 

и гиперсингулярному интегральному уравнению первого рода 

 ψT f K f= + , (2)  

где  

( )( ) ( ) ( )φ 2 Φ , φk y

L

S x x y y dl=  ,  Lx , 

( )( )
( )

( )
( )

Φ ,
φ 2 φ

ν

k

y

L

x y
K x y dl

y


=

 ,  Lx , 

( )( )
( )

( )
( )

Φ ,
φ 2 φ

ν

k

y

L

x y
K x y dl

x


=

 ,  Lx ,  
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( )( )
( )

( )

( )
( )

Φ ,
φ 2 φ

ν ν

k

y

L

x y
T x y dl

x y

 
=     

 ,  Lx ,  

Φ ( , )k x y  – фундаментальное решение уравнения Гельмгольца, т.е.  

( )
( ) ( )1

0

1 1
ln 0,

2π
Φ ,

0,
4

k

при k
x y

x y
i

H k x y при k


= −

= 
 − 


 

здесь 
( )1

0H  – функция Ханкеля первого рода нулевого порядка, определяемая 

формулой ( )( ) ( ) ( )zNizJzH
00

1

0
+= , ( )

( )
( )



=








−
=

0

2

20
2!

1

m

mm
z

m
zJ  – функция Бесселя ну-

левого порядка, ( ) ( )
( )
( ) 



=

+

=








−








+








+=

1

2

2

1

1

00
2!

11

2
ln

2

m

mmm

l

z

ml
zJC

z
zN


 – функция 

Неймана нулевого порядка, а 0,57721...C =  – постоянная Эйлера.  

Построенный А.М. Ляпуновым (см.: [2. С. 89–90]) контрпример показывает, 

что для потенциала двойного слоя с непрерывной плотностью нормальная произ-

водная, вообще говоря, не существует. Следовательно, оператор T не определен  

в пространстве ( )LC  всех непрерывных на кривой L функций с нормой 

( )φ max φ
x L

x
 
= . Кроме того, несмотря на разрешимость интегральных уравне-

ний (1) и (2), уравнение (1) имеет единственное решение тогда и только тогда, 

когда волновое число k не совпадает с собственным значением внутренней зада-

чи Дирихле, а уравнение (2) имеет единственное решение тогда и только тогда, 

когда волновое число k не совпадает с собственным значением внутренней зада-

чи Неймана. Однако в работе [1. С. 117] показано, что если функция ( )xu  имеет 

нормальную производную в смысле равномерной сходимости, то гиперсингуляр-

ное интегральное уравнение второго рода   

 ( )ψ ψ η ψ ηK i T Sf i f K f− − = − − + , (3) 

полученное из линейных комбинаций уравнений (1) и (2), разрешимо единствен-

ным образом в пространстве ( )Ν L  – линейном пространстве всех непрерывных 

функций ψ , потенциал двойного слоя с плотностью ψ  которых имеет непрерыв-

ные нормальные производные на обеих сторонах кривой L, где η 0  – произ-

вольное действительное число, причем ηRe 0k  . Следует указать, что внешнюю 

краевую задачу Неймана для уравнения Гельмгольца можно привести к различ-

ным интегральным уравнениям, приближенные решения которых исследованы  

в работах [3–6]. Уравнение (3) имеет то преимущество, что его решение является 

граничным значением решения внешней краевой задачи Неймана на L. При этом 

функция                                     

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

Φ ,
ψ Φ ,

ν

k

k y

L

x y
u x y f y x y dl

y

  
= − 

  
 , DRx \2 , 
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является решением внешней краевой задачи Неймана, если ( )ψ Ν L  является 

решением гиперсингулярного интегрального уравнения (3). Кроме того, следует 

указать, что решение уравнения (3) является решением уравнения метода нулево-

го поля, полученного Уотерменом [7] для рассеяния акустических волн. 

Кроме того, в работе [1. С. 111] показано, что комбинация потенциалов про-

стого и двойного слоев  

( ) ( )
( )

( )
( )

Φ ,
Φ , η φ

ν

k

k y

L

x y
u x x y i y dl

y

  
= + 

  
 ,  DRx \2 , 

где η 0  – произвольное вещественное число, причем η Re 0k  , является ре-

шением краевой задачи для уравнения Гельмгольца с импедансным условием, 

если плотность φ есть решение гиперсингулярного интегрального уравнения  

 ( ) ( )1 ηλ φ η ηλ λ φ 2i K i T i K S g− − + + + = − . (4) 

Отметим, что в работе [8] дано обоснование метода коллокации для гиперсин-

гулярного интегрального уравнения внешней краевой задачи Неймана, а в рабо-

те [9] – метода коллокации для гиперсингулярного интегрального уравнения 

внешней краевой задачи с импедансным условием для уравнения Гельмгольца  

в трехмерном пространстве. Однако известно, что в трехмерном пространстве 

фундаментальное решение уравнения Гельмгольца имеет вид: 

( ) 3
exp

Φ ( , ) , , , ,
4π

k

ik x y
x y x y R x y

x y

−
=  

−
 

и поэтому интегральные операторы, участвующие в уравнениях (3) и (4), строго 

отличаются от интегральных операторов, участвующих в интегральных уравне-

ниях внешней краевой задачи Неймана и внешней краевой задачи с импедансным 

условием для уравнения Гельмгольца в трехмерном пространстве.  

Следует отметить, что в работе [10] исследованы приближенные методы ре-

шения одного класса гиперсингулярных интегральных уравнений внешней крае-

вой задачи Неймана для уравнения Гельмгольца. Здесь после дискретизации по-

лучаются гиперсингулярные интегральные уравнения с более простыми ядрами. 

Настоящая же работа посвящена исследованию приближенного метода решения 

гиперсингулярных интегральных уравнений (3) и (4) методом приведения их  

к слабосингулярному интегральному уравнению, что позволяет найти решение 

полученных уравнений в более широком пространстве и налагать более слабые 

условия на заданную функцию f. 

 

2. Обоснование метода коллокации для гиперсингулярного  

интегрального уравнения (3) 

 

Так как оператор T является неограниченным в пространстве ( )L  (см.: [1.  

С. 73]), то проведем регуляризацию уравнения (3). Пусть волновое число k0 не 

совпадает с собственными значениями внутренних задач Дирихле или Неймана 

(для этого достаточно выбрать любое значение k0 с 0Im
0
k ). В дальнейшем 

обозначим индексом «0» то обстоятельство, что параметр k, входящий в операто-

ры S, K
~

 и T, равен значению k0. Поскольку оператор 
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( ) ( ) ( ) ( )LLCKIKISA →+−−=
−−

:
~~ 1

0

1

000
 

представляет собой обратный оператор к ( ) ( )LCLT →:
0

 (см.: [1. С. 102]), урав-

нение (3) можно преобразовать к эквивалентному виду: 

 ψ ψA Bf+ = , (5) 

причем полученное уравнение рассматривается в пространстве ( )LC , где I – еди-

ничный оператор на ( )LC , 

( )( )0 0

1
ψ η ψ

η
A A K i T T I

i
= + − − ,   ( )( )0

1
η

η
Bf A S i I K f

i
= + + . 

Следует указать, что операторы S, K и T – T0 являются компактными в простран-

стве ( )LC  (см.: [1. С. 73–74]), а значит, и оператор A является компактным в про-

странстве ( )LC  (см.: [1. С. 105]). Однако, несмотря на обратимость операторов 

0

~
KI +  и 

0

~
KI − , явные виды обратных операторов ( ) 1

0

~ −

+ KI
 
и ( ) 1

0

~ −

− KI  неиз-

вестны, следовательно, неизвестны явные виды операторов A и B. 

Замечания 1. В работе [10] решение уравнения, полученного после дискрети-

зации, исследуется в пространстве ( )1,αC L , а на заданную функцию f налагается 

условие ( )0,βf C L , где ( )0,βC L  – пространство Гельдера с показателем β, 

( )1,αC L  – пространство непрерывно дифференцируемых функций, производная 

которых удовлетворяет условию Гельдера с показателем α, причем 0 α β 1   . 

Как видно, решение уравнения (5) исследуется в пространстве ( )LC  и заданная 

функция ( )LCf  . Это является одним из преимуществ применяемого метода. 

Для обоснования метода коллокации вначале построим квадратурные форму-

лы для ( )( ψ)A x  и ( )( ) ,Bf x x L . Предположим, что кривая L задана парамет-

рическим уравнением ( ) ( ) ( )( ),,
21

txtxtx =   bat , . Разобьем промежуток  ba,  на 

( ) dabMn /2
0

−  равных частей: 
( )

np
n

pab
at

p
,0, =

−
+= , где  

 
( )( ) ( )( ) ++=



2

2

2

1
,

0
max txtxM

bat

 
(см.: [11. С. 560]) и d – стандартный радиус (см.: [12. С. 400]). В качестве опор-

ных точек возьмем ( )τ px , np ,1= , где 
( )( )2 1

τ
2

p

b a p
a

n

− −
= + . Тогда кривая L 

разбивается на элементарные части: 
n

p

p
LL

1=

= , где ( ) 
ppp

ttttxL =
−1

: .

 
Известно, что (см.: [13]) 

(1)  np ,...,2,1 : )(~)( nRnr
pp

, где  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 
ppppp

xtxtxxnr  −−=
−

,min
1

, ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 
ppppp

xtxtxxnR  −−=
−

,max
1

, 

а запись ( ) ( )nbna ~  означает, что 
( )
( ) 21

C
nb

na
C  , где C1 и C2 – положительные 

постоянные, не зависящие от n;   
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(2)  np ,...,2,1 :  ( ) 2/dnR
p

 ; 

(3)  njp ,...,2,1,  :  ( ) ( )nrnr
pj

~ ;  

(4) ( ) ( )
n

nRnr
1

~~ ,  где ( ) ( )nRnR
p

np ,1

max
=

= , ( ) ( )nrnr
p

np ,1

min
=

= . 

В дальнейшем такое разбиение будем называть разбиением кривой L на «ре-
гулярные» элементарные части. 

Пусть ( )xL
d

 и ( )Γd x  – части соответственно кривой L и касательной прямой 

( )x  в точке Lx , заключенные внутри круга ( )xB
d

 радиуса d с центром в точ-

ке x. Кроме того, пусть ( )Γy x  – проекция точки Ly . Тогда 

( ) yxLCyxyx ~~
1

−−−
  

и  ( ) ( ) ( )xmesLCxmesL
dd


2

, 

где ( )LC
1

 и ( )2C L  – положительные постоянные, зависящие лишь от L (если L – 

окружность, то ( ) 2
1

=LC  и ( ) 2
2

=LC ). 

Поступая точно так же, как и в доказательстве леммы 2.1 работы [14], можно 
показать справедливость следующей леммы.   

Лемма 1. Существуют такие постоянные 0
0
C  и 0

1
C , не зависящие от n, 

для которых при   pjnjp  ,,...,2,1, , и 
j

Ly  справедливы следующие нера-

венства: 

( ) ( ) ( ) ( )0 1τ τ τ τp j p pC y x x x C y x −  −  − . 

Пусть

 
( ) ( )yxkH

i
yx

n

n

k
−= 1

,0
4

),( , Lyx , , yx  , 

где   

( ) ( ) ( ) ( )zNizJzH
nnn ,0,0

1

,0
+= ,   ( )

( )
( )

=








−
=

n

m

mm

n

z

m
zJ

0

2

2,0
2!

1
 

и  

( ) ( )
( )
( ) 

=

+

=








−








+








+=

n

m

mmm

l

nn

z

ml
zJC

z
zN

1

2

2

1

1

,0,0
2!

11

2
ln

2


. 

В работах [15] и [16] доказано, что выражения 

 ( ) ( )( )
( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
2 2

1 2

1

2
τ Φ τ , τ τ τ τ

n
n

n p k p j j j j

j
j p

b a
S f x x x x x f x

n =


−
 = + , (6)

 

 ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )

2 2

1 2

1

Φ τ , τ2
ψ τ τ τ ψ τ

ν τ

n
n

k p j

n p j j j

j j
j p

x xb a
K x x x x

n x=


−
 = +


 , (7)

 

 ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )

2 2

1 2

1

Φ τ , τ2
τ τ τ τ

ν τ

n
n

k p j

n p j j j

j p
j p

x xb a
K f x x x f x

n x=


−
 = +


  (8)

 и  

( )( ) ( )( )0 ψ τ pn
T T x− =  
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( )

( )( )
( ) ( )( )
( )( )

( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

0

1

2 2

1 2

Φ τ , τ Φ τ , τ2

ν τ ν τ ν τ

τ τ ψ τ

n n
n

k p j k p j

j
p j j

j p

j j j

x x x xb a

n x x x

x x x

=


  −   = − 
   
 

  +


 

 

(9)

 

в опорных точках ( )τ , 1,px p n= , являются квадратурными формулами для ин-

тегралов ( )( )xSf , ( )( )ψK x , ( )( )Kf x  и ( )( )( )0 ψT T x−  соответственно, причем  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1,

max τ τp n p
p n

Sf x S f x
=

−  М1 ( )
ln

ω ,1/
n

f n f
n

 
+ 

 
, 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
1,

ln
max ψ τ ψ τ ω ψ,1/ ψp n p
p n

n
K x K x M n

n=

 
−  + 

 
, 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
1,

ln
max τ τ ω ,1/p n p
p n

n
Kf x K f x M f n f

n=

 
−  + 

 
 

и  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )0 0
1,

ln
max ψ τ ψ τ ω ψ,1/ ψp pnp n

n
T T x T T x M n

n=

 
− − −  + 

 
, 

где через ( )ω φ,δ  обозначен модуль непрерывности функции ( )φ C L , т.е.   

( )
δ

,

ω φ,δ max φ( ) φ( )
x y
x y L

x y
− 


= − , δ 0 . 

Пользуясь квадратурными формулами (6)–(9) получаем, что выражения    

 ( ) ( )( ) ( )( )
1

ψ τ ψ τ
n

n p pj j

j

C x c x
=

=  (10) 

и 

( ) ( )( ) ( )( )
1

τ τ
n

n p pj j

j

G f x g f x
=

=  

в опорных точках ( )τ , 1,px p n= , являются квадратурными формулами для ин-

тегралов 

( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )0ψ ψ η ψ ψC x K x i T T x x= + − −  

и 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )η ηGf x Sf x i Kf x i f x= + +  

соответственно, причем справедливы следующие оценки: 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
1,

ln
max ψ τ ψ τ ω ψ,1/ ψp n p
p n

n
C x C x M n

n=

 
−  + 

 
, 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
1,

ln
max τ τ ω ,1/p n p
p n

n
Gf x G f x M f n f

n=

 
−  + 

 
, 

 
1 Здесь и далее через M будем обозначать положительные постоянные, разные в различ-

ных неравенствах.    
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здесь 

1−=
pp

c   при  np ,1= , 

( )

( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
( )( )

( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )

0

2 2

1 2

Φ τ , τ Φ τ , τ2
η

ν τ ν τ

Φ τ , τ
τ τ

ν τ

n n

k p j k p j

pj

p j

n

k p j

j j

j

x x x xb a
c i

n x x

x x
x x

x

   −−   = +    
 


  +  +



 

при  njp ,1, = ,   jp  , 

и  ηppg i=   при  np ,1= , 

( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )
2 2

1 2

Φ τ , τ2
Φ τ , τ η τ τ

ν τ

n

k p jn

pj k p j j j

p

x xb a
g x x i x x

n x

 −
   = + +
 
 

   

при  njp ,1, = ,  jp  . 

Через In обозначим единичную матрицу n-го порядка, а через Cn – простран-

ство n-мерных векторов ( )= n

n

nnn zzzz ,...,,
21

, ,Cz n

l


 
,,1 nl =  с нормой 

n

l
nl

n zz
,1

max
=

= , где запись 
a  означает транспонировку вектора a. Рассмотрим  

n-мерную матрицу ( )n

jppj

n kK
1,

0

0

~~
=

=  с элементами 

( ) ( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )0

0
2 2

1 2

0 при ,

Φ τ , τ2
τ τ при .

ν τ

n

k p jpj

j j

p

p j

x xk b a
x x p j

n x

=
 = −

 + 


 

Поступая точно так же, как и в работе [17], нетрудно доказать справедливость 

следующих двух лемм. 

Лемма 2. Если Im 0k  , то существует обратная матрица ( )
1

0

n nI K
−

+ , причем   

( ) ++=
−1

01

~
sup nn

n

KIM  

и ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )
1

0
1,

1

ln
max τ τ ω ,1/

n

l l j l
l n

j

n
I K g x k g x M g n g

n

−
+

=
=

 
+ −  + 

 
 , 

где ( )LCg , а l jk +  – элемент l-й строки и j-го столбца матрицы ( ) 1

0

~ −

+ nn KI .  

Лемма 3. Если 0Im k , то существует обратная матрица ( ) 1

0

~ −

− nn KI , причем   

( ) +−=
−1

02

~
sup nn

n

KIM  

и ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )
1

0
1,

1

ln
max τ τ ω ,1/

n

l l j l
l n

j

n
I K g x k g x M g n g

n

−
−

=
=

 
− −  + 

 
 , 
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где ( )LCg , а l jk −  – элемент l-й строки и j-го столбца матрицы ( ) 1

0

~ −

− nn KI .  

Пусть   

 ( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

0

0
2 2

1 2

0 при ,

2
Φ τ , τ τ τ при ,

pj n

k p j j j

p j

f b a
x x x x p j

n

=


= −
 + 



 (11) 

и    
= = =

+−



























−=

n

p

n

m

n

t

jttmmppljl
ckkf

i
a

1 1 1

0 ~~1


,    njl ,1, = . 

Теорема 1. Выражение  

 ( ) ( )( ) ( )( )
1

ψ τ ψ τ
n

n l l j j

j

A x a x
=

=  (12) 

в точках ( )τ , 1,lx l n= , является квадратурной формулой для ( )( )ψA x , причем   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1,

ln
max ψ τ ψ τ ω ψ,1/ ψl n l
l n

n
A x A x M n

n=

 
−  + 

 
. 

Доказательство. Так как 

( ) ( ) ( )0

1 1 1 1

1
ψ τ ψ (τ )

η

n n n n

n l l j j p p m m t t

j p m t

A x f k k c x
i

− +

= = = =

    
= −           

    , 

то справедливо представление 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )

1 1

0 0 0

1 1
0

0 0

1

1
ψ τ ψ τ ψ τ

η

ψ τ

l n l l

n

l j j

j

A x A x S I K I K C x
i

f I K I K C x

− −

− −

=

− = − − + −

− − + −
 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
1 1 1

0

0 0 0

1 1

1
ψ τ ψ τ

η

n n

l j j j p p

j p

f I K I K C x k I K C x
i

− − −
−

= =

 
− − + − + − 

 
   

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1

0

0

1 1 1

1
ψ τ ψ τ

η

n n n

lj jp p pm m

j p m

f k I K C x k C x
i

−
− +

= = =

  
− + − −  

  
  

( ) ( )( ) ( )( )0

1 1 1 1

1
ψ τ ψ τ

η

n n n n

lj jp pm m m t t

j p m t

f k k C x c x
i

− +

= = = =

   
− −    

   
    .

 
Тогда, учитывая оценки погрешности квадратурных формул (6) и (10) и прини-

мая во внимание леммы 2 и 3, имеем 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
1 1 1 1

0 0 0 0

ψ τ ψ τ

ln
ψ ω ψ,1/

l n lA x A x

n
M I K I K C I K I K C n

n

− − − −



− 

 
 − + + − + + 

 

 

( ) ( )( )

( )

1 1
0

0 0

1

0

1 1

ln
ψ ω ψ,1/

ln
ψ ω ψ,1/

n

l j

j

n n

l j jp

j p

n
M I K C I K C n f

n

n
M C C n f k

n

− −

 =

−


= =

 
+ + + + + 

 

  
+ + +  

   



 
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 ( ) 0

1 1 1

ln
ψ ω ψ,1/

n n n

l j jp pm

j p m

n
M n f k k

n

− +


= = =

   
+ +    

    
   . (13) 

Учитывая неравенства 

( )
ln

ω ψ,1/ ψ
n

K n M
n

 ,   ( )( )0

ln
ω ψ,1/ ψ

n
T T n M

n
−  , 

имеем: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )0

ln
ω ψ,1/ ω ψ,1/ η ω ψ,1/ ω ψ,1/ ω ψ,1/ ψ

n
C n K n T T n n n M

n
 + − +  + . 

Известно (см.: [1. С. 92]), что для любого ( )LCg  уравнение 

0ρ ρK g+ =  

имеет единственное решение ( )*ρ C L . Тогда получаем, что 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

0 * 0 * 0 *ω ,1/ ω ρ ,1/ ω ρ ,1/ ω ,1/ ω ρ ,1/I K g n n g K n g n K n
−

+ = = −  + 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

* 0

1

0

ln ln
ω ,1/ ρ ω ,1/

ln
ω ,1/ .

n n
g n M g n M I K g

n n

n
g n M I K g

n

−




−



 + = + + 

 + +  

Аналогичным образом можно показать, что 

( )( ) ( )
1

0

ln
ω ,1/ ω ,1/

n
I K f n f n M f

n

−


−  + . 

Отсюда находим цепочку неравенств            

( ) ( )( ) ( )( ) ( )
1 1 1 1

0 0 0 0

ln
ω ψ,1/ ω ψ,1/ ψ

n
I K I K C n I K C n M I K C

n

− − − −



− +  + + +         

( ) ( ) ( )
1

0

ln ln ln
ω ψ,1/ ψ ψ ω ψ,1/ ψ

n n n
C n M C M I K C M n

n n n

−

 


 
 + + +  + 

 
.  

 
Поступая точно так же, как и в работе [15], легко показать, что выражение 


=

n

j

lj
f

1

0  в точках ( )τ , 1,lx l n= , является квадратурной формулой для интеграла 

( ) 
L

yk
dlyx,2

0
, 

причем 

( )( )
0

0

1,
1

ln
max 2 Φ τ ,

n

k l y lj
l n

jL

n
x y dl f M

n=
=

−  . 

Следовательно, 

 ( )
0

0

1,
1

ln
max 2max Φ ,

n

lj k y
x Ll n

j L

n
f x y dl M

n=
=

 +  . (14) 

Кроме того, из леммы 2 и 3 очевидны неравенства 

 
1

1,
1

max
n

jp
j n

p

k M+

=
=

 ,   
2

1,
1

max
n

jp
j n

p

k M−

=
=

 . (15) 
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В результате, принимая во внимание полученные выше неравенства в (13), 
получаем доказательство теоремы. 

Аналогичным образом можно доказать следующую теорему. 
Теорема 2. Выражение  

 ( ) ( )( ) ( )( )
1

τ τ
n

n l l j j

j

B f x b f x
=

=  (16) 

в точках ( )τ , 1,lx l n= , является квадратурной формулой для ( )( )Bf x , причем   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1,

ln
max τ τ ω ,1/l n l
l n

n
Bf x B f x M f n f

n=

 
−  + 

 
, 

где 

0

1 1 1

1

η

n n n

l j l p p m mt t j

p m t

b f k k g
i

− +

= = =

   
= −     

   
   ,  , 1,l j n= . 

Теперь дадим обоснование метода коллокации для уравнения (5). Используя 
квадратурные формулы (12) и (16), уравнение (5) заменяем системой алгебраиче-

ских уравнений относительно n

lz -приближенных значений ( )( )ψ τ ,lx  1,l n= , 

которую запишем в виде: 

 ( ) nnnnn fBzAI =+ , (17) 

где ( )n
jljl

n aA
1, =

= , ( )n
jljl

n bB
1, =

= , fpf nn = , а ( ) nn CLCp →:  – линейный ограничен-

ный оператор, определяемый формулой ( )( ) ( )( ) ( )( )( )
Τ

1 2τ , τ ,..., τn

np f f x f x f x=  

и называемый оператором простого сноса.  

Теорема 3. Уравнения (5) и (17) имеют единственные решения ( )*ψ C L  и 

*

n nz C  соответственно, при этом 
* *ψ 0n nz p− →  при →n  с оценкой ско-

рости сходимости    

( )* *

ln
ψ ω ,1/n n n

z p M f n
n

 
−  + 

 
. 

Доказательство. Отметим, что здесь мы будем использовать теорему  
Г.М. Вайникко о сходимости для линейных операторных уравнений [18], при 
этом воспользуемся обозначениями и необходимыми определениями и предло-
жениями из работы [18]. Проверим выполнение условий теоремы 4.2 работы [18]. 

В монографии [1. С. 117] показано, что ( )  0=+ AIKer . Очевидно, что операто-

ры nn AI +  фредгольмовы с нулевым индексом, и система операторов простого 

сноса  npP =  является связывающей для пространств ( )LC  и 
nC  [18. С. 6–7]. 

Тогда по определению 1.1 из [18] в силу теоремы 2 получаем, что BffB
P

nn → . 

Теперь покажем, что AIAI
PP

nn +→+ . Принимая во внимание способ разбиения 

кривой L на «регулярные» элементарные части и лемму 1, нетрудно показать, что 
выражение 

( )( )
1,

τ
n

n

m m t

t
t m

F x c
=


=  
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в точках ( )τ , 1,mx m n= , является квадратурной формулой для слабо сингулярно-

го интеграла  

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )( )
( )

0
Φ , Φ ,Φ ,

2 η
ν ν ν

k kk

y

L

x y x yx y
F x i dl

y x y

  − 
 = +
   
 

 , Lx , 

причем 

( )( ) ( )( )
1,

ln
max τ τn

m m
m n

n
F x F x M

n=
−  . 

Следовательно, 

 
( )( )

( )( ) ( )( ) ( )

1, 1,
1

1,

max 1 max τ

1 max τ τ max .

n
n

mt m
m n m n

t

n

m m
x Lm n

c F x

F x F x F x M

= =
=

=

= + 

 + − + 


 (18) 

Принимая во внимание неравенства (14), (15) и (18), приходим к оценке 

n
n

j

n

jlj
nl

nn zMzazA = 
=

=
1

,1

max , nn Cz  . 

Пусть ψ ψ
P

n → . Тогда в силу теоремы 1 получаем, что 

( ) ( )( )

( ) ( )

ψ ψ

ψ ψ ψ ψ ψ ψ 0

n n n

n

n n n n n

n n

I A p I A

p M p A p p A

+ − + 

 − + − + − →
  

при →n , 

следовательно, по определению 2.1 из [18] имеем, что AIAI
PP

nn +→+ .  

Так как II n →  устойчиво по определению 3.2 из [18], то согласно предложе-

нию 3.5 и определению 3.3 из работы [18] осталось проверить условие компакт-

ности, которое вследствие предложения 1.1 из работы [18] равносильно условию 

 nz , 
nn Cz  , Mz n  , существует относительно компактная последователь-

ность   ( )LCzA n

n
  такая, что 

( ) 0→− n

n

nnn zApzA   при  →n . 

В качестве  n

n
zA  выберем последовательность   

( )( ) ( )
=

=
n

j

n

jj

n

n
zxaxzA

1

,  Lx , 

где 

( ) ( )0

1 1 1

1

η

n n n

j p pm m t t j

p m t

a x f x k k c
i

− +

= = =

   
= −     

   
   ,  nj ,1= , 

( ) ( )=
pL

ykp
dlyxxf ,2

0

0
,  Lx ,  np ,1= . 

Принимая во внимание способ разбиения кривой L на «регулярные» элемен-

тарные части и лемму 1, имеем 
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( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( )

0 0

0

0 0

1 1

τ 2 Φ τ , Φ τ , τ

ln
2 Φ τ , , 1, .

p

l

n n

l p p l k l k l p y

p p L
p l

k l y

L

f f x x y x x dl

n
x y dl M l n

n

= =


−  − +

+  =

  



 (19) 

Кроме того, очевидно, что 

 ( ) ( ) Mdlyxxf
L

yk

n

p

p
 

=

,2
0

1

0 . (20) 

Так как 

( ) ( ) ( )0

1 1 1 1

1

η

n n n n
n n

n j jp p m m t t

j p m t

A z x f x k k c z
i

− +

= = = =

    
= −           

    , 

то, учитывая условие Mz n   и неравенства (15), (18) и (19), получаем, что 

( ) 0→− n

n

nnn zApzA    при  →n . 

Возьмем любые точки Lxx ,  такие, что δ / 2x x d − =  . Тогда, принимая 

во внимание неравенства (15) и (18) и поступая точно так же, как и в работе [16], 
можно показать, что 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )( )

0 0

0 0

δ/2 δ/2

0 0

δ/2 δ/2

0 0

δ/2 δ/2

0 0

1

\

Φ , Φ ,

Φ , Φ ,

Φ , Φ ,

Φ , Φ , δ ln δ

n
n n n

n n j j

j

n

k k y

L

n n

k y k y

L x L x

n n

k y k y

L x L x

n n

k k y

L L x L x

A z x A z x M z f x f x

M z x y x y dl

M z x y d l M z x y d l

M z x y d l M z x y d l

M z x y x y d l M z

=

 

 

 

   −  − 

  − 

  + +

 + + +

 + − 





 

 

 ,

 (21) 

а значит,   ( )LCzA n

n
 .   

Относительная компактность последовательности  n

n
zA  следует из теоремы 

Арцеля. Действительно, равномерная ограниченность непосредственно вытекает 

из неравенств (15), (18) и (20) и условия Mz n  , а равностепенная непрерыв-

ность следует из оценки (21). Тогда, применяя теорему 4.2 из работы [18], полу-

чаем, что уравнения (5) и (17) имеют единственные решения ( )*ψ C L  и 

nn Cz 
*

 соответственно, причем    

3 * * 3δ ψ δn n

n nm z p M −  , 

где   

0sup/1
3

+= nn

n

AIm  ,   ( ) +=
−1

3
sup nn

n

AIM , 

( )( )*δ ψn n n n n

n I A p B f= + − . 
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В силу теорем 1 и 2 находим   

( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

* *
1,

1 1

* *
1,

1 1

* *

δ max ψ τ ψ τ τ

max τ τ ψ τ ψ τ

ln
ω ,1/ ω ψ ,1/ ψ .

n n

n l lj j lj j
l n

j j

n n

l lj j lj j j
l n

j j

x a x b f x

Bf x b f x a x A x

n
M f n n f

n

=
= =

=
= =

 

= + − =

   
= − + −    

   

 
 + + + 

 

 

   

Так как ( )
1

*ψ I A Bf
−

= + , то  

( )
1

*ψ I A B f
−

 
 + . 

Кроме того, принимая во внимание оценку  

( )0

ln
ω ρ,1/ ρ

n
F n M

n
 , 

имеем 

( )
ln

ω ,1/
n

Bf n M f
n

 ,   ( )*

ln
ω ψ ,1/

n
A n M f

n
 . 

Следовательно, 

( ) ( ) ( ) ( )* * *

ln
ω ψ ,1/ ω ψ ,1/ ω ,1/ ω ψ ,1/

n
n Bf A n Bf n A n M f

n
= −  +  , 

чем и завершается доказательство теоремы. 

Замечания 2. Как видно, если ( ) ( )β\f C L C L , то предложенный в работе [10] 

метод не дает возможности исследовать решение интегрального уравнения, по-

лученного после дискретизации рассматриваемого уравнения. Кроме того, если 

( )βf C L , то скорость сходимости данного метода равна ( )
β

ln 1
ω ,1/

n
f n

n n
+  ,  

а в работе [10] скорость сходимости метода составила 
β α

ln
,

n

n −
 т.е. в этом случае 

скорость сходимости данного метода является более сильной, чем скорость схо-

димости метода в работе [10], где 0 α β 1   . 

 

3. Обоснование метода коллокации для гиперсингулярного  

интегрального уравнения (4) 
 

Сначала проведем регуляризацию уравнения (4). Пусть волновое число k0 не 

совпадает с собственными значениями внутренних задач Дирихле или Неймана 

(для этого достаточно выбрать любое значение k0 с 0Im
0
k ). Обозначим индек-

сом «0» то обстоятельство, что параметр k, входящий в операторы S, K
~

 и T, ра-

вен значению k0. Поскольку оператор 

( ) ( ) 1

0

1

000

~~ −−

+−−= KIKISA  

представляет собой обратный оператор к T0, уравнение (4) можно преобразовать 

к эквивалентному виду (см.: [1. С. 111]): 
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 φ φA Bg+ = , (22) 

причем полученное уравнение рассматривается в пространстве ( )LC  , где 

( ) ( )( )0 0

1
φ 1 ηλ η ηλ λ φ

η
A A i I K i T T i K S

i
 = − − − + − + +
 

,     
0

2

η
Bg A g

i
= . 

Для обоснования метода коллокации вначале построим квадратурные форму-

лы для интегралов ( )( )φA x  и ( )( )xgB
~

, Lx . Разобьем L на «регулярные» эле-

ментарные части: 
n

j

j
LL

1=

= . Принимая во внимание построенные квадратурные 

формулы (6)–(9) для интегралов S, K, K
~

 и T – T0 соответственно и их оценки по-

грешности, нетрудно показать, что выражение    

( ) ( )( ) ( )( )
1

φ τ φ τ
n

n l l j j

j

C x c x
=

=  

в опорных точках ( )τ , 1,lx l n= , является квадратурной формулой для интеграла 

( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )( )0

φ 1 ηλ φ

φ η φ ηλ φ λ φ ,

C x i x x

K x i T T x i x K x x S x

= − −

− + − + +
 

где       

( )( )1 ηλ τl l lc i x= −    при  1,l n= ,           

( )
( )( ) ( )( )

( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
( )( )

0

2 2

1 2

2
τ τ

Φ τ , τ Φ τ , τΦ τ , τ
η

ν τ ν τ ν τ

l j j j

n nn
k l j k l jk l j

l l j

b a
c x x

n

x x x xx x
i

x x x

−
 = − + 

   −    + +     
 

 

( )( )
( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( ) ( )( )
Φ τ , τ

ηλ τ λ τ Φ τ , τ
ν τ

n

k l j n

l l k l j

j

x x
i x x x x

x


+ +



  при njl ,1, = ,   jl  , 

причем  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
1,

ln
max φ τ φ τ ω φ,1/ φl n l
l n

n
C x C x M n

n=

 
−  + 

 
. 

Пусть элементы 
0

jl
f , njl ,1, = , определяются формулой (11), l jk −  – элемент  

l-й строки и j-го столбца матрицы ( ) 1

0

~ −

− nn KI , l jk +  – элемент l-й строки и  

j-го столбца матрицы ( ) 1

0

~ −

+ nn KI , 

0

1 1 1

1

η

n n n

l j l p p m mt t j

p m t

a f k k c
i

− +

= = =

   
=     

   
   ,    njl ,1, = , 

0

1 1

2

η

n n

l j l p p m m j

p m

b f k k
i

− +

= =

  
= −   

  
  ,    njl ,1, = . 
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Поступая точно так же, как и в доказательстве теоремы 1, можно показать, что 

выражения  

 ( ) ( )( ) ( )( )
1

τ τ
n

n l l j j

j

B g x b g x
=

=  (23) 

и 

 ( ) ( )( ) ( )( )
1

φ τ φ τ
n

n l l j j

j

A x a x
=

=  (24) 

в точках ( )τ , 1,lx l n= , являются квадратурными формулами для ( )( )Bg x  и 

( )( )φA x  соответственно, причем   

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
1,

ln
max τ τ ω ,1/l n l
l n

n
Bg x B g x M g n g

n=

 
−  + 

 
, 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1,

ln
max φ τ φ τ ω φ,1/ φ ω λ,1/ φl n l
l n

n
A x A x M n n

n =

 
−  + + 

 
. 

Используя квадратурные формулы (23) и (24), уравнение (22) заменяем си-

стемой алгебраических уравнений относительно n

lz  – приближенных значений 

( )( )φ τ , 1,lx l n= , которую запишем в виде: 

 ( ) nnnnn gBzAI
~~

=+ , (25) 

где ( )n
jljl

n aA
1,

~~
=

= , ( )n
jljl

n bB
1,

~~
=

=  и gpg nn = . 

Поступая точно так же, как и в доказательстве теоремы 3, можно показать 

справедливость основного результата данного раздела. 

Теорема 4. Уравнения (22) и (25) имеют единственные решения ( )*φ C L  и 

nn Cz 
*

 соответственно, при этом 
* *φ 0n nz p− →  при →n  с оценкой скоро-

сти сходимости    

( ) ( )* *

ln
φ ω ,1/ ω λ,1/n n n

z p M g n n
n

 
−  + + 

 
. 
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Аннотация. По аналогии с пространствами ( )pC X  введены в рассмотрение про-

странства , ( )p AC X  непрерывных вещественнозначных функций с топологией по-

точечной сходимости на всюду плотном подмножестве A X . Для пространств 

 ,C ,p A a b  и  ,C ,p B с d , где 1 2[ , ] , }\ { , , nA a b a a a=   и 1 2[ , ] \ { , , , }mB c d b b b=  , дока-

зано, что пространства , [ , ]p AC a b  и , [ , ]p BC c d  линейно гомеоморфны тогда и только 

тогда, когда n = m. 
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Abstract. In this work, by analogy with spaces ( )pC X , spaces ( ),p AC X  are defined, 

where A  is an everywhere dense subset of X. The base of neighborhoods of the function 

( ),p Af C X  is defined by sets of the form 
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( ) ( ) ( ) ( ) 1, ,..., , : , 1,...,n i iU f x x g C X g x f x i n =  −   = , 

where ix A  and 0  . 

We consider the question of linear homeomorphism of the spaces  , ,p AC a b  and  , ,p BC c d , 

where    1, \ ,..., nA a b a a=  and    1, \ ,..., mB c d b b= . If n = m and the number of end-

points of the intervals  ,a b  and  ,c d  contained in the sets  1,..., na a  and  1,..., mb b  is 

the same, then obviously the spaces  , ,p AC a b  and  , ,p BC c d  are linearly homeomorphic.  

If the number of endpoints in these sets is different, then the linear homeomorphism is 

proved by decomposing the spaces  , ,p AC a b  and  , ,p BC c d  into a product. 

At n ≠ m, it is proved that the spaces  , ,p AC a b  and  , ,p BC c d  are not linearly homeo-

morphic. The proof is carried out by contradiction. Suppose that there is a linear homeo-

morphism    , ,: , ,p A p BT C a b C c d→ . Then, by the closed graph theorem, T is an iso-

morphism of Banach spaces  ,C a b  and  ,C c d . Therefore, we can consider the map-

ping    * * *: , ,T C c d C a b→ . Using the general form of functionals in spaces  * ,C c d  

and  *

, ,p BC c d , we prove that *T  is not an isomorphism, which contradicts our assump-

tion. 

As a consequence, we obtain that the spaces of uniformly continuous functions with the 

topology of pointwise convergence  ),pUC a b  and ( ),pUC a b  are not linearly homeo-

morphic. 

Keywords: сontinuous functions, homeomorphism, pointwise convergence topology, 

linearly bounded functionals, function of bounded variation, Stieltjes integral 
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Введение 

 

Все рассматриваемые в данной статье пространства являются тихоновскими.  

Определение 1. Пусть A X  – всюду плотное подмножество. Пространство 

, ( )p AC X  – пространство непрерывных вещественнозначных функций, где база 

окрестностей функции , ( )p Af C X  задается множествами вида: 

1( , ,..., , ) { ( ) :| ( ) ( ) | , 1,..., },n i iU f x x g C X g x f x i n =  −   =  где ix A  и 0  . 

Через : ( ) ( )A p pC X C A →  обозначим отображение сужения функций из ( )pC X  

на A, т.е. ( ) |A Af f =  для всех ( )pf C X . Подпространство ( ( )) ( )A p pC X C A →  

обозначают ( | )pC A X . 

Известно, что если A X  – всюду плотное подмножество, то : ( ) ( | )p pC X C A X →  – 

взаимно однозначное непрерывное отображение [1. С. 17]), т.е. уплотнение.  

Но если мы рассмотрим отображение 
,: ( ) ( | )p A pC X C A X → , то нетрудно уви-

деть, что получаем линейный гомеоморфизм.  
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Для компакта X через ( )C X
 
обозначаем пространство всех непрерывных ве-

щественнозначных функций с нормой || || max{| ( ) |: }.f f x x X=    

* ( )C X  – пространство линейных непрерывных функционалов Φ на простран-

стве ( )C X  с нормой || || sup{| ( ) |: || || 1}f f =   .  

* ( )pC X  – пространство линейных непрерывных функционалов ϕ на простран-

стве ( )pC X . Известно, что если * [ , ]pC a b , то 

11 ...
lx l x =   + +  , 

где [ , ]ix a b  и ( )
ix if f x =  [2. С. 400]. 

Через [ , ]a bV  обозначаем множество функций ограниченной вариации, за-

данных на промежутке [ , ]a b , 
b

a

gV  – вариация функции [ , ]g a bV . По теореме 

Жордана любая функция [ , ]g a bV  представима в виде: g = −v u , где v, u  – не-

убывающие функции на [ , ]a b , и ( )

x

a

x g=Vv . Следовательно, 
2

1
2 1( ) ( )

x

x

g x x= −V v v  

для любых 1 2, [ , ]x x a b .  

Для подмножества Y X  обозначим 
0 ( | ) { ( ) : | 0}YC X Y f C X f=   . Если 

это пространство наделено топологией поточечной сходимости, то пишем 
0 ( | ) { ( ) : | 0}p p YC X Y f C X f=   . 

Если 
1

n
n

X X


=

=  – топологическая сумма тихоновских пространств nX , то ясно, 

что 
1

( ) ( )p p n

n

C X C X


=

= . Для 1

1

{ } ( )n n p n

n

f f C X




=

=

=   пусть || || sup{| ( ) |: }n nf f x x X=  . 

Положим   

0

1

1 1

конечно( ) { } ( ) :{ :|| || }  ,–  0 p n n n p n n

n nc

C X f f C X n f
 



=

= =

 
= =      

 

 



 


  . 

Пусть   – счетное произведение прямых, c   – подпространство всех 

сходящихся числовых последовательностей.  

X ~ Y означает, что топологические пространства X и Y гомеоморфны. Если  

X и Y линейные топологические пространства, то X Y  означает, что Y и Y ли-

нейно гомеоморфны. 

 

Основные результаты 
 

Мы рассматриваем пространства 
, [ , ]p AC a b  и 

, [ , ]p BC c d , где 1[ , ] \{ ,..., },nA a b a a=  

1[ , ] \{ ,..., }mB c d b b= . 

Теорема 1. Если n = m, то пространства 
, [ , ]p AC a b  и 

, [ , ]p BC c d  являются ли-

нейно гомеоморфными. 
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Доказательство. Рассмотрим два случая.  

А) Пусть 
1 1{ , } { ,..., } { , } { ,..., }n na b a a c d b b= , т.е. количество концевых то-

чек во множествах A и B одинаково.  

В этом случае существует гомеоморфизм : [ , ] [ , ]a b c d →  такой, что ( )i ia b =  

для всех 1,..., .i n=  Нетрудно видеть, что отображение 
, ,: [ , ] [ , ]p B p AT C c d C a b→ , 

действующее по формуле Tf f=   для любого 
, [ , ]p Bf C c d , является иско-

мым линейным гомеоморфизмом.  

Б) 1 1{ , } { ,..., } { , } { ,..., }n na b a a c d b b , т.е. количество концевых точек во 

множествах A и B различно.  

Проведем доказательство для случая 1a a=  и 1{ ,..., } ( , )nb b c d . В остальных 

случаях доказательство аналогично. Не нарушая общности, будем считать, что 

1 ... nb b  . Возьмем две последовательности 
1ky b

k


= −  и 

1'ky b
k


= + , причем δ 

выбрано так, что 1y c=  и 1 2y b . Рассмотрим множество 
1 1{ } { }k k k kF y y 

= =
= . 

Тогда для любой функции 
, [ , ]p Bf C c d  выполнено 

21 1 2| { ( ), ( ), ( ), ( ),...} .Ff f y f y f y f y c =   

Для произвольного элемента { }ih h c=   и k  определим линейную функцию 

kl , заданную на промежутке 1[ , ]k ky y + , такую что 2( )k k kl y h= , а 1 2 2( )k k kl y h+ += . 

Аналогично определим функцию kl  , заданную на промежутке 1[ , ]k ky y+
  , такую 

что 1 2 1( )k k kl y h+ +
  = , 2 1( )k k kl y h −

  =  и 0 1l h   на промежутке 1[ , ]y d .  

Рассмотрим оператор 
,: [ , ]p BP c C c d→ , определенный формулой 

1

1

0 1

1

( ), если [ , ],

( ), если [ , ],
( )( )

( ), если [ , ],

lim , если .

k k k

k k k

k
k

l y y y y

l y y y y
P h y

l y y y d

h y b

+

+

→

 
   

=   
 =

 

Поскольку значения линейных функций kl  и kl   непрерывно зависят от значе-

ний на концах промежутка, оператор P является непрерывным. Линейность этого 

оператора очевидна. 

Теперь рассмотрим оператор 
0

, ,: [ , ] ([ , ] | )p B p BS C c d c C c d F→  , действующий 

по формуле  

( | , ( | ))F FSf f f P f= − . 

Нетрудно проверить, что такой оператор является линейной непрерывной би-

екцией. Обратный оператор 
1 0

, ,: ([ , ] | ) [ , ]p B p BS c C c d F C c d−  → , действующий по 

правилу 
1( , ) ( )S h f f P h− = + , 

также является линейной непрерывной биекцией. Следовательно,  
0

, ,[ , ] ([ , ] | ).p B p BC c d c C c d F   
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Обозначим 1[ , ]k k kI y y+
  = , 1[ , ]k k kI y y +=  и каждому элементу 0

, ([ , ] | )p Bf C c d F  

поставим в соответствие две последовательности 
1 1{ | } , { | }k k k kf I f I 

= =
  и функ-

цию 
1[ , ]| y df  . 

Тогда получим  

0 0

0 0 0 0

, 1 1 , 1 1

1 1

([ , ] | ) ( | { , }) ( |{ , }) ([ , ] | { }).p B p k k k p k k k p B

k kc c

C c d F C I y y C I y y C y d y
 

+ +

= =

   
         

   
   

Поскольку [0,1]k kI I  , то  

0

0 0 0

, , 1 1

1

([ , ] | ) ([0,1] |{0,1}) ([ , ] | { }).p B p p B

k c

C c d F C C y d y


=

 
   

 
  

Следовательно,  

0

0 0

, , 1 1

1

[ , ] ([0,1] |{0,1}) ([ , ] | { }).p B p p B

k c

C c d c C C y d y


=

 
    

 
  

Для пространства 
, [ , ]p AC a b  возьмем последовательность 

1kx a a
k k

 
= + = + , 

причем δ выбрана так, что 1 2x a . Рассмотрим множество 
1{ }k kF x 

=
 = . Тогда 

аналогично предыдущему получим 

0

0 0 0

, , , 1 1

1

[ , ] ([ , ] | ) ([0,1] |{0,1}) ([ , ] | { }).p A p A p p A

k c

C a b c C a b F c C C x b x


=

 
     

 
  

Так как выброшенных точек в отрезках 1[ , ]x b  и 1[ , ]y d одинаковое число, то, 

применяя рассуждения из п. А), получаем, что  
0 0

, 1 1 , 1 1([ , ] | { }) ([ , ] | { })p A p BC x b x C y d y  . 

Следовательно, 
, ,[ , ] [ , ]p A p BC a b C c d . 

Теорема 2. Если n ≠ m, то пространства 
, [ , ]p AC a b  и 

, [ , ]p BC c d  не являются 

линейно гомеоморфными.  

Доказательство. По теореме 1 мы можем ограничиться случаем 1{ ,..., } ( , )mb b c d . 

Пусть 1[ , ] \{ ,..., }nA a b a a= , 1[ , ] \{ ,..., }mB c d b b=  и n > m. Предположим, суще-

ствует линейный гомеоморфизм 
, ,: [ , ] [ , ]p A p BT C a b C c d→ . Тогда оператор 

* * *

, ,: [ , ] [ , ]p B p AT C c d C a b→ , действующий по правилу *T T =  , – тоже линей-

ный гомеоморфизм. По следствию из теоремы о замкнутом графике для линей-
ного отображения в банаховых пространствах получаем, что отображение 

: [ , ] [ , ]T C a b C c d→  является линейным гомеоморфизмом, * * *: [ , ] [ , ]T C c d C a b→  

действует по той же формуле *T T =   и также является линейным гомеомор-

физмом пространств *[ , ]C c d  и *[ , ]C a b . 

Заметим, что если 
*

, [ , ]p AC a b , то 

11 ...
lx l x =   + +  , 

где ix A  и ( )
ix if f x = . Так как 

ia A , то *[ , ]
ia C a b  , но *

, [ , ]
ia p AC a b   для 

1,...,i n= . 
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Если *[ , ]C c d , то  

( ) ( ) ( )

d

g

c

Tf Tf Tf y dg =  =  , 

где g – функция ограниченной вариации на промежутке [ , ]c d , такая что ( ) 0g c =  

и ( ) ( 0)g y g y= +  для любого ( , ]y c d  [3. С. 384]. 

Для каждого i n  существует функция [ , ]ig c dV , такая что 1 *( )
i ia gT −  =   

и ( ) ( 0)i k kg b g b= +  для 1,...,k m= . 

По свойствам интеграла Стилтьеса 

1 1 11 ......
n n ng n g g g + +  + +  =  . 

Покажем, что существуют константы 1,..., n  , такие что функция 

1 1 ... n ng g g=  + +  непрерывна в точках 1,..., mb b  и 2 2

1 ... 0n + +  . Непрерыв-

ность означает, что выполняются следующие равенства: 

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

( ) ... ( ) ( 0) ... ( 0),

( ) ... ( ) ( 0) ... ( 0).

n n n n

m n n m m n n m

g b g b g b g b

g b g b g b g b

 + + =  − + + −


 + + =  − + + −

 

Получаем однородную систему m уравнений с n неизвестными, где n > m.  

В этом случае система имеет ненулевое решение. Не нарушая общности, можно 

считать, что 1 0  . 

Зададим последовательность непрерывных функций 1 ,{ } [ , ]j j p Af C a b

=  : 

1( ) 1, ( ) 0,j jf a f x= =  если 
1 1( , )x a a

j j

 
 − +  и 0   задано так, что 1 2a a+   . 

Ясно, что в пространстве 
, [ , ]p AC a b  последовательность 0jf →  при j →  и 

1jf = . 

Для каждого j , с одной стороны, 

1 1

1

1 * 1

1 1

1 1 1 1

( ) ( ... )( ) (( ... ) )( )

( ... )( ) ( ) ... ( ) 0.

n n

n

a n a j a n a j

a n a j j n j n

T Tf T Tf

f f a f a

− −  + +  =   + +  =

=   + +  =  + + =  
 

С другой стороны, получаем 

1 1

1 1 2

1 1 1

1 *

1 1( ) ( ... )( ) ( ... )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ... ( )

( ) ( ) .

n n

m

m

m

m m

a n a j g n g j g j

b b b b
d k k k k

j j j j j

c c
b b b

k k k

b
dk

j j

b b
k k

T Tf Tf Tf

Tf y dg Tf y dg Tf y dg Tf y dg Tf y dg

Tf y dg Tf y dg

−

−

   
− + − −

  
− + +


+

 
− +

  + +  =   + +  =  =

= = + + + + +

+ +

    

 
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По свойствам интеграла Стилтьеса [4. С. 218]) для всех 1,...,i m=  и k  

 ( ) max | ( ) |

i i i i

i i i i

i

i

b b b b
k k k k

b b b b
k k k k

b
k

j j j j
c y d

b
k

Tf y dg Tf y g Tf g T f g T g

   
+ + + +

   
− − − −


+

 


−

  =     =  V V V V  (1) 

По определению функции ( )

y

c

y g=Vv , получим 

( ) ( )

i

i

b
k

b
k

i ig b b
k k


+


−

 
= + − −V v v . 

Известно, что если функция g непрерывна в некоторой точке y, то функция v
также непрерывна в точке y [4. С. 210]. Поэтому для некоторого 0k   выполнено 

0

0

1

0 0

| |
( ) ( )

2

i

i

b
k

b
k

i ig b b
k k m T


+


−

 
= + − − 


V v v . 

Тогда, учитывая (1), получим 

0

0

1 1

1

| | | |
( )

2 2

i

i

b
km

j

i
b

k

Tf y dg T m
m T


+

= 
−

 
  =


  . 

Рассмотрим интегралы вида: 

1 1
0 0

0 0

( ) , ( ) , ( )

i

i m

b b
k k d

j j j

c
b b

k k

Tf y dg Tf y dg Tf y dg

+

 
− −

 
+ +

   . 

Каждый из этих m + 1 интегралов представляет собой линейный непрерывный 

функционал *

1

0 0

[ , ]i i iC b b
k k

−

 
  + − , (

0

0

b
k


+  считаем равным с, а 

1

0

mb
k

+


−  счи-

таем равным d). Поскольку слабая сходимость ограниченных последовательно-

стей в пространствах ( )C K  совпадает с поточечной сходимостью [5. С. 288], то 

для всех 1,..., 1i m= +  выполнено ( ) 0i jf →  при j → . Следовательно, суще-

ствует такое 0j , что каждый из этих интегралов будет меньше 1| |

2( 1)m



+
. 

Таким образом,  

1 0

1 *

1 1 1| | | ( ) ( ... )( ) | | |
na n a jT Tf− =   + +    . 

Это противоречие завершает доказательство теоремы.  

Обозначим через ( , )pUC a b  ( ), )[pUC a b  пространство равномерно непрерывных 

вещественнозначных функций, заданных на интервале ( , )a b  ( )[ , )a b  и наделенное то-

пологией поточечной сходимости. Нетрудно видеть, что ( )( , ) ( , ) | [ , ]p pUC a b C a b a b= . 

Так как ( ) ,( , )[ , ]( , ) | [ , ]p p a bC b a b C aa b , то из теоремы 2 получаем такое следствие. 
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Следствие 1. ( , ) [ , )p pUC a b UC a b , т.е. пространства равномерно непрерыв-

ных функций, определенных на интервале ( )a, b  и полуинтервале  )a, b , не яв-

ляются линейно гомеоморфными. 

Следствие 2. [ , )( ) 0p pUC UC + .  
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Аннотация. Работа посвящена моделированию напряженно-деформированного 

состояния элементов ультразвукового пьезопреобразователя при тестировании ма-

териалов. Рассматривается вопрос минимального веса пригруза ультразвукового 

пьезопреобразователя, не повреждающего поверхность тестируемого материала,  

с одной стороны, и его достаточность для обеспечения полного контакта инденто-

ра с поверхностью тела при гармоническом колебательном процессе – с другой. 

Для численного моделирования колебательного процесса предложена одномерная 

конечно-элементная модель системы «ультразвуковой пьезопреобразователь–

образец». Получен частотный набор резонансов в рассматриваемом диапазоне ча-

стот 15–30 кГц, который соответствует экспериментальным данным с расхождени-

ем не более 7%. 
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Abstract. The work is devoted to modeling the stress-strain state of the elements of  

an ultrasonic piezoelectric transducer (UPT). UPT is used in the impedance method for 

testing materials. 

The issue of the minimum weight of the load is being considered. For a harmonic oscilla-

tory process in the system, the weight of the load must be sufficient to ensure contact of 

the UPT indenter with the body surface. At the same time, the loading action should not 

damage the surface of the test sample. 

A mathematical formulation of the problem is formulated to describe the oscillatory pro-

cess of the “UPT-test sample” system after ensuring the contact of the UPT indenter with 

the surface of the material. A one-dimensional finite element model of the oscillatory 

system “UPT-test sample” is proposed. A frequency set of resonances in the frequency 

range of 15–30 kHz has been obtained. When comparing the simulation results with  

experimental data, the error is no more than 7%. 

Keywords: impedance method, ultrasonic piezoelectric transducer, mathematical formu-

lation, stress state, oscillatory system, resonances 
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Введение 

 

Импедансный метод определения неоднородностей в материале основан на 

регистрации изменения механического импеданса дефектного и бездефектного 

участков. Метод эффективен для контроля клеевых, диффузионных и паяных 

соединений [1]. Для возбуждения в конструкциях механических колебаний и 

снятия информативного сигнала используют преобразователи специальной кон-

струкции. Наиболее перспективная конструктивная схема ультразвукового пьезо-

преобразователя (УЗПП) импедансного типа – это одноосная схема [2, 3]. Насто-
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ящая работа рассматривает усовершенствованную одноосную схему УЗПП с до-

полнительно установленными датчиком силы и двумя датчиками ускорения.  

Вопросам математического моделирования УЗПП посвящено достаточное ко-

личество публикаций [3–5]. Моделирование работы УЗПП, как правило, прово-

дится исходя из потребностей оптимизации каких-либо параметров. При модели-

ровании пьезоактюаторов основными параметрами являются стабильность и 

предсказуемость механической реакции на сигнал управления, зависящие от 

свойств пьезоматериала [6]. При моделировании источников микроперемещений 

акцентом является определение эффективного режима передачи энергии испол-

нительному устройству [7, 8]. Моделирование работы УЗПП как источников 

энергии ставит перед исследователями проблему поиска оптимальной конструк-

тивной формы пьезолемента и несущих его элементов, в том числе и подложки, 

направленного на увеличение энергоэффективности [9]. При этом физико-

механические свойства подложки и конструктивное распределение масс оказы-

вают непосредственное влияние на амплитудно-частотную характеристику (АЧХ) 

колебательной системы и ее напряженно-деформированное состояние (НДС).  
 

 

Рис. 1. Схема проведения эксперимента с помощью УЗПП: 1 – корпус, 2 и 6 – центраторы, 

3 – многослойный пьезоактюатор АПМ-2-7, 4 – толкатель, 5 – упругость предварительного 

поджатия, 7 – датчик силы, 8 – смотровые окна, 9 – стальные щеки, 10 – гайка предваритель-

ного поджатия, 11 – стопорная гайка, 12 – индентор, 13 – пригруз, 14 – образец (нагрузка) 

Fig. 1. Scheme of the experiment using the UPT: (1) housing, (2) and (6) centralizers, (3) multilayer 

piezoactuator APM-2-7, (4) pusher, (5) preload elasticity, (7) force sensor, (8) viewing windows, 

(9) cheeks, (10) preload nut, (11) locking nut, (12) indenter, (13) preload, and (14) sample (load)  
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Также в расчет принимается возможность расширения полосы рабочих ча-

стот, что связано с определением резонансных режимов колебательной системы. 

Другая немаловажная особенность пьезоэлектриков – эффекты прямого и обрат-

ного пьезоэффекта. При этом электроупругие свойства самого пьезолектрика 

зависят как от его внутренних электрических характеристик, так и от характери-

стик внешней электрической цепи, подключенной к пьезоэлектрику. Изменение 

физико-механических характеристик также сказывается на общем НДС кон-

струкции и ее АЧХ [10]. 

Характерной особенностью использования пьезоматериала также является 

необходимость его предварительного механического нагружения [4]. Предвари-

тельное нагружение пьезоактюаторов обязательно как для устройств микропере-

мещений, так и для УЗПП, используемых в методах неразрушающего контроля. 

При этом возникающее НДС конструкции, как и свойства используемых кон-

струкционных материалов, определяют собственную амплитудно-частотную ха-

рактеристику УЗПП. Результирующая АЧХ УЗПП определяется единой, вместе  

с исследуемым образцом, многоконтурной колебательной системой.  

Предлагаемая постановка задачи рассматривает ультразвуковой пьезопре-

образователь как единую колебательную систему и учитывает физико-

механические свойства составляющих эту систему элементов. При этом НДС 

конструкции и АЧХ могут являться исходными данными для определения таких 

физико-механических свойств исследуемых материалов, как жесткость и модуль 

упругости [11, 12].  

На рис. 1 представлена схема проведения экспериментальных исследований 

образца с помощью УЗПП. Конструкция УЗПП излучателя состоит из корпуса (1) 

со смотровыми окнами (8), центраторов (2) и (6), многослойного пьезоактюатора 

АПМ-2-7 (3), толкателя (4), упругости предварительного поджатия (5), датчика 

силы (7), стальных щек (9), гайки предварительного поджатия (10), стопорной 

гайки (11), индентора (12). Также на рис. 1 цифрами обозначены пригруз (13) и 

образец (нагрузка) (14).  

 

Постановка задачи 

 

Рассмотрим область Ω, представленную набором подобластей Ωj, j = 1,2, …, k, 

соответствующих элементам конструкции УЗПП с упругими, вязкоупругими и 

пьезоэлектрическими характеристиками материалов (см. рис. 1). Считаем, что 

физико-механические процессы, происходящие в подобластях Ωj, можно адек-

ватно описать в рамках теорий упругости, вязкоупругости и электроупругости. 

Пусть Г = ∂Ω – граница области Ω, одного из элементов конструкции УЗПП;  

n = n(x) – вектор внешней единичной нормали к Г (x ∈ Г) [7, 8]. 

Для элементов с чисто упругими свойствами считаем, что состояние элемен-

та определяется вектор-функцией перемещений u = u(x, t). Тогда уравнение дви-

жения элемента имеет вид [13]:  

 (0)

, ,ρ ( ) ,i d i ij j ij j iu u f + −  + =  (1) 

где ui, ij – компоненты вектора перемещения и второго тензора напряжений 

Пиолы–Кирхгофа; (0)

,ij j  – начальные напряжения сред, полученные в результате 

предварительного статического нагружения, αd – первый коэффициент демпфи-
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рования по Релею (инерционный коэффициент); ρ = ρ(x) – плотность материала;  

fi = f(xi, t), при i = 1, 2, 3, – массовые силы; iu , iu  – вторая и первая производные 

по времени i компоненты вектора перемещения. 

Связь деформаций и перемещений рассматривается в виде: 

 , , , ,

1
= ( ),

2
ij i j j i k j k iu u u u + −  (2) 

где ij – компоненты тензора деформаций Грина; ui,j – частная производная  

i-й компоненты вектора перемещения u по направлению j. 

Для моделирования механического поведения линейно упругих элементов 

конструкции УЗПП качестве определяющих соотношений использован закон 

Гука: 

 = +2 ,ij ij ij    (3) 

 11 22 33θ ε ε ε div ,u= + + =  (4) 

где ij – символ Кронекера, μ, λ – параметры Ламе. 

Для вязкоупругого элемента (тестируемого материала в импедансном методе) 

моделирование напряженного состояния проводится по соотношениям вязко-

упругости 

  
0

σ ( )=λθ( )δ +2 ε ( ) ( τ) ( (τ)) τ,
t

ij ij ij ijt t G t R t e d− − φ  (5) 

 ij ij ije = − . (6) 

Здесь eij – компоненты девиатора деформаций, G – модуль сдвига, t – общее время 

наблюдения, τ – предшествующее моменту наблюдения время, R(t – τ) – функция 

влияния (ядро релаксации), убывающая при возрастании t – τ, φ – функция нели-

нейности материала.  

Моделирование механического поведения вязкоупругого элемента так же, как 

и для упругой среды, производится с использованием соотношений (1) и (2). 

Постановка задачи для электроупругого элемента (пьезоактюатора) разде-

ляется на механическую и электрическую составляющие. 

Для моделирования электрического поведения электроупругого элемента ис-

пользуются выражения (7)–(10): 

 ,

φ
φi i

i

E
x


= − = −


. (7) 

– связь между тензором деформаций ε и вектором напряженности электриче-

ского поля E с тензором напряжений σ и вектором электрической индукции D:  

 = ( + ) ,
E

ij ijkl kl d kl kij kc e E    −  (8)  

 ,
S

ij ikl kl ik kD e E=  +   (9) 

– уравнение приближения квазиэлектростатики: 

 , ,i iD =   (10) 

где 
E

ijklc  – упругие свойства, 
kije  – пьезоэлектрические свойства, 

S

ik  – диэлек-

трические свойства пьезоэлектрического материала, d  – второй коэффициент 

демпфирования по Релею (конструкционный коэффициент), σΩ – объемная плот-

ность электрических зарядов, причем σΩ = 0 [5]. 
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Подставляя в (1) и (10) определяющие соотношения (8), (9) и формулы (2) и (7), 

получаем итоговую систему дифференциальных уравнений электроупругости: 

 
(0)

, , ,ρ ( ( + )  ) ,
E

i d i ijkl k l d k l kij k ij j iu u c u u e f +  −  −  + =  (11) 

 ,, ,( ) ,
S

ikl k l ik k ie u +   =   (12) 

Граничные условия для элементов конструкции УЗПП подразделяются на ме-

ханические и электрические. 

Для задания электрических граничных условий считаем, что граница электро-

упругой среды P разделена на два участка: P = Pφ + PD.  

На границе Pφ нанесены электроды, которые питаются генератором напряже-

ния с выходным потенциалом V(t), т.е. 

 φ = ΦГ, ΦГ = V(t), x ϵ Pφ. (13) 

На границе электроупругого элемента PD, где нет электродов, задается поверх-

ностная плотность электрических зарядов σГ = σГ (x,t): n*∙D = –σГ, σГ = 0, x ϵ PD. 

Для формулировки общих механических граничных условий для упругого, вяз-

коупругого и электроупругого элементов предположим, что граница элемента Г 

разбивается на участки: Гu и Гσ. 

Для закрепленных поверхностей элементов запишем условие вида: 

 u(x, t) = 0, x ϵ Гu. (14) 

Для предварительно нагруженных поверхностей элементов конструкции 

УЗПП справедливо выражение 

 p(x, t) = n*∙σ(0), x ϵ Гσ, (15) 

а для свободных от нагрузки поверхностей справедливо выражение 

 (0)

, ,( ) 0,ij j ij j jn x Г + =  , (16) 

где p = n*∙σ(0) – трехмерный вектор напряжений на площадке с нормалью n [5]. 

Далее рассмотрим три вида механического нагружения: предварительное ста-

тическое, динамическое «без нагрузки», динамическое «с нагрузкой» (рис. 2). 

Начальные условия для динамических режимов – это НДС, полученное при 

предварительном статическом нагружении.  

Краевые условия для динамического нагружения в режиме «без нагрузки».  

Граничные условия. Рассмотрим упругий элемент Τ, через поверхность T3 ко-

торого УЗПП прикреплен к раме установки (см. рис. 2, а). 

Контактное взаимодействие индентора и образца отсутствует. Тогда гранич-

ные условия для динамического режима «без нагрузки»: 

 u (x, t) = 0, x ϵ T3. (17) 

Начальные условия. При t = 0 поле перемещений u и скоростей u  предполага-

ется заданным: 

 u(x, 0) = 0, (18) 

 ( , 0) 0.u x =  (19) 

Краевые условия для динамического нагружения в режиме «с нагрузкой».  

Граничные условия. Рассмотрим упругий элемент Κ (элемент индентора 

УЗПП) и вязкоупругий элемент Ѳ (элемент нагрузки в виде образца). В динами-

ческом режиме «с нагрузкой» УЗПП под действием своего веса и веса пригруза 

свободно опирается индентором на образец, который расположен на опорах  

(см. рис. 2, а). 
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Рис. 2. Виды испытания: а – общий вид эксперимента, b – режим «без нагрузки», 

с – режим «с нагрузкой» 

Fig.2. Types of testing: (a) general type of the experiment, (b) “no load” mode,  

and (c) “with load” mode 

 

На граничных поверхностях KГ и ѲГ отсутствует сцепление и имеет место 

условие непроникания:   

 ( ) ( ),u x u x
+ −

=  при x ϵ KГ, x ϵ ѲГ, (20) 

где u+ и u– – перемещения двух граничащих между собой контактных поверхно-

стей [7, 8]. 

Начальные условия для динамического нагружения в режиме «без нагрузки», 

как в (18) и (19). 

 

Результаты моделирования 

 

Конструкции УЗПП и образца моделировались в пакете прикладных про-

грамм ANSYS: 

–  статический анализ и оценки НДС элементов конструкций (предваритель-

ное нагружение) рассматривались на трехмерной модели; 
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–  динамический анализ процесса воздействия УЗПП на образец и сравнение 

результатов численного моделирования с результатами экспериментов рассмат-

ривались на одномерной модели. 

Трехмерный случай. Трехмерная конечно-элементная модель (КЭМ) включает 

УЗПП и образец (нагрузку). КЭМ конструкции состояла из 40 365 узлов и  

27 428 элементов. Для КЭМ конструкции УЗПП использовался тип элементов 

SOLID5, позволяющий учесть анизотропные свойства пьезоэлектрического мате-

риала ЦТС-46 для многослойного пьезоактюатора и датчика силы. Для клеевых 

соединений в конструкции пьезоактюатора использовался объемный тип элемен-

та SOLID45. Для остальных элементов конструкции УЗПП использовался объем-

ный тип элемента SOLID187.  

В КЭМ УЗПП введены контактные пары (типы элементов TARGE170 и  

CONTA174) между элементами конструкции: 

1) между упругостью предварительного поджатия и корпусом для учета все-

стороннего сжатия упругого элемента; 

2) между упругостью предварительного поджатия и толкателем для  учета по-

терь из-за сухого трения в контактной паре. 

В табл. 1 приведены справочные свойства материалов элементов конструкции 

УЗПП, используемые для моделирования. 

Т а б л и ц а  1  

Свойства материалов элементов конструкций 

Материал Плотность, кг/м3 Модуль упругости, Па Коэффициент Пуассона 

Сталь 7 800 2.1·1011 0.29 

ПММА 1 190 3·109 0.33 

Резина 1 200 2.7·106 0.49 

Эпоксидный клей 1 250 5·1010 0.4 

 

В состав УЗПП входит многослойный пьезоактюатор, который состоит из се-

ми однотипных блоков. Блоки соединены эпоксидной смолой. При этом каждый 

блок состоит из 50 внутренних слоев. Поляризация каждой поры слоев в блоке 

ориентирована в противоположном направлении друг к другу. Данные о свой-

ствах пьезокерамического материала ЦТС-46, используемого при изготовлении 

многослойного пьезоактюатора, взяты из [6]. 

В реальных условиях элементы конструкции УЗПП (2)–(9) вставлены в кор-

пус (1) и сжаты гайкой предварительного поджатия (10) с усилием 200 Н  

(см. рис. 1). В КЭМ элементы (2)–(9) склеены между собой, с дном стакана кор-

пуса и внутренней поверхностью гайки (10). Между стержнем толкателя (4) и 

упругостью (10), также между боковой внутренней поверхностью корпуса (1) и 

упругостью (10) введены контактные пары.  

При статическом преднагружении многослойного пьезоактюатора в кон-

струкции УЗПП зоной максимальной интенсивности напряжений является зона 

смотровых окон корпуса УЗПП при σmax = 8.9∙107 Па (рис. 3, а).  

При статическом нагружении образца с помощью УЗПП зона контакта инден-

тора и образца является зоной максимальной интенсивности напряжений при  

σmax = 1.1∙107 Па (рис. 3, b). Результаты анализа НДС элементов УЗПП и образца 
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демонстрируют, что выбранные материалы элементов конструкции работают  

в зоне упругости. 
 

 
a 

 
b 

Рис. 3. Результаты численного моделирования. Трехмерный случай:  

а – НДС конструкции УЗПП; b – НДС образца (нагрузки) 

Fig. 3. Modeling results (3D case): (a) stress-strain state of the UPT design;  

(b) stress-strain state of the sample (load) 
 

Рассматриваемая конструкция УЗПП имеет осевое направление перемещений 

подвижных элементов. Нормальные и тангенциальные нагрузки на боковые по-

верхности отсутствуют. Таким образом, есть основания для одномерного моде-

лирования динамики УЗПП. 

Одномерный случай. Одномерная КЭМ модель включает УЗПП и образец 

(нагрузку). Каждый элемент конструкции описан одним одномерным конечным 
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элементом LINK1, учитывающим площадь поперечного сечения, длину и пара-

метры выбранного материала элемента конструкции. Пригруз и индентор учтены 

в качестве сосредоточенной массы элементом MASS21.Рассмотрено два расчет-

ных случая (см. рис. 2): 

1. Работа УЗПП без нагрузки (образца), т.е. в режиме короткого замыкания 

(КЗ). 

2. Работа УЗПП с нагрузкой (образцом) в виде пластинки, работающей на из-

гиб. 

Для каждого рассмотренного случая граничные условия для элементов кон-

струкции УЗПП, которые находились внутри корпуса, были одинаковыми, отли-

чались только внешние граничные условия. 

В первом рассмотренном случае перемещения узла верхней части корпуса 

УЗПП были нулевыми по всем осям (см. рис. 2, b).  

Во втором рассмотренном случае нагрузка (образец) располагается на двух 

зафиксированных опорах, индентор УЗПП оперт на образец по центральной оси, 

а боковая поверхность корпуса радиально ограничена в движении, т.е. у корпуса 

есть только осевое перемещение. При этом на верхнюю грань корпуса действует 

постоянная вертикальная сила пригруза 6 Н, прижимающая УЗПП к нагрузке 

(образцу) (см. рис. 2, с). Для моделируемой системы на основе доминирующей 

частоты колебаний, выявленной при модальном анализе, введен коэффициент 

конструкционного демпфирования  = 7.2∙10–7. 

Т а б л и ц а  2  

Сравнение результатов экспериментальных исследований и численного решения 

Вид  

испытания 

№ резо-

нанса 

Частота 

(эксперимент), 

кГц 

Частота 

(расчет), 

кГц 

Отклонение, 

% 

Амплитуда 

(эксперимент),  

м 

Амплитуда 

(расчет), 

м 

Без 

нагрузки 

(КЗ) 

1 15.5 16.45 6.1 1.13∙10–8 1.25∙10–7 

2 21.5 20.77 3.4 2.74∙10–8 1.5∙10–6 

3 26 27.65 6.3 3.7∙10–8 8∙10–7 

С нагруз-

кой 

1 – 16.1 – – 28∙10–8 

2 21.9 22.8 4.1 6.4∙10–8 4.8∙10–6 

 

В табл. 2 приведены результаты численного расчета в сравнении с экспери-

ментальными данными. Анализ результатов эксперимента и расчета показал хоро-

шее согласование по резонансным частотам, отклонение составляет не более 7%. 

Но величины амплитуд перемещения толкателя УЗПП на данных резонансных 

частотах различаются для эксперимента и расчета. По мнению авторов, причина 

несогласования величин амплитуд перемещения состоит в стандартном подходе 

при выборе коэффициента демпфирования для моделируемой системы. Данный 

вопрос требует дополнительных исследований. 

 

Заключение 

 

Полученные результаты позволяют сделать следующие выводы: 

1. Приведенная математическая постановка задачи учитывает влияние началь-

ного напряженного состояния пьезопакета УЗПП на амплитудно-частотные и 
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резонансные характеристики колебательной системы при взаимодействии с по-

верхностью испытуемого материала в импедансном методе. 

2. Результаты расчетов по одномерной модели динамического взаимодействия 

УЗПП с материалом показывают согласование с результатами эксперименталь-

ного определения резонансных частот импедансного метода тестирования мате-

риалов с разницей не более 7%. 

3. Существенное различие расчетных и экспериментальных резонансных ам-

плитуд можно объяснить необходимостью подбора подходящей модели демпфи-

рования в колебательной системе «УЗПП–образец». 
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Аннотация. Представлены методика и результаты экспериментального исследова-

ния капиллярного распада вертикальной жидкой струи, свободно истекающей через 

сопло из сосуда Мариотта. Определена качественная картина распада струи на капли 

в зависимости от ее начального диаметра. Получены зависимости длины сплошного 

участка струи от начальных значений ее диаметра и скорости, а также от вязкости и 

коэффициента поверхностного натяжения жидкости.  
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Abstract. The experimental study results of the breakup of a vertical liquid jet freely 

flowing through nozzle from vessel are presented. A qualitative picture of the breakup jet 

into drops at the its varying diameter and initial velocity has been obtained. The results of 

measuring the length of the continuous area of the liquid jet by the visualization method 

depending on the initial values of its diameter and flow rate as well as on the fluid cha-

racteristics have been obtained. It has been experimentally determined that the length  

of the continuous area of the jet monotonically increases with an increase in its initial  

diameter for all studied types of liquids. The length of the continuous area of the jet also 

increases for all the liquids studied with an increase in the initial velocity of liquid flow 

from the nozzle. A decrease in the surface tension coefficient due to the introduction  

of surfactant leads to an increase in the length of the continuous area of the jet compared 

to distilled water. An increase in the viscosity of the liquid due to the use of a water-

glycerin solution leads to an increase in the length of the continuous area of the jet. 

Keywords: vertical liquid jet, jet breakup into drops, capillary regime, length of continu-

ous section of jet, viscosity and surface tension coefficient of liquid, experimental study 
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Введение 
 

Распад струи жидкости, истекающей из сопла, является одной из классиче-

ских задач капиллярной гидродинамики [1], интерес к которой не снижается до 

настоящего времени [2]. Процессы каплеобразования при диспергировании жид-

ких струй играют важную роль в целом ряде технических приложений. В каче-

стве примеров можно привести распыливание жидких топлив в камерах сгорания 

двигательных установок, струйные принтеры и установки для 3D-печати, систе-

мы орошения в сельском хозяйстве, наземные и авиационные технологии туше-

ния пожаров. Для обеспечения требуемых характеристик распыла, в частности 

длины сплошного участка струи и размеров образующихся капель, необходимо 

проведение детальных экспериментальных исследований, позволяющих оптими-

зировать процесс диспергирования для конкретной задачи.  

Одной из актуальных задач является оптимизация на основе математического 

и физического моделирования процесса сброса жидкого хладагента с борта лета-

тельного аппарата при авиационном тушении пожаров. Для верификации разра-

батываемых математических моделей и программных комплексов расчета соот-

ветствующих процессов перспективным и экономически целесообразным являет-

ся применение беспилотных летательных аппаратов с модельным сливным 

устройством (МСУ) [3]. При выборе конструкции и режимных рабочих парамет-

ров МСУ необходимо знать особенности динамики диспергирования жидкости 

при ее сбросе и свободном падении в виде макрообъема [4] или струи. 
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В настоящей работе представлены методика и результаты экспериментально-

го исследования распада вертикальной жидкой струи, свободно истекающей из 

сосуда через сопло. При малых скоростях движения струи по отношению к газу ее 

распад происходит под действием капиллярных сил [1]. Рассмотрен капиллярный 

режим распада струи жидкости, для которого определены качественная картина 

процесса и зависимость длины сплошного участка струи от начальных значений 

ее диаметра и скорости, а также от вязкости и коэффициента поверхностного 

натяжения жидкости. 
 

Методика экспериментального исследования 
 

Схема экспериментальной установки представлена на рис. 1. Для получения 

вертикальной струи жидкости с постоянным и контролируемым значением 

начальной скорости использовался сосуд Мариотта, состоящий из замкнутой ем-

кости 1 с исследуемой жидкостью и открытой с обоих концов трубки 2, введен-

ной в верхнюю часть емкости 1 через герметичную пробку 3. Верхний конец 

трубки 2 сообщается с атмосферой, а нижний  помещен в исследуемую жидкость.  
 

  

Рис. 1. Схема экспериментальной установки:  

1 – замкнутая емкость; 2 – трубка; 3 – герметичная пробка; 4 – диафрагма с калиброванным 

соплом; 5 – запорный вентиль; 6 – камера машинного зрения; 7 – система подсветки;  

8 – масштабная линейка; 9 – компьютер; 10 – приемная емкость 

Fig. 1. Experimental setup diagram:  

(1) closed container; (2) tube; (3) sealed plug; (4) diaphragm with calibrated nozzle;  

(5) shut-off valve; (6) machine vision camera; (7) illumination system; (8) scale;  

(9) computer; and (10) receiving container 
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Истечение жидкости происходит через калиброванное сопло заданного диа-

метра в диафрагме 4, расположенной в нижней части емкости 1, при открытии 

запорного вентиля 5. Начальная скорость истечения изменялась вертикальным 

перемещением трубки 2 и определялась по формуле Торричелли 

 0 2u gh= , (1) 

где g – ускорение свободного падения; h – расстояние от нижнего конца трубки 2 

до диафрагмы 4. 

Для определения качественной картины истечения и длины сплошного участ-

ка струи жидкости использовалась высокоскоростная визуализация. Регистрация 

изображения проводилась камерой машинного зрения типа MER2-502-79U3C  

с темпом съемки 300 кадров в секунду.  

Для фоновой засветки объекта использовалась специальная система 7, вклю-

чающая осветительную панель с пятью вмонтированными светодиодными мат-

рицами мощностью 10 Вт, обеспечивающими получение контрастных видеокад-

ров. Размеры струи в вертикальном направлении контролировали с помощью 

масштабной линейки 8. Обработка видеокадров для определения длины сплошного 

участка струи до ее разрушения на капли проводилась с помощью компьютера 9 

путем обработки видеокадров по программе CorelDRAW с погрешностью ~ 4%. 

В качестве дополнительного способа оценки длины сплошного участка струи 

жидкости использовался электроконтактный метод, основанный на изменении 

электропроводности струи при ее деформации (утоньшении) или разрыве элек-

трической цепи при полном нарушении сплошности струи, связанным с образо-

ванием индивидуальных капель.  
 

Результаты исследований и их анализ 
 

Эксперименты проводились для дистиллированной воды, дистиллированной 

воды с добавлением ~ 0.1 мас. % поверхностно-активного вещества (ПАВ) и вод-

но-глицеринового раствора с соотношением объемов 1:1. В качестве ПАВ ис-

пользовали синтанол АЛМ-10. Для снижения погрешности определения коэффи-

циентов поверхностного натяжения σ и динамической вязкости μ жидкости их 

измерения проводились до и после эксперимента. Коэффициент поверхностного 

натяжения измерялся статическим методом с использованием тензиметра K6 

KRUSS с относительной погрешностью ~ 0.25%, коэффициент динамической 

вязкости водно-глицеринового раствора определялся по измеренной скорости 

стационарного осаждения u алюминиевого шарика диаметром D = 1.3 мм в сток-

совском режиме: 

 
( )2 ρ ρ

μ
18

pgD

u

−
= , (2) 

где ρp, ρ – плотность материала шарика и водно-глицеринового раствора соответ-

ственно.  

Измеренные значения физических характеристик исследованных жидкостей,  

а также их справочные данные [5] представлены в табл. 1. 

В ходе экспериментального исследования длины сплошного участка струи  

варьировали ее начальный диаметр за счет изменения диаметра сопла диафрагмы 4 

в диапазоне d = (2.0 ÷ 5.0) мм, а также начальную скорость струи в диапазоне 

u0 = (2.7 ÷ 3.4) м/с за счет изменения расстояния h (рис. 1).  
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Т а б л и ц а  1  

Физические характеристики исследуемых жидкостей 

Жидкость ρ, кг/м3 μ, Па·с σ, Н/м 

I Вода  998 10–3 0.0727 

II Вода + ПАВ 998 10–3 0.0376 

III Вода + глицерин 1 128 6·10–3 0.0631 
 

 

Рис. 2. Качественная картина процесса распада струи дистиллированной воды (u0 = 2.7 м/с) для 

разных значений ее начального диаметра: d = 2 мм (a); d = 3 мм (b); d = 4 мм (c); d = 5 мм (d) 

Fig. 2. Qualitative picture of the process of the distilled water jet breakup (u0 = 2.7 м/с)  

for different values of its initial diameter: d = (a) 2; (b) 3 (c) 4; and (d) 5 mm 
 

Качественная картина истечения струи подобна для всех исследованных жид-

костей. В качестве примера на рис. 2 представлены видеокадры истечения струи 

дистиллированной воды для значения начальной скорости u0 = 2.7 м/с при варьи-

ровании диаметра струи от 2 до 5 мм. Пунктиром на рис. 2 показаны значения 

длины сплошного участка струи. Из приведенных видеокадров на рис. 2 следует, 
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что истекающая струя включает три участка – сплошной участок длиной l; пере-

ходный участок, характеризующийся образованием связанных тонкими пере-

мычками капель, и участок движения индивидуальных капель. Диаметр капель, 

образующихся на переходном участке, соответствует начальному диаметру 

струи. На участке движения индивидуальных капель они приобретают форму 

сплюснутого сфероида. Отметим, что наличие трех характерных участков по 

длине струи было обнаружено и электроконтактным методом. В частности, на 

переходном участке были обнаружены пульсации тока на экране осциллографа, 

связанные с изменением электропроводности струи при ее деформации.  

Результаты измерения длины сплошного участка струи жидкости методом ви-

зуализации в зависимости от начальных значений ее диаметра и скорости исте-

чения, осредненные по результатам обработки (30 ÷ 80) видеокадров, представ-

лены в табл. 2 и на рис. 3 для дистиллированной воды (жидкость I, рис. 3, а),  

дистиллированной воды с добавкой ПАВ (жидкость II, рис. 3, b) и водно-

глицеринового раствора (жидкость III, рис. 3, с). Результаты определения длины 

сплошного участка дополнительным электроконтактным методом, проведенные 

для воды, согласуются с результатами основной методики в пределах 10%. 

Т а б л и ц а  2  

Результаты измерений длины сплошного участка струи 

Жидкость u0, м/с 
l, мм 

d = 2 мм d = 3 мм d = 4 мм d = 5 мм 

I 

2.7 102  5 165  7 237  7 320  10 

3.1 117  5 179  5 260  7 350  10 

3.4 131  6 200  7 280  7 370  10 

II 

2.7 148  5 258  7 368  8 620  10 

3.1 165  6 298  8 395  8 640  8 

3.4 168  8 316  7 450  10 660  10 

III 

2.7 218  5 352  5 500  8 600  10 

3.1 250  5 372  7 525  8 650  10 

3.4 280  5 394  8 548  8 710  10 
 

Анализ графиков, приведенных на рис. 3, показывает, что длина сплошного 

участка струи монотонно увеличивается с увеличением ее начального диаметра  

в ~ 3 раза (жидкость I), в ~ 4 раза (жидкость II) и в ~ 2.6 раза (жидкость III). При 

повышении начальной скорости истечения жидкости из сопла также происходит 

увеличение длины сплошного участка струи для всех исследованных жидкостей 

на ~ (7 ÷ 30)%. 

Снижение коэффициента поверхностного натяжения за счет введения ПАВ 

(см. рис. 3, b) приводит к увеличению длины сплошного участка струи по срав-

нению с дистиллированной водой на ~ (30 ÷ 90)%. 

Увеличение вязкости жидкости до 6·10–3 Па·с (водно-глицериновый раствор) 

приводит к увеличению длины сплошного участка струи в ~ 2 раза. 

На рис. 3 (линии 1, 2, 3) и в табл. 3 представлены результаты расчетов длины 

сплошного участка струи жидкости по формуле В.Г. Левича [1] для режима ка-

пиллярного распада при осесимметричных возмущениях ее поверхности 

 
3

0

ρ
8.46

8σ

d
l u=  . (3) 
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a b 

 
c 

Рис. 3. Зависимость длины сплошного участка струи от диаметра сопла для 

дистиллированной воды (a), дистиллированной воды с добавлением ПАВ (b) и водно-

глицеринового раствора (c): линии 1, 2, 3 – расчеты по формуле (3) для значений 

начальной скорости струи 2.7, 3.1 и 3.4 м/с соответственно; точки на графиках – 

экспериментальные данные для u0 = 2.7 м/c (○), u0 = 3.1 м/с (Δ), u0 = 3.4 м/с (□) 

Fig. 3. Dependence of the length of the continuous section of the jet on the nozzle diameter for 

(a) distilled water, (b) distilled water with surfactant, and (c) water-glycerin solution: lines 1, 2, 3, 

calculations using formula (3) for the value of initial jet velocity 2.7, 3.1, and 3.4 m/s, respec-

tively; points on the graphs are experimental data for u0 = 2.7 (○), 3.1 (Δ), and 3.4 m/s (□) 
 

Т а б л и ц а  3  

Результаты расчетов длины сплошного участка струи по формуле (3) 

Жидкость u0, м/с 
l, мм 

d = 2 мм d = 3 мм d = 4 мм d = 5 мм 

I 

2.7 85 155 239 335 

3.1 97 179 275 384 

3.4 107 196 301 421 

II 

2.7 118 216 333 465 

3.1 135 248 382 534 

3.4 148 272 419 586 

III 

2.7 97 177 273 382 

3.1 111 204 314 438 

3.4 122 223 344 481 
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Дополнительно проведен расчет длины сплошного участка струи жидкости по 

формуле В.Г. Левича [1] для аэродинамического режима дробления  

 l = 15d. (4) 

Полученные значения l не зависят от начальной скорости струи и типа жидко-

сти; при увеличении начального диаметра струи от 2 до 5 мм длина ее сплошного 

участка монотонно увеличивается от 30 до 75 мм. Полученные значения l кратно 

отличаются от измеренных, что свидетельствует о капиллярном режиме распада 

струи в проведенных экспериментах. Это подтверждается расчетами числа Вебера 

 

2

0ρ
We

σ

g du
= , (5) 

где ρg – плотность окружающего воздуха.  

Для исследованного диапазона параметров расчетом по формуле (5) получены 

значения We = (0.2 ÷ 1.8). Отметим, что воздействие окружающего газа на разви-

тие капиллярных возмущений и распад струи проявляется при We > 5.3 [6]. 

 

Заключение 

 

1. Получена качественная картина распада вертикальной струи жидкости на 

капли при варьировании ее диаметра от 2 до 5 мм и начальной скорости от 2.7 до 

3.4 м/с. Показано, что для трех исследованных жидкостей (дистиллированная 

вода, дистиллированная вода с добавкой ПАВ, водно-глицериновый раствор) 

структура струи идентична и включает три участка – сплошной участок длиной l; 

переходный участок, характеризующийся образованием связанных тонкими пе-

ремычками капель, и участок движения индивидуальных капель.  

2. Экспериментально определено, что длина сплошного участка струи моно-

тонно увеличивается с увеличением ее начального диаметра в ~ 3 раза (дистил-

лированная вода), в ~ 4 раза (дистиллированная вода с добавкой ПАВ) и в ~ 2.6 

раза (водно-глицериновый раствор). 

3. Показано, что повышение начальной скорости струи жидкости приводит  

к увеличению длины ее сплошного участка для всех исследуемых жидкостей на 

~ (7 ÷ 30)%. 

4. Показано, что снижение коэффициента поверхностного натяжения жидко-

сти за счет введения ПАВ в ~ 2 раза приводит к увеличению длины сплошного 

участка струи на ~ (30 ÷ 90)%. 

5. Показано, что увеличение коэффициента динамической вязкости жидкости 

от 10–3 до 6·10–3 Па·с приводит к увеличению длины сплошного участка струи  

в ~ 2 раза. 
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Аннотация. Представлены результаты экспериментального исследования акустической  

проводимости поверхности горения твердого топлива, модифицированного добавками по-

рошка алюминия разной дисперсности. Эксперименты проводились с использованием двух-

концевой Т-образной камеры сгорания. В ходе эксперимента регистрировались высокочастотные 

пульсации давления в камере сгорания с помощью высокочувствительного пьезоэлектрического 

датчика, расположенного на ее корпусе. Полученные данные позволили определить влияние 

дисперсности порошка алюминия на акустическую проводимость горящей поверхности твердо-

го топлива.  
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Abstract. The article presents results of experimental determination of the acoustic con-

ductivity of the combustion surface of a solid propellant modified with additives of alu-
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minum powder of various dispersion. The experiments were conducted in a specially  

designed double-ended T-shaped combustion chamber the design of which allowed its 

length to be varied. The T-shaped chamber allows for the generation of acoustic waves 

during combustion of solid propellant charges. During the experiment, high-frequency 

pressure pulsations in the combustion chamber were recorded using a highly sensitive  

piezoelectric sensor located on its body. The obtained data were processed using spectral 

analysis, which made it possible to determine the frequency of the resulting acoustic  

oscillations and their amplitude. The obtained data allow calculating the acoustic conduc-

tivity of the burning surface of solid propellant depending on the frequency and ampli-

tude of oscillations in the combustion chamber. Acoustic conductivity characterizes the 

ability of the surface to amplify sound waves and is an important parameter for modeling 

combustion processes and assessing the stability of solid-propellant rocket engines.  

The obtained results can serve as a basis for verification of the developed mathematical 

models of the combustion process of solid propellants with additions of aluminum powder. 

Keywords: solid propellant, aluminum powder, aluminum particle size distribution, 

high-frequency instability, acoustic admittance of the combustion surface, T-chamber, 

experimental study 
 

Acknowledgments: This work was supported by the Ministry of Education and Science 

of the Russian Federation within the framework of state contract No. FSWM-2020-0036. 
 

For citation: Arkhipov, V.A., Zolotorev, N.N., Poryazov, V.A. (2024) Influence of alu-

minum dispersion on acoustic admittance of the solid propellant combustion surface. 

Vestnik Tomskogo gosudarstvennogo universiteta. Matematika i mekhanika – Tomsk 

State University Journal of Mathematics and Mechanics. 92. pp. 79–88. doi: 

10.17223/19988621/92/7 
 

 

Введение 

 

Изучение высокочастотной неустойчивости горения в ракетных двигательных 

установках как на жидком, так и на твердом топливе является актуальной задачей 

при создании новых топливных композиций, обеспечивающих наряду с высокими 

значениями удельного импульса надежное функционирование и устойчивость 

процессов горения [1, 2]. Во время работы твердотопливной энергетической 

установки (ТТЭУ) при определенных параметрах и свойствах твердого топлива 

возможно возникновение высокочастотной нестабильности горения [3, 4]. Это яв-

ление объясняется резонансом: собственные частоты колебаний в камере сгора-

ния близки к частотам, создаваемым процессом горения топлива. Такой резонанс 

вызывает вибрационное (или резонансное) горение, которое является самовоз-

буждающимся процессом с быстрым повышением давления в камере. Высокоча-

стотные колебания внутри камеры сгорания способны вызвать неконтролируемое 

увеличение давления, что может привести к разрушению камеры [5].  

Экспериментальные исследования критически важны для понимания и предот-

вращения подобных ситуаций. Ключевой параметр, который необходимо опре-

делить, – акустическая проводимость твердого топлива в широком диапазоне 

частот. Эта характеристика отражает способность твердого топлива поглощать 

или усиливать звуковые волны, что напрямую влияет на стабильность горения. 

Полученные данные позволят оценить работоспособность и необходимые преде-

лы прочности конструкции камеры сгорания при воздействии вибрационных 

нагрузок. Для этого необходимо проведение экспериментальных исследований 
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для новых разрабатываемых компонентных составов твердого топлива, конструк-

ции камеры сгорания и режимов работы двигателя. При этом применяются  

специальные методы обработки данных, включающие анализ спектров колеба-

ний и использование адекватных математических моделей. Основной источник 

усиления акустических колебаний – поверхность горения твердого топлива.  

Увеличение интенсивности связано с тем, что небольшие колебания давления  

в газовой фазе, всегда присутствующие в виде турбулентных шумов, приводят  

к изменениям скорости горения. Эти изменения, в свою очередь, вызывают до-

полнительную генерацию продуктов сгорания и энергии, что усиливает началь-

ные колебания.  

Следует учесть, что не все возмущения приводят к нестабильности. Только  

те возмущения, частота которых близка к частоте релаксации волны горения, 

характеризующей скорость распространения тепловых и химических процессов  

в волне горения, вызывают значительное усиление. Эта частота зависит от мно-

гих факторов, включая химический и компонентный состав топлива, размер пор, 

температуру горения и давление в камере сгорания. Более того, характер горения 

может быть существенно разным в зависимости от вида топлива [6, 7]. Например, 

топлива с мелкодисперсной структурой могут проявлять более высокую склон-

ность к вибрационному горению, чем топлива с крупнозернистой структурой. 

Геометрия камеры сгорания также играет существенную роль. Форма камеры, 

наличие внутренних перегородок и сопел – все это влияет на резонансные часто-

ты системы.  

Современные модели горения учитывают сложные физико-химические про-

цессы, протекающие в зоне горения, такие как тепло- и массообмен, химические 

реакции и турбулентность. Используя экспериментальные данные и результаты 

моделирования для конкретного компонентного состава и дисперсности компонен-

тов в составе твердого топлива, можно определить составы, устойчивые к высо-

кочастотным колебаниям и обеспечивающие безопасную и эффективную работу 

ТТЭУ [8]. Кроме того, разрабатываются и специальные добавки к топливу, сни-

жающие его склонность к резонансному горению путем модификации процесса 

горения на молекулярном уровне. Это напрямую связано с разработкой новых 

высокоэнергетических топливных смесей, включающих инновационные состав-

ляющие, такие как активные горючие-связующие (полимерные матрицы с улуч-

шенными энергетическими свойствами для полного сгорания топлива) и метал-

лические нанопорошки (алюминий, бор, магний), значительно повышающие 

удельный импульс, катализаторы горения, ускоряющие химические реакции и 

увеличивающие скорость горения. Влияние таких добавок на устойчивость горе-

ния также требует тщательного экспериментального исследования. Эти добавки, 

направленные на повышение энергетических характеристик топлива, одновре-

менно повышают вероятность возникновения высокочастотных неустойчивостей 

горения. Скорость горения таких композиций значительно превосходит скорость 

горения традиционных твердых топлив, что обусловливает более интенсивное 

взаимодействие между химическими реакциями, тепловым потоком и акустиче-

скими волнами в камере сгорания. 

В целом проблема высокочастотной неустойчивости горения в ТТЭУ является 

сложной многофакторной задачей, требующей комплексного подхода, сочетаю-

щего экспериментальные исследования, математическое моделирование и разра-
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ботку новых материалов и технологий. Все это в совокупности позволяет понять 

механизмы возникновения высокочастотных неустойчивостей и разработать методы 

их подавления для обеспечения безопасной и эффективной работы ракетных двига-

телей. В настоящей работе представлены методика и результаты эксперименталь-

ного определения акустической проводимости поверхности горения твердого топ-

лива, модифицированного добавками порошка алюминия различной дисперсности. 

 

Экспериментальное исследование 

 

Для изучения характера возникновения акустической волны при горении ис-

пользуются специальные камеры сгорания, разработанные для исследования виб-

рационного горения твердых топлив. Современные датчики и системы регистра-

ции акустических колебаний позволяют получить необходимую информацию для 

анализа акустической проводимости поверхности горения твердого топлива. 
 

 

Рис. 1. Схема экспериментальной установки: 

1 – центральная секция; 2 – удлинитель основной; 3 – удлинитель укороченный; 

4 – датчик давления; 5 – узел крепления заряда твердого топлива; 6 – зажим; 7 –

 образец твердого топлива; 8 – кран высокого давления; 9 – кран Маевского для 

сброса давления газов; 10 – система зажигания образца; 11 – балластные емкости 

Fig. 1. Scheme of the experimental setup: 

(1) central section; (2) main extension; (3) shortened extension; (4) pressure sensor;  

(5) solid propellant charge fastening device; (6) clamp; (7) solid propellant sample;  

(8) high-pressure valve; (9) Mayevsky valve for releasing gas pressure; (10) sample 

ignition system; and (11) ballast tanks 
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В настоящей работе для проведения исследований использовалась экспери-

ментальная установка, представляющая собой двухконцевую Т-образную камеру 

сгорания [5, 9, 10]. Экспериментальная установка предназначена для создания 

условий горения двух образцов твердого топлива, способствующих развитию 

акустической неустойчивости. Схема и фотография экспериментальной установ-

ки приведены на рис. 1, 2. 
 

 

Рис. 2. Фотография экспериментальной установки 

Fig. 2. Photo of the experimental setup 
 

Изменение длины резонатора Т-камеры происходит путем монтажа дополни-

тельных секций, совпадающих по диаметру (D = 42 мм) с центральной секцией. 

Зажигание образцов твердого топлива производилось с помощью электрической 

системы зажигания и накальной проволочки. Перед экспериментом в камеру сго-

рания и балластные емкости предварительно закачивался воздух до заданного 

давления. Воздух для создания давления в системе подавался от поршневого ком-

прессора КВД-Г. Эксперименты с образцами твердого топлива проводились при 

давлении p = 3.0 МПа. Для каждого типа состава твердого топлива проводилось 

несколько дублирующих экспериментов. 

Для более точной регистрации колебаний давления заподлицо устанавлива-

ются высокочувствительный тензометрический датчик давления ЛХ-412 и пьезо-

электрический датчик пульсаций ЛХ-601, расположенные на корпусе Т-камеры. 

Сигналы с этих датчиков записываются с высокой частотой дискретизации с по-

мощью виртуального осциллографа АКИП-74824, что позволяет получить деталь-

ную информацию о частотном спектре колебаний и определить преобладающие 

частоты, характерные для возникновения акустической неустойчивости. Анализ 

полученных данных, включающий обработку полученных сигналов с датчика 

давления и пульсаций, проводится с использованием специализированного обо-
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рудования и программного обеспечения, позволяющего определить характери-

стики неустойчивости, такие как частота, амплитуда и пространственное распре-

деление колебаний. 

Образцы были изготовлены на основе бидисперсного перхлората аммония (ПХА), 

состоящего из 60% крупнодисперсной фракции с диаметром частиц (165 ÷ 315) мкм 

и 40% мелкодисперсной фракции с диаметром частиц менее 50 мкм. В качестве 

горючего-связующего использовался бутадиеновый каучук, пластифицированный 

трансформаторным маслом (СКДМ-80). Для определения влияния дисперсного 

состава порошка алюминия на акустическую проводимость в состав твердого 

топлива были введены в качестве энергетических добавок порошки алюминия 

промышленных марок АСД-4, АСД-6, АСД-8. Компонентные составы образцов 

модельных твердых топлив и среднемассовые диаметры частиц алюминия D43 

приведены в табл. 1. 

Т а б л и ц а  1  

Компонентные составы исследуемых твердых топлив 

№ 
Компонентный состав, мас. % 

ПХА СКДМ-80 Энергетическая добавка D43, мкм 

1 81.4 18.6 Без металла – – 

2 69.2 15.8 АСД-4 15 8.1 

3 69.2 15.8 АСД-6 15 4.6 

4 69.2 15.8 АСД-8 15 2.1 
 

Площадь поверхности горения образцов твердого топлива изменялась путем 

выполнения в образце параллельных пропилов определенной ширины и глубины. 

На рис. 3 представлены фотографии готовых образцов твердого топлива. 
 

    
a                                                                           b 

Рис. 3. Образцы твердого топлива, содержащие в качестве энергетической  

добавки 15 мас. % порошка алюминия (a), и без энергетической добавки (b) 

Fig. 3. Solid propellant samples (a) containing 15 wt. % of aluminum powder  

and (b) without energy additives  
 

Одной из основных характеристик склонности твердых топлив к вибрацион-

ному горению является акустическая проводимость горящей поверхности твер-

дого топлива. Увеличение действительной части акустической проводимости χ 

как основного источника усиления звуковых волн в продуктах сгорания приво-

дит к созданию условий усиления амплитуды колебаний и дестабилизации про-

цесса горения. Обработка полученных результатов была проведена по методике, 

подробно представленной в работах [11–14]. Значения частоты колебаний при 
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горении твердого топлива, а также действительной части удельной безразмерной 

эффективной акустической проводимости горящей поверхности твердого топли-

ва приведены в табл. 2. 

Т а б л и ц а  2  

Результаты исследования акустической проводимости и частоты колебаний  

исследуемых составов твердого топлива 

№ Марка алюминия 
Длина резона-

тора, мм 

Частота колеба-

ний, Гц 

Акустическая 

проводимость, χ  

Давление, 

МПа 

1 Без металла 

1 045 

413 4.8∙10–3 

3.0 
2 АСД-4 455 2.3∙10–3 

3 АСД-6 457 2.9∙10–3 

4 АСД-8 – – 
 

Из результатов, приведенных в табл. 2, следует, что величина χ для составов, 

содержащих порошки алюминия АСД-4 и АСД-6, меньше, чем для безметального 

состава на 52 и 40% соответственно. Снижение действительной части акустиче-

ской проводимости для этих составов связано с демпфирующим влиянием частиц 

конденсирующей фазы. При добавлении в состав модельного твердого топлива 

15 мас. % мелкодисперсного порошка алюминия АСД-8 акустические колебания 

давления в резонаторе Т-камеры не наблюдались. Это связано, по-видимому, с осо-

бенностями процесса горения мелкодисперсного порошка алюминия АСД-8 

(D43 = 2.1 мкм) и с характеристиками конденсированных продуктов его сгорания. 

Полученные экспериментальные данные качественно согласуются с опубли-

кованными результатами других авторов. Количественное сравнение результатов 

проведенных экспериментов для исследованных составов с литературными дан-

ными является не совсем корректным. Это обусловлено различиями в массовых 

долях компонентов, природе горючего-связующего, дисперсности частиц ПХА и 

алюминия. Полученные результаты по порядку величины согласуются с экспе-

риментальными данными [7] и результатами математического моделирования [14].  
 

   
  a                                                  b                                                c 

Рис. 4. Фотографии конденсированной фазы продуктов сгорания в резонаторе (a, b)  

и узле крепления образца твердого топлива (c) 

Fig. 4. Photo of the condensed phase of combustion products (a, b) in the resonator  

and (c) in the solid propellant charge fastening device  
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Отличительной особенностью при сгорании образцов твердых топлив, содер-

жащих порошки алюминия, является образование остатков конденсированной 

фазы продуктов сгорания и ее отложения на торцевых концах Т-камеры. На рис. 4 

приведены фотографии образования конденсированной фазы в виде белого по-

рошка после проведения эксперимента. Отбор конденсированных продуктов сго-

рания проводился для каждого эксперимента после демонтажа зажима и узла 

крепления образца твердого топлива. 

После проведения экспериментов с образцами твердого топлива без содержа-

ния добавок порошка алюминия образование конденсированной фазы такого ха-

рактера отсутствует. 

 

Заключение 

 

В настоящей статье представлены результаты серии экспериментов по изме-

рению акустической проводимости поверхности горения модельных твердых 

топлив на основе СКДМ-80 (горючее-связующее), бидисперсного перхлората 

аммония (окислитель) с добавлением 15 мас. % порошков алюминия (энергети-

ческая добавка) разной дисперсности, проведенных с использованием Т-камеры  

с длинной резонатора 1 045 мм. 

Для исследования влияния дисперсности частиц алюминия в качестве энерге-

тической добавки модельных твердых топлив использовались промышленные 

порошки алюминия марок АСД-4, АСД-6 и АСД-8, среднемассовый диаметр ча-

стиц которых D43 составлял 8.1, 4.6 и 2.1 мкм соответственно. 

Результаты экспериментов показали, что для модельных составов с крупно-

дисперсными частицами алюминия (АСД-4, АСД-6) в резонаторе Т-камеры 

наблюдались интенсивные колебания с частотой ~ 450 Гц (при среднем давлении 

в камере ~ 3.0 МПa). 

Показано, что для составов твердого топлива с порошками АСД-4, АСД-6 

действительная часть акустической проводимости в два раза ниже, чем для ана-

логичного состава твердого топлива, не содержащего энергетическую добавку. 

Таким образом, добавление порошка алюминия в состав твердого топлива при-

водит к стабилизации процесса горения и снижению амплитуды акустических коле-

баний с сохранением их частоты. Это может быть связано с демпфированием аку-

стических колебаний конденсированными продуктами сгорания частиц алюминия. 

При добавлении в состав модельного твердого топлива 15 мас. % мелкодис-

персного порошка алюминия АСД-8 акустические колебания давления в резона-

торе Т-камеры не наблюдались. 

Полученные в экспериментах результаты по влиянию дисперсности порошков 

алюминия на развитие акустических колебаний в резонаторе Т-камеры можно 

объяснить различием средних размеров частиц конденсированных продуктов 

сгорания (оксида алюминия Al2O3), образующихся при горении порошков алю-

миния разной дисперсности в составе твердого топлива, которые могут демпфи-

ровать возникающие акустические колебания. 
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Аннотация. Приводится оценка развития внутрибаллистического процесса в ра-

кетном двигателе на твердом топливе с канально-щелевым зарядом, щелевая  

область которого заполнена неизвлекаемой формообразующей оснасткой (НФО). 

Использована математическая модель, учитывающая первоначальную локализа-

цию точки воспламенения заряда НФО, постепенное выгорание заряда НФО, по-

степенное зажигание заряда двигателя по мере оголения рабочей поверхности,  

а также различную теплофизическую природу продуктов сгорания состава НФО  

и основного заряда. Зависимости давления в камере сгорания, тяги и времени 

функционирования изделия, существенным образом зависящие от динамики раз-

вития поверхности горения заряда, определяются скоростью горения материала 

НФО. 

Ключевые слова: ракетный двигатель на твердом топливе, неизвлекаемая формо-

образующая оснастка, внутрикамерные процессы, математическое моделирование 
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Abstract. The use of unextractable forming tool (UFT) can significantly reduce the cost 

of producing expensive removable rig, shortens the solid rocket motor manufacturing  

cycle and increases production safety. It is proposed to use porous plates made of titanium 

powders using additive technologies and impregnated with a fast-burning composition 

based on aluminum borides as UFTs. The paper provides an assessment of the develop-

ment of the intra-ballistic process in a solid rocket motor with a channel-slot grain, the 

slot region of which is occupied by UFT. For the assessment, a mathematical model was 

used that takes into account the initial localization of the ignition point of the UFT-grain, 

the gradual burnout of the UFT-grain, the gradual ignition of the motor grain as  

the working surface becomes exposed, as well as the different thermophysical nature  

of the combustion products of the UFT composition and the main grain. The dependence 

of the pressure in the combustion chamber, the thrust and the operating time, which sig-

nificantly depend on the dynamics of the development of the burning surface of the 

grain, are determined by the combustion rate of the UFT material. 

Keywords: solid propellant rocket motor, non-removable forming rig, intra-chamber 

processes, mathematical modeling 
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Введение 

 

Использование существующей технологии изготовления прочноскрепленных 

зарядов требует значительных материальных и временных затрат, организации 

специальных условий их производства, что связано с выполнением сложных и про-

должительных операций: подготовки технологической оснастки, ее сборки с кор-

пусом двигателя, распрессовки изделия и пр. Кроме того, такая технология зача-

стую существенно ограничивает использование новых высокоэнергетических 

топливных композиций на активных горючих-связующих, не обеспечивает высо-
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кую длительность гарантийного срока хранения из-за деформации заряда. Сохра-

нение исходных геометрических параметров прочноскрепленного заряда в течение 

всего эксплуатационного периода позволит обеспечить высокую стабильность 

тактико-технических характеристик изделия и его «ампулированное» состояние 

при хранении и эксплуатации. 

Использование неизвлекаемой формообразующей оснастки (НФО) взамен 

традиционной извлекаемой позволит существенно сократить затраты на произ-

водство дорогостоящей оснастки, сократить цикл изготовления ракетных двига-

телей на твердом топливе (РДТТ) и повысить безопасность производства за счет 

исключения операции распрессовки. Кроме того, использование НФО позволяет 

повысить коэффициент заполнения камеры сгорания. 

Исследования, выполненные в работах [1, 2], показали, что достаточно пер-

спективная конструкция НФО может состоять из пористой матрицы, пропитан-

ной быстрогорящим составом, или тонкого монолита, на который быстрогорящее 

топливо наносится с использованием каких-либо адгезионных материалов. 

Оптимальным вариантом, как и в случае пористых пластин из порошков ти-

тана, является наличие открытой пористости в образцах. Это позволяет пропи-

тать пластины быстрогорящими составами на основе боридов алюминия. 

Очевидно, что разработка и создание высокоэнергетических композитных 

структур сложной формы при относительно низких затратах возможны при ис-

пользовании аддитивных технологий, поскольку сложность геометрии, толщи-

ны элементов «конструкции» и точность их изготовления вполне достижимы 

для высокоточных современных 3D-принтеров [3–5]. Большое значение при 

реализации аддитивных технологий имеет выбор материала и геометрии НФО 

для формирования сложнопрофильных высокоэнергетических композитных 

структур. 

Из существующих способов объемной печати привлекательным для создания 

НФО является метод селективного лазерного спекания (SLS-method), прежде все-

го потому, что имеется возможность использования материалов (порошков), да-

ющих дополнительную энергетику при своем сгорании. В работе [2] представле-

ны достаточно хорошо отработанные методы получения необходимых элементов 

конструкции при использовании порошков алюминия со средним размером ча-

стиц порядка 10 мкм. 

Оптимальной базовой системой для создания НФО может являться система  

Ti + B. Для этой системы достигнута максимальная скорость горения до 350 мм/с. 

Теплота сгорания диборида титана равна ~ 5 700 кал/г при теплоте его образова-

ния ~ 1 030 кал/г. Полученные в экспериментах значения температуры горения 

смесей системы Ti + B варьируют в пределах (2 300 ÷ 3 000)°С. Плотность титана 

(4.5 г/см3) и диборида титана намного меньше плотности циркония (6.5 г/см3), 

гафния (13.3 г/см3) и их боридов. 

Разработанный в ходе выполнения работ [2] количественный состав компо-

нентов (69 мас. % Ti + 31 мас. % B), обеспечивающий стабильность горения, ха-

рактеризуется скоростью горения 80 ± 10 мм/c. Для контролируемого повышения 

скорости горения до заданных 100 мм/c были разработаны составы, в которые 

помимо основных компонентов вводили порошки алюминия. 

Для получения образцов, используемых в качестве основы для НФО, были 

разработаны элементы, общий вид которых представлен на рис. 1. 
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a                                                                        b 

Рис. 1. Общий вид образцов матриц элементов НФО:  

a – линейный элемент; b – звездообразный элемент 

Fig. 1. General view of the samples of matrices of unextractable forming tool elements (UFT): 

(a) linear element and (b) star element 
 

Цель данной работы – исследование влияния быстрогорящей неизвлекаемой 

формообразующей оснастки на внутрибаллистические характеристики РДТТ с ка-

нально-щелевым зарядом, включающим НФО.  
 

Постановка задачи 
 

Для оценки развития внутрибаллистического процесса и, в частности, изме-

нения поверхности горения канально-щелевого заряда вследствие его выгорания, 

использовалась математическая модель, учитывающая начальную локализацию 

места зажигания НФО-заряда, постепенное выгорание НФО-заряда, постепенное 

подключение к горению заряда двигателя по мере оголения рабочей поверхности, 

учет разной теплофизической природы продуктов сгорания состава НФО и ос-

новного заряда. 

Для осредненных по камере сгорания со свободным внутрикамерным объе-

мом W в условиях отсутствия теплообмена с конструктивными элементами каме-

ры смесь продуктов горения можно считать идеальным газом, а его истечение из 

этого объема – квазистационарным изоэнтропическим. В рамках принятой моде-

ли для расчета изменений во времени t параметров газа в объеме W камеры сго-

рания математическая модель формулировалась следующими соотношениями. 

Уравнение баланса массы газа в камере 

 ( ) *Z F

d
W G G G

dt

+ + = + − , (1) 

где   – плотность газа, G+  – газоприход, *G  – расход газа через сопло. Индекс Z 

относит к заряду, индекс F – к неизвлекаемому элементу. 

Для определения термодинамических параметров смеси продуктов сгорания 

заряда и неизвлекаемого элемента решаются уравнения изменения изобариче-

ской теплоемкости pC  и газовой постоянной R [6–9]. 

Уравнение изменения газовой постоянной R 

 ( ) 0 0 *Z Z F F

d
R W R G R G RG

dt

+ + = + − , (2) 
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где 
0ZR , 0FR  –индивидуальные свойства (газовые постоянные) поступающих 

продуктов сгорания. 

Уравнение изменения изобарической теплоемкости газовой смеси 
pC  

 ( ) 0 0 *p pZ Z pF F p

d
C W C G C G C G

dt

+ + = + − , (3) 

где 0pZC , 0pFC  – индивидуальные свойства (изобарические теплоемкости) по-

ступающих продуктов сгорания. 

Закон сохранения внутренней энергии газовой смеси выражается через изме-

нение давления: 

 *

0 0 0 0 *

*1 1
pZ pZ Z pF pF F

ppWd
C T G C T G G

dt

+ +  
= + − 

 −  −  
, (4) 

где 
0pZT , 

0pFT  – изобарические температуры горения составов. 

Уравнение изменения свободного объема камере вследствие выгорания составов 

 ( ) Z F

Z F

G Gd
W

dt

+ +

= +
 

, (5) 

где Z , F  – плотности основного и быстрогорящего составов. 

Показатель адиабаты смеси газов определяется через значения теплоемкости 

и газовой постоянной в соответствии с законом Майера: ( )p pC C R = − . Для 

вычисления величина расхода * * * *G u S=   через сопло определялась по соотно-

шениям изоэнтропического течения [2]: 
1 1

1 1

1 1

1

2 2
, если ,

1 1

2
, если ,

1

e

*

e e

p

p

p p

p p
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 −


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 = 
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. 

*S  – площадь критического сечения сопла, ep  – давление снаружи сопла. 

Газоприходы от заряда ZG+
 и неизвлекаемого элемента FG+

 определяются че-

рез соответствующие поверхности горения: 0 ( )Z Z Z ZG u S t+ =  , 0 ( )F F F FG u S t+ =  . 
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Линейные скорости горения составов рассчитываются посредством эмпири-

ческих степенных зависимостей от давления: 0

0 0
Z

Z Zu a p


= , 0

0 0
F

F Fu a p


= . 

Система уравнений (1)–(5) решается при следующих начальных условиях: 

возд(0) =  ; возд(0)R R= ; , возд(0)p pC C= ; 0(0)p p= ; 0(0)W W= . 

Алгоритмически сложной задачей, которую приходится решать совместно  

с системой уравнений (1)–(5), является расчет геометрических характеристик 

заряда ( )ZS t  и ( )FS t  в процессе его выгорания для линейной скорости горения, 

определяемой из решения уравнений внутренней баллистики. К настоящему вре-

мени существует несколько подходов к решению данной задачи. Один из них 

основан на решении пространственного уравнения поверхности горения методом, 

построенном на вариационном принципе Ферма (принцип минимального време-

ни выгорания заряда) [10, 11]. Другой подход основан на использовании метода 

уровней с привлечением разностных схем высокого порядка точности [12, 13]. 

В настоящей работе для программной реализации модели использовался алго-

ритм расчета изменения геометрии заряда, базирующийся на аналогии выгорания 

топлива (по геометрическому закону) с волновым принципом Гюйгенса (рис. 2). 
 

 
a            b 

Рис. 2. Схема расчета выгорания топлива по геометрическому закону: 

a – первый шаг по времени; b – следующий шаг по времени 

Fig. 2. Scheme for calculating propellant burnout according to the geometric law: 

(a) first time step and (b) next time step 
 

Объем заряда представляется системой малых (конечных) объемов, которые 

либо пусты, либо заполнены топливом. В процессе вычислений от каждого объема, 

находящегося на фронте горения, строится «выжигающая» сфера радиуса, равного 

произведению линейной скорости горения в данной точке пространства на шаг по 

времени (см. рис. 2, a). Конечные и связанные с центральной точкой объемы топ-

лива, попадающие внутрь данной сферы, считаются сгоревшими. На последующих 

шагах (см. рис. 2, b) алгоритм повторяется для новых значений скорости горения. 
 

Результаты расчета 
 

Система уравнений (1)–(5) решалась для модельных значений параметров, ука-

занных в табл. 1–3. Пояснения к геометрическим параметрам приведены на рис. 3. 
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Т а б л и ц а  1  

Теплофизические и баллистические параметры 

Параметр Наполнитель Материал НФО 

Температура горения 
0ZpT = 3 000 K 

0FpT = 4 000 K 

Изобарическая теплоемкость продуктов 

сгорания 0ZpC =  2 400 Дж/(кгK) 
0FpC = 2 400 Дж/(кгK) 

Газовая постоянная 0  ZR = 400 Дж/(кгK) 0  FR = 400 Дж/(кгK) 

Константа закона скорости горения Zoa = 2 мм/с 0Fa = 12 мм/с 

Показатель степени в законе горения Zo = 0.3 0F = 0.3 

Плотность материала Zo = 1 600 кг/м3 0F = 3 000 кг/м3 

 

Т а б л и ц а  2  

Геометрические параметры заряда 

Длина заряда 100 мм 

Радиус канала 10 мм 

Радиус заряда 60 мм 

Количество лучей 5 

Полуширина щели приканальная 4 мм 

Полуширина щели максимальная 6 мм 

Длина прямой части щели 25 мм 

Высота концевика щели 4 мм 

 

Т а б л и ц а  3  

Геометрические параметры камеры сгорания 

Начальный свободный объем 30 см3 

Площадь критического сечения сопла 38.5 мм2 

 

 

Рис. 3. Геометрические параметры щелевой области 

Fig. 3. Geometrical parameters of the slit region 

 

На рис. 4 представлена картина развития рабочей поверхности наполнителя и 

НФО вследствие дегрессии заряда. В рамках принципов, заложенных в алгоритм 

расчета поверхности, видно, что продвижение фронта горения по щелевой части 

достаточно быстро горящего материала НФО приводит к оголению поверхности 
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основного наполнителя. На рис. 5 показано развитие поверхности горения щелевой 

части заряда при отсутствии НФО при мгновенном подключении поверхности к го-

рению. 
 

 

Рис. 4. Геометрия дегрессии заряда с НФО 

Fig. 4. Geometry of charge degressions  

with UFT 

 

Рис. 5. Геометрия дегрессии заряда без НФО 

Fig. 5. Geometry of charge degressions  

without UFT 
 

Сравнительный анализ динамики выгорания (см. рис. 4, 5) дает представление 

о качественном и количественном различии развития внутрибаллистического 

процесса при наличии НФО, а именно: при практически мгновенном зажигании 

щелевой части канала темп и уровень развитости суммарной для изделия поверх-

ности горения существенно выше (рис. 6, кривая 2), чем при наличии НФО (рис. 6, 

кривая 1). Смещение по времени и наклонный характер зависимости p(t) в заряде 

с НФО обусловлены тем, что зажигание быстрогорящего состава оснастки произ-

водилось с правого (соплового) конца заряда. 
 

 

Рис. 6. Изменение давления в камере сгорания от времени: 

1 – наличие НФО; 2 – отсутствие НФО 

Fig. 6. Combustion chamber pressure vs. time 

(1) presence of UFT; (2) absence of UFT 
 

Из анализа приведенных на рис. 6 данных следует, что изменение поверхно-

сти горения существенным образом зависит от скорости горения НФО. Соответ-

ственно, зависимости давления в камере сгорания, тяги и времени функциониро-

вания изделия, существенным образом зависящие от динамики развития рабочей 
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поверхности заряда, будут определяться скоростью горения материала НФО, ее 

уровнем и стабильностью параметров. Указанное обстоятельство предъявляет 

специальные требования как к технологии и характеристикам горения НФО, так 

и к организации параметров стартового периода работы двигателя. 
 

Заключение 
 

В статье представлены результаты расчетно-теоретического исследования вну-

трибаллистических характеристик твердотопливного ракетного двигателя с заря-

дом сложной конфигурации, содержащим неизвлекаемую формообразующую 

оснастку (НФО).  

Отмечается, что использование НФО позволяет существенно уменьшить за-

траты на производство дорогостоящей извлекаемой оснастки, сокращает цикл 

изготовления РДТТ и повышает безопасность производства. Предлагается исполь-

зовать в качестве НФО пористые пластины, изготовленные из порошков титана  

с помощью аддитивных технологий и пропитанные быстрогорящим составом на 

основе боридов алюминия. 

На основе выполненного численного моделирования внутрибаллистических 

характеристик РДТТ с НФО-зарядом канально-щелевой формы показано, что 

зависимость давления в камере сгорания, тяга и время функционирования изде-

лия, существенным образом зависящие от динамики развития поверхности горе-

ния заряда, определяются скоростью горения материала НФО. 
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Аннотация. На примере квазистационарной задачи обтекания высокоскоростным 

потоком воды тела вращения с затупленным передним торцом проведено экспери-

ментально-теоретическое исследование с целью выявить основные процессы и яв-

ления, оказывающие влияние на профиль суперкаверны вокруг тела при заданных 

условиях. Проведена верификация программного комплекса FlowVision в задаче 

высокоскоростного обтекания водой затупленных тел вращения при наличии раз-

витых кавитационных явлений в потоке. 
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Abstract. In this paper, a quasi-stationary problem of high-speed water flow around  

a body of revolution with a blunt front end is solved theoretically and experimentally  

to identify the main processes and phenomena affecting the supercavity profile around 

the body under given conditions. It is shown that the considered problem can be reduced 

to a mechanical problem of determining the motion of an ideal incompressible fluid under 

the action of given forces. The FlowVision software package has been verified using the 

problem of high-speed water flow around blunt bodies of revolution in the presence of 

cavitation phenomena in the flow. The pressure and radial velocity distributions, as well 

as the supercavity profile shapes are obtained for free-stream flow velocities varying 

from 113 to 356 m/s. The average drag coefficient of the disk cavitator (Cx0 = 0.81), 

which has been obtained numerically, complies with that obtained experimentally. Qualita-

tive and quantitative agreement of the numerical and experimental results in terms of the 

supercavity profile around the projectile is derived within the accepted error of localiza-

tion of the supercavity profile boundary from photographs.. 

Keywords: numerical modeling, drag coefficient, water, hydroballistic track, supercavi-

tation, cavitation, cavity, projectile, FlowVision 
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Введение 

 

Высокоскоростное движение в воде обычно сопровождается кавитационными 

явлениями и образованием свободных границ, усложняющих картину обтекания 

тела потоком. В случае больших скоростей (десятки метров в секунду и выше) 
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пузырьковая кавитация уступает место развитой кавитации с образованием сво-

бодных границ, образующих протяженную полость, в которую тело может пол-

ностью поместиться. Такой режим движения принято называть суперкавитирующим. 

Длина суперкаверны может на порядки превосходить длину кавернообразующего 

тела и составлять десятки и сотни метров. Но с точки зрения изучения движения 

по траектории наибольший интерес представляет профиль суперкаверны непо-

средственно вокруг тела, так как сложные нестационарные эффекты, связанные  

с закрытием суперкаверны, остаются далеко позади и не воздействуют на него.  

Существуют различные подходы, позволяющие выяснить профиль образую-

щейся суперкаверны. Для нестационарной суперкаверны используется подход, 

предложенный Г.В. Логвиновичем, в котором суперкаверна рассматривается в виде 

множества независимых сечений, развивающихся по одному закону [1]. Аналогич-

ные результаты можно получить с помощью полуэмпирической аппроксимации для 

стационарных суперкаверн [2]. Такие подходы хорошо описывают профиль супер-

каверны за кавитатором в невозмущенном потоке жидкости. Для построения профи-

ля суперкаверны за сложными формами, учета влияния на суперкаверну различных 

возмущающих факторов в потоке или решения задач взаимодействия тела с по-

верхностью суперкаверны на передний план выходят методы на основе вычисли-

тельной гидродинамики, позволяющие наиболее полно рассмотреть картину про-

текающих при высокоскоростном суперкавитационном обтекании процессов [3–5]. 

Ввиду относительно высокой скорости звука в воде, высокой скорости потока 

и очень малого размера расчетных ячеек в области отрыва струй класс задач, свя-

занный с прямым моделированием суперкавитирующего движения твердого те-

ла, характеризуется существенными затратами реального времени на решение, 

особенно при использовании динамических сеток типа «химера». Для сокращения 

затрат времени на решение целесообразно обоснованно выявить наиболее значимые 

процессы в потоке, оказывающие основное влияние на результат моделирования, 

и использовать новые гибкие подходы для дискретизации непрерывно изменяю-

щейся геометрии расчетной области. Например, оригинальный подход для постро-

ения сетки с учетом непрерывно меняющихся границ потока реализован на базе 

отечественного программного комплекса для междисциплинарного моделирова-

ния FlowVision [6], особенностью которого является применение структуриро-

ванной локально-адаптивной сетки. Расчетная сетка строится в автоматическом 

режиме, а точность разрешения сеткой геометрической модели любой сложности 

обеспечивается с помощью технологии подсеточного разрешения геометрии [7]. 

В данной работе на примере квазистационарной задачи обтекания высокоско-

ростным потоком воды тела вращения с затупленным передним торцом проведе-

но экспериментально-теоретическое исследование с целью выявить основные 

процессы и явления, оказывающие влияние на профиль суперкаверны вокруг 

тела при скоростях 113 и 356 м/с. Также проведена верификация программного 

комплекса FlowVision в задаче высокоскоростного обтекания водой затупленных 

тел вращения при наличии развитых кавитационных явлений в потоке. 

 

Объект исследования 

 

На базе Научно-исследовательского института прикладной математики и ме-

ханики Томского государственного университета производятся экспериментально-
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теоретические исследования высокоскоростного движения твердых тел в различных 

средах. В частности, рассматриваются вопросы, связанные с суперкавитирующим 

движением ударников в воде. Гидробаллистический комплекс института с дли-

ной водного участка траектории более 10 м оснащен высокоскоростной видеоап-

паратурой и лабораторными баллистическими установками, позволяющими 

ускорять ударники в широком диапазоне скоростей. 

Рассматривается поступательное движение в воде инертного ударника с плос-

ким дисковым кавитатором диаметром D. Движение происходит в горизонталь-

ной плоскости на глубине h0 = 0.25 м в покоящейся пресной воде при температу-

ре T0 = 293 К. По ходу перемещения по подводной траектории ударник преодоле-

вает два участка, на которых производятся видеосъемка и измерение средней 

скорости его движения. На рис. 1 показаны фотографии ударника и суперкаверны, 

образующейся при движении ударника в воде со скоростью V = 113 и 356 м/с. 
 

 
а 

 
b 

Рис. 1. Суперкавитирующее движение ударника в воде при скоростях: 

а – 113 м/с; b – 356 м/с 

Fig. 1. Supercavitating motion of the projectile in water at a velocity of:  

(a) 113 and (b) 356 m/s 
 

В ходе проведения эксперимента были получены высокоскоростные видеоза-

писи рассматриваемого процесса, из которых извлечены количественные характе-

ристики профилей суперкаверн для указанных значений скоростей. Полученные 

данные использовались для оценки применимости теоретических подходов и 

верификации численных моделей, построенных в программном комплексе 

FlowVision для описания процессов высокоскоростного обтекания твердых тел  

в воде. 

 

Физико-математическая постановка задачи 

 

Для формирования системы уравнений математической модели исследуемого 

процесса необходимо обоснованно выделить круг значащих процессов и явле-

ний, которые целесообразно учитывать при решении указанного круга задач.  

В случае тел с плавной образующей в передней части (сферической, оживаль-

ной) линия отрыва струй (образования свободных границ) однозначно не фикси-
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руется и может перемещаться в зависимости от значений параметров течения [8]. 

В этом случае для моделирования картины течения вокруг тела потребовалось бы 

учитывать турбулентные явления в прилегающем к телу пограничном слое [9], 

которые позволили бы правильно сформировать границу отрыва потока от тела. 

В данной работе рассматривается тело (ударник), переднему торцу которого специ-

ально придана форма диска (кавитатор), что служит однозначной фиксацией линии 

отрыва потока – образования свободной границы раздела сред на гранях кавитатора.  

Как видно из приведенных на рис. 1 картин образования каверн, последние 

имеют гладкую и оптически прозрачную поверхность, без видимых следов тур-

булизации границ. Таким образом, в случае, когда ударник полностью погружен 

в суперкаверну, возможно моделирование процесса его обтекания без привлече-

ния модели турбулентности. Важно подчеркнуть, что этот подход справедлив для 

отмеченного выше класса задач, в которых не учитываются такие процессы, как 

смыкание суперкаверны за ударником или глиссирование ударника частью боко-

вой поверхности по границе суперкаверны. 

Оценка температуры Tt торможения в точке нулевой скорости, расположен-

ной в центре кавитатора [10], для случая на рис. 1, б дает следующий результат: 

 
2

0 308 К
2

t

p

V
T T

c
= +  , (1) 

где: cp – удельная теплоемкость воды при постоянном давлении, T0, V – темпера-

тура и скорость набегающего потока. Получаем, что в данном случае разница 

между температурой потока и температурой в пограничном слое жидкости в цен-

тре кавитатора составляет не более 15 К. В реальности данная величина будет 

еще меньше вследствие теплообмена с металлическим ударником. Это показыва-

ет, что изменение внутренней энергии в потоке мало и не повлияет на картину 

течения и образования каверны, что позволяет не учитывать влияние процессов 

теплопереноса на профиль суперкаверны вокруг ударника. 

Одним из основных параметров, характеризующих суперкавитационные те-

чения, является число кавитации  

 
2

2
    ,

P

V


=


 (2) 

где: ΔP – разница между давлением на бесконечности и в каверне, ρ – плотность 

жидкости. Значения величины числа кавитации менее единицы указывают на 

наличие кавитационных явлений в потоке, а при σ → 0 наблюдаются развитые 

кавитационные явления, такие как суперкаверны. Для приведенных на рис. 1 приме-

ров суперкавитационного обтекания число кавитации равно σ = 0.016 (см. рис. 1, а) 

и 0.0016 (см. рис. 1, b). Для основных прочих критериев подобия течений жидко-

сти – Рейнольдса, Фруда и Вебера – получается 

 5Re 2 10
VD

=  


, (3) 

 
2

5Fr 7 10
V

gD
=   , (4) 

 
2

5We 4 10
D V

=  


. (5) 
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Порядки величин Re, Fr и We на нижней границе рассматриваемого скорост-

ного диапазона указывают на подавляющее преобладание сил инерции над вязки-

ми силами, силой тяжести и поверхностным натяжением в жидкости, что суще-

ственно упрощает теоретическое изучение процесса и приводит к механической 

задаче определения движения идеальной несжимаемой жидкости под действием 

заданных сил [11]. В этом случае для численного моделирования течения жидко-

сти вокруг ударника воспользуемся изотермической моделью идеальной несжи-

маемой жидкости в следующем виде: 

 

0,

,

0,

p
t

T

t


 =



 = −



=



V

V
 (6) 

где: t – время, V – вектор скорости, p – давление, T – температура, ρ – плотность 

жидкости, η – динамическая вязкость, g – ускорение свободного падения, τ – ко-

эффициент поверхностного натяжения. 

В программном комплексе FlowVision моделирование свободной поверхности 

производится модифицированным методом VoF, базовая идея которого приведе-

на в [12]; уравнение переноса фазы имеет вид: 

 0
f

f
t


+  =


V , (7) 

где: f – объемная доля фазы в ячейке: f = 1 – ячейка, полностью занятая жидко-

стью, f = 0 – «пустая» ячейка, 0.01 < f < 0.99 соответствует поверхностной ячейке. 

В каждой поверхностной ячейке проводятся реконструкция и генерация 2 ячеек  

с f = 1 и f = 0 соответственно (рис. 2). Применение данной процедуры позволяет 

при всех равных условиях заметно повысить точность определения как границы 

раздела сред, так и физических параметров течения, связанных с последней. 
 

 

Рис. 2. Реконструкция границы раздела сред (0.01 < f < 0.99) в поверхностной ячейке  

и генерация сетки 

Fig. 2. Reconstruction of the interface between the media (0.01 < f < 0.99) in the surface cell  

and generation of the grid 
 

Математическая модель VoF реализована в рамках межфазового взаимодей-

ствия сред «сплошная среда–вакуум» [6]. Предполагается, что кинетическая энер-

гия вещества внутри суперкаверны, имеющего значительно меньшую плотность, 
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пренебрежимо мала в сравнении с кинетической энергией жидкости, и на границу 

раздела сред (свободной поверхности) вокруг кавитирующего тела газодинами-

ческие процессы внутри полости влияют незначительно. Такой подход позволяет 

значительно сократить количество ячеек, в которых производится перерасчет 

газодинамических параметров течения, так как область внутри поверхности су-

перкаверны исключается из расчета. Моделирование образования суперкаверны 

выполнено с использованием модели пузырьковой кавитации, основанной на 

предположении об испарении некоторого объема жидкой части расчетных ячеек, 

в которых абсолютное статическое давление в жидкости опускается ниже вели-

чины давления насыщенного пара вещества [6]; базовая идея представлена в [13]. 

Задача решалась в двумерной осесимметричной постановке в виде сектора  

с углом 1°. На рис. 3 показаны схема расчетной области и расстановки граничных 

условий. 
 

 

Рис. 3. Схема расчетной области и расстановки граничных условий 

Fig. 3. The layout of the computational domain and boundary conditions 
 

Граничные условия: 

− поверхность ударника (Г1) – условие непротекания.  

− торцы цилиндра (Г2, Г3) – скорость потока (V = V0) и давление (P = P∞.). 

− боковая поверхность цилиндра (Г4) – свободный выход (∂/∂n = 0).  

− на плоскостях, образующих сектор – симметрия. 

В начальный момент времени t = 0 в объеме задаются скорость (V = V0) и ста-

тическое давление (P = P∞). 

Расчетная сетка – неструктурированная, шестигранная вдали от криволиней-

ных поверхностей, с автоматической адаптацией по границе раздела сред и по-

верхности кавитатора. Критерием для обоснования сеточной сходимости был 

принят коэффициент сопротивления ударника, образованный избыточным дав-

лением на кавитаторе. Согласно различным источникам, значение коэффициента 

сопротивления формы для дискового кавитатора при нулевом числе кавитации 

находится в диапазоне Cx0 = 0.79…0.82 [14–16]. На рис. 4 представлена расчетная 

сетка в окрестности ударника (а) и кавитатора (b), при которой среднее значение 

коэффициента сопротивления составляет Cx0 = 0.81. При этом шаг адаптирован-

ной сетки в долях диаметра кавитатора вблизи его и на границе каверны составил 

1/18 d. 



Механика / Mechanics 

108 

 
а 

 
b 

Рис. 4. Иллюстрация адаптации расчетной сетки к решению  

в окрестности ударника (а) и кавитатора (b) 

Fig. 4. Illustration of the computational grid adjustment to the solution  

in the vicinity of the (a) projectile and (b) cavitator 

 

Результаты расчетов, сравнение с экспериментом 

 

Расчеты обтекания ударника проведены для скоростей набегающего потока 

113 и 356 м/с при атмосферном давлении 105 Па. На рис. 5 изображены изолинии 

давления, в каждой точке которых величина давления имеет постоянное значение. 
 

 

Рис. 5. Поле давления вокруг ударника при различных скоростях потока 

Fig. 5. Pressure field around the projectile at various flow velocities 
 

Верхняя часть рисунка соответствует полю давления вокруг ударника для 

скорости 113 м/с, нижняя часть – 356 м/с. С ростом скорости потока наблюдается 

радиальное расширение зоны повышенного давления: при скорости потока 

113 м/с поле избыточного давления сосредоточено преимущественно в области 

кавитатора, а при скорости 356 м/с эта область соизмерима с длиной корпуса 

ударника. Согласно расчету, максимальное давление у поверхности кавитатора 

Ударник 
Поверхность суперкаверны 

Вода 

Ударник 

Вода 

6.44e+06 4.25e+06 1.85e+06 1.22e+06 8.03e+05 2.79e+06 5.29e+05 3.49e+05 2.30e+05 1.52e+05 1.00e+05 

6.27e+07 3.29e+07 9.08e+06 4.77e+06 2.51e+06 1.73e+07 1.32e+06 6.91e+05 3.63e+05 1.91e+05 1.00e+05 

113 м/с 

356 м/с 

Вакуум 
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сосредоточено в его центре и снижается по мере перемещения к кромке, у кото-

рой происходит интенсивный спад. В точке нулевой скорости, соответствующей 

центру кавитатора, реализуется максимальное давление Pmax, соответствующее 

давлению торможения Pt, величину которого можно выяснить аналитически: 

 
2

0
2

t

V
P P


= + , (8) 

где P0 – давление в набегающем потоке, принятое равным 105 Па. Давление тор-

можения соответствует идеальному приближению, и отношение между аналити-

ческим и численным расчетом можно охарактеризовать как ошибку полученного 

решения. В таблице приведено сравнение численной и аналитической величин 

давления торможения при рассматриваемых скоростях потока. Как видно из при-

веденных в таблице результатов, расхождение численного и аналитического ре-

шения составляет не более 1.3%, что говорит о хорошем их соответствии. 

Аналитическое значение давления торможения в точке нулевой скорости  

и максимальное давление в области кавитатора, полученное в численном расчете 

V, м/с Pt, МПа Pmax, МПа Pt/Pmax, % 

113 м/с 6.49 6.44 0.8 

356 м/с 63.5 62.7 1.3 
 

На рис. 6 приведены изолинии радиальной скорости (Vy) потока вокруг удар-

ника при различных скоростях набегающего потока. Видно, что с увеличением 

скорости набегающего потока кратно возрастает область, в которой наблюдается 

радиальная составляющая течения жидкости вокруг ударника. 
 

 

Рис. 6. Поле радиальной скорости вокруг ударника при различных скоростях потока 

Fig. 6. Radial velocity field around the projectile at various flow velocities 
 

На рис. 7 приведены расчетные и экспериментальные профили суперкаверн 

вокруг ударника при скорости движения 113 и 356 м/с; символами показаны ре-

зультаты обработки фотографий (см. рис. 1), пунктирной линией – расчет по по-

296 167.56 53.69 30.39 17.21 94.85 9.74 5.51 3.12 1.77 1.00 

113 м/с 

356 м/с 

107.71 67.46 26.46 16.57 10.38 42.25 6.49 4.07 2.55 1.59 1.00 

Вакуум 
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луэмпирической аппроксимации [2], сплошными линиями показаны изолинии, 

соответствующие значению объемной доли фазы f = 0.5, что соответствует гра-

нице раздела сред. 
 

 

Рис. 7. Расчетные и экспериментальные профили суперкаверн вокруг ударника: 

,  – эксперимент; - - - - – расчет согласно [2]; ― – численный расчет 

Fig. 7. Calculated and experimental profiles of the supercavities around the projectile: 

,  – experiment; - - - - – calculation according to [2]; and ― – numerical calculation 
 

Полученная в численном расчете форма профиля суперкаверны вокруг удар-

ника для обоих рассмотренных случаев демонстрирует хорошее количественное 

совпадение с экспериментальными данными НИИ ПММ ТГУ в пределах приня-

той погрешности локализации границы профиля суперкаверны по фотографиям 

± 2 пикселя (≈ ±0.8 мм). Результаты также близко совпадают с данными сторон-

них авторов. 

Соответствие результатов численного моделирования с физическим экспери-

ментом и полуэмпирическими данными других авторов показывает хорошее соот-

ветствие построенной расчетной модели реальной картине физических процессов, 

происходящих при высокоскоростном квазистационарном обтекании ударника на 

рассмотренных скоростях. 
 

Заключение 
 

В работе показано, что задачи квазистационарного обтекания высокоскорост-

ным дозвуковым потоком воды тела вращения с затупленным передним торцом  

в указанных случаях сводятся к механической задаче об определении движения 

идеальной несжимаемой жидкости под действием заданных сил. 

Показано, что при движении ударника в воде при скорости 356 м/с темпера-

тура торможения в точке нулевой скорости отличается от температуры среды не 

более чем на 15 К, что позволяет не учитывать процессы теплопереноса при ре-

шении задачи об установлении профиля суперкаверны за телом.  

С учетом данных допущений на базе отечественного программного комплекса 

FlowVision построена расчетная модель и выполнено численное моделирование 

процесса обтекания высокоскоростным дозвуковым потоком воды тела вращения 

с затупленным передним торцом. Получены поля распределения давления и ра-

диальной скорости для скоростей набегающего потока от 113 до 356 м/с, а также 

форма профиля суперкаверны.  

Полученное в результате численного моделирования среднее значение коэф-

фициента сопротивления дискового кавитатора (Cx0 = 0.81) хорошо согласуется  
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с результатами физического эксперимента. Сравнение результатов расчета мак-

симального давления на кавитаторе с аналитическим, которое соответствует дав-

лению торможения, показало, что при скорости потока 113 м/с ошибка составила 

0.8%, при скорости 356 м/с – 1.3%. Получено качественное и количественное 

согласование с экспериментами по профилю суперкаверны вокруг ударника в пре-

делах принятой погрешности локализации границы профиля суперкаверны по 

фотографиям. 

Достигнутые результаты хорошего и близкого соответствия результатов чис-

ленного моделирования с физическим экспериментом и полуэмпирическими 

данными других авторов показывают хорошее соответствие построенной расчет-

ной модели реальной картине физических процессов, происходящих при высоко-

скоростном квазистационарном обтекании ударника на дозвуковых скоростях, 

что позволяет рекомендовать программный комплекс FlowVision для решения 

указанных задач. 
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Аннотация. Представлены результаты математического моделирования нестационар-

ного взаимодействия многоблочной (составной) сверхзвуковой струи с подвижной 

преградой. Методика расчета реализована в OpenFOAM. Использовался подход се-

ток типа «Химера». Выполнено тестирование методики расчета. Получено, что ре-

зультаты хорошо согласуются с экспериментальными данными других авторов. 

Проведено параметрическое исследование взаимодействия двух струй с подвижной 

преградой. Выявлено, что в критической точке до момента времени 0.018 с наблю-

даются незначительные колебания давления, затем давление возрастает. 
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Abstract. This paper presents numerical modeling of the interaction of a multiple super-

sonic jet with a moving obstacle. For the mathematical description of the physical formu-
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lation, the Navier–Stokes equations averaged by Favre in a non-stationary formulation 

were used. Chimera meshes were used for modeling of moving boundaries. The calcula-

tion method was implemented using the OpenFOAM open-source software. Testing  

of the calculation method showed good agreement with the experimental data of other 

authors and numerical data using a regular mesh. A conical nozzle with the Mach number 

of 4.5 at the outlet was used for the parametric study. The calculation was performed up 

to the time t = 0.2 s; the speed of the obstacle was 1 m/s. It is obtained that up to 0.01 s 

the maximum pressure on the barrier increases, then decreases. At the critical point up  

to the time of 0.018 s, there are insignificant pressure fluctuations. Then, there is an  

increase caused by a decrease in pressure at the intersection of the planes of symmetry  

of the propulsion system and the obstacle. 

Keywords: multiple supersonic jet, mathematical modeling, moving obstacle, Chimera 

type mesh, OpenFOAM 
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Введение 
 

В настоящее время актуальны исследования, связанные с моделированием 

взаимодействия многоблочных (составных) сверхзвуковых струй с подвижными 

преградами, положение которых динамично изменяется в пространстве. Экспе-

риментальные и теоретические исследования в этой области сосредоточены пре-

имущественно на изучении взаимодействия сверхзвуковых струй с неподвижными 

границами расчетной области [1–3]. Работ, изучающих особенности газодинами-

ческих процессов, происходящих при взаимодействии сверхзвуковых струй с по-

движными границами, явно недостаточно. Для исследования газодинамических 

процессов с учетом подвижных границ в основном используются следующие 

методы изменения сеток: метод адаптивно перестраиваемых сеток [4], метод де-

формирующихся расчетных сеток с сохранением сеточной топологии [5] и пере-

крывающиеся расчетные сетки (сетки типа «Химера») [6, 7].  

Первый метод позволяет получать хорошие результаты, но при этом для пере-

строения расчетной сетки на каждой итерации по времени требуются дополни-

тельные вычислительные затраты. В работе [8] авторы применили данный под-

ход для моделирования старта ракеты из шахты в двумерной постановке. Для 

описания течения газа использованы уравнения Эйлера, тепловым взаимодей-

ствием между газом и стенками шахты пренебрегали. При моделировании дви-

жения граничные ячейки растягивались в сторону движения до критического 

размера. После достижения этого размера каждая граничная ячейка делилась на 

две равные ячейки. В результате применения данного подхода были получены не-

стационарные зависимости газодинамических характеристик. В исследовании [9] 

использовался аналогичный подход перестроения сетки для моделирования не-

стационарных процессов, возникающих при старте твердотопливного ракетного 

двигателя в осесимметричной постановке. Проведенный автором анализ показал, 
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что на поверхности старта наблюдается несколько локальных пиков давления  

в различные моменты времени. 

Метод деформирующихся расчетных сеток позволяет сохранить сеточную то-

пологию без необходимости перестраивать сетку на каждом временно́м шаге, 

поскольку изменяется только положение узлов ячеек расчетной сетки, но при этом 

необходимо сохранение качества ячеек. Данный подход реализован в работе [10] 

при взаимодействии одиночной сверхзвуковой струи с подвижной преградой. 

Численное моделирование выполнялось с использованием схемы С.К. Годунова  

с ограничителем Б. Ван Лира в программном комплексе OpenFOAM. Скорость 

движения преграды составляла 1 м/с. В исследовании показана зависимость 

ударно-волновой картины течения от времени.  

Расчет на перекрывающихся расчетных сетках лишен недостатков вышеопи-

санных методов, так как объединяет несколько независимых расчетных сеток в одну 

общую с перекрытиями. Благодаря объединению сеток можно перемещать одну 

сетку относительно другой в произвольном направлении, тем самым повторяя 

движения реального объекта (например, посадку или старт космического аппара-

та). Реализация данного подхода показана на примере моделирования старта  

и посадки космического аппарата в работе [11], используя программный ком-

плекс ANSYS Fluent (модуль Overset). Авторами были получены нестационарные 

зависимости всех газодинамических параметров для условий среды с низким 

значением давления. В работе [12] проведено численное моделирования нестаци-

онарного обтекания вертолета, несущего винта и исследовано влияние потока 

газа от винта на поведение ракет, выпускаемых с вертолета. Для этой цели авто-

ры разработали трехмерный решатель невязких потоков, основанный на неструк-

турированных сетках с применением перекрывающих расчетных сеток для моде-

лирования относительного движения несущего винта, фюзеляжа и движущихся 

ракет. Решатель для потока они объединили с уравнениями движения ракеты, 

используя для этого шесть степеней свободы. В работе [13] рассмотрено истече-

ние вязкой турбулентной сверхзвуковой струи из двухконтурного сопла. Расчет-

ная область была поделена на подвижную и неподвижную части. Использовались 

уравнения Навье–Стокса в осесимметричной постановке. Было показано, что 

нестационарные процессы, связанные с изменением геометрии соплового блока, 

оказывают наибольшее влияние на структуру потока в начальной стадии раскры-

тия рабочей секции сопла. 

Исходя из обзора литературы, для математического моделирования с исполь-

зованием методов подвижных границ наиболее эффективным мы полагаем метод 

перекрывающихся расчетных сеток. Поэтому целью данного исследования явля-

ется математическое моделирование натекания многоблочной сверхзвуковой 

струи на плоскую подвижную преграду с использованием сеток типа «Химера». 

 

Физико-математическая постановка задачи и метод решения 

 

Рассматривается задача натекания многоблочной сверхзвуковой струи, исте-

кающей из многосопловой установки на плоскую подвижную преграду, распо-

ложенную перпендикулярно оси струи. В результате натекания формируется 

сложный поток с разветвленной системой скачков уплотнения, содержащий об-

ласти местного дозвукового течения, контактные разрывы и участки течения  
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с большими градиентами параметров газа [14]. В зависимости от условий среды, 

физических свойств газа, геометрического расположения преграды, расстояния 

между срезом сопел и преградой, а также расположения сопел относительно друг 

друга структура газодинамической картины меняется. Некоторые примеры удар-

но-волновых структур описаны в работе [1].  

Для математического описания течения газа использовалась система уравне-

ний Навье–Стокса, осредненная по Фавру [15], в трехмерной постановке для вяз-

кого сжимаемого идеального газа. Для замыкания системы использовалась мо-

дель турбулентности k–ω SST [16]. Полная система уравнений с постановкой 

начальных и граничных условий показана в работе [2]. Реализация физико-

математической модели и проведение параметрических исследований выполнены 

в свободно распространяемом программном обеспечении OpenFOAM [17]. Исполь-

зовался решатель overRhoPimpleDyMFoam, который основан на итерационном  

алгоритме PIMPLE [18]. Уравнения для каждой переменной, характеризующей 

систему (давление, скорость, температура и переменные используемой модели 

турбулентности), решаются последовательно. Благодаря библиотеке overset ре-

шение можно производить на множестве сеток, имеющих разную топологию без 

общих граней. Связь между сетками осуществляется за счет неявной интерполя-

ции первого порядка. Для дискретизации по времени использовалась неявная 

схема Рунге–Кутта первого порядка, а дискретизация конвективных членов вы-

полнялась с использованием схемы LimitedLinear с ограничителем Sweby [19] 

второго порядка. Интерполяция между сетками выполнялась с использованием 

метода обратных взвешенных расстояний [20]. На рис. 1, а показана основная 

сетка, а на рис. 1, b приведена перекрывающая сетка, результат наложения двух 

сеток показан на рис. 2. 
 

  
a                                                                            b 

Рис. 1. Примеры сеток: а – основная сетка, b – перекрывающая сетка 

Fig. 1. Examples of meshes: (a) the main grid and (b) the overlapping grid 
 

В объединенной сетке ячейки делятся на несколько типов (см. рис. 2): 

1. Ячейки, находящиеся в непроницаемой области – данные ячейки в расче-

тах не учувствуют. 

2. Ячейки, находящиеся на границе сеток, в которых происходит интерполя-

ция (интерфейс). 

3. Расчетные ячейки. 

а)
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Рис. 2. Результат наложения двух сеток 

Fig. 2. The result of merging two grids 
 

При расчете на сетках типа «Химера» к граничным условиям, приведенным  

в работе [2], добавляется условие на границе между основной и перекрывающей 

сетками – интерфейс (см. рис. 2). 

 

Результаты численных исследований 

 

В работе было выполнено тестирование методики расчета с использованием 

сеток типа «Химера». Для этого проведено сравнение экспериментальных данных 

авторов работы [21] с результатами расчетов, полученных с использованием пе-

рекрывающихся сеток и без учета перекрывающихся сеток (решатель rhoPimple-

Foam). Для получения сверхзвуковой струи использовалось коническое сопло [21]. 

Среднее число Маха на выходном сечении составляло М = 2.52, степень нерас-

четности n = 0.46, угол раствора α = 7°15´. Расстояние от выходного сечения  

сопла до преграды составляло H = 1.84∙Ra, где Ra = 1 см – радиус выходного се-

чения сопла. На рис. 3 показано распределение относительного давления P/Pa, 

где Pa = 46 600 Па – давление на срезе сопла. Для варианта расчета с сеткой типа 

«Химера» перекрывающая сетка была неподвижной.  

По результатам сравнения видно хорошее согласование распределения относи-

тельного давления P/Pa для сетки типа «Химера» с экспериментальными данными 

и численными расчетами без учета подвижных границ (решатель rhoPimpleFoam). 

При проведении параметрических исследований использовалось профилиро-

ванное сопло. Радиус минимального сечения составлял R* = 0.018 м, а радиус 

выходного сечения Re = 0.097 м. Расстояние между соплами L = 0.291 м. Ско-

рость отдаления сопла от преграды U = 1 м/c. Среднее число Маха в выходном 

сечении обеих сопел составляло M = 4.5. В качестве рабочего тела использовался 

гидразин [22] (молярная масса Mr = 14.53 кг/(кмоль), показатель адиабаты k = 1.292). 

Параметры во входном сечении сопла были следующими: P0 = 1.962 МПа,  

Т0 = 1 336 К, Uz = 0, Uy = 0, Ux = U0. В начальный момент времени среда покои-

лась, Pa = 650 Па, Тa = 250 К. Пример расчетной сетки приведен на рис. 2. Число 
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ячеек основной сетки Nо = 794 028, перекрывающей сетки Nп = 41 352, общее 

число ячеек N = Nо + Nп = 835 380. Шаг по времени составлял Δt = 10–7. Физиче-

ское время расчета 0.02 с, что соответствует пройденному расстоянию 0.02 м.  
 

 
Рис. 3. Изменение распределения давления по преграде: 

1 – эксперимент [21], 2 – расчет на обычной сетке, 3 – расчет на перекрывающихся сетках 

Fig. 3 Changing the pressure distribution along the obstacle: 

(1) experiment [21], (2) calculation on a conventional mesh,  

and (3) calculation on overlapping meshes 
 

Расчет проводился в два этапа: 

1. В начальный момент времени перекрывающая (сетка I на рис. 2) и основная 

(сетка II на рис. 2) сетки неподвижны, расчет выполняется до установления.  

2. Перекрывающая сетка начинает отдаляться со скоростью U = 1 м/с от пре-

грады. Начальное распределение параметров газа соответствует данным, полу-

ченным на этапе 1.  

Результаты расчетов приведены на рис. 4–7. На рис. 4 показан градиент плот-

ности газа для установившегося течения (этап 1). На рис. 5 показано распределе-

ние градиента плотности газа в моменты времени t1 = 0.005 с, t2 = 0.01 с, t3 = 0.02 с 

(этап 2). Давление в точке пересечения плоскостей симметрии двигательной 

установки и преграды (точка А на рис. 2), а также давление в критической точке 

(точка Б на рис. 2) в зависимости от времени показаны на рис. 6. Распределение 

давления на преграде вдоль линии, проходящей под двумя соплами, в моменты 

времени t = 0.005 с, t = 0.01 с, t = 0.02 с приведено на рис. 7.  
 

 

Рис. 4. Градиент плотности 

Fig. 4. Density gradient 
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 a                                                   b                                                  c 

Рис. 5. Градиент плотности в моменты времени: a – 0.005 с, b – 0.01 с, c – 0.02 с 

Fig. 5. Density gradient at time points: (a) 0.005, (b) 0.01, and (c) 0.02 s 

 

 

Рис. 6. Характер изменения давления на поверхности от времени:  

1 – в точке пересечения плоскостей симметрии двигательной установки и преграды,  

2 – в критической точке 

Fig. 6. Pressure on the surface as a function of time: 

(1) at the intersection of the planes of symmetry of the propulsion system and the obstacle  

and (2) at the critical point 

 

 

Рис. 7. Распределение давления на преграде в фиксированные моменты времени:  

1 – 0.005 с, 2 – 0.01 с, 3 – 0.02 с 

Fig. 7. Pressure distribution on the obstacle at fixed points in time:  

(1) 0.005, (2) 0.01, and (3) 0.02 s 

1 

2 

1 

2 

3 



Кагенов А.М., Костюшин К.В., Ларкин Д.О. Математическое моделирование натекания  

121 

По мере отдаления сопел от преграды многоблочная струя перестраивается. 

Движение преграды сказывается на скачке, который образуется в результате вза-

имодействия центральных скачков каждой струи. Давление на преграде в цен-

тральной точке расчетной области, которая располагается в области данного 

скачка, меняется от 11 до 18 кПа в различные моменты времени (см. рис. 2 (1)). 

До 0.01 с давление возрастает до 18 кПа, затем падает до 11 кПа. Максимум дав-

ления вдоль преграды до момента времени расчета 0.01 с возрастает, затем 

уменьшается до 13 кПа (см. рис. 7). Давление в критической точке изменяется  

в диапазоне от 11.5 до 17.5 кПа (см. рис. 6 (2)). До 0.018 с давление изменяется 

незначительно, в пределах 2 кПа, затем происходит увеличение до 17.5 кПа, ко-

торое вызвано понижением давления в точке пересечения плоскостей симметрии 

двигательной установки с преградой. 
 

Заключение 
 

В работе проведено математическое моделирование нестационарного взаимо-

действия вязкой, турбулентной многоблочной (составной) сверхзвуковой струи  

с подвижной преградой. В расчетах применялся подход перекрывающихся сеток 

типа «Химера» с использованием открытого программного обеспечения OpenFOAM. 

Проведено тестирование методики расчета на перекрывающихся сетках приме-

нительно к взаимодействию сверхзвуковых струй с преградой. Получено хорошее 

согласование результатов расчетов с экспериментальными и численными данными 

других авторов. Проведено параметрическое исследование для взаимодействия 

двух струй с подвижной преградой для профилированного сопла в пространствен-

ной постановке. Получено, что при отдалении преграды со скоростью 1 м/с до мо-

мента времени расчета 0.01 с максимум давления в точке пересечения плоскостей 

симметрии двигательной установки с преградой возрастает. Показано, что в кри-

тической точке давление изменяется незначительно до момента времени 0.018 с, 

далее происходит увеличение до 17.5 кПа, вызванное понижением давления в точ-

ке пересечения плоскостей симметрии двигательной установки и преграды. 
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Аннотация. Представлены результаты экспериментального исследования горения 

модельных смесевых твердых топлив с порошками алюминия различной дисперс-

ности. При трех уровнях давления (2, 4, 8 МПа) измерены скорости горения, про-

ведены отборы конденсированных продуктов горения вблизи поверхности горения 

и определены их морфологические и гранулометрические характеристики, а также 

полнота сгорания алюминия; вычислена эффективность энерговыделения металли-

ческого горючего в составе топлива. 
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Abstract. Сharacteristics of condensed combustion products (CCPs) of propellants based 

on AP, aluminum, and the inert binder SKDM-80 with a variation in the dispersion of 

aluminum were studied by the sampling method. The experiments were carried out in the 

pressure range of 2–8 MPa in argon, the particles were quenched near the combustion 

surface. The data on burning rate, morphological and granulometric composition of 

CCPs, incompleteness of metal combustion and heat release efficiency of metallic fuel 

are presented. Some empirical factors indicate that the pathways of chemical reactions 

change with an increase in pressure. In particular, the amount of acidic products in the 

combustion products increases, and incompleteness of metal combustion also decreases. 

This leads to an increase in the energy efficiency of metallic fuel at a pressure of about 9 MPa 

for both propellants; however, propellant with Alex is inferior in this parameter to fuel 

with ASD-4 due to the higher initial oxidation of Alex powder as compared to ASD-4. 

The obtained set of experimental data can be used to validate the developed combustion 

models of aluminized propellants in the second paper of the cycle. 

Keywords: composite propellant, aluminum, condensed combustion products, particle, 

size distribution, combustion completeness, combustion rate 
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Введение 

 

Контактные методы диагностики дисперсной фазы горящего топлива, или ме-

тодики отбора, общепризнанно считаются наиболее информативными с точки 

зрения получения практически востребованной информации [1]. Одна из лучших 

методик отбора разработана в ИХКГ СО РАН в 1980-х гг. Ее подробное описание 

представлено в [2–4]. Гашение частиц, покидающих поверхность горения образца 

топлива, горящего в сосуде высокого давления (СВД), осуществляется на задан-

ном расстоянии от образца путем смешения струи продуктов горения образца со 

спутным потоком инертного газа, непрерывно продувающего сосуд. Погашенные 

частицы улавливаются пакетом металлических ситовых сеток и аналитическим 

аэрозольным фильтром типа АФА [5]. Преимуществами методики являются 

«мягкое» замораживание инертным газом и высокая представительность отбора 

частиц любых размеров, включая субмикронные. 

По завершении серии экспериментов пакет сит и другие элементы внутренней 

оснастки СВД промывают в ацетоне, фильтры АФА также растворяют в ацетоне. 

В результате получается суспензия частиц конденсированных продуктов горения 

(КПГ). Суспензия делится на фракции с использованием мокрого и сухого просеи-

вания через сита. Затем фракции подвергаются гранулометрическому и химиче-

скому анализу. Фракционирование позволяет с адекватной точностью провести 

анализ частиц любых размеров, применяя для каждой фракции наиболее подхо-

дящие методы гранулометрического анализа. В частности, крупные агломераты  

с размерами в сотни микрометров могут быть измерены под оптическим микро-

скопом, мелкие оксидные частицы – с использованием автоматических грануло-

метров. Технология отбора и препарирования частиц подробно описана в [3, 6, 7]. 

Совокупная функция распределения частиц КПГ по размерам вычисляется с ис-

пользованием распределения частиц во фракциях и массовых вкладов фракций. 

Цель работы – получение набора экспериментальных данных для валидации 

разработанной физико-математической модели горения смесевых металлизиро-

ванных твердых топлив. 

 

Методика проведения эксперимента 

 

Эксперименты проведены с образцами топлив, состав которых приведен  

в табл. 1.  

Т а б л и ц а  1  

Компонентный состав (мас. %) и обозначение модельных топлив 

Топливо Связующее АСД-4 Alex ПХА 

555 19.7 15.7  64.6 

560 19.7 10.7 5 64.6 
 

Были использованы следующие компоненты: связующее – горючее-связующее 

СКДМ-80 – раствор дивинилового каучука в трансформаторном масле в соотно-

шении 20/80 [8], связующее не имеет в своем составе кислорода; ПХА – перхлорат 

аммония – смесь двух размерных фракций, мельче 50 мкм и 160–315 мкм, в соот-
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ношении 40:60; АСД-4 – алюминий сферический дисперсный с удельной поверх-

ностью около 4 000 см2/г; Alex – наноразмерный порошок алюминия, полученный 

методом электровзрыва проволок. Рецептуры всех топлив содержат отверждаю-

щий агент в количестве 0.5% сверх 100%. Идентификаторы (номера) топлив 

условные и не содержат информации о составе. Образцы имели форму цилин-

дров диаметром 1 см и длиной около 3 см (в точности такие же, как в [7]). Боко-

вую поверхность бронировали несколькими слоями термостойкого каучука 

Solprene®, растворенного в четыреххлористом углероде. В такой постановке 

опытов образец в сгорающей бронировке горит в потоке инертного газа, так что 

гашение частиц, покидающих поверхность горения, происходит непосредственно 

вблизи образца. Дистанция гашения, оцененная как начальный участок смешения 

турбулентных спутных струй продуктов горения и инертного газа, составляет 2–3 см. 

Дисперсионный состав порошкообразных компонентов был предварительно оха-

рактеризован подходящими методами гранулометрического анализа.  

Эксперименты проводили в аргоне при начальном давлении p = 2, 4 и 8 МПа. 

В результате горения образца давление повышалось, и давлением в опыте считали 

среднее, равное полусумме начального и конечного давлений, плюс атмосферное 

0.1 МПа. Типичные давления в опытах составляли около 2.5, 4.5 и 8.8 МПа, при 

каждом уровне давления проводили три дублирующих опыта. 

Скорость горения образца оценивали по его измеренной до опыта длине и 

времени горения, определяемому по сигналу от датчика давления в СВД в про-

цессе горения. Давление газа в СВД контролировали образцовым манометром  

и тензометрическим датчиком давления типа ЛХ-412 и регистрировали с ис-

пользованием АЦП L-Card E140 и ноутбука. Результаты представлены на рис. 1 

и в табл. 2. 
 

2 3 4 5 6 7 8 9 10

10

15

20

25

30

35

 555 (ASD-4)

 560 (ASD-4+Alex)

 

 

r,
 м

м
/с

p, МПа  

Рис. 1. Экспериментальные зависимости скорости горения от давления 

Fig. 1. Experimental burning rates as functions of pressure 
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Т а б л и ц а  2  

Экспериментальные данные по скоростям горения в диапазоне давлений 2.3–9 МПа 

Топливо Горючее 

Параметры  

аппроксимации 

вида r = Bpn 
R2 

Значения скорости горения (мм/с)  

при трех характерных давлениях 

(МПа), вычисленные по аппрокси-

мирующим зависимостям 

B n r@2 r@4 r@8 

555 АСД-4 5.6 ± 1.0 0.6 ± 0.1 0.96 8.6 13.1 19.9 

560 
АСД-4 + 

Alex мод 
5.2 ± 0.8 0.8 ± 0.1 0.98 8.9 15.3 26.1 

 

Дисперсный анализ металлического горючего 

 

В табл. 3 приведены средние размеры частиц Dmn, основанные на моментах 

дифференциальной функции распределения частиц по размерам, и указаны методы 

гранулометрического анализа. Определение и свойства средних Dmn см.: [3, 4].  

Т а б л и ц а  3  

Средние размеры Dmn (мкм) порошкообразных компонентов топлив и метод анализа 

Компоненты D10 D30 D32 D43 Методы 

Alex 1.1 1.9 3.9 15.1 BCou 

АСД-4 4.6 5.7 7.1 8.9 Mlv 

АСД-4 + Alex 1.4 2.8 5.6 10.9 Calc 

ПХА < 50 мкм 3.3 8.6 24.7 42.9 Mlv 

ПХА 160–315 286 299 312 323 Opt 

Примечание. Обозначения методов гранулометрического анализа расшифрованы в тексте. 
 

Для методов анализа приняты обозначения: Mlv – автоматический грануло-

метр Малверн 3600Е. Режим работы прибора: максимальное разрешение (16 раз-

мерных интервалов в диапазоне 0.5–118 мкм), ультразвук до измерения в течение 

30 с, механическая мешалка во время измерения включена, несущая жидкость – 

ацетон (за исключением порошка ПХА < 50 мкм (SBET = 5 400 см2/г), который 

анализировали в гексане). Каждую пробу анализировали дважды с интервалом  

3 мин, результаты усредняли. BCou – лазерный анализатор частиц Beckman Coulter 

LS 13 320. Далее обозначения Mlv и BCou будут использованы для указания со-

ответствующих приборов-гранулометров. Режим работы прибора BCou: макси-

мальное разрешение (116 размерных интервалов в диапазоне 0.04–2 000 мкм), 

ультразвук до измерения в течение 30 с, несущая жидкость – ацетон. Заданная 

математическая модель обработки – оксид алюминия. Поскольку анализатор 

BCou – проточный, повторение и усреднение измерений не проводили. Opt – оп-

тический проекционный микроскоп Carl Zeiss Pictoval с полуавтоматическим  

23-канальным счетным устройством (ПСУ) [9] был использован для анализа по-

рошка ПХА фракции 160–315 мкм. Calc – для смеси (АСД-4 + Alex) приведены 

расчетные значения, вычисленные с учетом распределений и массовых долей 

АСД-4 и Alex. Отметим, что порошок Alex в процессе гранулометрического ана-

лиза, по-видимому, находится в агрегированном состоянии, поскольку его сред-

ний размер D43 больше, чем у АСД-4.  
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Химический анализ металлического горючего 

 

В табл. 4 представлены результаты химического анализа металлического го-

рючего (МГ) в виде значения измеренного восстановительного числа RNmf. Вос-

становительное число RN количественно характеризует способность материала 

присоединять кислород. Для исходного МГ это потенциальная способность мате-

риала к окислению. Для продуктов горения восстановительное число характери-

зует количество еще неокисленного, т.е. активного, материала. Отношение RN 

после горения (для КПГ) и RN до горения (для МГ) служит мерой неполноты 

сгорания МГ. В табл. 4 также приведено теоретическое восстановительное число 

для металлического горючего RNmft, которое вычисляется по стехиометрии реак-

ции окисления. Отношение (RNmf/RNmft) измеренного и теоретического значений 

характеризует «начальную окисленность» МГ, т.е. его деградацию в процессе 

хранения. Для Al отношение RNmf/RNmft можно выразить в процентах и интерпре-

тировать как процентное содержание металлического неокисленного Al в МГ.  

Т а б л и ц а  4  

Восстановительное число и удельная теплота сгорания металлических горючих 

Горючее Топливо RNmf (измерено) RNmft (расчет) 

АСД-4 555 10.2  0.3 (% Al 92.1  1.8) 11.1 

Alex – 8.8  0.2 (% Al 78.8  1.8) 11.1 

АСД-4 + Alex 560 9.8 (аддитивный расчет) 11.1 
 

Восстановительное число определяется в результате прямого химического 

анализа цериметрическим методом [6]. Справочное значение удельной теплоты 

сгорания металлического горючего Q 30.98 кДж/г [10]. 

 

Гранулометрический анализ КПГ 

 

Гранулометрический анализ КПГ проводили с использованием сит с ячейкой 

120 и 250 мкм, выделяя фракции мельче 120 и 120–250 мкм. По своим морфоло-

гическим характеристикам частицы КПГ топлив 555 и 560 относятся к типам 

«попкорн» (PopC) и «сферы» (S). Описание и типичные фотографии этих типов 

частиц даны в [7]. Вкратце, тип PopC – разрушившиеся агломераты, тип S – клас-

сические алюминиевые агломераты и оксидные частицы. Основное содержание 

фракций КПГ обоих топлив – частицы типа PopC. В случае топлива 555 количество 

неразрушенных сферических частиц во фракции 120–250 мкм было крайне мало, 

поэтому их гранулометрический анализ не проводили, а фракцию 120–250 мкм 

учитывали по массе. Относительное количество сферических частиц во всех 

фракциях КПГ топлива 560 больше, что позволило провести гранулометрический 

анализ частиц типа S во фракции 120–250 мкм методом Opt. Погрешность опре-

деления размеров частиц соответствует половине ширины гистограммного ин-

тервала и типично составляет ±8.5 мкм. В КПГ фракции < 120 мкм также имеют-

ся различимые белые сферы (рис. 2), однако выделить их из основной массы КПГ 

не представляется возможным. Поэтому их распределение по размерам «спрята-

но» в распределении фракции < 120 мкм, которую анализировали на грануломет-

ре Mlv. Отметим факт наличия в КПГ едкой жидкости с резким кислотным запа-
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хом. Ее количество увеличивается с давлением для обоих топлив 555 и 560, и отно-

сительно больше у топлива 560. Капли, попавшие на фильтр, могут вызывать его 

локальные повреждения. Степень «целостности» фильтра в процентах оценена 

кортежами чисел: 100, 100, 90% для топлива 555 и 98, 95, 80% для топлива 560. 

Последовательность чисел в кортеже соответствует уровням давления 2, 4 и 8 

МПа, и 100% означает безукоризненно целый фильтр. 
 

 

Рис. 2. Фракция частиц КПГ мельче 120 мкм для топлива 560  

при давлении 8.9 МПа. Иллюстрация наличия белых оксидных сфер 

Fig. 2. Fraction of CCP particles smaller than 120 microns for propellant 560  

at a pressure of 8.9 MPa. Illustration of the presence of white oxide spheres 
 

Рассмотрим гранулометрические характеристики КПГ. Как и в других наших 

работах [2, 3, 7], результаты гранулометрического частиц представлены графиче-

ски в виде гистограммы g(D) плотности распределения относительной массы 

частиц КПГ по размерам, которую определяли следующим образом:  

gi(D) = mi

 

/(MpropΔDi), 

где D – размер (диаметр) частиц, mi – масса частиц в i-м гистограммном интерва-

ле, Mprop – масса топлива (суммарная величина для серии образцов, сжигаемых  

в одинаковых условиях), ΔDi – ширина i-го гистограммного интервала. В линей-

ных координатах площадь (произведение ширины на высоту) каждого гисто-

граммного интервала пропорциональна массе, а общая площадь под кривой соот-

ветствует суммарной массе КПГ. 

Количественно массовые функции распределения частиц по размерам характе-

ризовали набором средних диаметров D10, D30, D32, D43, D53, основанных на момен-

тах дифференциальной функции распределения. Средний D53 был введен в [11] при 

решении задачи об осаждении k-фазы в канале сложной геометрической формы.  

На рис. 3 и 4 представлены массовые функции распределения частиц КПГ 

топлив 555 и 560 при вариации давления, а также использованного в этих топливах 

металлического горючего АСД-4 и смеси (АСД-4 + Alex). В обозначениях кри-
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вых для КПГ содержится информация о топливе, металлическом горючем и дав-

лении при проведении экспериментов с отбором КПГ. Так, например, обозначение 

555(ASD-4)23 означает: топливо 555, горючее АСД-4, отбор при давлении 23 атм. 

Для исходного МГ в обозначении кривой использованы буквы ini, например, 

кривая ASD-4ini – массовое распределение горючего АСД-4. Графики приведены 

в линейной и полулогарифмической системах координат. В линейных координа-

тах площадь (произведение ширины на высоту) каждого гистограммного интер-

вала пропорциональна массе, а общая площадь под кривой соответствует сум-

марной массе КПГ. В случае исходного горючего площадь под кривой равна 

0.157 и соответствует массовой доле МГ в топливе. Сопоставление графиков для 

исходного МГ и КПГ позволяет оценить прирост массы за счет окисления МГ и 

перераспределение массы в результате горения. Полулогарифмическое представ-

ление позволяет лучше рассмотреть график массового распределения в области 

малых размеров частиц. В табл. 5–7 представлены средние размеры частиц, в том 

числе в табл. 7 для сферических частиц КПГ топлива 560. В табл. 8 для трех 

уровней давления p приведены основные параметры, характеризующие горение и 

КПГ топлив 555 и 560, такие как скорость горения r, неполнота сгорания , сред-

ний размер D43, безразмерная масса КПГ mccp, отношение реально собранной  

массы КПГ к ее теоретическому значению CCP/CCPt, а также эффективность 

энерговыделения E.  

Приведем определения параметров (как в [7]): 

mmf  mf – безразмерная масса металлического горючего в топливе, совпадает 

с массовой долей МГ в топливе mf. Во всех случаях обезразмеривание произво-

дится путем деления на массу топлива. 

mccp  CCP – безразмерная масса КПГ. CCP – альтернативное обозначение, 

используемое наравне с mccp.  

m120 – безразмерная масса КПГ во фракции частиц крупнее 120 мкм. Эта 

фракция выделяется на сите с размером ячейки 120 мкм и обозначается как 

фракция 120–250 мкм, даже если сито 250 мкм реально не использовалось, а пра-

вая граница фракции назначена 250 мкм для единообразия. 

CCPt – общая безразмерная теоретическая масса КПГ. Рассчитывается в пред-

положении полного превращения активного алюминия в МГ в высший оксид  

Al → Al2O3 в соответствии со стехиометрическим коэффициентом 102/54.   

CCP/CCPt – отношение реально собранной массы КПГ к ее теоретическому 

значению.  

RN – восстановительное число, которое определяется методом цериметриче-

ского анализа [12].  

RNmf – восстановительное число для металлического горючего. В случае сме-

севого горючего вычисляется посредством аддитивного расчета по RN компо-

нентов (см. табл. 3). 

RNprop – восстановительное число для топлива. Вычисляется с использованием 

восстановительного числа RNmf для МГ и доли МГ в топливе: RNprop = RNmf mmf. 
RNccp – восстановительное число для КПГ, определяется в результате химана-

лиза как RNccp = (RN для частиц КПГ)mccp. 

Если фракций КПГ несколько, то формула имеет вид суммы по фракциям:  

RNccp = (RN для частиц КПГ i-й фракции)mccpi, 

где mccpi – безразмерная масса i-й фракции КПГ.  
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Зная значение восстановительного числа RNmf для горючего, входящего в со-

став топлива до горения, и значение RNccp для КПГ после горения, определим 

неполноту сгорания:  = RNccp/RNprop. 

При таком определении неполнота сгорания изменяется от 1 до 0, где 1 – ни-

чего не сгорело, 0 – все сгорело. 
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Рис. 3. Массовые распределения частиц КПГ топлива 555 и исходного алюминия АСД-4  

в топливе 555 в линейной (а) и полулогарифмической системах координат (b) 

Fig. 3. Mass distributions of CCP particles of propellant 555 and initial aluminum ASD-4 in 

propellant 555 in (a) linear and (b) semi-logarithmic coordinate system 
 

Т а б л и ц а  5  

Средние размеры Dmn (мкм) частиц КПГ топлива 555 и МГ АСД-4 

Давление (МПа) D10 D30 D32 D43 D53 

2.3 2.9 4.6 7.9 19.7 31.2 

4.6 2.2 3.2 5.0 13.1 23.9 

9.0 2.3 3.6 6.4 16.5 29.8 

Горючее АСД-4 4.6 5.7 7.1 8.9 9.8 
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Рис. 4. Массовые распределения частиц КПГ топлива 560 и исходного МГ в топливе 560  

в линейной (а) и полулогарифмической системе координат (b) 

Fig. 4. Mass distributions of CCP particles of propellant 560 and initial aluminum particles  

in propellant 560 in (a) linear and (b) semilogarithmic coordinate system 
 

Т а б л и ц а  6  

Средние размеры Dmn (мкм) частиц КПГ топлива 560 и МГ 

Давление (МПа) D10 D30 D32 D43 D53 

2.3 2.3 3.3 5.6 18.2 30.2 

4.4 2.4 3.7 6.2 13.7 23.0 

9.0 2.7 4.9 10.6 28.6 41.0 

Горючее АСД-4+Alex 1.4 2.8 5.6 10.9 15.5 
 

Эффективность энерговыделения – интегральный параметр, определяемый по 

формуле 

 E = (1 – )mmf·(RNmf /RNmft)Q,  

где множитель (RNmf/RNmft)·характеризует «начальную окисленность» металличе-

ского горючего, Q – удельная теплота сгорания горючего в кДж/г. Параметр Е 



Порязов В.А., Глотов О.Г., Крайнов А.Ю. и др. Экспериментальное исследование и моделирование  

135 

имеет размерность кДж/г и характеризует количество теплоты, выделившееся 

при сгорании 1 г топлива в условиях эксперимента. В данной работе гашение 

частиц дисперсной фазы проводили вблизи поверхности горения, поэтому пара-

метр Е характеризует выделение теплоты вблизи поверхности горения, которое 

существенно для скорости горения.  

Анализ графиков функций распределения (ФР) и величин средних размеров 

для топлива 555 показывает следующее: 
⚫ Масса КПГ намного превышает массу МГ. При этом прирост массы обес-

печивается частицами с размерами в диапазоне 1.2–10.5 мкм, т.е. в диапазоне, 

характерном для оксидных частиц, образующихся при горении алюминия как по 

механизму парофазного горения, так и по механизму образования финальных 

оксидных частиц, образующихся при полном выгорании из частицы активного 

алюминия [13]. Здесь и далее границы приводимых диапазонов размеров соответ-

ствуют гистограммным интервалам гранулометра Mlv. Судя по размерам оксид-

ных частиц, существенная доля алюминия выходит в газовую фазу в исходном 

виде (не в составе агломератов). Вместе с тем агломерация алюминия, очевидно, 

имеет место, что проявляется в увеличении массы КПГ в диапазоне 8.2–54.9 мкм 

по сравнению с массой исходного МГ и проявляется в увеличении средних раз-

меров высоких порядков. Так, например, средний размер D43 в большинстве слу-

чаев увеличивается с ~ 9 до 13–20 мкм, средний D53 увеличивается с ~ 10 до 24–

31 мкм. При этом монотонного изменения средних размеров при вариации дав-

ления не замечено. 

Результаты проведенного анализа данных для топлива 555 свидетельствуют: 

(1) о слабой, но заметной агломерации алюминия; (2) об образовании существен-

ного количества (и массы) оксидных частиц в диапазоне 1.2–10.5 мкм по двум 

известным механизмам; (3) о слабом влиянии давления на указанные процессы и 

характеристики. 

Аналогичный анализ для топлива 560 показывает следующее: 
⚫ ФР частиц исходного материала, кривая (ASD-4 + Alex ini), имеет «хвост», 

простирающийся до 111 мкм, в то время ФР для порошка АСД-4 заканчивается 

на размере 33.7 мкм. Предположительно, это обусловлено ФР порошка Alex и 

связано с агрегацией его частиц. Соответственно, МГ (АСД-4 + Alex) характери-

зуется довольно большими величинами средних размеров высоких порядков, 

обусловленными наличием крупных частиц. Так, например, у (АСД-4 + Alex) сред-

ний D43 = 10.9 мкм, для сравнения: у АСД-4 D43 = 8.9 мкм, а у Alex D43 =15.1 мкм. 

По-видимому, это означает, что исходные частицы Alex агрегированы. Часть аг-

регатов не разрушается при перемешивании топливной массы в процессе приго-

товления состава, и это приводит к образованию сравнительно крупных сфериче-

ских частиц-агломератов. На рис. 5 и в табл. 8 представлены данные о сфериче-

ских частицах КПГ крупнее 120 мкм. Предполагается, что за эти частицы КПГ 

ответственны именно крупные агломераты, появившиеся при введении в МГ по-

рошка Alex. 
⚫ В ФР КПГ при всех давлениях очень мало частиц в интервале 1.2–1.5 мкм, 

а частицы мельче 1.2 мкм вообще отсутствуют, в то время как у исходного МГ 

соответствующие частицы имеются. Присутствие мелких частиц вплоть до 0.4 мкм 

в исходном МГ обеспечивается вкладом порошка Alex. Можно предполагать, что 

частицы исходного МГ с размерами от 0.4 до 1.5 мкм или агломерируют, или 
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присоединяются к более крупным частицам. Иными словами, такие частицы не 

выходят в газовую фазу в своем первоначальном виде. Поэтому в ФР КПГ отсут-

ствуют оксидные частицы соответствующего размера. Вместе с тем в КПГ имеется 

мода большой амплитуды в интервале 1.9–2.4 мкм. Согласно результатам [14] 

имеются следующие соотношения между размером частицы алюминия DAl и 

размером частицы оксида Dox, образованного при полном при полном сгорании 

алюминиевой частицы: Dox = 0.55DAl, или DAl = 1.8Dox. Соответственно, частицы 

оксида 1.9–2.4 мкм могут быть образованы из частиц алюминия с размерами 3.4–

4.3 мкм. Этот интервал не совпадает ни с основной модой порошка Alex (1.5– 

1.7 мкм), ни с основной модой порошка АСД-4 (6.4–8.2 мкм). Поэтому можно 

предположить, что частицы с размерами в интервале 3.2–4.1 мкм и есть «мелкие 

агломераты», образованные в результате слияния частиц исходного МГ с разме-

рами от 0.4 до 1.5 мкм, а также частицы оксида, образованные при сгорании ча-

стиц с размерами 3.4–4.3 мкм. Здесь мы вводим понятие «мелких агломератов» 

как частиц, имеющих агломерационное происхождение, но при этом микронные 

размеры (в отличие от традиционных агломератов, которые обычно имеют разме-

ры более 40–60 мкм). Следует заметить, что при увеличении давления амплитуда 

моды 1.9–2.4 мкм уменьшается. Возможно, это связано с уменьшением вклада 

«мелких агломератов» и увеличением вклада «традиционных агломератов». 
⚫ В ФР КПГ при всех давлениях масса частиц в диапазоне размеров 8.2– 

54.9 мкм заметно превышает массу исходного горючего в этом диапазоне. Это 

значит, что при горении топлива 560 также имеет место агломерация металличе-

ского горючего в традиционном понимании, т.е. с образованием частиц-агломе-

ратов крупнее 30–40 мкм. Представляет интерес сравнить размеры частиц КПГ 

топлив 555 и 560 с учетом влияния частичной замены АСД-4 на Alex. Можно 

видеть, что средние размеры D43 КПГ топлив 555 и 560 сопоставимы, за исклю-

чением случая давления около 9 МПа. В этом случае топливо 560 демонстрирует 

более сильную агломерацию, D43 = 28.6 мкм для топлива 560 и D43 = 16.5 мкм для 

топлива 555. Конечно, указанный факт опосредован процедурой выделения 

фракции КПГ 120–250 мкм, вклад которой может давать заметный разброс в сред-

них размерах высоких порядков. Тем не менее само наличие сравнительно круп-

ных сферических частиц крупнее 120 мкм в КПГ топлива 560 заставляет сделать 

вывод, что введение Alex не приводит к снижению агломерации, несмотря на 

увеличение скорости горения (см. рис. 1). Гранулометрические характеристики 

сферических частиц КПГ крупнее 120 мкм представляют интерес с точки зрения 

развития моделей агломерации, поскольку в совокупности с данными о скоро-

стях горения дают базовую информацию для разработки моделей. Массовые 

функции распределения сферических частиц КПГ крупнее 120 мкм при трех 

уровнях давления представлены на рис. 5 и в табл. 8. Измерения частиц проведе-

ны методом Opt, типичная погрешность определения размеров частиц составляет 

±8.5 мкм. В обозначениях кривых на рис. 5 содержится информация о топливе и 

давлении, буква S стоит для напоминания о том, что это именно сферические 

частицы. Например, подпись кривой t560S44 означает: топливо 560, сферические 

частицы крупнее 120 мкм, давление 44 атм. В табл. 7 приведены средние размеры 

сферических частиц во фракции > 120 мкм и значения m120. Следует отметить, 

что измеренные частицы «условно круглые», так что сравнение их размеров не 

совсем корректно. Частицы, отобранные при давлении 4.4 МПа, по-видимому, 
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трансформировались при хранении («распухли» в процессе перехода S → PopC), 

отсюда появление особо крупных частиц и частичная потеря массы фракции (за 

счет прохода через сито 120 мкм). Отметим двухмодовый характер распределе-

ния в случае давления 9 МПа. Мода в районе 100 мкм может быть образована 

крупными финальными частицами оксида, образованными при полном сгорании 

агломератов с размером около 170 мкм. 
 

 

Рис. 5. Массовые распределения сферических частиц КПГ топлива 560  

при вариации давления 

Fig. 5. Mass distributions of spherical CCP particles for propellant 560 under pressure variations 

 
Т а б л и ц а  7  

Средние размеры Dmn (мкм) сферических частиц во фракции крупнее 120 мкм  

в КПГ топлива 560 и безразмерная масса этой фракции 

Давление (МПа) D10 D20 D30 D21 D32 D43 D53 m120 

2.4 255 264 274 274 296 319 329 0.00383 

4.4 331 369 414 410 521 636 678 0.00144 

9.0 145 164 178 184 212 228 232 0.00251 

 

Т а б л и ц а  8  

Основные характеристики горения топлив 555 и 560 

Топ-

ливо 
Горючее 

p, 

МПа 

D43, 

мкм 

r, 

мм/с 
 mccp CCP/CCPt E 

555 АСД-4 2.3 19.7 9.4 ± 0.7 0.23 ± 0.02 0.29 ± 0.02 1.00 ± 0.02 3.5 ± 0.2 

555 АСД-4 4.6 13.1 13.9 ± 0.6 0.28 ± 0.04 0.29 ± 0.04 1.02 ± 0.04 3.2 ± 0.1 

555 АСД-4 9.0 16.5 21.4 ± 1.0 0.11 ± 0.04 0.27 ± 0.04 0.94 ± 0.04 4.0 ± 0.4 

560 АСД-4 + Alex 2.4 18.2 10.1 ± 0.3 0.23 ± 0.01 0.31 ± 0.02 1.12 ± 0.02 3.3 ± 0.3 

560 АСД-4 + Alex 4.4 13.7 17.0 ± 0.4 0.21 ± 0.05 0.29 ± 0.02 1.05 ± 0.02 3.4 ± 0.1 

560 АСД-4 + Alex 8.9 28.6 28.7 ± 1.0 0.11 ± 0.01 0.26 ± 0.02 0.91 ± 0.02 3.8 ± 0.3 
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Анализируя данные табл. 8 заметим, что, несмотря на повышение скорости 

горения при частичной замене АСД-4 на Alex в топливе 560, поведение парамет-

ров , mccp, CCP/CCPt и E для топлив 555 и 560 мало отличается (практически  

в пределах погрешности, за исключением величины  на уровне давления около 

9 МПа). Имеет место снижение неполноты сгорания при давлении около 9 МПа 

по сравнению с давлениями около 2 и 4 МПа, при этом средние размеры D43 де-

монстрируют обратную тенденцию. А именно, при давлениях около 2 и 4 МПа 

средние D43 выше у топлива 555 в 1.1–1.7 раза, а при давлении около 9 МПа вы-

ше у топлива 560 в 1.7 раза. Наблюдаются близкие значения параметров mccp и 

CCP/CCPt для обоих топлив при всех давлениях. Параметр Е для обоих топлив 

несколько выше при давлении около 9 МПа, что обусловлено снижением непол-

ноты сгорания  при высоком давлении. В целом в случае топлива 560 эффек-

тивность энерговыделения ниже, что связано с изначально меньшей теплотвор-

ной способностью горючего из-за большей начальной окисленности металла.  

А именно, значение RNmf для горючего АСД-4+Alex в 1.05 раза меньше, чем для 

АСД-4 (см. табл. 4). Примерно так же соотносятся между собой величины пара-

метра Е. 

 

Горение при атмосферном давлении 

 

Дополним приведенную информацию данными, полученными при атмосфер-

ном давлении. Горение аналогичных образцов (диаметр 1 см, бронировка Solprene) 

осуществляли в воздухе в комнатных условиях и проводили видеосъемку со ско-

ростью 24 кадра в секунду. Ось образца располагали вертикально, факел образца 

был направлен вверх. Регистрировали время горения и параметры факела пламе-

ни. По измеренной до опыта длине образца и измеренному по видеозаписям вре-

мени горения вычисляли среднюю скорость горения. В табл. 9 приведены скоро-

сти горения, высота факела и качественные особенности горения. В качестве вы-

соты факела принимали наибольшее значение, на которое поднималось пламя  

в течение всего времени горения образца. На рис. 6 показана фотография факе-

ла образца топлива 555. Факел топлива 560 имеет несколько большую высоту 

(см. табл. 9), но выглядит аналогично и потому не приводится.  

Т а б л и ц а  9  

Параметры горения в воздухе при 1 атм 

Топливо Горючее 
Скорость горения, 

мм/с 

Высота факела, 

см 
Особенности 

555 15.7% АСД-4 0.6 ± 0.1 (11.7–15.0) ± 0.5 Пульсации 

560 10.7% АСД-4 + 5% Alex 0.6 ± 0.1 (19.5–25.5)  ±0.5 
Пульсации 

Погасание 

 

Горение топлив 555 и 560 протекает с образованием яркого белого пламени  

с большим выходом светящихся частиц. Некоторые треки имеют излом, свиде-

тельствующий о резком изменении направления движения горящей частицы. По-

добные аномалии движения связаны с асимметрией процесса горения, которая 

развивается вследствие увеличения оксидного колпачка, покрывающего часть 

поверхности частицы [15]. Пока колпачок невелик, картина горения частицы 
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практически симметрична. Когда колпачок становится достаточно большим, 

начинается стадия асимметричного горения. Пламя вокруг частицы приобретает 

асимметричную форму, выбросы струй из-под колпачка приводят к излому тра-

ектории и / или вращению частицы.  
 

 

Рис. 6. Горение топлива 555 в комнатных условиях (воздух, 1 атм) 

Fig. 6. Сombustion flame of propellant 555 under room conditions (air, 1 atm) 
 

При горении топлив 555 и 560 также наблюдается фрагментация вылетевших 

с поверхности частиц, которая может происходить как в режиме «звездообразно-

го взрыва», так и в режиме «еловой ветви». Треки фрагментирующих с разрывом 

частиц алюминия зачастую по форме напоминают кипселы (семена) одуванчика 

с парашютиком. Процесс горения топлив 555 и 560 сопровождается пульсацией 

пламени и периодическим изменением его яркости. В случае топлива 560 наблю-

далось даже погасание образца. 

 

Заключение 

 

Частичная замена АСД-4 на Alex в топливе 560 по сравнению с топливом 555 

приводит к увеличению скорости горения в 1.1–1.3 раза. Вместе с тем агломера-

ционные параметры топлива 560 с горючим АСД-4 + Alex не улучшаются. Значе-

ния параметров mccp, CCP/CCPt и  для обоих топлив при всех давлениях попар-

но близки, средние размеры D43 ведут себя по-разному при вариации давления. 
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На уровнях давления 2 и 4 МПа топливо 560 имеет в 1.1–1.7 раза меньший размер 

D43, чем топливо 555 (положительный эффект введения Alex), однако при давле-

нии около 9 МПа картина меняется, и теперь уже топливо 555 имеет в 1.7 раза 

меньший D43, чем топливо 560. Некоторые эмпирические факторы свидетель-

ствуют, что при повышении давления изменяются пути реакций. В частности,  

в продуктах горения увеличивается количество кислотных продуктов, а также 

уменьшается неполнота сгорания металла . Это приводит к увеличению эффек-

тивности энерговыделения E при давлении около 9 МПа для обоих топлив, одна-

ко топливо 560 уступает по этому параметру топливу 555 вследствие большей 

начальной окисленности порошка Alex в сравнении с АСД-4. Несмотря на нега-

тивное влияние добавки Alex на параметры агломерации в проведенных экспе-

риментах, не следует торопиться с окончательным выводом о бесполезности Alex. 

Можно надеяться на его положительный эффект в случае обеспечения деконта-

ции частиц в топливной массе. Так, например, известны приемы обработки по-

верхности частиц бора, нацеленные на улучшение его «расходимости» в связую-

щем на основе HTPB [16]. Возможно, нечто подобное можно сделать с частицами 

алюминия. Поэтому исследования необходимо продолжить. 

Полученный набор экспериментальных данных может быть использован для 

валидации разрабатываемых моделей горения алюминизированных топлив. При 

этом следует помнить о «неидеальности» реальных экспериментов. Опыт пока-

зывает, что образцы топлив, особенно содержащие такой «неудобный» в техно-

логическом плане компонент, как высокодисперсный алюминиевый порошок Alex, 

могут иметь дефекты в форме каверн, непромесов, трещин и других неоднород-

ностей, влияющих на скорость горения. Поэтому при валидации моделей следует 

стремиться воспроизвести не столько уровень скорости горения, сколько каче-

ственные закономерности поведения скорости горения топлив. Для рассматрива-

емых топлив такими качественными особенностями являются изменения харак-

тера реагирования (т.е. компонентов, путей и продуктов химических реакций) 

при увеличении давления, приводящие к повышению полноты сгорания металла 

и повышению скорости горения. Эффекты Alex’а для рассматриваемых топлив 

тривиальны и проявляются в увеличении скорости горения за счет более высокой 

удельной поверхности порошка и в снижении эффективности энерговыделения 

из-за начальной окисленности порошка. Представляется, что для топлив со сла-

бой агломерацией модель должна уловить связь между начальными параметрами 

частиц порошка металла и скоростями реагирования и движения частиц в потоке 

газов, оттекающих от поверхности горения. Иерархия времен упомянутых про-

цессов будет управлять реализацией тепловыделения на определенном расстоя-

нии от поверхности горения, соответственно, управлять градиентом температуры 

и тепловым потоком из газовой фазы к поверхности топлива и в итоге скоростью 

газификации (она же скорость горения). Весьма полезны для валидации моделей 

критические эффекты горения, например погасание. Однако в настоящее время 

соответствующие экспериментальные данные крайне скудны.  
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Аннотация. При горении высокоэнергетических смесевых композиций на их по-

верхности образуются конгломераты из спекшихся частиц алюминия. В случае 

плавления контактирующие частицы сливаются, образуя агломерат. В работе пред-

ложена методика моделирования слияние жидких капель на основе метода SPH. 

Проведено численное моделирования процессов слияния 2, 3 и 2 000 сферических 

капель. Получены функции плотности распределения агломератов по размерам. 

Показано, что сначала сливаются капли, имеющие точки контакта с другими кап-

лями. Далее важную роль играют нестационарные процессы, описывающие дина-

мику изменения свободной поверхности. 
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Введение 

 

Смесевые высокоэнергетические композиции (ВЭК) представляют собой вы-

соконаполненные композиты, содержащие до 90 мас. % порошкообразных ком-

понентов (горючих и окислителей). Горючим в таких составах служит также  

полимерное связующее, которое одновременно придает ВЭК необходимые физико-

механические свойства. Для повышения энергетических характеристик ВЭК в их 

состав вводят алюминий, что приводит к существенному изменению процесса 

горения и структуры зоны горения, разделяющей исходное конденсированное 

вещество от двухфазных продуктов сгорания.  

Эксперименты показывают, что процесс горения металлизированных ВЭК 

сопровождается интенсивным укрупнением частиц алюминия (агломерацией)  

в зоне горения ВЭК, толщина которой может достигать нескольких миллиметров. 

В результате поверхность горения покидают частицы, в десятки и сотни раз пре-

вышающие по размерам исходные частицы алюминия, входящие в состав ВЭК. 

Агломераты, обладая большой инерционностью, приводят к росту двухфазных 

потерь удельного импульса, а также могут выпадать на стенки камеры сгорания, 

увеличивая пассивную массу энергетической установки, а в некоторых случаях 

могут даже приводить к ее разрушению. По этой причине агломерация алюминия 

является важным процессом при горении металлизированных ВЭК. 

mailto:rash@ipmnet.ru
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В настоящее время накоплен большой экспериментальный материал по агло-

мерации частиц алюминия и влиянию на этот процесс как параметров ВЭК, так и 

условий горения [1–7]. Агломерация связана с наличием в топливе и на его по-

верхности горения контактирующих частиц алюминия, которые при определен-

ных условиях могут плавиться и объединяться в крупные капли – агломераты. 

Процесс агломерации алюминия является многостадийным; он начинается в кон-

денсированной фазе ВЭК с инертного прогрева исходных частиц алюминия  

в тепловой волне и заканчивается горением агломератов в газовом потоке после 

их отрыва от поверхности горения топлива. 

При нагреве k-фазы топлива происходит термическое разложение связующего 

и дисперсных компонентов, например перхлората аммония (ПХА). Одновремен-

но с этим происходит плавление частиц алюминия, что приводит к образованию 

расплавленных контактирующих частиц (капель) алюминия. Под действием сил 

поверхностного натяжения эти капли сливаются, образуя более крупные капли – 

агломераты. Наряду с силами поверхностного натяжения, обеспечивающими связь 

между расплавленными частицами, на них действует отрывающая сила со сторо-

ны газообразных продуктов разложения компонентов ВЭК, оттекающих от по-

верхности горения. Если отрывающая сила становится больше силы, связывающей 

каплю с поверхностью горения (это происходит при увеличении размера агломера-

та и скорости оттекающих от поверхности горения газов), происходит отрыв кап-

ли (агломерата) от поверхности горения и ее унос в поток продуктов сгорания. 

В отличие от экспериментальных работ, количество теоретических исследо-

ваний, посвященных агломерации алюминия, значительно меньше. Сложность 

моделирования агломерации связана с большим количеством конкурирующих 

эффектов, оказывающих соизмеримое влияние на процесс, что не позволяет вы-

делить какой-либо один ведущий механизм, управляющий процессом.  

Существующие модели агломерации можно разделить на три группы: 

1. Геометрические модели [8–12]. В основе этих моделей лежит исторически 

первая модель агломерации – «модель карманов» [8, 9], т.е. некоторых структур-

ных единиц ВЭК, в пределах которых происходит слияние исходных частиц 

алюминия в агломераты. Хотя модель карманов предсказывает наблюдаемую 

экспериментально корреляцию размеров образующихся агломератов и размеров 

частиц ПХА, она не может объяснить зависимость размеров агломератов от ско-

рости горения, давления и других факторов. 

2. Статистические модели агломерации [13], в основе которых лежит метод 

Монте-Карло для моделирования структуры зоны горения ВЭК и процессов, 

происходящих в этой зоне. Хотя такие модели рассматривают процесс агломера-

ции в динамике и позволяют получить зависимость агломератов от скорости  

горения и давления, они существенно упрощают происходящий процесс. 

3. Метод прямого численного моделирование агломерации и процесса горе-

ния ВЭК [14–16], в основе которого лежит моделирование исходной структуры 

ВЭК [17] и последующее детальное описание поведения каждой отдельной ча-

стицы алюминия, начиная с k-фазы и заканчивая отрывом агломератов или кон-

гломератов (не до конца слившихся частиц) от поверхности горения. 

Как отмечено выше, первичным процессом образования агломератов является 

слияние расплавленных частиц алюминия под действием сил поверхностного 

натяжения. Этот процесс существенно зависит от структуры топлива, т.е. от дис-
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персности порошкообразных компонентов (алюминия, ПХА и др.), а также от 

взаимного расположения частиц дисперсных компонентов и свойств расплава 

алюминия (вязкости и поверхностного натяжения). 

Цель настоящей работы – моделирование начальной стадии агломерации – 

процесса слияния расплавленных частиц алюминия вблизи поверхности горения 

ВЭК с учетом ее структуры.  

 

Физико-математическая постановка задачи 

 

В начальный момент времени t = 0 расчетная область заполнена сферически-

ми частицами диаметром di, где i = 1, 2, … N, N – число исходных частиц алюми-

ния в расчетной области. Диаметры частиц и координаты их центров 

 , ,
T

i x y z=X  в общем случае задаются, исходя из реального состава ВЭК [17]. 

Предполагается, что процесс выгорания связующего и других горючих твердых 

компонентов ВЭК (например, ПХА и др.) прошел, а частицы алюминия под дей-

ствием температуры перешли в жидкое состояние; таким образом, в области 

остаются только жидкие частицы алюминия. За счет влияния сил поверхностного 

натяжения контактирующие частицы сливаются друг с другом. Возникающий 

нестационарный колебательный процесс при слиянии контактирующих капель 

приводит к захвату близлежащих покоящихся частиц, что впоследствии приводит 

к образованию крупного агломерата. Необходимо рассчитать процесс слияния 

расплавленных частиц и определить спектр размеров образующихся агломератов. 

Принимая расплав частиц алюминия несжимаемой жидкостью и пренебрегая 

влиянием массовых сил, задачу образования агломератов можно описывается 

системой уравнений, которая состоит из уравнения неразрывности и уравнения 

момента импульса: 

 div v⃗ = 0, (1) 

 ρ
𝐷v⃗⃗ 

𝐷𝑡
= −∇𝑝 + μ∇2v⃗ , (2) 

где μ – динамическая вязкость жидкости. 

В качестве граничного условия на свободной поверхности жидкой частицы 

в начальный момент времени задаются динамические условия равенства нормаль-

ного напряжения сумме внешнего и капиллярного давлений, а также отсутствия 

касательных напряжений. На границах расчетной области ставятся периодиче-

ские граничные условия, что позволяет переносить результаты расчетов системы 

с конечным числом частиц на систему с очень большим (теоретически бесконеч-

ным) числом частиц. 

В качестве начальных условий во всей расчетной области задается нулевое 

распределение скорости 

 𝑣 = 0. (3) 

 

Методика расчета 

 

Для моделирования процесса агломерации жидких частиц применяется бессе-

точный лагранжевый метод SPH (метод сглаженных частиц) [18–22]. При прове-

дении параметрических численных исследований использован программный па-

кет PreonLab [23].  
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Характерные времена протекающих в системе процессов и реальные размеры 

дисперсных частиц в составе высокоэнергетических смесевых композиций до-

статочно малы (миллисекунды, десятки микрон). Известно, что в процессе чис-

ленного моделирования таких задач в размерных параметрах возникает ряд вы-

числительных трудностей, связанных с ошибками округления. В связи с этим 

расчеты проводились в безразмерной постановке.  

В общем случае задача характеризуется следующими параметрами: ρ – плот-

ность жидкости (кг/м3); μ – вязкость жидкости (кг/(м‧с)); σ – коэффициент по-

верхностного натяжения жидкости (кг/с2); 𝐿 – характерный пространственный 

масштаб задачи. Из этих параметров можно построить следующий безразмерный 

критерий: 

𝐾 =
σρ𝐿

μ2
. 

Использование безразмерного критерия 𝐾 позволяет свести задачу с очень 

малым характерным пространственным масштабом 𝐿 для жидкости, характеризу-

емой параметрами (ρ, μ, σ), к задаче с другим (бо́льшим) характерным простран-

ственным масштабом 𝐿1, выбрав новые параметры жидкости (ρ1, μ1, σ1) таким 

образом, чтобы сохранялось значение критерия: 
σ1ρ1𝐿1

μ1
2 = 𝐾. 

При этом характерные безразмерные масштабы времени в исходной задаче (τ) 

и в моделируемой задаче с увеличенным пространственным масштабом (τ1) бу-

дут одинаковыми (τ1 = τ), а размерные масштабы времени 𝑡 и 𝑡1 (в секундах) 

связаны соотношениями 

𝑡 =
ρ𝐿2

ρ1𝐿1
2

μ1

μ
𝑡1   или   𝑡 =

μσ1

μ1σ

𝐿

𝐿1
𝑡1. 

 

Результаты моделирования 

 

На основе предложенной методики проведено численное моделирование про-

цессов слияния двух и трех жидких капель диаметром 0.01 м. Размер дискретных 

SPH-частиц составлял 0.00015 м. В расчетах варьировали значения параметров 

вязкости, поверхностного натяжения и плотности жидкости: поверхностное натя-

жение вода–воздух = 0.072 Н/м, cдвиговая вязкость жидкости = 0.001 Па∙с, объ-

емная вязкость жидкости = 0.003 Па∙с, плотность жидкости = 998.2 кг/м3. Необ-

ходимость задания значений cдвиговой и объемной вязкости связана с особенно-

стью программного пакета PreonLab. Начальная конфигурация и эволюция формы 

двух жидких капель для одного из вариантов расчета показана на рис. 1. Резуль-

таты исследования процесса слияния двух жидких капель показали, что в процес-

се слияния наблюдаются колебания в направлении оси, проходящей через центры 

исходных капель. Амплитуда и частота таких колебаний, а также длительность 

процесса слияния зависят от вязкости жидкости. Аналогичные расчеты для двух 

капель неньютоной жидкости были выполнены в работе [24]. Сравнение резуль-

татов рис. 1 с данными работы [24] показывает, что качественно они согласуют-

ся. Однако количественное сравнение этих результатов невозможно ввиду того, 

что в данной работе рассматривается ньютонова жидкость, а в работе [24] – не-

ньютонова в приближении сплошной среды. 
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t = 0.0 c 

 
t = 0.0033 c 

 
t = 0.0067 c 

 
t = 0.01 c 

 
t = 0.0267 c 

 
t = 0.0467 c 

 
t = 0.0627 c 

 
t = 0.0783 c 

 
t = 0.1193 c 

Рис. 1. Процесс слияния двух жидких капель диаметром 0.01 м 

Fig. 1. Merging process for two liquid droplets with a diameter of 0.01 m 
 

На рис. 2 показаны начальная конфигурация и эволюция формы в процессе 

агломерации трех жидких капель. Диаметр капель – 0.01 м., размер дискретных 

SPH-частиц – 0.00015 м, жидкость – вода. В данном случае наблюдается более 

сложная картина взаимодействия. На начальном этапе процесс изменения по-

верхности жидких частиц происходит аналогично процессу слияния двух жидких 

капель. Затем, с момента времени t = 0.05 с, центральная частица поглощается 

двумя крайними частицами с возникновением вектора скорости, направленного 

по диагонали относительно осей, проходящих через центры исходных капель. По 

мере объединения трех капель в одну колебательный процесс в жидкости приоб-

ретает хаотичный характер. Этот процесс сопровождается активным изменением 

формы свободной поверхности жидкости. 

На рис. 3 представлены результаты численного моделирования агломерации 

2 000 жидких капель одинакового начального диаметра 0.01 м. Размер расчетной 

области составлял 0.2  0.2  0.2 м. Исходные капли случайным образом разме-

щались в этом объеме. Часть частиц располагалась отдельно от других, а часть 

контактировала друг с другом. Для этого использовался алгоритм распределения 

из [17]. Размер частиц (в решателе SPH) составлял 0.00015 м. Свойства частиц 

аналогичны предыдущим расчетам.  

Как показал анализ результатов моделирования, в общем случае процесс аг-

ломерации таких структур можно разделить на два этапа. На первом этапе про-

исходит слияние жидких капель, имеющих в начальный момент времени точки 

контакта с другими каплями. В процессе слияния этих капель наблюдается обра-

зование протяженных жидких структур, в которых происходят колебания жидкости. 

Такие колебания создают новые точки контакта и включают в процесс агломера-



Механика / Mechanics 

150 

ции новые капли. На этом этапе важную роль играют нестационарные процессы, 

связанные с изменением формы жидких капель, которые в общем случае зависят 

от поверхностного натяжения, вязкости и плотности жидкости.  
 

 
t = 0.0 c 

 
t = 0.0033 c 

 
t = 0.02 c 

 
t = 0.03 c 

 
t = 0.05 c 

 
t = 0.06 c 

 
t = 0.08 c 

 
t = 0.093 c 

 
t = 0.12 c 

Рис. 2. Процесс слияния трех жидких капель диаметром 0.01 м 

Fig. 2. Merging process for three liquid droplets with a diameter of 0.01 m 

 

 
t = 0.0 c 

 
t = 0.09 c 

 
t = 0.575 c 

 
t = 3.545 c 

Рис. 3. Процесс слияния 2 000 жидких капель с начальным диаметром 0.01 м 

Fig. 3. Merging process for 2000 liquid droplets with a diameter of 0.01 m 
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В дальнейшем происходит утончение перемычек, связывающих отдельные эле-

менты жидкой структуры, их разрыв и образование новой системы капель – агло-

мератов, которые не взаимодействуют друг с другом, а их поверхности совершают 

затухающие колебания, в результате которых капли приобретают сферическую 

форму. 

После завершения расчетов был проведен анализ образовавшихся агломера-

тов, определены их размеры и построена функция плотности распределения аг-

ломератов по размерам (рис. 4). На графиках рис. 4 также представлены резуль-

таты дополнительных расчетов с целью выяснения влияния свойств жидкости на 

спектр размеров образующихся агломератов для разных жидкостей (с разными 

вязкостями, плотностями и коэффициентами поверхностного натяжения) при 

одинаковых размерах исходных частиц и одинаковой исходной структуре смеси. 

В частности, были проведены расчеты с жидкостями, базовые свойства которых 

соответствовали свойствам воды, но у которых изменялся только параметр вяз-

кости в сторону увеличения в 10 и в 100 раз, а также с расплавом алюминия при 

температурах 800°С и 1 000°C. Определялись две функции распределения – чис-

ловая и массовая. Числовая функция распределения вычислялась по формуле 

𝑓𝑁 =
∆𝑁(𝐷, 𝐷 + ∆𝐷)

𝑁Σ∆𝐷
, 

а массовая – по формуле  

𝑓𝑁 =
∑ 𝐷𝑖

3
𝐷<𝐷𝑖<𝐷+Δ𝐷

∆𝐷 ∑ 𝐷𝑖
3∞

𝐷𝑖=0

, 

где ∆𝑁(𝐷, 𝐷 + ∆𝐷) – число частиц (агломератов), имеющих диаметр в диапазоне 

[𝐷,𝐷 + ∆𝐷); ∆𝐷 – шаг по диаметру, который выбирался, как ∆𝐷 = (𝐷𝑚𝑎𝑥 − 𝐷𝑚𝑖𝑛)/𝑀; 

𝐷𝑚𝑎𝑥 и 𝐷𝑚𝑖𝑛 – максимальный и минимальный диаметры частиц соответственно, 

полученные в данном расчете; 𝑀 – число отрезков, на которые разбивается весь 

диапазон диаметров (параметр дискретизации, обычно 𝑀 = 10…20); 𝑁Σ – общее 

число полученных частиц (агломератов); 𝐷𝑖 – диаметр i-й частицы (агломерата). 
 

    

Рис. 4. Функции плотности распределения по размерам агломератов, образующихся 

при слиянии системы одинаковых капель, случайно распределенных в пространстве  

с объемной концентрацией 13%  

Fig. 4. Density functions of the size distribution of agglomerates forming by merging of  

a system of similar droples randomly distributed in the space with a volume concentration of 13% 



Механика / Mechanics 

152 

Из рис. 4 видно, что образующиеся агломераты имеют широкий спектр разме-

ров, несмотря на то что все исходные частицы в смеси имели одинаковый началь-

ный размер. Таким образом, в процессе агломерации происходит случайное слия-

ние различного числа исходных капель, которое определяется структурой исходной 

смеси, т.е. случайным взаимным расположением исходных капель в пространстве. 

Таким образом, утверждение о том, что агломерация алюминия при горении ВЭК 

происходит внутри некоторых «карманов», образованных частицами ПХА, ока-

зывается неверным: агломерация и формирование широкого спектра размеров 

агломератов происходит даже при отсутствии частиц ПХА, т.е. при отсутствии 

«карманов». Добавление частиц ПХА в исходную смесь приведет к измерению ее 

структуры, а значит, к изменению количества контактирующих частиц, что мо-

жет дополнительно повлиять на спектр размеров образующихся агломератов. Как 

видно из рис. 4, для всех рассмотренных вариантов качественный вид функции 

распределения агломератов по размерам не отличается, а количественные отли-

чия незначительны. Это свидетельствует, что вид жидкости (ее плотность, вяз-

кость и поверхностное натяжение) слабо влияет на спектр размеров образующих-

ся агломератов, но существенно – на продолжительность процесса формирования 

агломератов. 

На следующем этапе исследований моделирование образования агломератов 

проводилось с учетом начального распределения жидких частиц алюминия по 

методике [17], в которой моделировалась структура ВЭК: задавались содержание 

в ВЭК алюминия и ПХА и распределение их частиц по размерам, а затем прово-

дилось размещение частиц алюминия и ПХА в заданной области пространства. 

Полученные координаты распределения частиц алюминия использовались в ка-

честве начального распределения при расчете образования агломератов. Далее 

приведены результаты расчетов агломерации для ВЭК, построенной по модели [17], 

в которой использовались монодисперсные порошки алюминия и ПХА.  

На рис. 5 показаны начальное распределение частиц алюминия в объеме ВЭК 

и процесс агломерации жидких частиц алюминия диаметром dAl = 30 мкм. На ос-

новании предварительного расчета расположения частиц алюминия по модели [17] 

частицы ПХА имели размеры dПХА = 150 мкм, объемная доля частиц ПХА в ВЭК 

составляла 58%, а объемная доля частиц алюминия – 12%. Размер расчетной об-

ласти составлял 750  750  750 мкм. Расчеты проведены для расплава алюминия 

при температуре 800 К (поверхностное натяжение среды алюминий–воздух – 

0.85 Н/м, вязкость – 0.002 Па∙с, плотность – 2 700 кг/м3). По результатам расчетов 

определялась функция плотности распределения по размерам образовавшихся 

агломератов. Для варианта расчета, показанного на рис. 5, функция плотности 

распределения по размерам образовавшихся агломератов приведена на рис. 6. 

Для сравнения на рис. 7 показаны начальное распределение и процесс агло-

мерации жидких частиц алюминия для монодисперсных порошков алюминия и 

ПХА в ВЭК при dAl = 30 мкм, dПХА = 100 мкм и тех же объемных долях порошков 

в ВЭК. В данном случае размер расчетной области составлял 700  700  700 мкм. 

Соответствующие числовая и массовая функции плотности распределения по 

размерам образовавшихся агломератов приведены на рис. 8. 

Сравнение рис. 4, 6 и 8 показывает, что при той же объемной доле порошко-

образного алюминия наличие частиц ПХА принципиально изменяет функцию 

плотности распределения по размерам образующихся агломератов. 
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τ = 0.0 

 
τ = 0.16 

 
τ = 0.44 

 
τ = 1.84 

 
τ = 4.48 

 
τ = 18.35 

Рис. 5. Процесс слияния жидких капель алюминия на поверхности горения ВЭК,  

время обезразмерено 

Fig. 5. Merging process for liquid droplets of aluminum on the surface of high-energy  

composition burning, the time is nondimensionalized 
 

     
а                b 

Рис. 6. Функции плотности распределения по размерам агломератов, образующихся  

на поверхности горения ВЭК: а – числовая функция плотности распределения,  

b – массовая функция плотности распределения 

Fig. 6. Density functions of the size distribution of agglomerates forming on the surface of high-

energy composition burning; (a) numerical density function and (b) mass density function 
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τ = 0.0 

 
τ = 0.15 

 
τ = 1.05 

 
τ = 3.51 

 
τ = 8.69 

 
τ = 29.97 

Рис. 7. Процесс слияния жидких капель алюминия на поверхности горения ВЭК,  

время обезразмерено 

Fig. 7. Merging process for liquid droplets of aluminum on the surface of high-energy  

composition burning, the time is nondimensionalized 
 

 
а            б 

Рис. 8. Функции плотности распределения по размерам агломератов, образующихся 

 на поверхности горения ВЭК, а – числовая функция плотности распределения,  

b – массовая функция плотности распределения 

Fig. 8. Density functions of the size distribution of agglomerates forming on the surface of high-

energy composition burning; (a) numerical density function and (b) mass density function 
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Более того, как следует из рис. 6 и 8, изменение размеров частиц ПХА в ВЭК 

также приводит к существенному изменению распределения агломератов по раз-

мерам, а следовательно, и к изменению среднемассового размера агломератов. 

Так, среднемассовые размеры агломератов, рассчитанные по функциям распре-

деления составляют D43 = 1 350 мкм для dПХА = 150 мкм и D43 = 130 мкм для  

dПХА = 100 мкм. Отметим, что в данной работе не учитывались отрывающие 

аэродинамические силы, действующие на агломераты, находящиеся на поверхно-

сти горения ВЭК, со стороны оттекающих газообразных продуктов горения ВЭК, 

которые уносят крупные агломераты быстрее, чем мелкие, и тем самым ограни-

чивают рост агломератов. Поэтому с учетом отрывающей аэродинамической силы 

размеры отрывающихся от поверхности горения агломератов будут меньше, чем 

приведенные выше, особенно для первого варианта, что несколько уменьшит 

разницу между рассмотренными вариантами расчета. 
 

Заключение 
 

В настоящей работе впервые выполнено численное моделирование процесса 

формирования агломератов в системе, состоящей из большого числа контакти-

рующих жидких частиц (капель). Предложена методика моделирования слияния 

жидких капель в процессе агломерации. Методика основана на использовании 

метода сглаженных частиц (SPH). Представлены критерии подобия задачи. Про-

ведено численное моделирования процессов слияния 2, 3 и 2 000 сферических 

капель, а также агломерации частиц алюминия. Получены функции распределе-

ния агломератов по размерам. Показано, что процесс агломерации крупных 

структур состоит из двух этапов. На первом этапе происходит слияние жидких 

капель, имеющих в начальный момент времени точки контакта с другими каплями. 

На втором этапе важную роль играют нестационарные процессы, описывающие 

динамику изменения свободной поверхности, которые в общем случае зависят от 

поверхностного натяжения, вязкости и плотности жидкости.  

Отметим, что предложенная модель является неким промежуточным вариан-

том между геометрическими моделями (моделью карманов) и методом прямого 

численного моделирования агломерации [14, 15]. Рассмотренная модель учиты-

вает структуру ВЭК в качестве определения начального распределения расплав-

ленных частиц алюминия. Течение расплавленных контактирующих частиц под 

действием сил поверхностного натяжения в ней рассматривается в динамике, что 

приводит к формированию широкого спектра размеров образующихся агломера-

тов. Однако данная модель не учитывает отрывающие аэродинамические силы, 

что может приводить к некоторому завышению среднемассовых размеров агло-

мератов по сравнению с реальными. Этот вопрос предполагается рассмотреть  

в дальнейших работах. 
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Аннотация. Представлены результаты серии экспериментов с применением элек-

троплазменного устройства. Описана методика изготовления экспериментальных 

образцов. Рассмотрены особенности образования вторичного пробоя в продуктах 

электрического взрыва медной проволочки длиной от 10 до 50 мм. Проведена се-

рия экспериментальных исследований по поиску минимального зарядного напря-

жения емкостного накопителя энергии, при котором возникает вторичный пробой 

разрядного промежутка при электрическом взрыве медной проволочки. 
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Abstract. This paper discusses the features of the occurrence of secondary breakdown in 

the products of electrical explosion of copper wires of different lengths in an electro-

plasma device. The experiments are performed using a high-voltage electrical installation 

at the Research Institute of Applied Mathematics and Mechanics of Tomsk State Univer-

sity. The design and overall scheme of the high-voltage installation are described in this 

paper. The methodology for producing a set of experimental samples with copper wires 

of different lengths and the results of experiments involving the produced samples are 

presented. The analysis of the obtained electrophysical parameters of the operating electro-

plasma device with and without secondary breakdown is performed on the basis of the 

products of the wire explosion. The analysis of the experimental results allowed one  

to determine the minimum values of charging voltage of the capacitive energy storage 

device which are required for the occurrence of secondary breakdown with arc formation 

in discharge gaps of different lengths. The determined characteristics is experimentally 

studied depending on the parameters of the high-voltage installation. The obtained de-

pendences can be used when developing new electro-plasma devices employed under 

cramped conditions in the charging chambers of ballistic installations using electrothermal-

chemical throwing technology. 
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Введение 

 

Одним из эффективных способов инициирования зарядов баллистических уста-

новок является электротермохимическая (ЭТХ) технология. В основе ЭТХ тех-
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нологии лежит применение электроплазменного воздействия на метательные 

заряды баллистических установок [1–4]. Высокая температура электроразрядной 

плазмы (~ 104 К) позволяет существенно сократить период зажигания зарядов и, 

что наиболее важно, компенсировать их температурный градиент. Для реализации 

ЭТХ технологии разработано несколько вариантов электроплазменных устройств 

(ЭПУ) [5, 6]. Ключевым узлом ЭПУ является электровзрыв проводника или систе-

мы проводников, инициирующих разряд емкостного источника энергии, с после-

дующим вторичным пробоем разрядного промежутка и образованием дугового 

разряда. Образующиеся при этом высокотемпературные продукты разряда воз-

действуют на заряд установленной в камере баллистической установки и иници-

ируют его. 

Цель настоящей работы – определение минимального уровня зарядного напря-

жения емкостного источника энергии, необходимого для устойчивого формиро-

вания дугового разряда ЭПУ, установленного в камере баллистической установки, 

в зависимости от длины разрядного промежутка. 
 

Экспериментальная установка 
 

Эксперименты проводились на высоковольтной электрической установке НИИ 

ПММ ТГУ. Принципиальная схема и внешний вид высоковольтной установки 

представлены на рис. 1.  
 

 

 
а b 

Рис. 1. Принципиальная схема (а) и общий вид (б) высоковольтной электрической уста-

новки: С – ЕНЭ, K – коммутатор, R – омическое сопротивление цепи, L – индуктивность 

цепи, RЭПУ – омическое сопротивление ЭПУ; 1 – силовой коллекторный узел, 2 – коакси-

альный кабель, 3 – силовой коаксиальный кабель, соединяющий ЭПУ, 4 – секции ЕНЭ,  

5 – вакуумный управляемый разрядник РВУ 47 

Fig. 1. (a) Schematic diagram and (b) general view of a high-voltage electrical installation; C is the 

capacitive energy storage device, K is the commutator, R is the ohmic resistance of the circuit, L 

is the inductance of the circuit, RЭПУ is the ohmic resistance of the electro-plasma device;  

1, power collector unit; 2, coaxial cable; 3, coaxial power cable connecting the electro-plasma de-

vice; 4, sections of the capacitive energy storage device; and 5, controlled vacuum arrester RVU-47 
 

В электрической установке в качестве накопителя энергии используется емкост-

ной накопитель энергии (ЕНЭ), состоящий из отдельных секций конденсаторов типа 

К75-40, соединенных параллельно. Емкость каждой секции составляет 0.96 мФ. 
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Каждая секция может соединяться с остальными секциями с помощью коакси-

ального кабеля через силовой коллекторный узел. Соединяя нужное количество 

секций конденсаторов, можно формировать накопитель емкостью до 31.6 мФ  

с шагом 0.96 мФ. Заряжается сформированный емкостной накопитель с помощью 

зарядного блока до 5 000 В. Коммутация обеспечивается с использованием ваку-

умного управляемого разрядника РВУ 47. При проведении экспериментов изме-

рялись следующие электрофизические параметры: ток в цепи и напряжение в раз-

рядном промежутке. Ток в цепи измерялся с поясом Роговского (CWT-600) с отно-

сительной погрешностью измерения до 5%. Напряжения измерялись с помощью 

нескольких резистивно-емкостных делителей напряжения. Погрешность измерения 

делителей напряжения была определена с использованием импульсного лабора-

торного генератора напряжения и составляет не более 5%. 

 

Подготовка исследуемых образцов 

 

В качестве образцов, имитирующих ЭПУ, использовались медные проволочки 

разной длины, припаянные к медным электродам. Каждый образец представлял 

собой медную проволочку диаметром 0.29 мм с припаянными к обоим концам 

медными электродами диаметром 2.65 мм (рис. 2). Подготовка образцов с приме-

нением пайки позволяла лучше контролировать длину проволочек и, соответ-

ственно, начальную длину формирующейся электроразрядной дуги. Электроды  

в дальнейшем закреплялись в ЭПУ винтовыми зажимами. 
 

 

 
а b 

Рис. 2. Экспериментальный образец (а) установленный в ЭПУ (б) 

Fig. 2. (a) Experimental sample installed in the (b) electro-plasma device 
 

Методика припайки проволочек к электродам заключалась в следующем. В мед-

ном электроде диаметром 2.65 мм высверливалось отверстие диаметром 1.5 мм. 

В образующуюся полость вставлялась проволочка и заливалась припоем. Такой 

способ позволял сформировать на торце электрода практически плоскую поверх-

ность (рис. 3). 

Для анализа повторяемости измеряемых электрофизических параметров в экс-

периментах по описанной выше технологии было изготовлено 2 партии образцов 

по 10 штук образцов в каждой: 10 образцов с длиной проволочек 10 мм и 10 об-

разцов с длиной проволочек 50 мм. Выбор таких длин обусловлен предваритель-

ными экспериментами и геометрическими размерами камеры баллистической 

установки, применяемой при проведении испытаний на электро-баллистическом 

стенде НИИ ПММ ТГУ. Были измерены длины всех образцов и установлена 

средняя длина образцов, которая составила Lср = 9.98 мм и Lср = 49.88 мм для 

партий 10 мм и 50 мм длины проволочек соответственно. Эксперименты прово-
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дились при следующих параметрах электрической установки: емкость накопите-

ля С = 17.28 мФ, зарядное напряжение емкостного накопителя Uз = 428 В. 
 

  

а b 

 
c 

Рис. 3. Фотография центрального продольного разреза электрода с припаянной проволоч-

кой (а). Схема припаянной проволочки (b). Фотография торца электрода в изометрии (c) 

Fig. 3. (a) Photograph of the central longitudinal section of the electrode with a soldered wire,  

(b) design of the soldered wire, and (c) photograph of the end face of the electrode in isometric view 
 

Экспериментальные результаты измеренных напряжений на разрядном про-

межутке для серии с проволочками длиной 50 мм представлены на рис. 4. 
 

  
а b 

Рис. 4. Электрофизические характеристики функционирования 10 образцов  

с проволочками длиной 50 мм: а – токи в цепи, b – напряжения  

на разрядных промежутках 

Fig. 4. Electrophysical characteristics of the application of 10 samples with 50 mm long wires: 

(a) currents in the circuit and (b) voltages in the discharge gaps 
 

Как видно из графиков, напряжения на разрядном промежутке и величина то-

ков в цепи практически на протяжении всего процесса разряда достаточно близ-

ки. Разброс по амплитуде перенапряжения составляет до 300 В. Разброс по ам-

плитуде силы тока в цепи составляет до 1.2 кА. 
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Экспериментальные исследования 

 

Электровзрыв проводника или системы проводников состоит из двух этапов, 

следующих друг за другом. На первом этапе при пропускании через проволочку 

импульсного тока большой плотности происходит фазовый переход от твердого 

состояния проволочки в жидкое и газообразное, при этом резко изменяется со-

противление разрядного промежутка. Реакция электрической цепи на резкое уве-

личение сопротивления взрываемой проволочки выражается в формировании  

на разрядном промежутке импульса перенапряжения, который выше зарядного 

напряжения конденсаторной батареи в несколько раз, и уменьшается ток, проте-

кающий в цепи. В течении второго этапа по образовавшимся продуктам электро-

взрыва происходит вторичный пробой разрядного промежутка с образованием 

дугового разряда. При этом основная часть энергии, накопленной в емкостном 

накопителе, вводится в разрядный промежуток на втором этапе. Однако переход 

процесса из первого этапа во второй не всегда выполняется. Для определения 

минимального уровня зарядного напряжения емкостного накопителя, необходи-

мого для формирования вторичного пробоя разрядного промежутка с образова-

нием дугового разряда, выполнена серия экспериментов с различной длиной: 10, 

20, 30, 40, 50 мм. Для каждой длины были проведены эксперименты по опреде-

лению величины зарядного напряжения, при котором произойдет вторичный 

пробой. 

На рис. 5 приведены экспериментальные результаты по электровзрыву образ-

цов с длиной проволочки 10 мм. Эксперименты проводились при следующих 

параметрах электрического установки: емкостной накопитель суммарной емко-

стью 17.28 мФ заряжался до напряжения 64, 85, 97, 112, 115, 167, 220 В. 
 

  

а b 

Рис. 5. Электрофизические характеристики функционирования ЭПУ с проволочками 10 мм: 

а – токи в цепи, b – напряжения на разрядных промежутках  

Fig. 5. Electrophysical characteristics of the operation of electro-plasma device with 10 mm wires: 

(a) currents in the circuit and (b) voltages in the discharge gaps 

 

Как видно по графикам тока и напряжения на разрядных промежутках, после 

резкого роста тока и напряжения происходит их снижение. И в случаях, когда 
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зарядные напряжения емкостного накопителя составляли 64, 85 и 97 В, токи и 

напряжения прекращаются практически сразу после первого этапа. В таких слу-

чаях не происходит вторичного пробоя по продуктам электровзрыва проволочки. 

Начиная с зарядного напряжения 112 В и выше происходит вторичный пробой,  

и остатки накопленной энергии накопителя вводятся в образовавшуюся плазмен-

ную среду. Зарядное напряжение 112 В является нижним порогом, при котором 

при текущих параметрах системы электропитания реализуется режим ЭВП со 

вторичным пробоем.  

Таким же образом были проведены серии испытаний образцов с длинами 

проволочки 20, 30, 40 и 50 мм. Результаты представлены на рис. 6.  
 

 

Рис. 6. Зависимость минимального зарядного напряжения емкостного накопителя  

от длины проволочки:  – электрический взрыв проволочки с образованием вторичным 

пробоя,  – электрический взрыв проволочки без формирования вторичного пробоя, 

 – минимальное зарядное напряжение емкостного накопителя 

Fig. 6. Minimum charging voltage of the capacitive energy storage device as a function  

of the wire length:    – electrical explosion of the wire with the formation of secondary break-

down,    – electrical explosion of the wire without the formation of secondary breakdown,  

 – minimum charging voltage of the capacitive energy storage device 
 

На рис. 6 представлена экспериментальная зависимость минимального заряд-

ного напряжения емкостного накопителя от длины проволочки. Как видно из 

графика, зависимость является практически линейной. Область графика под ли-

нией – это область, в которой реализуется одноэтапный режим ЭВП без вторич-

ного пробоя. В области графика над линией реализуется режим ЭВП со вторич-

ным пробоем.  

Полученные зависимости относительно слабо зависят от величины емкости 

ЕНЭ. Для подтверждения этого рассматривались варианты, в которых суммарная 

емкость ЕНЭ составляла 7.68, 17.28 и 31.6 мФ (рис. 7). 
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Рис. 7. Зависимости минимального зарядного напряжения емкостного накопителя  

от длины проволочки:   – 7.68 мФ,    – 17.28 мФ,   – 31.6 мФ 

Fig. 7. Minimum charging voltage of the capacitive energy storage device as a function  

of the wire length:   – 7.68 mF   – 17.28 mF  – 31.6 mF 
 

Зависимость минимального зарядного напряжения для исследованных вари-

антов емкостного накопителя практически линейна. Смещение происходит за 

счет увеличения емкости накопителя. Чем выше емкость, тем меньше минималь-

ное зарядное напряжение, необходимое для реализации вторичного пробоя при 

ЭВП с образование дугового разряда.  

 

Заключение 
 

В результате выполненного исследования определены минимальные значения 

зарядного напряжения емкостного накопителя, необходимые для формирования 

вторичного пробоя с образованием дуги в разрядных промежутках различной 

длины. Полученные зависимости могут использоваться при разработке ЭПУ, 

ориентированных на применение в стесненных условиях зарядных камер балли-

стических установок.  
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Аннотация. Представлены результаты компьютерного исследования долговечно-

сти никелидтитановых имплантатов и костных тканей позвонков при замещении 

межпозвоночного диска шейного сегмента позвоночника. Получены эксперимен-

тальные кривые нагружения имплантатов одноосным сжатием. Оценка долговеч-

ности при наклоне сегмента вперед проводилась на основе расчетов напряженного 

состояния сегмента с протезами, выражений, аппроксимирующих экспериментальные 

данные по циклическому нагружению имплантатов и костных тканей. Результаты 

исследования показывают возможность длительной эксплуатации имплантатов  

и отсутствие разрушения костных тканей позвонков с модулем упругости выше  

44 МПа в течение жизни человека. 
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Abstract. The paper presents the results of a computer study of the durability of cylin-

drical endoprostheses made of titanium nickelide, porosity of 60–67%, and vertebral 

bone tissue of different densities when replacing the intervertebral disc of the cervical 

segment of the spine. Implants of different sizes were obtained by self-propagating high-

temperature synthesis. Loading curves for the porous prostheses under consideration  

under uniaxial compression were experimentally obtained, from which the mechanical 

characteristics used in modeling were determined. The assessment of durability when the 

segment is tilted forward was carried out on the basis of calculations of the stress state of 

the segment with prostheses and expressions approximating experimental data on cyclic 

loading of porous samples made of titanium nickelide and bone tissue. As a result of the 

study, it has been established that the service life of the endoprostheses under considera-

tion is at least 35 years. After the service life of the endoprostheses under consideration, 

fatigue failure can begin mainly in the outer parts of the prosthesis adjacent to the verte-

brae of the segment. Installation of porous endoprostheses made of titanium nickelide 

will not entail fatigue destruction of the bone tissue of the vertebrae of the segment 

throughout a person’s life. 

Keywords: computational and experimental studies, implants made of porous titanium 
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Введение 

 

Дегенеративные изменения позвоночника – это процессы, приводящие к де-

градации хрящевой и костной ткани его сегментов [1]. Теряется эластичность 

межпозвоночных дисков, ослабевает костная структура позвонков и происходят 
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изменения структуры позвоночного столба. Пожилые люди в особой мере под-

вержены развитию различных заболеваний позвоночника, однако существуют 

болезни, часто наследственные, которые могут возникнуть в любом возрасте. 

Остеохондроз в зоне межпозвоночных дисков является, несомненно, наиболее 

важным в смысле клинических последствий дегенеративным изменением позво-

ночного столба. Это заболевание напрямую связано с истончением межпозво-

ночных дисков, которое может привести к инвалидности [2]. Внутренняя часть 

межпозвоночного диска теряет влагу, наружная часть трескается и слоится. По-

звонки постепенно сближаются и травмируют друг друга при каждом движении, 

перенапрягаются мышцы и связки, формируются различные грыжи и протрузии. 

Более всего предрасположены к патологическим изменениям поясничные и шей-

ные позвонки, так как они в большей степени испытывают нагрузки [2, 3].  

При таких серьезных дегенеративных заболеваниях следует проводить пол-

ную или частичную замену межпозвоночного диска на эндопротез. Только в этом 

случае пациент сможет избавиться от боли и вернуться к нормальному образу 

жизни. На сегодняшний день существуют разнообразные подвижные протезы 

межпозвоночного диска [4, 5] и кейджи [6, 7], используемые для восстановления 

межпозвонкового пространства при полном отсутствии межпозвоночного диска. 

Среди материалов для протезов межпозвоночных дисков выступают титан [7], 

разнообразная керамика [8], биоинертные полимеры [7], никелид титана [6]. 

Имплантируемый протез должен соответствовать требованиям биохимиче-

ской и биомеханической совместимости [6, 9]. В этом плане никелид титана яв-

ляется наиболее подходящим для использования его в качестве материала для 

эндопротезирования структур позвоночника, поскольку он является биоинерт-

ным, обладает высоким уровнем прочностных свойств и благодаря эффекту па-

мяти формы уже давно используется в медицине в качестве стентов [10], скоб для 

фиксации костных обломков [11]. Имплантаты из никелида титана применяются 

при лечении обширных постэксцизионных дефектов грудной клетки у онкологи-

ческих больных [12], в качестве имплантатов для эндопротезирования костей 

лицевого скелета [13], зубов и т.д. [6]. В вертебрологии скобы, стержни, пластины, 

цилиндры, конусы из монолитного и пористого никелида титана используются 

как средство для коррекции и замещения структур позвоночника [6]. Пористо-

проницаемый никелид титана, полученный в лаборатории сверхэластичных био-

интерфейсов Томского государственного университета методом СВС, обладает 

рядом преимуществ перед монолитным при использовании его в качестве заме-

нителя межпозвоночного диска. Одним из преимуществ является более низкий 

модуль упругости, приближенный к модулю упругости костных тканей для обес-

печения их хорошей механической совместимости. Высокая биохимическая сов-

местимость обеспечивается специфическими поверхностными слоями пористого 

сплава, образующимися в процессе его получения, не требующими дополнитель-

ной модификации поверхности [14]. Благодаря шероховатости пористой поверх-

ности обеспечивается хорошая фиксация протеза на начальной стадии его функ-

ционирования, а наличие сквозной пористости дает возможность прорастанию 

костной ткани и полной фиксации протеза [6]. 

Использование методов компьютерного моделирования для изучения механи-

ческого поведения биоконструкций играет важную роль в плане анализа взаимо-

действия их структурных составляющих, в том числе взаимодействия с искус-
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ственными протезами. На сегодняшний день существуют публикации по иссле-

дованию напряженного и деформированного состояния сегментов позвоночника, 

взаимодействующих с имплантатами из различных материалов [15–17]. В этих 

исследованиях проводится оценка прочности структурных составляющих сег-

мента в основном только поясничного отдела позвоночника при одном цикле 

нагружения и отсутствует какая-либо информация по оценке долговечности рас-

сматриваемых протезов при циклической нагрузке, реализуемой в процессе жиз-

недеятельности человека.  

В настоящей работе с помощью методов компьютерного моделирования про-

ведена оценка параметров долговечности никелидтитановых пористых протезов 

межпозвоночного диска разных размеров, полученных методом СВС, установ-

ленных в сегмент шейного отдела позвоночника, и их влияния на долговечность 

костных тканей позвонков. Экспериментально получены кривые нагружения рас-

сматриваемых пористых протезов при одноосном сжатии, по которым определены 

механические характеристики, используемые при моделировании напряженного 

состояния сегмента шейного отдела позвоночника с протезами. 
 

Материалы и методы 
 

В качестве эндопротезов для замещения межпозвоночного диска позвоночни-

ка были выбраны образцы в виде цилиндров с пористостью 60–67%, полученные 

методом самораспространяющегося высокотемпературного синтеза. Размеры 

эндопротезов (табл. 1) определялись исходя из литературных данных о размерах 

позвонков и межпозвоночного диска [9, 18]. 

Т а б л и ц а  1  

Размеры эндопротезов межпозвоночного диска 

Диаметр D Высота H 

12 мм 6 мм 

12 мм 7 мм 

14 мм 7 мм 

14 мм 8 мм 
 

Для получения имплантатов порошки никеля марки ПНК ОТ-4 и титана мар-

ки ПТОМ-2 смешивали в стехиметрическом соотношении Ti – 50 ат. % Ni и добав-

ляли к полученной смеси 5 об. % порошка никелида титана марки ПН45Т55ОМ. 

Полученную трехкомпонентную смесь порошков засыпали в кварцевую трубу и 

уплотняли на вибростоле с частотой 5 колебаний/мин до окончания процесса 

уплотнения, который контролировали визуально. Нагрев порошковой заготовки 

до температуры 520°С, синтез пористого сплава и его охлаждение до комнатной 

температуры проводили в реакторе в среде аргона. 

Для определения механических характеристик имплантатов проводилось их 

нагружение сжатием на испытательной машине Instron 8800. Количество образ-

цов одного размера для проведения механических испытаний составляло 5 шт. 

Скорость деформации сжатием составляла 1 мм/мин. Предел прочности при сжа-

тии определяли автоматически по алгоритму программы Bluehill универсальной 

испытательной машины Instron 8800. В программу Bluehill машины Instron 8800 
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закладываются размеры испытываемых образцов. Программа определяет предел 

прочности на сжатие, который соответствует максимальному значению напряже-

ния, после которого идет регистрируемое снижение нагрузки. 

Для оценки напряженного состояния сегмента шейного отдела позвоночника 

с эндопротезом использовалась компьютерная модель сегмента (рис. 1) [19]. 
 

  
а b 

Рис. 1. Модель сегмента шейного отдела позвоночника: а – геометрическая модель  

сегмента, b – конечно-элементная модель сегмента 

Fig. 1. The cervical spine segment model: (a) geometric model of a segment  

and (b) finite element model of a segment 
 

Геометрическая модель включает в себя два позвонка, межпозвоночный диск, 

фасеточные суставы, межостистую связку, задние дуги позвонков, остистые, по-

перечные и суставные отростки. В модели межпозвоночный диск замещается 

пористыми никелидтитановыми эндопротезами разных размеров. В позвонках 

учитывается наличие компактной (кортикальной) и губчатой костной ткани. 

Считается, что задние дуги позвонков, остистые, поперечные и суставные от-

ростки образованы только компактной костной тканью. Материал структурных 

составляющих сегмента считается однородным и изотропным. Пористость в 

костных тканях и эндопротезе учитывается неявным образом через заданные со-

ответствующие механические характеристики. 

Т а б л и ц а  2  

Механические характеристики костных тканей 

Тип костной  

ткани 

Плотность 

ρ, г/см3 

Массовая доля 

минералов αb 

Модуль упру-

гости Eb, МПа 

Коэффициент 

Пуассона νb 

Предел 

прочности 

σrb, МПа 

Остеопорозная 

губчатая кост-

ная ткань  

0.06 0.55 1.66 0.2 0.160 

Здоровая губ-

чатая костная 

ткань 

0.46 0.55 318.4 0.2 7.98 

Компактная 

(кортикальная) 

костная ткань 

1.8 0.65 14597.8 0.3 155.78 
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Механические характеристики костных тканей (табл. 2) задаются в зависимо-

сти от их плотности и массовой доли минералов согласно модели Эрнандеса [20]. 

Значения плотности губчатой костной ткани позвонков ρ = 0,46 г/см3 и ρ = 0,06 г/см3 

соответствуют нормальному состоянию губчатой ткани и остеопорозному состоя-

нию соответственно. Механические характеристики других структурных составля-

ющих сегмента (табл. 3) задаются в соответствии с литературными данными [21].  

Т а б л и ц а  3  

Механические характеристики составляющих сегмента 

Структурная составляющая Модуль упругости Es, МПа Коэффициент Пуассона νs 

Фасеточные суставы 1.5 0.3 

Межостистая связка 3.5 0.3 
 

Механические характеристики эндопротезов определяются из диаграмм 

нагружения, полученных экспериментально при осевом сжатии. 

Исследуется напряженноe состояние сегмента с эндопротезами при наклоне 

головы вперед, что является самым распространенным движением шейного отдела 

позвоночника. Нижняя поверхность тела нижнего позвонка была жестко закреп-

лена. Верхняя поверхность верхнего позвонка нагружалась силой, равной 50 Н, 

прикладывался момент на сгибание в отрицательном направлении оси X, равный 

7.5 Н∙мм. Заданные нагрузки соответствуют физиологическому сгибанию сег-

мента вперед [22]. Расчеты проводились с использованием метода конечных эле-

ментов в программном комплексе ANSYS в рамках линейной теории упругости. 

 

Результаты и обсуждение 

 

Осредненные механические характеристики эндопротезов для проведения 

компьютерного моделирования, такие как модуль упругости Eimp и предел проч-

ности σс, определялись из представленных на рис. 2 экспериментальных диа-

грамм нагружения в пересчете на единицы измерения мегапаскали (табл. 4). 

Результаты компьютерного моделирования поведения сегмента с импланта-

том при наклоне вперед представлены на рисунках ниже. 

На рис. 3 и 4 показаны распределения напряжений по Мизесу в эндопротезах 

различных размеров при нагружении сегментов, позвонки которых имеют раз-

ную плотность губчатой костной ткани. 

Результаты моделирования взаимодействия позвонков с протезами разного раз-

мера показывают, что наименьшие напряжения по Мизесу расположены в центре 

эндопротеза, а наибольшие – по его краю в области прилегания протеза к нижнему 

позвонку (см. рис. 3, 4), где, возможно, и будет начинаться усталостное разруше-

ние эндопротеза. Уменьшение плотности губчатой костной ткани тел позвонков / 

в результате остеопороза приводит к увеличению значений наибольших напря-

жений по Мизесу (табл. 5) и существенно не влияет на характер распределения 

напряжений (см. рис. 3, 4). 

Значения максимальных напряжений по Мизесу для рассматриваемых эндо-

протезов, представленные в табл. 5, показывают, что реализующиеся напряжения 

существенно ниже предела прочности материала эндопротеза. Так, для эндопро-

теза диаметром 12 мм и высотой 6 мм максимальные напряжения по Мизесу  
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(в случае ρ = 0.06 г/см3) меньше предела прочности в 1 055 раз, для эндопротеза 

высотой 7 мм и диаметром 12 мм – меньше в 947 раз, для эндопротеза диаметром 

14 мм и высотой 7 мм –меньше в 30 раз, для эндопротеза с высотой 8 мм и диа-

метром 14 мм – меньше в 32 раза. Из табл. 5 также видно, что увеличение высоты 

протеза приводит к увеличению максимальных напряжений по Мизесу в среднем 

примерно в 1.1 раза. Увеличение диаметра эндопротеза приводит к снижению 

реализующихся максимальных напряжений по Мизесу примерно в 1.2 раза. 
 

  
а b 

  
с d 

Рис. 2. Экспериментальные диаграммы осевого сжатия цилиндрических образцов  

с размерами D = 12 мм, H = 6 мм (a), D = 12 мм, H = 7 мм (b), D = 14 мм, H = 7 мм (c),  

D = 14 мм, H = 8 мм (d) 

Fig. 2. Experimental diagrams of axial compression of cylindrical samples with dimensions  

(a) D = 12 mm, H = 6 mm, (b) D = 12 mm, H = 7 mm, (c) D = 14 mm, H = 7 mm,  

and (d) D = 14 mm, H = 8 mm  
 

Т а б л и ц а  4  

Механические характеристики эндопротезов 

Размер эндопротеза 
Модуль упругости 

Eimp, МПа 

Коэффициент  

Пуассона ν 

Предел прочности 

σс, МПа 

D = 12 мм,  

H = 6 мм 
2 083.6 0.3 1 751.6 

D = 12 мм,  

H = 7 мм 
2 381.0 0.3 1 751.6 

D = 14 мм,  

H = 7 мм 
1 189.8 0.3 45.97 

D = 14 мм,  

H = 8 мм 
1 776.2 0.3 55.2 
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ρ = 0.06 г/см3 ρ = 0.46 г/см3 

а b 

Рис. 3. Распределение напряжений по Мизесу σeqv (МПа) в эндопротезе с размерами  

D = 12 мм, H = 6 мм при наклоне вперед сегмента с плотностью губчатой костной ткани 

позвонков 0.06 г/см3 (a) и 0.46 г/см3 (b) (вид сверху и спереди) 

Fig. 3. Von Mises stress distribution σeqv (MPa) in an endoprosthesis with dimensions  

D = 12 mm, H = 6 mm when the segment is tilted forward with a density of cancellous  

bone tissue of the vertebrae of (a) 0.06 and (b) 0.46 g/cm3 (top and front view) 

 

    
ρ=0.06г/см3 ρ=0.46 г/см3 

а b 
 

Рис. 4. Распределение напряжений по Мизесу σeqv (МПа) в эндопротезе с размерами  

D = 14 мм, H = 8 мм при наклоне вперед сегмента с плотностью губчатой костной ткани 

позвонков 0.06 г/см3 (a) и 0.46 г/см3 (b) (вид сверху и спереди) 

Fig. 4. Von Mises stress distribution σeqv(MPa) in an endoprosthesis with dimensions  

D = 14 mm, H = 8 mm when the segment is tilted forward with a density of cancellous  

bone tissue of the vertebrae of (a) 0.06 and (b) 0.46 g/cm3 (b) (top and front view) 

 

Т а б л и ц а  5  

Максимальные значения напряжений в эндопротезах 

Размер эндопротеза 
ρ = 0.46 г/см3 ρ = 0.06 г/см3 

max σeqv, МПа max σeqv, МПа 

D = 12 мм, H = 6 мм 1.37 1.66 

D = 12 мм, H = 7 мм 1.47 1.78 

D = 14 мм, H = 7 мм 1.2 1.51 

D = 14 мм, H = 8 мм 1.43 1.71 
 

На рис. 5–8 представлены распределения напряжений по Мизесу отдельно  

в губчатой костной ткани разной плотности и в кортикальной костной ткани по-

звонков сегмента при его нагружении с эндопротезами разного размера. 

В табл. 6, 7 приведены наибольшие значения напряжений по Мизесу в губча-

той (см. табл. 6) и кортикальной (см. табл. 7) костных тканях, возникающие при 

наклоне сегмента с имплантатами разного размера.  
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a  b c  

Верхний позвонок С3 

   
 

 
d  e f  

Нижний позвонок С4 

Рис. 5. Распределение напряжений по Мизесу (МПа) отдельно в губчатой костной ткани  

с плотностью 0.06 г/см3 (a), (d) и кортикальной костной ткани (вид сверху и спереди)  

(3D изображение – (b), (e), изображение в разрезе – (c), (f) верхнего (a), (b), (c) и нижнего (d), 

(e), (f) позвонков при нагружении сегмента с эндопротезом с размерами H = 6 мм, D = 12 мм  

Fig. 5. Von Mises stress distribution (MPa) separately in a spongy bone tissue with a density of 

0.06 g/cm3 (a, d) and cortical bone tissue (top and front view) (3D image – (b, e), sectional  

image – (c, f) of the upper (a–c) and lower (d–f) vertebrae when loading a segment with  

an endoprosthesis with dimensions H = 6 mm, D = 12 mm  
 

     
a  b c  

Верхний позвонок С3 

   
 

 
d  e f  

Нижний позвонок С4 

Рис. 6. Распределение напряжений по Мизесу (МПа) отдельно в губчатой костной ткани  

с плотностью 0.46 г/см3 (a), (d) и кортикальной костной ткани (вид сверху и спереди)  

(3D изображение – (b), (e), изображение в разрезе – (c), (f) верхнего (a), (b), (c) и (d), (e), (f) 

позвонков при нагружении сегмента с эндопротезом с размерами H = 6 мм, D = 12 мм  

Fig. 6. Von Mises stress distribution (MPa) separately in spongy bone tissue with a density  

of 0.46 g/cm3 (a, d) and cortical bone tissue (top and front view) (3D image – (b, e), sectional 

image – (c, f) of the upper (a–c) and lower (d–f) vertebrae when loading a segment with  

an endoprosthesis with dimensions H = 6 mm, D = 12 mm  
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a  b c  

Верхний позвонок С3 

 
   

 
 

d  e f  

Нижний позвонок С4 

Рис. 7. Распределение напряжений по Мизесу (МПа) отдельно в губчатой костной ткани  

с плотностью 0.06 г/см3 (a), (d) и кортикальной костной ткани (вид сверху и спереди)  

(3D изображение – (b), (e), изображение в разрезе – (c), (f) верхнего (a), (b), (c) и нижнего (d), 

(e), (f) позвонков при нагружении сегмента с эндопротезом с размерами H = 8 мм, D = 14 мм  

Fig. 7. Von Mises stress distribution (MPa) separately in spongy bone tissue with a density  

of 0.06 g/cm3 (a, d) and cortical bone tissue (top and front view) (3D image – (b, e), sectional 

image – (c, f) of the upper (a–c) and lower (d–f) vertebrae when loading a segment with  

an endoprosthesis with dimensions H=8 mm, D=14 mm  

 

     
a  b c  

Верхний позвонок С3 

  
  

 
d  e f  

Нижний позвонок С4 

Рис. 8. Распределение напряжений по Мизесу (МПа) отдельно в губчатой костной ткани  

с плотностью 0.46 г/см3 (a), (d) и кортикальной костной ткани (вид сверху и спереди)  

(3D изображение – (b), (e), изображение в разрезе – (c), (f) верхнего (a), (b), (c) и (d), (e), (f) 

позвонков при нагружении сегмента с эндопротезом с размерами H = 8 мм, D = 14 мм  

Fig. 8. Von Mises stress distribution (MPa) separately in spongy bone tissue with a density  

of 0.46 g/cm3 (a, d) and cortical bone tissue (top and front view) (3D image – (b), (e), sectional 

image – (c), (f) of the upper (a–c) and lower (d), (e), (f) vertebrae when loading a segment with 

an endoprosthesis with dimensions H = 8 mm, D = 14 mm  
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Т а б л и ц а  6  

Наибольшие значения напряжений по Мизесу (МПа)  

в губчатой костной ткани 

Размер эндопротеза 

ρ = 0.46 г/см3 ρ = 0.06 г/см3 

Верхний  

позвонок 

Нижний  

позвонок 

Верхний  

позвонок 

Нижний  

позвонок 

D = 12 мм, H = 6 мм 0.288 0.103 0.0158 0.000758 

D = 12 мм, H = 7 мм 0.288 0.110 0.0158 0.000802 

D = 14 мм, H = 7 мм 0.288 0.133 0.0158 0.00111 

D = 14 мм, H = 8 мм 0.288 0.122 0.0158 0.000919 

 

Т а б л и ц а  7   

Максимальные значения напряжений по Мизесу (МПа)  

в кортикальной костной ткани 

Размер эндопротеза 

ρ = 0.46 г/см3 ρ = 0.06 г/см3 

Верхний  

позвонок 

Нижний  

позвонок 

Верхний  

позвонок 

Нижний  

позвонок 

D = 12 мм, H = 6 мм 6.16 3.34 32.72 4.66 

D = 12 мм, H = 7 мм 6.3 3.4 33.49 4.67 

D = 14 мм, H = 7 мм 6.25 3.67 33.6 5.73 

D = 14 мм, H = 8 мм 6.37 3.71 33.93 5.25 
 

Изображения распределения напряжений по Мизесу в губчатой костной ткани 

различной плотности и кортикальной костной ткани позвонков при нагружении 

сегмента с эндопротезами разных размеров (см. рис. 5–8) показывают, что в губ-

чатой костной ткани верхнего позвонка наибольшие напряжения по Мизесу рас-

положены в ее центральной части (см. рис. 5–8, а), область их расположения и 

значения уменьшаются с понижением плотности губчатой ткани (см. рис. 5, 6, а, 

рис. 7, 8, а). В губчатой костной ткани нижнего позвонка наибольшие напряжения 

по Мизесу расположены преимущественно в ее передней части (см. рис. 5–8, d), 

значения напряжений также снижаются с понижением плотности губчатой ткани 

(см. рис. 5, 6, d; рис.7, 8, d; табл. 6). При фиксированной плотности губчатой 

костной ткани наибольшие напряжения по Мизесу реализуются в губчатой ткани 

верхнего позвонка по сравнению с нижним (см. табл. 6). 

Анализ распределения максимальных напряжений по Мизесу в кортикальной 

костной ткани показал, что они локализуются преимущественно в верхней части 

задней поверхности позвонков, прилегающей к губчатой костной ткани (см. рис. 5–

8, с, f). Снижение плотности губчатой костной ткани приводит к увеличению на-

пряжений в кортикальной ткани верхнего позвонка примерно в 5.3 раза (см. табл. 7). 

Для расчета количества циклов до разрушения губчатой костной ткани при 

циклическом нагружении использовалось значение максимального напряжения 

по Мизесу для губчатой костной ткани верхнего позвонка с плотностью 0.46 г/см3 

(см. табл. 6). Для расчета количества циклов до разрушения кортикальной кост-

ной ткани использовалось среднее по образцам значение максимального напря-

жения по Мизесу кортикальной костной ткани верхнего позвонка при плотности 

губчатой ткани 0.06 г/см3 (см. табл. 7). 
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Известно, что движения человека в процессе жизнедеятельности – это цикли-

ческие движения. В связи с этим оценка долговечности костных тканей и эндо-

протезов осуществлялась на основе литературных данных по их циклическому 

нагружению сжатием.  

Для оценки долговечности костных тканей, взаимодействующих с эндопроте-

зами, использовалась зависимость, аппроксимирующая экспериментальные данные 

работы [23] для губчатой костной ткани позвонков человека и определяющая 

количество циклов до разрушения Nb по величине модуля упругости E0 кости и 

реализующегося максимального напряжения σmax: 

 Nb = (σmax/0.0121E0)–12.38. (1) 

Считается, что формула (1) справедлива также для кортикальной костной тка-

ни человека и для количества циклов нагружения Nb > 1 000 000. 

Полученные результаты для губчатой и кортикальной костной ткани пред-

ставлены в табл. 8; также представлены данные для губчатой костной ткани  

с плотностью 0.215 г/см3 и модулем упругости 44.75 МПа, встречающейся в по-

звонках человека по данным работы [23]. 

Т а б л и ц а  8  

Параметры оценки долговечности костных тканей 

Тип костной ткани E0, МПа σmax, МПа Nb Kb, лет 

Здоровая губчатая костная ткань 318.4 0.288 8.7E+13 8.0E+6 лет 

Губчатая костная ткань 44.75 0.0944 2.4 E+9 225 лет 

Остеопорозная губчатая  

костная ткань 
1.66 0.0158 19.5 

меньше  

1 мин 

Кортикальная костная ткань 14 597.8 33.4 9.0E+8 82 года 
 

Представленные в табл. 8 результаты по оценке долговечности костных тка-

ней тел позвонков сегмента позволяют сделать вывод, что установка рассматри-

ваемых эндопротезов в межпозвоночное пространство позвонков с модулем 

упругости костной ткани выше 44 МПа, по видимому, не вызовет усталостное 

разрушение костных тканей в течение всей жизни человека в отличие от костной 

ткани поздней стадии остеопороза.   

На основании экспериментальных данных по усталостному разрушению эндо-

протезов из никелида титана с пористостью 64%, модулем упругости 2 930 МПа 

при сжатии [24] была получена аппроксимирующая функция, описывающая за-

висимость количества циклов до разрушения Nimp от отношения максимального 

напряжения σmax к пределу текучести материала σy: 

 Nimp = exp(–9.1278768·(σmax/σy))·449572121. (2) 

Для расчета количества циклов до разрушения Nimp рассматриваемых протезов 

межпозвоночного диска при циклическом наклоне сегмента использовалось зна-

чение максимального напряжения по Мизесу, реализуемое в эндопротезах при 

установке их в сегмент с плотностью губчатой костной ткани позвонков 0.06 

г/см3 (см. табл. 5). Значения предела текучести эндопротезов определялись из 

диаграмм нагружения, представленных на рис. 2 в пересчете на единицы измере-

ния в мегапаскали. 

Полученные параметры оценки долговечности эндопротезов разных размеров 

представлены в табл. 9. 
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Т а б л и ц а  9  

Параметры оценки долговечности эндопротезов 

Размер эндопротеза σy, МПа σmax, МПа Nimp Kimp, лет 

D = 12 мм, H = 6 мм 298.05 1.66 427 320 747.47206 39.0 

D = 12 мм, H = 7 мм 278.7 1.78 424 112 352.58859 38.7 

D = 14 мм, H = 7 мм 94.76 1.51 388 713 912.34069 35.4 

D = 14 мм, H = 8 мм 122.6 1.7 396 123 897.20299 36.2 
 

Величины Kb (см. табл. 8) и Kimp (см. табл. 9) показывают, сколько лет до раз-

рушения выдержат костная ткань и эндопротез соответственно, они рассчитаны 

из условия, что человек в год совершает наклон головы вперед в среднем 

10 950 000 раз [25]. 

Представленные в табл. 9 результаты по оценке долговечности эндопротезов 

разных размеров позволяют сделать вывод, что продолжительность работы эндо-

протезов с размерами D = 12 мм, H = 6 мм и H = 7 мм составляет в среднем  

39 лет, с размерами D = 14 мм H = 7 мм и H = 8 мм – в среднем 36 лет. 
 

Заключение 
 

В работе проведены исследования долговечности в сегменте шейного отдела 

позвоночника цилиндрических эндопротезов межпозвоночного диска из никели-

да титана с пористостью 60–67% и разными размерами, полученных с помощью 

самораспространяющегося высокотемпературного синтеза. Результаты прове-

денного исследования показывают, что срок службы рассматриваемых эндопро-

тезов составляет не менее 35 лет. По истечении срока службы эндопротезов уста-

лостное разрушение может начаться преимущественно в наружных частях протеза, 

примыкающих к позвонкам сегмента. Установка пористых эндопротезов из ни-

келида титана в межпозвоночное пространство позвонков с модулем упругости 

костной ткани выше 44 МПа, по нашим оценкам, по-видимому, не повлечет за 

собой усталостное разрушение костных тканей позвонков сегмента в течение 

всей жизни человека в отличие от костной ткани поздней стадии остеопороза.   
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