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Аннотация. Исследуется специальный подкласс почти выпуклых в единичном 

круге функций, который задается через звездообразные функции порядка 1/2. Неко-

торые близкие подклассы активно изучались в ряде работ, опубликованных  

в последнее десятилетие. Для данного класса функций и его подклассов найдены 

точные теоремы искажения и радиусы выпуклости, рассмотрены частные случаи. 

Получены как новые результаты, так и обобщения ранее известных результатов. Для 

вывода основных результатов используются полученные в статье точные оценки 

аналитических функций, обобщающие ранее известные оценки. 
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Abstract. The article introduces and investigates a special subclass of close-to-convex 

functions in a unit disk which is defined in terms of starlike functions of the order 1/2. 

Functions of this class, as well as starlike functions of the order 1/2, may have omissions 

in the decomposition. 

Some close subclasses have been actively studied in the works of Gao C.-Y., Zhou S.-Q., 

Kowalczyk J., Les-Bomba E., Prajapat J.K., and other authors published in the last decade.  

The class of functions introduced in this paper is characterized by the fact that the range of 

values of the functional used is contained in the right half of the generalized Bernoulli 

lemniscate with a nodal point 0 and a given angle between the tangents at the nodal point, 

which allows us to consider many special cases. For example, a disk of arbitrary radius 

with a point 0 at the border, an angle with a vertex at point 0 of a given size, and others.  

For the introduced class of functions and its subclasses, exact distortion theorems and  

convexity radii are found, and extreme functions are given. Both new results and generaliza-

tions of previously known results are obtained.  

To solve the extreme problems under consideration, the article provides accurate estimates 

of the logarithmic derivative in the class of analytical functions, the codomain of values  

of which are contained in the right half of the generalized Bernoulli lemniscate. These 

estimates are given both for the case of a standard decomposition of a function in a series, 

and in the presence of omissions in the decomposition and summarize the well-known 

results of Goel R.M. and Shaffer D.B. 

Keywords: starlike functions, close-to-convex functions, distortion estimates, radii of  

convexity 
 

For citation: Maiyer, F.F., Tastanov, M.G., Utemissova, A.A. (2025) On a subclass of 

close-to-convex functions related to starlike functions of order 1/2. Vestnik Tomskogo 
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Введение 
 

Пусть n  – класс аналитических в круге { : 1}E z z=   функций φ( )z  с разло-

жением вида: 
1

1φ( ) 1 n n
n nz с z с z +

+= + + + , 1n  , z E , n  – класс функций 

 φ( ) nz   с положительной действительной частью Re φ( ) 0z  , z E , и n  – 

класс аналитических в E функций ( )f z  вида: 
1 2

1 2( ) n n
n nf z z a z a z+ +
+ += + + + , 

1n  , z E . Также положим, что 1 , 1 , 1 . Кроме того, через 

(γ)n  будем обозначать класс функций φ( ) nz  , удовлетворяющих условию 

argφ( ) γπ / 2z  , z E . Очевидно, что (1)n n=  и 1  =  – известный класс Ка-

ратеодори. 

Через S, оS , *S  и K будем обозначать соответственно классы однолистных, 

выпуклых, звездообразных и почти выпуклых функций ( )f z  . Кроме того, 

пусть 
*(α)S  – класс функций, звездообразных порядка α, т.е. удовлетворяющих 

условию 
( )

Re α
( )

zf z

f z

 
 

 
, 0 α 1  . Также пусть (γ)K  обозначает класс функций, 
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почти выпуклых порядка γ [1, 2]. При этом ( ) (γ)f z K  тогда и только тогда, когда 

существует функция 
*( )g z S  такая, что выполняется условие 

 
( ) π

arg   γ
( ) 2

zf z

g z


 ,  0 γ 1  ,  z E . (1) 

При этом 
о (0) (γ) (1)S K K K K=   = . 

В 2005 г. Ч.-И. Гао и Ш. Чжоу [3] ввели класс 

2
*( )

( ) :  Re 0, ( ) (1/ 2),
( ) ( )

S

z f z
K f z g z S z E

g z g z

   
=  −      −   

 

аналитических в E функций ( )f z , являющийся подклассом класса K. 

Позже Ж. Ковальчук и Е. Лес-Бомба [4] с помощью условия  

 
2 ( )

Re α
( ) ( )

z f z

g z g z

 
−   − 

, (2) 

где 0 α 1  , 
* 1 )( ) / 2(g z S , ввели подкласс )α(sK  функций ( )f z  . Оче-

видно, что (α) (0) .s s sK K K K =   

Обобщая условие (2), авторы [5] ввели класс tχ (α)  функций ( )f z   таких, 

что в круге E выполняется условие 

 
2 ( )

Re α
( ) ( )

tz f z

g z g tz

 
  

 

, (3) 

где 0 α 1  , [ 1,1] \{0}t −  и 
* 1 )( ) / 2(g z S . Легко заметить, что 1( )α α)χ (sK− =  

и 1(0)χ sK− = . Кроме того (см., напр.: [5]), χ (α) (α)t S SK K K S    . 

В работах [3, 4] установлены некоторые свойства функций соответственно 

классов SK  и (γ)SK . В [5] получены свойства (оценки коэффициентов, теоремы 

искажения и покрытия и радиус выпуклости) функций класса χ ( )αt , в том числе и 

обобщающие некоторые результаты предыдущих авторов. 

В статьях [6, 7] введен класс 0(φ )SK  с помощью расширения условия (2)  

в форме  

 
2

0

( )
φ ( )

( ) ( )

z f z
z

g z g z


−

−
, (4) 

где функция 0 φ ( )z   и является симметричной относительно действительной 

оси и выпуклой. Здесь в терминах 0φ ( )z  найдены оценки коэффициентов и тео-

ремы искажения, также рассмотрен частный случай 
( )

( )
1 1 2α

  α
1

S S

z
K K

z

+ − 
 

− 
, 

0 α 1.   

Развивая идеи статьи [5], введем класс 
,χ (α, γ)n m

t  аналитических в E функций 

( ),f z  удовлетворяющих условию 
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1/γ
2 ( ) 1 1

( ) ( ) 2α 2α

tz f z

g z g tz

 
−   

 
,  0 α 1  ,  γ [ 1,1] \{0} − ,  z E , (5) 

где [ 1,1] \{0}t − , *( ) (1/ 2)mg z S , причем будем обозначать 
1,1χ (α, γ) χ (α, γ)t t . 

В настоящей статье рассматриваются свойства функций классов ,χ (α, γ)n n
t , 

,1χ (α, γ)n
t , в частности получены точные теоремы искажения, а также радиус  

выпуклости. В частных случаях найдены новые результаты для подклассов класса 
,χ (α, γ)n n

t , полученные в виде ограничений на области значений функционала 

2 ( ) / ( ( ) ( ))tz f z g z g tz , в том числе и для случая (3). При конкретном выборе функ-

ции ( )g z  в классе 
,1χ (α, γ)n

t  вытекают теоремы искажения и радиусы выпуклости 

для новых классов функций, выпуклых в направлении мнимой оси и выпуклых  

в положительном направлении действительной оси. Получены как новые ориги-

нальные результаты, так и обобщения ранее известных результатов. 

 

1. Описание некоторых классов функций из  

 

Пусть ( ) nf z   и пусть 
,( ) χ (α, γ)n m

tf z  , т.е. выполняется условие (5). Обо-

значим 

( ) ( )
( )

g z g tz
G z

tz
= ,

 
 

где [ 1,1] \{0}t − . Нетрудно установить, что если ( ) mg z  , то и ( ) mG z  . 

Кроме того, из условия 
* 1 )( ) / 2(g z S  сразу вытекает (см. напр.: [5]), что 

*.( )G z S  

Поскольку в силу (5) 0( ) / ( ) φ ( )zf z G z z , где  

 
( )

γ

0

1
φ ( )

1 1 2α

z
z

z

 +
=   − − 

, (6) 

то  

0
   

( ) π
arg    max arg  φ ( )  γ

( ) 2z E

zf z
z

G z 


  ,  γ 1 ,  γ 0 ,  

*( )G z S ,  z E . 

То есть выполняется условие (1) со звездообразной функцией ( ) mG z  . По-

этому любая функция ( )f z  из 
,χ (α, γ)n m

t  является почти выпуклой порядка  γ , и 

( ),χ (α, γ) χ (α, γ) γn m
t t K K   .

  
При γ 1= −  получаем класс функций  

 

2
, , ( )

χ (α, -1) χ (α) ( )   Re  α, 0 α 1,
)

:  
( ) (

n m n m
t t n

tz f z
f z z E

g z g tz

  
 =      

  
, 

который при 1n m= =  ранее рассматривался в [5].  
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Также будут рассматриваться следующие подклассы класса 
,χ (α, γ)n m

t : 

2
, ( ) 1 1

χ (α,1) ( ) :  , 0 α 1,
( ) ( ) 2α 2α

n m
t n

tz f z
f z z E

g z g tz

  
=  −     
  

, 

2
, ( ) π

χ (0, γ) ( ) :  arg γ , 0 γ 1, 
( ) ( ) 2

n m
t n

tz f z
f z z E

g z g tz

  
=      
  

, 

2
, 1 ( )

χ ,1 ( ) :   1 1, 
2 ( ) ( )

n m
t n

tz f z
f z z E

g z g tz

   
=  −    

    

. 

 

2. Оценки в некоторых классах аналитических функций 

 

Будем говорить, что функция φ( )z  принадлежит классу (α, γ)n  тогда и только 

тогда, когда  φ( ) nz   и  

 ( )
1

γ
1 1

φ( )
2α 2α

z −  ,  0 α 1  ,  γ [ 1,1] \{0} − ,  z E . (7) 

Лемма 1. Если  φ( ) (α, γ)nz  , то 

 
( )

γ

0

1
φ( ) φ ( )

1 1 2α

z
z z

z

 +
=   − − 

. (8) 

Действительно, поскольку 

( )

1
( )

1 1 2α

z
w z

z

+
=

− −
 

есть отображение круга E на круг 1/ (2α) 1/ (2α)w−  , 0 α 1  , то условие (7) 

равносильно подчиненности ( )
1/γ

φ( ) ( )z w z , откуда следует (8).  

Легко заметить, что при α 0→  класс (α, γ)n  сводится к классу (γ)n . Кроме 

того, при любом α, 0 α 1  , в силу (7) выполняется условие ( )
1

γRe φ( ) 0z  , т.е. 

π
arg φ( )  γ

2
z  , z E . Поэтому при любом α, 0 α 1  , область значений φ( )E  

содержится внутри угла 
π

arg γ
2

w  . Следовательно,  

(α, γ) (0, γ) (γ) (0,1)n n n n n =  = . 

В случае, когда 0 α 1  , 0 γ 1  , условие (7) означает, что область значений 

φ( )E  содержится в области D, ограниченной правой половиной лемнискаты Бер-

нулли с узловой точкой 0w =  и углом между касательными в узловой точке, рав-

ным γπ. При 1 γ 0−    область значений ( )  φ E  содержится в области 1D , полу-

чаемой из D с помощью отображения ζ 1/  w= . 
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Лемма 2. Пусть функция 1  Φ( ) nz+   и удовлетворяет условию 

 
1

exp Φ( )
γ

z c c
 

−  
 

, 
1

2
c  , 0 γ 1  . (9) 

Тогда при z r= , 0 1r  , имеет место точная оценка 

 
1γ(2 1)

Φ ( )
( )1 ( 1)

n

n n

c nr
z

r c c r

−−
 

 − + −
 

, (10) 

которая достигается для функции 0Φ( ) Φ ( )nz z=  в точке 1 nz r= − , где 

0

(1 )
Φ ( ) γ ln

( 1)

c z
z

c c z

+
=

− −
. 

Лемма 2 установлена нами в [8]. 

Теорема 1. Пусть  φ( ) (α, γ)nz  . Тогда при z r= , 0 1r  , имеют место 

точные оценки 

 

γ γ
1 1

φ( )
1 (1 2α 1 (1 2α) )

n n

n n

r r
z

r r

   − +
       + − − −   

 при 0 γ 1  , (11) 

 

γ γ
1 (1 2α 1 (1 2α

φ( )
1

)

1

) n n

n n

r r
z

r r

− −
   − − + −

       + −   
 при 1 γ 0−   , (12) 

 
2 γ (1 αφ ( )

φ( ) (1 )(1 (1 2 )α

)

)

n

n n

nrz
z

z r r

−


− + −
 при 0 γ 1   (13) 

Экстремальная функция имеет вид: 0φ( ) φ ( )nz z= , где 0φ ( )z  определяется по 

формуле (6). 

Доказательство. В силу подчиненности (8) с учетом выпуклости функции 

0φ ( )z  и свойства ее симметрии 0 0φ ) ( )φ(z z=  относительно действительной оси, 

при любом r, 0 1r  , имеем 0φ( ) φ ( )nz r z r   . Поэтому при 0 γ 1   с уче-

том того, что 0φ (0) 0  , получаем неравенство 0 0φ ( ) φ( ) φ ( )n nr z r−   , откуда 

вытекает оценка (11). Оценка (12) получается аналогично с учетом того, что при 

1 γ 0−    выполняется условие 0φ (0) 0  . 

Рассмотрим функции Φ( ) lnφ( )z z= , 0 0 Φ ( ) lnφ ( )z z= . Поскольку 0Φ( ) Φ ( )z z , 

то условие (9) можно переписать в виде (7), причем γ [ 1,1] \{0} − . Поэтому при 

0 γ 1   оценка (13) сразу вытекает из оценки (10). 

В случае, когда 1 γ 0−   , функция ψ( ) 1/ φ( )z z=  удовлетворяет условию (7) 

( )
1/γ

ψ( ) 1/ (2α) 1/ (2α)z −   с параметром γ (0,1] . Кроме того, ψ ( ) / ψ( )z z z =  

φ ( ) / φ( )z z z= − . Поэтому оценка (13) остается справедливой и в этом случае. 

Нетрудно установить, что для экстремальной функции 0φ( ) φ ( )nz z= , где 0φ ( )z  

определяется по формуле (6), в оценке (11) знаки равенства слева и справа 
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достигаются соответственно в точках 1 nz r= −  и z r= , в оценке (12) – соответ-

ственно в точках z r=  и 1 nz r= − . 

Кроме того, при 0 γ 1   

( )
0

0

)φ ( ) 2γ(1 α

φ ( ) (1 1 (1) )2α

n

n n

z nz
z

z z z

 −
=

+ − −
, 

и в точке 1 nz r= −  

( )
0

0

)φ ( ) 2γ(1 α

φ ( ) (1 1 (1 )α) 2

n

n n

z nr
z

z r r

 −
= −

− + −
. 

При 1 γ 0−    для экстремальной функции  

γ

0

)1 (1 2α
φ ( )

1

z
z

z

−
− − 

=  
+ 

 

находим 

( )
0

0

)φ ( ) 2γ(1 α

φ ( ) (1 1 (1) )2α

n

n n

z nz
z

z z z

 −
=

+ − −
. 

Поэтому в точке 1 nz r= −  

( ) ( )
0

0

2 γ (1 αφ ( ) 2γ(1 α

φ ( ) (1 1 (1

))

) ) ) )2α (1 1 (1 2α

nn

n n n n

nrz nr
z

z r r r r

− −
= − =

− + − − + −
. 

Следовательно, для всех γ [ 1,1] \{0} −  в оценке (13) достигается знак равенства,  

и поэтому оценку (13) улучшить нельзя. 

Примечание. При γ 1= , 1n   оценки (11), (13) получены в статье [9. Теор. 1, 

7], а при γ 1n= =  – в статьях [10. Лемма 2.1] и [11. Следствие 3]. 

Кроме того, при γ 1n= =  случаи α 0→  ( Re φ( ) 0z  ) и α 1/ 2 =  ( φ( ) 1 1z −  ) 

условия (7) приводят к оценкам  

( ) 2

φ ( ) 2
 

φ 1

z

z r




−
 и 

( )

φ ( ) 1

φ 1

z

z r




−
, 

полученным Т.Х. МакГрегором [12, 13], а для произвольного 1n   в классе функ-

ций, заданном условием Re φ( ) 0z  , – к оценке из [14]  

( ) ( ) 2φ / φ 2 / (1 )n nz z z nr r  − . 

При γ α 1/ 2 = =  условие (7) равносильно подчиненности 0φ( ) φ ( ) 1z z z= + . 

Поэтому из теоремы 1 получаем оценки 

1 φ( ) 1n nr z r−   + ,   
φ ( )

  
φ( ) 2 )(1

n

n

z nr
z

z r




−
, 

которые при 1n =  получены в [15]. 

При γ 1= −  получаем класс  (α, 1) φ( ) : Re  φ( ) α, 0 α 1, n nz z z E− =      , 

которому соответствуют оценки 
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1 (1 2α) 1 (1 2α)
φ( )

1 1

n n

n n

r r
z

r r

− − + −
 

+ −
, 

( ) ( )
φ ( ) 2(1 α)

φ (1 1 (1 α)) 2

n

n n

z nr
z

z r r

 −


− + −
, 

полученные ранее в [9. Теор. 7; 16. Лемма 2], а при γ 1= − , α 0=  – в [14] для класса 

функций с положительной действительной частью. 

При γ 1= − , 1n = , 0 α 1   получаем оценки из [17. Теор. 3]. 

Также отметим, что при α 0→ , 0 γ 1   класс (α, γ)n  сводится к классу 

(γ)n , и мы получаем точные оценки для класса (γ)n : 

γ γ
1 1

φ( )
1 1

n n

n n

r r
z

r r

   − +
       + −   

,   
( ) 2

φ ( ) 2γ
 

φ 1

n

n

z nr
z

z r




−
. 

 

3. Теорема искажения в классе 
, ( , )χ α γ

n n
t  

 

Теорема 2. Пусть 
,( ) χ (α, γ)n n

tf z  . Тогда при z r= , 0 1r  , имеют место 

точные оценки 

 

γ γ

2/ 2/

1 1 1 1
( )

1 (1 2α) (1 ) 1 (1 2 )α) (1

n n

n n n n n n

r r
f z

r r r r

   − +
       + − + − − −   

, (14) 

при 0 γ 1  , 

 

γ γ

2/ 2/

1 (1 2α) 1 1 (1 2α) 1
( )

1 (1 1 (1) )

n n

n n n n n n

r r
f z

r r r r

− −
   − − + −

       + + − −   
 (15) 

при 1 γ 0−   . 

Доказательство. Пусть 0 γ 1  . В силу условия (5) с учетом обозначения 

( ) ( ) ( ) / ( )G z g z g tz tz=  на основе оценки (11) получаем 

( )

γγ
1 ( ) 1

( )1 (1 2α) 1 1 2α

n n

n n

r zf z r

G zr r

   − +
       + − − −   

. 

 

Отсюда 

 
( )

γγ
( ) 1 ( ) 1

( )
1 (1 2α) 1 1

.
2α

n n

n n

G z r G z r
f z

z zr r

  − +
       + − − −   

 (16) 

Поскольку *( ) nG z S , то при z r= , 0 1r  , имеет место следующая 

оценка (см. напр.: [18. Теор. 3]: 

2/ 2/
( )  

(1 ) )(1n n n n

r r
G z

r r
 

+ −
. 

Комбинируя данную оценку с оценкой (16), получим (14). 
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В случае 1 γ 0−    доказательство оценки (15) проводится аналогичным обра-

зом с использованием оценки (12). 

Для доказательства точности оценки (14) рассмотрим экстремальную функцию 

 

γ

0 2/
0

1
( )

1 (1 2α) )(1

z n

n n n

t dt
f z

t t

 +
=   − − − 
 . (17) 

Для нее имеем 
γ

0 2/

1 1
( )

1 (1 2α () )1

n

n n n

z
f z

z z

 +
 =   − − − 

. 

Поэтому в точках 1 nz r= −  и z r=  в оценке (14) соответственно слева и справа 

достигается знак равенства. 

Аналогично при 1 γ 0−    для функции 

γ

1 2/
0

1 (1 2α
( )

1 ( )1

)
z n

n n n

r dt
f z

r t

−
 + −

=   − − 
  

с учетом того, что γ (0;1]−  , получим, что знак равенства в оценке (15) слева и 

справа достигается соответственно в точках 1 nz r= −  и z r= . 

Теорема доказана. 

 

4. Радиус выпуклости класса 
, ( , )χ α γ

n n
t  

 

Теорема 3. Радиус выпуклости 0r  класса 
,χ (α, γ)n n

t  определяется как един-

ственный на интервале (0; 1) корень уравнения ( , , , ) 0r n   = , где 

3 2τ( ,α, γ, ) (1 2α) 1 4α 2 γ (1 α) 1 2α 2 γ (1 α) 1n n nr n r n r n r= − −  − + −  −  + + −  +    . 

При 0 1    радиус выпуклости является точным и достигается для функ-

ции (17). 

Доказательство. Если ( ) ,χ (α, γ)n n
tf z  , то существует функция 

*( /) (1 2)ng z S  такая, что функция ( ) ( ) ( ) / ( )G z g z g tz tz=  является звездооб-

разной в круге Е. Поэтому, обозначив  
2 ( ) ( )

φ( ) (α, γ)
( ) ( ) ( )

n

tz f z zf z
z

g z g tz G z

 
= =  , 

имеем ( ) ( )φ( )zf z G z z = . Отсюда 

( ) ( ) φ ( )
1

( ) ( ) φ( )

f z G z z
z z z

f z G z z

  
+ = +


, 

и при z r= , 0 1r  ,

 
 

( ) ( ) φ ( )
Re 1 min Re max

( ) ( ) φ( )z r z r

f z G z z
z z z

f z G z z 

     
+  −   

   
. (18) 



Математика / Mathematics 

14 

Поскольку *( ) nG z S , то 
( ) 1

( ) 1

G z z
z

G z z

 +

−
, откуда при z r= , 0 1r  , сразу 

вытекает оценка 

( ) 1
Re

( ) 1

n

n

G z r
z

G z r

  −
 

+ 
. 

Поэтому с учетом этой оценки и оценки (13) получаем 

2

2 γ (1 α( ) 1 τ( ,α, γ, )
Re 1

( ) 1 (1 1 (1 2α (1 1 (1 2α

)

)( ) ) )( ) )

nn

n n n n n

nrf z r r n
z

f z r r r r r

−  −
+  − = 

 + − + − − + − 
. 

Если 0r  является наименьшим на интервале (0; 1) корнем уравнения 

τ( ,α, γ, ) 0r n = , то 
( )

Re 1 0
( )

f z
z

f z

 
+  

 
 при 0z r  и функция ( )f z  является выпук-

лой в круге 0z r . 

Покажем, что уравнение τ( ,α, γ, ) 0r n =  на (0; 1) имеет единственный корень 0r . 

Действительно, нетрудно установить, что функция 1

1
( )

1

n

n

r
m r

r

−
=

+
 монотонно убы-

вает на [0; 1] от 1(0) 1m =  до 1(1) 0m = , а функция 2

2 γ (1 α
( )

(1

)

)(1 (1 2α) )

n

n n

nr
m r

r r

−
=

− + −
 

монотонно возрастает на [0; 1) от 2 (0) 0m =  до 2 (1)m = + . Поэтому выражение 

1 2 2 )(

τ( ,α, γ, )
( ) ( )

(1 1 (1 2α) )n n

r n
m r m r

r r
− =

− + −
 

имеет единственный нуль 0r  на (0; 1), а значит, и уравнение τ( ,α, γ, ) 0r n =  на (0; 1) 

имеет единственный корень 0r . 

Докажем, что при 0 γ 1   радиус выпуклости является точным. Для этого рас-

смотрим экстремальную функцию (17), для которой  

( ) 1 2γ )

)( )

(1 α
1  

( ) 1 (1 1 (1 2α )

n n

n n n

f z z nz
z

f z z z z

 + −
+ = +

 − + − −
. 

Поэтому в точке 1 nz r= −  имеем 

0

0 0 0

2
0 0 0 0 01

)

)(

1 2γ(1 α τ( ,α, γ, )( )
1 Re  0

( ) 1 (1 1 (1 2α () ) )1 1 (1 2( )α )n

n n

n n n n n
z r

r nr r nf z
z

f z r r r r r= −

 − −
+ = − = =

 + − + − − + −
. 

Следовательно, при 0 γ 1   радиус выпуклости улучшить нельзя. 

 

5. Некоторые следствия 
 

Следствие 1 ( γ 1= − ). Если ,( ) χ (α)n n
tf z  , т.е. 

2 ( )
Re  α

( ) ( )

tz f z

g z g tz


 , 0 α 1  , то 

при z r= , 0 1r  , имеет место точная оценка 
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1 2/ 1 2/

1 (1 2α 1 (1 2α
( )

(1 (1

) )

) )

n n

n n n n

r r
f z

r r+ +

− − + −
 

+ −
 (19) 

и функция ( )f z  является выпуклой в круге 0z r , где 0r  – единственный на ин-

тервале (0; 1) корень уравнения 

 ( ) ( )3 2(1 2α 1 4α 2) )(1 α 1 2α 2(1 α 1 0)n n nr n r n r− − − + − − + + − + = . (20) 

При 1n =  оценка (19) дает результат, полученный в [5. Теор. 13]. 

Следствие 2 (α 0→ , 0 γ 1  ). Если 
,( ) χ (0, γ)n n

tf z  , т.е. 
2 ( ) π

arg γ
( ) ( ) 2

tz f z

g z g tz


 , 

0 γ 1  , то при z r= , 0 1r  , имеет место точная оценка 

 
γ γ

γ 2/ γ 2/

(1 (1
( )

(1 (1

) )

) )

n n

n n n n

r r
f z

r r+ +

− +
 

+ −
 (21) 

и точный радиус выпуклости 0r  класса 
,χ (0, γ)n n

t  определяется по формуле 

 ( )
1/

2
0 1 γ (1 γ ) 1

n

r n n= + − + − . (22) 

Доказательство. Оценка (21) сразу вытекает из оценки (14) при α 0→ .  

Уравнение τ( ,α, γ, ) 0r n =  теоремы 3 при α 0→  преобразуется к виду: 

3 2(1 2γ ) (1 2γ ) 1 0n n nr n r n r− + − + + =  или 
2( 1)( 2(1 γ ) 1) 0n n nr r n r+ − + + = , откуда 

находим радиус выпуклости (22). 

Следствие 3 ( γ 1= ). Если 
,( ) χ (α,1)n n

tf z  , т.е. 
2 ( ) 1 1

( ) ( ) 2α 2α

tz f z

g z g tz


−  , 0 1,α   

то при z r= , 0 1r  , имеет место точная оценка 

 
2/ 2/

1 1 1 1
( )

1 (1 2α (1 1) ) ) )(1 2α (1

n n

n n n n n n

r r
f z

r r r r

− +
 

+ − + − − −
 (23) 

и точный радиус выпуклости 0r  класса 
,χ (α,1)n n

t  определяется как единственный 

на интервале (0; 1) корень уравнения (20). 

Если в следствии 1 или в следствии 3 α 0→ , то получается класс 
,χ (0)n n

t , для 

которого 

 
1 2/ 1 2/

1 1
( ) .

(1 () 1 )

n n

n n n n

r r
f z

r r+ +

− +
 

− −
 (24) 

Кроме того, уравнение (20) преобразуется к виду: 
3 2(1 2 ) (1 2 ) 1 0n n nr n r n r− + − + + = , 

откуда точный радиус выпуклости определяется по формуле 

( )
1/

2
0 1 (1 ) 1

n

r n n= + − + − . 

В частности, при 1n =  получаем радиус выпуклости 0 2 3r = −  класса ( )χ 0t , 

полученный в [5. Теор. 14]. 
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При α 1/ 2=  с учетом того, что уравнение (20) приобретает вид: 
2(1 ) (2 ) 1 0n nn r n r− − + + = , из следствия 3 получаем 

Следствие 4 ( γ 1= , α 1/ 2= ). Если 
,( ) χ (1/2,1)n n

tf z  , т.е. 
2 ( )

1 1
( ) ( )

tz f z

g z g tz


−  , то 

при z r= , 0 1r  , имеет место точная оценка 

 
2/ 2/

1 1
(

( ) )
)

1 (1

n n

n n n n

r r
f z

r r

− +
 

+ −
 (25) 

и точный радиус выпуклости 0r  класса 
,χ (1/2,1)n n

t  определяется по формуле 

 
1/

0

1/ 3,                                 1, 

2 (8 )
,    1

2(1 )

.
n

n

r n n n
n

n

=


=   + − +
  − 

 (26) 

Заметим, что условия из следствий 2–4 применительно к классу χ t , а также 

случай, когда ( ) nf z   с 1n   ранее в публикациях не использовались. 

 

6. Случай, когда ( )f z , и его связь с функциями,  

выпуклыми в направлении 
 

Теорема 4. Пусть 
1,( ) χ (α, γ)n
tf z  . Тогда при z r= , 0 1r  , имеют место 

точные оценки: 

 

γ γ

2/ 2/

1 1 1 1
(

) )
)

1 (1 2α 1 (1 2α(1 ) (1 )n n n n

r r
f z

r rr r

   − +
    

+ − − −+ −   
 (27) 

при 0 γ 1  , 

 

γ γ

2/ 2/

1 (1 2α 1 1 (1 2α 1
( )

1

) )

1 (1) )(1 n n n n

r r
f z

r rr r

− −
− − + −   

    
+ −+ −   

 (28) 

при 1 γ 0−    и функция ( )f z  является выпуклой в круге 0z r  где 0r  – един-

ственный на интервале (0; 1) корень уравнения 

 
( )

2 γ ( )

) )

1 α1
0

(1 1 (1 2α1

n

n

rr

r rr

−−
− =

− + −+
. (29) 

При 0 γ 1   радиус выпуклости является точным и достигается для функции 

γ

2 2/
0

)

1
( )

1 (1 2α ( )1

z

n n

t dt
f z

t t

 +
=  

− − − 
 . 

Доказательство теоремы 4 полностью аналогично доказательству теорем 2, 3, 

только оценки (11)–(13) применяются при 1n = . Поэтому проверим лишь точ-

ность оценок (27)–(28) и радиуса выпуклости. 

Точность правой оценки (27) устанавливается рассмотрением экстремальной 

функции 
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γ

0 2/
0

)

1
( )

1 (1 2α ( )1

z

n n

t dt
f z

t t

 +
=  

− − − 
 , 

удовлетворяющей условиям теоремы 4 при 0 γ 1  , для которой знак равенства в 

правой оценке (27) достигается в точке z r=  при любом nN . 

Для доказательства точности левой оценки (27) рассмотрим следующие случаи. 

Пусть n – нечетное. Тогда для функции ( )0f z  в точке z r= −  получаем  

γ

0 2/

1 1
( )

1 (1 2α) )(1 n n

r
f z

r r

 −
 =  

+ − + 
, 

что доказывает точность левой оценки (27) в этом случае. 

Если n  – четное, то рассмотрим два случая. 

1) ( )2, 6,1  0,  , 2 2 1 , n k=  −  , kN . Тогда 1ni = − , и для z ir=  получаем, что 

 iz r= −  и 
n nz r= − . Поэтому для функции  

γ

1 2/
0

) )

1
( )

1 (1 2α (1

z

n n

it dt
f z

it t

 +
=  

− − − 
  

в точке z ir=  находим 
γ γ

1 2/ 2/

 

1 1 1 1
( )

1 (1 2α 1 (1 2α(1 ( )1) ))n n n n

z ir

iz r
f z

iz rz r
=

   + −
 = =   

− − + −− +   
, 

то есть левую оценку (27) в этом случае также улучшить нельзя. 

2) 4, 8,1  2,  , 4 , n k=   , kN . Рассмотрим функцию 

γ

2 2/
0

) )

1 ε
( )

1 (1 2α ε (1

z

n n

t dt
f z

t t

 +
=  

− − − 
 , 

где 

2

ε

n

ni

−

= . В этом случае 1ni = , 

2

1ε

n

ni

+

−− = , ( )1ε 1
n

−− = − , и для 1εz r−= −  имеем 

εz r= −  и 
n nz r= − . Поэтому в точке 1εz r−= −  получаем 

( )
1

2 2/ 2/

ε  

1 ε 1 1 1

1 (1 2α ε 1 (1 2α(1 1) ()) )n n n n

z r

z r
f z

z rz r

 

−=−

   + −
 = =   

− − + −− +   
, 

что доказывает точность левой оценки (27) и в этом случае. 

В случае, когда 1 γ 0−   , с учетом того, что   γ (0;1]−  , точность оценки (28) 

обосновывается аналогичным образом. 

Правая оценка (28) достигается для функции  
γ

3 2/
0

1 (1 )2α
( )

)1 (1

z

n n

t dt
f z

t t

−
+ − 

=  
− − 

  

в точке z r=  при любом nN , левая оценка (28) достигается для функции ( )3f z  

в точке z r= −  при любом нечетном nN . Если же n четное, то, рассматривая два 

случая, когда ( )2 2 1n k= − , ,k N  и 4n k= , ,k N  и функции 
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γ

4 2/
0

1 (1 2α
( )

1 (1

)

)

z

n n

it dt
f z

it t

+ − 
=  

− − 
 , 

γ

5 2/
0

1 (1 2α ε
   ( )

1 ε (1

)

)

z

n n

t dt
f z

t t

+ − 
=  

− − 
 , 

нетрудно доказать, что равенства слева в оценке (28) достигаются соответственно 

в точке z ir=  для функции 4 ( )f z  и в точке 1εz r−= −  для функции 5 ( )f z . 

Покажем теперь, что при 0 γ 1   радиус выпуклости 0r  является точным. 

Если n – нечетное, то для функции 

( )
γ

1,
0 2/

0

1
( ) χ α, γ

1 (1 2α) )(1

z
n

tn n

t dt
f z

t t

 +
=  

− − − 
  

в точке z r= − , где 0r r= , в условии выпуклости достигается знак равенства. Дей-

ствительно,  

( )( ) ( )( )
0

0

( ) 1 2γ(1 α 1 2γ(1 α
1 0

( ) 1 1 (

) )

)1 2α 1 1 (1 2α1 1 )

n n

n n
z r z r

f z z z r r
z

f z z z r rz r
=− =−

 + − − −
+ = + = − =

 + − − − + −− +
. 

Если n – четное и ( )2 2 1n k= − , ,k N  то 1ni = −  и для z ir=  получаем, что 

n nz r= − , iz r= − . Поэтому для функции  
γ

1,
1 2/

0
)

1
( ) χ (α, γ)

1 (1 2α (1 )

z
n

tn n

it dt
f z

it t

 +
=  

− − − 
  

в точке z ir= , где 0r r= , имеем 

( )

( )

1

1

( ) 1 2γ(1 α
1

( ) (1 ) 1 (1 2α1

1 2γ(1 α
0.

(1 ) 1 (1 2

)

)

)

)α1

n

n
z ir z ir

n

n

f z z iz
z

f z iz izz

r r

r rr

= =

  + −
+ = + =   + − −− 

− −
= − =

− + −+

 

Если же 4n k= , kN , то 1ni =  и, если обозначить 

2

ε

n

ni

+

= , то для εz r= −  

находим 
n nz r= − , 1ε z r− = − . Следовательно, для функции 

γ
1

1,
2 1 2/

0

1 ε
( ) χ (α, γ)

1 (1 2α) )(1

z
n

tn n

t dt
f z

t t

−

−

 +
=   − − − 
  

в точке εz r= − , где 0r r= , находим 

( )

( )

1
2

1 1
2 ε  

ε  

( ) 1 2γ(1 α ε
1

( ) 1 (1 ε ) 1 (1 2α ε

1 2γ(1 α
0.

(1 ) 1 (1 2α1

)

)

)

)

n

n
z r

z r

n

n

f z z z
z

f z z z z

r r

r rr

−

− −
=−

=−

 
 + − + = + =

  − + − −
 

− −
= − =

− + −+

 

Поэтому в круге 0z r  при 0r r  условие выпуклости будет нарушаться. То есть 

радиус выпуклости увеличить нельзя. 

Теорема 4 доказана. 
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Если в теореме 4 в качестве ( )g z  взять функцию  

*

1/
( ) (1/ 2)

1 )(
nn n

z
g z S

z
= 

−
, 

то при 1t =  получаем, что 

*

2/

( ) ( )
( )

(1 )
nn n

g z g tz z
G z S

tz z
= = 

−
, 

и условие (5) приобретает вид: 

 ( )
1/γ

2/ 1 1
(1 ( )

2α 2α
)n nz f z− −  ,  0 α 1  ,  [ 1,1] \{0}t − ,  z E . (30) 

Поэтому при 1n =  и 2n =  получаем соответственно следующие следствия. 

Следствие 5. Пусть функция ( )f z   удовлетворяет условию 

 ( )
1/γ

2(1 ) ( ) 1/ (2α) 1/ (2α)z f z− −  , 0 α 1  , γ [ 1,1] \{0} − , z E . (31) 

Тогда при z r= , 0 1r  , имеют место точные оценки 

 

γ γ

2 2

1 1 1 1
( )

1 (1 2α 1 (1 2α(1 ) )) (1)

r r
f z

r rr r

   − +
    

+ − − −+ −   
 при 0 γ 1  , (32) 

 

γ γ

2 2

1 (1 2α 1 1 (1 2α 1
( )

1 1(1 ) (1

) )

)

r r
f z

r rr r

− −
− − + −   

    
+ −+ −   

 при 1 γ 0−    (33) 

и функция   ( )f z  является выпуклой в круге 0z r , где 0r  – единственный на ин-

тервале (0; 1) корень уравнения 

 
( )

2 γ (1 α1
0

1 (1 ) 1 (1 2 )α

)rr

r r r

−−
− =

+ − + −
. (34) 

При 0 γ 1   радиус выпуклости является точным и достигается для функ-

ции (17) при 1n = . 

Следствие 6. Пусть функция ( )f z   удовлетворяет условию 

 ( )
1/

2(1 ) ( ) 1/ (2α) 1/ (2α)z f z


− −  , 0 α 1  , γ [ 1,1] \{0} − , z E . (35) 

Тогда при z r= , 0 1r  , имеют место точные оценки 

 

γ γ

2 2

1 1 1 1
( )

1 (1 2α 1 (1 2α1) 1)

r r
f z

r rr r

   − +
    

+ − − −+ −   
 при 0 γ 1  , (36) 

 

γ γ

2 2

1 (1 2α 1 1 (1 2α 1
( )

1

)

1 1

)

1

r r
f z

r rr r

− −
− − + −   

    
+ −+ −   

 при 1 γ 0−    (37) 

и функция   ( )f z  является выпуклой в круге 0z r , где 0r  – единственный на ин-

тервал (0; 1) корень уравнения 

 
( )

2

2

2 γ (1 α1
0

(1 ) 1 ( 2

)

1 α1 )

rr

r rr

−−
− =

− + −+
. (38) 
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При 0 γ 1   радиус выпуклости является точным и достигается для функции 

γ

5 2
0

1
( )

1 (1 2α 1)

z
t dt

f z
t t

 +
=  

− − − 
 . 

Нетрудно установить, что при 0 α 1  , 0 γ 1   классы функций, заданные 

условиями (31) и (35), являются подклассами классов функций, выпуклых  

в направлении мнимой оси [19] и выпуклых в положительном направлении дей-

ствительной оси [20], заданных соответственно условиями 

 
2Re [(1 ) ( )] 0z f z−   и 

2Re [(1 ) ( )] 0z f z−  . (39) 

Условия (39) получаются из условий (31) и (35) при α 0→  и γ 1= . В силу этого 

следствия 5, 6 являются обобщениями теорем искажения и радиусов выпуклости, 

найденных в [19, 20]. Кроме того, при α 0→ , 0 γ 1   получаются соответствую-

щие результаты из [8. Следствия 1–3, теор. 3 при λ 1= ; 21. Теор. 1, 2]. 

 

Заключение 

 

В статье найдены теоремы искажения и радиусы выпуклости классов 
,χ (α, γ)n n

t  

и 
,1χ (α, γ)n

t  аналитических в единичном круге функций ( )f z , удовлетворяющих 

условию (5). Остается неисследованным вопрос об оценках коэффициентов функ-

ций данных классов, что мы считаем перспективной задачей. Интересно также 

было бы исследовать связь этих классов с почти звездообразными функциями, 

например заданными условием  
1/γ

2/ ( ) 1 1
(1

α
)

2 2α

n n F z
z

z

 
− −  

 
, 0 α 1  , [ 1,1] \{0}t − , z E  

(при 1n =  или при 2n = , γ 1= , α 0→ ; см., напр.: [22–24]), и получить новые 

свойства почти звездообразных функций. 

Также перспективным является применение полученных в настоящей статье 

оценок аналитических функций для решения экстремальных задач в различных 

подклассах однолистных функций. 

Авторы статьи выражают искреннюю благодарность рецензентам за тща-

тельный анализ представленных материалов и рекомендации, выполнение кото-

рых, несомненно, послужило повышению качества статьи. 
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Управляющая функция уравнения Левнера,  

генерирующая разрез, выходящий из нулевого угла 
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Аннотация. Строится семейство отображений ( ),f f z=  ,  00,  . При фикси-

рованном τ отображение f переводит полуплоскость на полосу с разрезом (длина 

разреза зависит от параметра τ) вдоль луча γ, уходящего на бесконечность. Разрез 

образует нулевые углы с границей полосы. Получено разложение управляющей 

функции λ(τ) уравнения Лёвнера в точке τ = 0, τ > 0, генерирующей такое семейство 

областей. Сформулирована гипотеза о поведении управляющей функции, генериру-

ющей разрез, выходящий из нулевого угла некоторой односвязной области вдоль 

дуги окружности. Гипотеза проверена на одном частном случае. 

Ключевые слова: дифференциальное уравнение Левнера, конформное отображение, 
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Abstract. It is well known that if the driving function λ of the Loewner equation generates 

a quasislit not tangential to the boundary, then λ is Hӧlder continuous with an exponent 1/2. For 



Кармуши М., Колесников И.А., Лобода Ю.А. Управляющая функция уравнения Левнера 

25 

a tangential slit, the behavior of the driving function is more complicated. It is known that 

for a tangential slit in the half-plane emanating from the real axis along a circular arc the 

driving function λ is Hӧlder continuous with an exponent 1/ 3 . The paper constructs  

a family of mappings ( ),f f z=  ,  00,  . For a fixed τ, the mapping f takes the half-

plane onto a strip with a slit (the length of the slit depends on τ) along a ray, emanating 

from infinity. The slit forms two zero angles with the strip’s boundary. The expansion 

of the driving function λ(τ) at the point τ = 0, τ > 0, is obtained, which generates  

such family of domains. A mapping of the half-plane onto a half-strip with slit emanating 

from infinity is constructed under the assumption that the driving function has the  

same form as for the strip. The following conjecture is proposed: if λ generates in  

a simply connected domain D a slit along a circular arc starting from a corner of the 

domain D with a zero interior angle, then the function λ expands into the series 

( ) 2

1

.
k

k

k



=

  =    

Keywords: the Loewner differential equation, conformal mapping, the Schwarz–Christof-

fel integral, accessory parameters 
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Введение 
 

Пусть ( ) =   ,  00,  , – простая кривая. Кривая ( )   при ( 00,   нахо-

дится в верхней полуплоскости  : Im 0w w+ =   , ( )0  . Согласно тео-

реме Римана, для фиксированного τ существует конформное отображение 

( ),z g w=  , переводящее область  0\ 0,+    на верхнюю полуплоскость +   

z-плоскости, имеющее на бесконечности разложение  

 ( )
( )

2

1
,

c
g w w O

w w

  
 = + +  

 
. (1) 

Здесь ( )c   – возрастающая функция. Можно выбрать такую параметризацию кри-

вой γ, при которой ( )c  =  . Такую параметризацию называют стандартной. 

Конформное отображение g, нормированное условием (1) с ( )c  =  , удовле-

творяет уравнению Левнера 

 
( )

( ) ( )

, 1g w

g w

 
=

 −  
 (2) 

с начальным условием ( ),0g w w= . Здесь ( )   – образ точки ( )   при отображе-

нии g. Функция ( )   непрерывная и вещественнозначная. 
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Обратное отображение ( ) ( )1, ,f z g z− =   переводит полуплоскость +  на 

 0\ 0,+    и удовлетворяет дифференциальному уравнению 

 
( )

( )

( ), ,1
0

f z f z

z z

   
+ =

 −  
 (3) 

с начальным условием ( ),0f z z= . 

Уравнения (2) и (3) имеют место, если вместо  0\ 0,+    взять односвязную 

область D с исключенной кривой γ. Действительно, пусть семейство отображений 

( ),f f z=   при фиксированном τ переводит полуплоскость 
+  на семейство од-

носвязных областей ( ) ( )\D  =   , где γ – простая кривая, начинающаяся на 

границе D . Семейство f нормировано таким образом, что композиция 

( ) ( )( )1, , ,0z f f z−  =   раскладывается на бесконечности в ряд 

( )
( )2

2
,

c
z z

z z

  = − + +  Тогда отображение ω удовлетворяет уравнению (3), 

но из правила дифференцирования композиции следует, что f также удовлетворяет 

уравнению (3). 

С другой стороны, уравнение Левнера (2) имеет решение для всякой непрерыв-

ной вещественнозначной функции ( )  . Функция ( )   называется управляющей 

функцией уравнения Левнера. Это решение ( ),g g w=   порождает семейство вло-

женных областей ( )  . Известно, что для непрерывной функции ( )   семейство 

( )   не всегда представляет собой плоскость с разрезом.  

Уравнения (2) и (3) называются хордовыми уравнениями Левнера (уравнениями 

Левнера для полуплоскости). К. Левнер основал параметрический метод, введя ра-

диальное уравнение (для единичного круга) [1]. Классическая теория Левнера опи-

сана, например, в [2, 3]. В последнее время возрос интерес к исследованию взаимо-

связи между геометрией разреза γ и поведением управляющей функции ( )  .  

В работе [4] для радиального уравнения Левнера и в [5] для хордового показано, 

что если γ – квазиразрез, не касательный к границе, то управляющая функция ( )   

удовлетворяет условию Гёльдера ( ) ( )
1

2С  −   − ,    0, 0,   , с показа-

телем 1/2. Напротив, если управляющая функция ( )   непрерывна по Гёльдеру с по-

казателем 1/2 и C < 4, то γ – квазиразрез, подходящий к границе не по касательной. 

Для касательного разреза поведение управляющей функции отличается. Так, 

например, дуга окружности  

( ) ( ) ( ):
2 2

is
w i e s

   
  = = + −    

 
, ( )0

2
s


= − , 

образующая нулевой угол с положительной частью вещественной оси и угол π с от-

рицательной частью вещественной оси, генерируется [6] управляющей функцией 

( )   непрерывной по Гёльдеру с показателем 1/3: 
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( )
1 1

3 3 ,C o
 

  =  +  
 

 0C  . 

Результат в [7] показывает, что такое же разложение управляющей функции 

( )   справедливо для случая разреза ( )( )   , где ( )
1

,k

k

k

z a z


=

 =  1 0,a   ,ka   

k . В [8, 9] изучается управляющая функция ( )  , генерирующая разрез в по-

луплоскости, имеющий касание с вещественной осью некоторого порядка. Порядок 

касания разреза γ связан с показателем непрерывности Гёльдера управляющей функ-

ции ( )  .  

В первой части статьи строится семейство отображений полуплоскости +  на 

горизонтальную полосу с разрезом вдоль луча переменной длины. Разрез образует 

два нулевых угла с границей полосы. Показано, что управляющая функция, соответ-

ствующая этому случаю, является непрерывной по Гёльдеру с показателем 1/2. Во 

второй части на одном частном случае проверяется гипотеза, что управляющая 

функция, генерирующая разрез в некоторой односвязной области, выходящий из 

угла нулевого раствора, также является непрерывной по Гёльдеру с показателем 1/2.  

 

1. Семейство отображений 

 

Рассмотрим семейство областей ( )0 t , представляющее собой горизонтальную 

полосу  : 0 Imw w H   с разрезом по лучу  : Re , Imw w t w h = , 0 h H  , 

T t  + . Концевую точку разреза t ih+  обозначим через ( )t .   

Найдем семейство отображений ( ),f f z t= ,   ( )0: ,f T t+  + →  . Обозна-

чим прообразы вершин многоугольника ( )0 t  через ( )b t , ( )t , ( )a t  и ( )c t ,  

где ( )( ) ( ),f t t t =  , ( ) ( ) ( ) ( )b t t a t c t    , T t  + . Пусть ( )c t =  , 

( ) ( ) ( ) 0a b+ = + =  + = . 

Отображение ( ),f f z t=  при фиксированном t переводит верхнюю полуплос-

кость +  на многоугольник ( )0 t  и может быть записано с помощью интеграла 

Кристоффеля–Шварца в виде: 

 ( ) ( )
( )

( )( ) ( )( )
( )

0

1 2, .

z

z

t
f z t c t d c t

b t a t

 −
=  +

 −  −
  (4) 

Покажем, что ( )1

H
c t = −


. Рассмотрим композицию ( ) ( )( )( ), ,h t f z t =   , 

где ( )
1

z  = −


, ( )
w

Hw e


 = . Функция ( ),h h t=   при фиксированном t переводит 

верхнюю половину δ-окрестности начала координат на верхнюю половину окрест-

ности начала координат, причем интервал ( ),−   переходит в интервал на веще-

ственной оси. Согласно принципу симметрии Римана–Шварца, отображение h 
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можно продолжить аналитически на полную окрестность начала координат как го-

ломорфное однолистное отображение. Таким образом, отображение ( ),h h t=    

в окрестности начала координат имеет разложение 

( )( )( ) ( ) ( ) 2

1 2,f z t t t  =   +   + , 1 0  . 

Отсюда получаем, что отображение f раскладывается на бесконечности в ряд 

( ) ( )
( )1

0, ln
tH

f z t z t
z


= − +  + +


 

Здесь выбрана ветвь логарифма ln ln argz z i z= + , для которой arg z−    . Срав-

нивая это разложение с разложением f на бесконечности, полученным с помощью (4) 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 0, ln
a t b t t

f z t c t z t
z

+ − 
= +  + + 

 
, (5) 

находим, что ( )1

H
c t = −


. 

Можно нормировать отображения семейства f, потребовав, чтобы в (5)  

 ( )0 t i A = − + , A , 0A = , (6) 

 ( ) ( ) ( ) 0a t b t t+ − = .  (7) 

Действительно, ( )Re , 0f r t− =  для всех 0r  , поэтому ( )0Im t = − . Компо-

зиция ( ),f qz p t+ , 0q  , p , переводит полуплоскость +  на область ( )0 t  

и раскладывается на бесконечности в ряд 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

0, ln ln
p a t b t tH

f z t z t q
qz

+ + − 
= − +  + + + 

  
. 

Видим, что q и p можно выбрать так, чтобы в этом разложении коэффициент 

при 1z−  равнялся нулю и свободный член равнялся 
H

A iH− +


. 

Интегрируя (4), с учетом (6) получим 

 ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )( )

( ) ( )

( ) ( )
( )( ), ln ln .

t b t a t tH
f z t b t z a t z A

a t b t a t b t

  − −
= − − + − +   − − 

 (8) 

Найдем параметры a, b и λ, используя условие ( )( ),f t t t ih = + . Отделим  

в этом равенстве вещественную и мнимую части. Учитывая, что 0b−  , 0,a −   

и выбирая ветвь логарифма, для которой ( )
,

lim ln ln
z z

b z b i
+→ 

− =  − −  , получим 

 ln ln
H b a

b a A t
a b a b

 − − 
−  − + − + = 
 − − 

, (9) 

 
b

H h
a b

 −
=

−
. (10) 

Решая систему уравнений (7), (9), (10), будем иметь 

 ( )
1

1

h

H t A
H

H
a t e

h

− 
− − 

= − 
 

,   ( ) ( )1
H

b t a t
h

 
= − − 

 
,   ( ) ( ) ( )t a t b t = + . (11) 
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Отображение (8) теперь примет вид: 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
1

, ln lnf z t h b t z H h a t z AH= − − + − − +


. 

Дифференцируя это равенство по t и по z, используя (11), получим 

 
( )

( )

( )
2

1
2, ,1

1

h

H t
H

f z t f z tH
e

t H h t z z

− 
−   

= − − 
  −  

. (12) 

Перейдем к стандартной параметризации. Семейство ( ) ( )( ), ,f f z f z t=  =  , 

( )t =  ,  ,t T + , удовлетворяет (3), ( )0t = + . Сравнивая (3) и (12), находим 

2
1 2

2

1 .

h

H t A
H

d H
e

dt H h

− 
− −   

= − − 
 

 

Проинтегрировав это равенство с начальным условием ( ) 0 + = , получим 

 

2
1

2 21
1 .

2

h

H t A
H

H
e

h

− 
− − 

 = − 
 

 (13) 

Перейдем в (11) к параметру τ, получим 

 

( ) ( )( )

( ) ( )( )

2 ,

2 ,

h
a a t

H h

H h
b b t

h

 =  = 
−

−
 =  = − 

 (14) 

 . (15) 

Подытожим результаты в следующей теореме. 

Теорема. Семейство отображений ( ) ( )( ), ,f f z f z t=  =  ,  00,  , пере-

водящее при фиксированном τ верхнюю полуплоскость на область 

( )   ( ) 0 : 0 Im \ : Re , Imw w H w w t w h  =     = , 0 h H  , имеющее на бес-

конечности разложение ( )
( )2

2
, ln ln

H
f z z A i q

z

  
 = − + − + + + 

  
, имеет вид: 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )1
, ln lnf z h b z H h a z AH = −  − + −  − +


, 

где a  и b  определяются из (14), и ( )t =   определяется из (13). 

Кроме того, семейство f  удовлетворяет уравнению Левнера 

( )

( )

( ), ,1f z f z

zz

   
=

   −
 

с начальным условием ( ) ( ),0 ln
H

f z z A i= − + + 


 и управляющей функцией, опре-

деляемой по формуле (15). 

( ) ( )( )
( )

2
2

h H
t

h H h

−
  =   = 

−
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Заметим, что рассмотренный пример эквивалентен случаю, когда разрез вдоль 

дуги окружности ( ) ( ) ( ):
2 2

is
w ri re s

   
  = = + −    

 
, 1r  , ( )0

2
s


= − , генери-

руется в области  \ : 1z z i+ −  . 

 
2. Численный эксперимент 

 

Рассмотрим семейство областей  

( )   ( ) : Re 0,0 Im \ : Re , Im 1w w w w w t w  =         = , 00     . 

Концевую точку разреза обозначим через ( ) =   . 

Рассмотрим семейство отображений ( ),f f z=  ,   ( )0: 0,f +   →   .  

Зафиксируем τ и обозначим прообразы вершин многоугольника ( )   при отоб-

ражении f через ( )b  , ( )  , ( )a  , ( )d   и ( )c  , где ( )( ) ( ),f    =   , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )b a d c          , 00     . Пусть ( )c  =  , т.е. ( ), 0f   = ,  

и ( ) ( ) ( )0 0 0 0a b= =  = , ( )0 1d = .  

Отображение ( ),f f z=  ,  00,  , можно записать с помощью формулы 

Кристоффеля–Шварца 

 ( ) ( )
( )

( )( ) ( )( ) ( )( )
1 1

2

,

z

f z c d

d b a

  − 
 =  

 −   −   − 
 . (16) 

Отображение ( ),0f f z=  имеет вид: 

( ) ( )
( )

( )( )1 11

2

1
,0 0 0 2arctg 1

1

z

f z c d с i z


= −  = − −

 −
 . 

Из условия ( )1,0f i=   находим ( )1 0 1c = . 

Функция ( ),0f z  на бесконечности раскладывается в ряд 

( )
3 5

2 2
1

,0
2

f z i z z
− − 

 = + + 
 

. 

Функция ( ),f z   на бесконечности раскладывается в ряд 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 5

2 2
1

1
,

2
f z c i z a b d z

− −  
  =  +  +  +  −  +  

  
. 

Нормируем отображения семейства f, полагая ( )1 1c  =  и  

 ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

2 2
a t b t d t+ +  − = . (17) 

Из условия ( ) ( )( )Im f b r f b r h+ − − = − , 0 r b   − , найдем  

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
h

b a b d b  −  =  −   − 


. (18) 
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Параметры a, b, d и λ удовлетворяют [2] системе дифференциальных уравнений 

 ( )
( ) ( )

1
,a

a
 =

 − 
  ( )

( ) ( )

1
,b

b
 =

 − 
  ( )

( ) ( )

1
.d

d
 =

 − 
 (19) 

Положим, что параметры a, b, d и λ раскладываются в ряды 

( )( )
1

,k

k

k

x x


=

  =   ( )( )
1

,k

k

k

a x a x


=

 =  ( )( )
1

,k

k

k

b x b x


=

 =  ( )( )
1

1 ,k

k

k

d x d x


=

 = +  

где 
1

2x =  . Подставляя эти ряды в систему (17), (19), получим единственное реше-

ние, удовлетворяющее условиям ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )b x x a x d x        . Найдем 

( )1k k =   , 2,3,k = , ( )1k ka a=  , ( )1k kb b=  , ( )1k kd d=  , 1, 2,k =  Таким 

образом, из системы (17), (19) можно найти все коэффициенты рядов, кроме 1 . 

Коэффициент 1  можно найти, подставив эти ряды в (18). Пусть t = 3, т.е. разрез  

в полуполосе  : Re 0,0 Imw w w      проходит по лучу  : Re 3, Im 1 .w w w  =  

Найдем приближенное значение параметра 
1

2 0.133876x =    по формуле (13). 

Вычисляя первые десять коэффициентов рядов при 0.133876,x =  получаем 

( ) 0.262913b x = − , ( ) 0.119622x = − , ( ) 0.135082a x = , ( ) 1.01642d x =  

Значение отображения (16) в точке ( )x  с найденными параметрами ( )b x , 

( )x , ( )a x , ( )d x  отличается от значения 3 i+  на 
610−

. 

На основании рассмотренных примеров можно сформулировать следующую 

гипотезу. 

Гипотеза. В односвязной области D разрез вдоль дуги окружности, выходя-

щей из угла нулевого раствора, генерируется функцией λ, имеющей разложение 

( ) 2

1

k

k

k



=

  =   . 
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Аннотация. В теории функций многих комплексных переменных интегральные 

формулы занимают важное место в теории голоморфных и мероморфных функций 

специального вида. При этом задачи получения новых интегральных формул  

с помощью локальных вычетов, разложения в ряды голоморфных и мероморфных 

функций специального типа с помощью интегральных формул считаются целевыми 

научными исследованиями. В данной работе определена матричная полиэдрическая 

область с помощью матричного шара. В этой матричной полиэдрической области 

получен аналог формулы Бишопа для мероморфных функции специального вида.  
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Introduction. Formulation of the problem 

 

In complex analysis of multivariables, integral formulas have been studied by many 

authors. These results are presented in monographs [1–3] by A.K. Tsikh. A.K. Tsikh 

proved the Weyl and Bishop integral formulas in a special analytical polyhedron using 

local residues of multivariables [4]. In the polyhedral domain, A. Weil [5] studied inte-

gral formulas with a holomorphic kernel. In the [6–11], a matrix analogue of the integral 

formula of Cauchy–Weil, Bishop and the Carleman formula was studied.  

Recall that an analytic polyhedron is defined by a family of functions 

( )1 2 , n

mf f … f G G      (or by a mapping 
1 2( ) m

nf f f … f G=     → ), as  

( ) ( ) ( ) 1 1 2 2: , , ,r m mz G f z r f z r f z r=     , 

if it is relatively compact in G (i.e. 
r G ). If m is equal to n, which is the dimension 

of space n , then the analytic polyhedron 
r
 is called special. 

Let 1 2( )nf f f … f D G=     →  – holomorphic mapping of domains n n

z wD G   . 

Consider meromorphic functions of the form 
( )

( )f

h Z

J Z
, where ( )h z  is a holomorphic 

function, and ( )fJ z  is the Jacobian of the mapping f D G →  which is of finite type. 

In [4. P. 43], A.K. Tsikh obtained Bishop’s integral formula for a special analytic poly-

hedron an analogue of which we obtain for a generalized matrix ball. 

Theorem 1 [4]. At every point rz П  in which the Jacobian 
fJ  of the mapping f is 

nonzero, the following integral formula for the meromorphic function 
h

J
, ( )rh П  holds, 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

ξ Ω ,ξ ξ
Ω , 2π

ξ

n

Г

h z dh
z z i

J f f z

−
=

− , 

where Γ is the skeleton of the polyhedron rП , weight function Ω( ξ) 0z  , and holo-

morphic in the neighborhood ( )r rП П . 

 

The main part 

 

Let Z = (Z1, Z2, …, Zn) be a vector, whose entries are quadratic matrices Zj, 1 ≤ j ≤ n, 

of order m over the field of complex numbers . It can be assumed that Z is the element 

of the space 
2

[m m]n nm   [3]. 
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Define matrix “scalar” multiplication for , [m m]nZ W    as [3]: 
* *

1 1, n nZ W Z W Z W= + + , 

where 
*

jW  is a matrix, which is conjugate and transpose of W . 

The domain  , [m m]: , 0n

m nB Z I Z Z=   −  , is called a matrix ball, where I 

is the identity matrix of order m.  
The skeleton of this domain is a manifold of the form: 

 , : ,m nX Z Z Z I= = . 

Obviously, the dimension of the skeleton is ( )2 2 1m n − . 

When 1m n= = , 
1,1B  is the identity disc from , and 

1,1X  is the identity circle. 

Let D be a bounded complete circular convex domain with Shilov boundary S, which 
is smooth (of class С1) manifold. 

Define the family ( )1H D  of all functions f, holomorphic in D, for which   

( )
0 1

sup ζ μ
r

S

f r d
 

 + , 

where ( )1ζ ζ , , ζnr r r=  and dμ is the normalized Lebesgue measure on a manifold S, 

invariant under rotations. 

Theorem 2 [3]. For any function ( )1

,m nf H B , the following formula holds: 

 ( )
( )( ),

( ) σ( )
,

det ,
m n

mmn
X

f W d W
f Z

I Z W
=

−
     

,m nZ B  (1) 

where ( )σd W  is the normalized Lebesgue measure on the skeleton 
, .m nX  

Take a mapping ( )
2

21, , : nm

nm
f f f G= → , which is holomorphic in some domain 

2nmG  .  

In what follows, the mapping ( )
2

21, , : nm

nm
f f f G= →  will be considered in the form 

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

 

1 1

11 1 11 1

1 1

1 1

, , :

n n

m m

n

n n

m mm m mm

f Z f Z f Z f Z

f Z G m m

f Z f Z f Z f Z

    
    

= →     
    
    

. 

Definition 1. A matrix polyhedral set defined by a holomorphic mapping 

 : nf G m m→   is the set  

( ) ( ) ( ) 1 2

m,n , 0, 0f B Z G r I f Z f Z r− =   −   , 

which is relatively compact in G, i.e., ( )1

m,nf B G− .  

Definition 2. The connected component of a matrix polyhedral set ( )1

m,nf B−  is 

called a matrix polyhedron (generalized matrix ball) which is denoted as 
,Θ f r

. The ske-

leton of the domain 
,Θ f r

 is defined as 

( ) ( ) 2

,Γ , , 0f r Z G f Z f Z r I r=   =  . 
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Let ( )f Z D G →  be a holomorphic mapping of domains  n

ZD m m    

 n

WG m m   and ( )
( )

( )

φ

ψ

Z
H Z

Z
=  meromorphic function in D.  

Definition 3 [4]. A mapping ( )f Z  has a finite type, if for any W G  the equation 

( )f Z W=  has the same finite number of roots (taking into account multiplicities) in 

domain D.  

Definition 4 [4]. The trace of a function (Z)H  related to a mapping ( )Zf  is the 

function 
( )[Tr ](W) (Z (W)) \ ( 0)ν

ν

H H W G f ψ=   =   

where the summation is carried out over all roots (taking into account multiplicities)  

of the equation (Z)f W= . 

In this work, using formula (1), we obtain the Bishop integral formula in the domain 

,Θ f r
 for a special function of the form 

( )

( )f

h Z

J Z
, where ( ) ( )1

,Θ f rh Z H  , ( )fJ Z  is the 

Jacobian of the mapping ( )Zf , which has a finite type. 

Let f D G →  be a holomorphic mapping of a finite type of the domain 

 n

ZD m m   into  n

WG m m   and 
0W G  be an arbitrary point. Consider  

a domain ( )0

, ,m n rB W  in G with the center at the point 
0W : 

( )  0 2 0 0

, , : , 0m n rB W W r I W W W W G= − − −  . 

Theorem 3. Let ( ) ( )1H Z H D . Then for the trace [Tr ]( )H W  in the domain 

( )0

, ,m n rB W  the following integral formula holds:  

  ( )
( )( )

( ) ( )( ),

σ

det ,
f r

mmn
Г

Hd f Z
Tr H W

I f Z W
=

−
 , (2) 

where ( ) ( ) ( ) 2

, : ,
m

f rГ Z D f Z f Z r I=  = . 

Proof. For simplicity, we prove the theorem when 
0 0W = .  

According to the proposition in [4. P. 26], for almost all ( )0

, ,m n rW B W  the roots of 

the system of equations ( ) 0f Z W− =  are simple; denote them as (1) (μ)( ), , Z ( )Z W W . 

Let, νU D  be the family of disjoint neighborhoods of points (ν) ( )Z W  and  

( ) ( ) ( ) ( ) 2

ν ,δ
: , δ

m

f Z W
Г Г Z D f Z W f Z W I

−
= =  − − =   

is a cycle in νU . 

Then, by the definition of the trace and Cauchy–Szegő formula (1), we have 

 ( )
( )( )

( ) ( )( )( )( )
ν

Z ,δ

μ

ν 1

σ

det ,
W

mmn
Г

H d f Z
Tr H W

I f Z W=

=
−

  . 
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Moreover, the sum 
μ

ν

ν 1

Г
=

  is homologic to the cycle 
,f rГ  in the domain of regularity 

of the subintegral form of (2). Hence, applying the Stokes formula, we obtain 

( )( )
( ) ( )( )( )( )

( )( )
( ) ( )( ),rν

,δ

μ

ν 1

σ σ
.

det , det ,
f

Z W

m mmn mn
Г Г

H d f Z H d f Z

I f Z W I f Z W=

=
− −

    

The proof is complete. 

Now, we present an integral representation for the trace of a meromorphic function 

of a special form. 

Corollary 1. Let ( )1( ) Hh Z D , 
fJ  be the Jacobian of the mapping f D G → , 

which has finite type. Then for the trace of the meromorphic function / fH h J=  in 

( )0

, ,n m rB W  the following formula holds: 

 ( )
( ) ( )
( ) ( )( ),

σ
[Tr / ]

det ,
f r

f mmn

h Z d Z
h J W

I f Z W
=

−
 . (3) 

 

Proof. σd  is a normalized Lebesgue measure on 
,f r

; therefore [6. P. 153], 

( )( ) ( )σ σfd f Z J d Z= . 

By formula (2) for ( )0

, ,m n rW B W  we have 

( ) ( ) ( )( )

( )( )
( ) ( )( )( )( )

( )
( ) ( )( ),rν

,δ

ν

ν

ν

Tr / /

/ σ σ
.

det , det ,
f

Z W

f f

f

m mmn mn
Г Г

h J W h J Z W

h J d f Z h d Z

I f Z W I f Z W

  = = 

= =
− −



  
 

The proof is complete. 

If the equation ( ) 0f Z W− =  has only one root with multiplicity of 1, we can rewrite 

the formula (4) as 

 
( )

( )

( ) ( )
( ) ( )( ),

σ

det ,
f r

mmn
f

h W h Z d Z

J W I f Z W
=

−
 . (4) 

Corollary 1 allows us to obtain an analogue of Bishop’s formula in the matrix poly-

hedron 
( ) ( ) ( ) 2

,Θ , 0, 0
m

f r Z D r I f Z f Z r=   −    for the meromorphic function 

fh J . 

Теорема 4. If ( ) ( )1

,Θ f rh Z H , Θ f rZ   and ( ) 0fJ Z   at this point, then the 

following integral representation holds for the holomorphic function 
f

h

J
:  

 
( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ),

Ω , σ

Ω ,Z det ,
f r

mn
f Г

h Z h X Z X d X

J Z Z I f Z f X
=

−
 . (5) 
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Proof. From the definition of trace it follows that, when ( )W f X= , the integral in 

formula (3) is equal to the sum of the values of the function 
f

h

J
 at points Z X= , and 

of the values of this function in ( )( )ν , ν 2,...,μX f X =  at points ( )W f X= . Consider 

a weight function ( )Ω , 0Z X   having the following properties: for any fixed Z, form  

( ) ( ) ( ) 2

,Θ , 0, 0
m

f r Z D r I f Z f Z r D=   −   , 

the function Ω(Z )X  is equal to zero at all points 
( )ν

Z X= , except for Z X= . This 

function indeed exists. Assume 
0W  – non-critical value of the mapping f, and ( )g Z  – 

linear function i.e., ( )( )0X Wνg  – are various. Then we can take the function  

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )
μ

ν 2 μ

ν 2

Ω ,Z X g Z g X g Z g X g Z g X
=

 = − = −   −
   (6) 

where the numbering is taken as ( )( ) ( ) Zν νX X= , with the convention that ( )(1) ZX Z= . 

Thus, the product in (6) is a polynomial of ( )g Z , with coefficients holomorphically 

dependent on X. As a result, we have   

( ) ( ) ( )
1

1

Ω , X Z
μ

k

k

k

Z X c g
−

=

=   

where ( )kc X  are holomorphic functions in Θ f r
. By construction, we have 

( ) ( )( )ν
Ω , 0Z X Z = , for points ( )(ν) ZX Z . 

By corollary and the constructed weight function ( )Ω ,Z X , we obtain Bishop’s for-

mula in Θ f r
.  

Indeed,   
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

ν ν

ν
ν

Ω ,

f

h Z X Z Z X

J Z X
=  

( ) ( )

( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

2 2

2

Ω ,Ω ,

f f

h Z X Z Z Xh Z Z Z

J Z J Z X
= + + =  

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ),r

Ω , Ω , σ

det ,
f

mmn
f Г

h Z Z Z h X Z X d X

J Z I f Z f X
= =

−
 . 

The proof is complete. 

Corollary 2. When 1m n= =  and ( )f z z= , the formula (5) yields the Cauchy for-

mula for a circle with a radius r in the complex plane . 

Proof. When 1m n= =  and ( )f z z= , the Jacobian of the mapping ( )f z  is 1fJ = , 

and in this case by formula (4) the formula (5) yield the Cauchy formula for a circle.  

The proof is complete. 
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When 1n = , from the generalized matrix ball Θ f r
 we get the matrix polyhedron in 

the space  m m . In this field, B.A. Shaimkulov derived the Bishop integral formula 

with a different kernel ([3. P. 227]). 
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Аннотация. Исследуется класс (α,β, ν,δ,ω)S −  липшицевых отображений в точке. 

Приведены классы отображений, удовлетворяющих (α,β, ν,δ,ω)S −  липшицевому 

условию в точке. В работе с использованием (α,β, ν,δ,ω)S −  липшицевых отобра-

жений в точке исследуются экстремальные задачи с ограничениями. С помощью 

функции расстояния в задаче математического программирования получены тео-

ремы о точном штрафе высокого порядка. 

Ключевые слова: точный штраф, нормированное пространство, отображение, лип-

шицевaя функция 
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Abstract. The paper studies a class of (α,β, ν,δ,ω)S −  Lipschitz mappings at a point. 

Classes of mappings satisfying the (α,β, ν,δ,ω)S −  Lipschitz condition at a point are 

given. If a Lipschitz function on a space is equal to zero at a given point, then it is shown 

that the degree n + 1 of Lipschitz functions satisfies the (1, 1,1)n +  Lipschitz condition at 

this point, where 0, ω 0,S n N    and δ = + . If a function satisfies the Lipschitz 

condition in a δ-neighborhood of a point and is equal to zero at this point, then the degree 

n + 1 of Lipschitz functions satisfies the (1, 1,1, )n +  . Lipschitz condition at this point.  

In particular, it follows from this that the degree n + 1 of the distance function at any point 

of the set satisfies the (1, 1,1)n +  Lipschitz condition. If the coefficients of ),,,,( −  

Lipschitz functions at a point are bounded, then it is shown that the supremum of any 
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family of φ (α,β,ν,δ,ω)−  Lipschitz functions at a point also satisfies the φ (α,β,ν,δ,ω)−  

Lipschitz condition at that point. In particular, it follows that the supremum of a finite 

number of φ (α,β,ν,δ,ω)−  Lipschitz functions at a point also satisfies the 

φ (α,β,ν,δ,ω)−  Lipschitz condition at this point. The paper shows that a mapping defined 

in a neighborhood of a point and satisfying various smoothness conditions also satisfies 

some (α,β, ν,δ)S −  Lipschitz conditions at this point. 

In this paper, using (α,β, ν,δ,ω)S −  Lipschitz mappings at a point, extremal problems 

with constraints are investigated. Using the distance function in a mathematical program-

ming problem, theorems on high-order exact penalties are obtained. Theorems on high-

order exact penalties in a general minimization problem are obtained. Using the type of 

functions that is the product of the degree of the norm shift and the degree of the distance 

function, theorems on high-order exact penalties in the general minimization problem  

are obtained. Using a general minimization problem, high-order exact penalty theorems 

are obtained in a mathematical programming problem. In a mathematical programming 

problem, high-order exact penalty theorems are obtained in three ways. In the first case, 

the equality constraint with the mapping and the set constraint are considered as one con-

straint. In the second case, the equality constraint is considered to be (α,β, ν,δ)  regular.  

In the third case, it is considered that the restriction of the set is an open set and the equality 

constraint with the mapping covers the given set with a constant. 

Keywords: exact penalty, normed space, mapping, Lipschitz function 
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Введение 

 

В задаче минимизации с ограничениями при получении необходимых и доста-

точных условий экстремума важную роль играет построение функций точного 

штрафа. В задаче выпуклого программирования функция точного штрафа постро-

ена Куна–Таккером в [1]. В задаче математического программирования функция 

точного штрафа первого порядка изучена А.Д. Иоффе [2], эти вопросы рассмот-

рены также в книгах [3–7].  

В [8, 9] в банаховом пространстве определены (α,β, ν,δ)  и (α,β, ν,δ)S −  липши-

цевые функции и отображения в точке соответственно, изучен ряд их свойств  

и рассмотрены экстремальные задачи с ограничениями. В [8, 9] с использованием 

типа функций расстояния в классах φ (α,β, ν,δ,ω)−  липшицевых функций в точке 

получен ряд теорем о точном штрафе, а также необходимые и достаточные усло-

вия экстремума высшего порядка для экстремальных задач с ограничениями. 

В [10–12] в метрическом пространстве определены φ (α,β, ν,δ,ω)−  и 

(α,β, ν,δ,ω)S −  липшицевые функции и отображения в точке соответственно, изу-

чен ряд их свойств и рассмотрены экстремальные задачи с ограничениями. 

Для получения необходимого условия первого порядка в книгах Ф. Кларка [3] 

и Б. Мордуховича [4] используется точная штрафная функция первого порядка. 

Для задачи минимизации функции f на множестве C точная штрафная функция 
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имеет вид ( ) ( )Cf x Kd x+ , где C подмножество S, функция f удовлетворяет усло-

вию Липшица на S с константой K, функция ( )Cd x  является функцией расстояния 

множества C. Эту функцию нельзя использовать для получения необходимого 

условия второго порядка. Верхняя производная второго порядка по направлению 

этой функции равна + , за исключением тривиальных случаев. Если функция f 

является φ (α,β, ν,δ,ω)−  липшицевой с постоянной K в точке 0x , то для задачи 

минимизации функции f на множестве С построенная автором точная штрафная 

функция имеет следующий вид:   
β

α β αν ν
λ 0 0 0( ) ( ) φ( ) λ( ( ) ( )) ω( )D DS x f x x x d x x x d x x x

−
= − − + + − + − , 

где λ K  и 0{ :φ( ) 0}D x C x x=  − 
 (см. теорему 1 ниже). Если α 1= , то  

β ν ν
λ 0 0 0( ) ( ) φ( ) 2λ ( ) ω( )DS x f x x x x x d x x x

−
= − − + − + − , 

также является точная штрафная функция, и β  указывает порядок необходимого 

условия при ω 0 . 

Работа состоит из введения и из трех разделов. В разд. 1 исследуется класс 

(α,β, ν,δ,ω)S −  липшицевых отображений в точке. Изучен ряд свойств 

(α,β, ν,δ,ω)S −  липшицевых отображений в точке. В разд. 2 получены теоремы  

о точных штрафах высокого порядка в общей задаче минимизации. В разд. 3 с ис-

пользованием общей задачи минимизации получены точные штрафные теоремы 

высокого порядка в задаче математического программирования.  

 

1. Классы (α,β, ν,δ,ω)S −  липшицевых отображений в точке 

 

Пусть X и Z – нормированные пространства, G X , :F X Z→ , :S X Z→ , 

:f X R→ , φ : X R→ , α 0 , ν 0 , β αν , δ 0  и ω : R R+ +→ , где ω(0) 0= , 

[0, )R+ = + , { : 1}B x X x=   .  

Норма в X, а также в Z будет обозначаться одним и тем же символом  . 

Отображение :F G Z→  назовем (α,β, ν,ω)S −  липшицевым с постоянной K  

в точке x G  ( на множестве G), если F удовлетворяет условию 

 β αν
ν β αν

α

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ω( )

F y F x S y x S x x

K y x x x y x x x
−

−

− − − + − 

 − − + − + −
 (1) 

при ,x y G . Если ω( ) 0t  , то отображение :F G Z→  назовем (α,β, ν)S −  лип-

шицевым с постоянной K в точке x G . Если ω( ) 0t   и ( ) 0S x  , то отображение 

:F G Z→  назовем (α,β, ν)  липшицевым с постоянной K в точке x G . Если су-

ществует функция :o R R+ +→ , где 
0

( )
lim 0
t

o t

t
=  такая, что 

β
ω( ) ( ),x x o x x− = −  

то (α,β, ν,ω)S −  липшицевое с постоянной K в точке x G  отображение 

:F G Z→  назовем (α,β, ν, (β))S o−  липшицевым с постоянной K в точке x . 
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Отметим, что класс (α,β, ν,ω)S −  липшицевых отображений новые при β αν . 

Если β αν 0− = , то считаем, что ( ) 0S x   и 
ν

F(y) F(x) K y x−  −  при ,x y G , 

т.е. имеем определение класс Гельдеровых отображений. 

Если ( ) ( )F x f x= , ( ) φ( )S x x=  и отображение :F G R→  является 

(α,β, ν,ω)S −  липшицевым с постоянной K в точке x G , то функцию :f G R→  

назовем φ (α,β, ν,ω)−  липшицевой с постоянной K в точке x G . Если ω( ) 0t  , 

то функцию :f G R→  назовем φ (α,β, ν)−  липшицевой с постоянной K в точке 

x G . Если ω( ) 0t   и φ( ) 0x  , то функцию :f G R→  назовем (α,β, ν)  липши-

цевой с постоянной K в точке x G . 

Положим ( ,δ) { : δ}B x y X x y=  −  , где x X , δ 0 . Если ( ,δ)G B x=  и 

отображение :F G Z→  является (α,β, ν,ω)S −  липшицевым с постоянной K  

в точке x , то отображение : ( ,δ)F B x Z→  назовем (α,β, ν,δ,ω)S −  липшицевым 

с постоянной K в точке x , а если ( ) ( )F x f x=  и ( ) φ( )S x x= , то функцию 

: ( ,δ)f B x R→  назовем φ (α,β, ν,δ,ω)−  липшицевой с постоянной K в точке x . 

Если ω( ) 0t  , то отображение : ( ,δ)F B x Z→  назовем (α,β, ν,δ)S −  липшице-

вым, а функцию f назовем φ (α,β, ν,δ)−  липшицевой с постоянной K в точке x . 

Если ω( ) 0t   и φ( ) 0x  , то : ( ,δ)F B x Z→  и : ( ,δ)f B x R→  назовем (α,β, ν,δ)  

липшицевыми с постоянной K в точке x .  

Из (1) следует, что отображение :F G Z→  является (α,β, ν,ω)S −  липшице-

вым с постоянной K в точке x G  тогда и только тогда, когда 

 
β αν

ν β αν
α( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ω( )F x y F x x S y S x K y x x y x x
−

−
+ − + − +  − + − +  (2) 

при ,x y G x − . 

Далее считаем, что (0) 0S =  и φ(0) 0=  (если (0) 0S  , то следует рассмотреть 

функцию ( ) ( ) (0)S x S x S= − ). 

Рассмотрим ряд классов отображений, которые удовлетворяют (α,β, ν)S −  

липшицеву условию в точке. Считаем, что X и Z нормированные пространства и 

0( ,δ)B x X . Обозначим через N множество всех натуральных чисел. Пусть 

:f X R→ . Положим ( ) ( ( ))k kf x f x= , где k N .  

Лемма 1. Если функция :f X R→  является липшицевой с постоянной K на 

пространстве X и 0( ) 0f x = , то   

1 1 1 1

0( ) ( ) (2 1) ( )
n nn n n nf y f x K y x x x y x+ + + +−  − − − + −  

при ,x y X , n N , т.е. функция 1( ) :nf x X R+ →  удовлетворяет (1, 1,1)n +  лип-

шицеву условию с постоянной 1 1(2 1)n nK+ +−  в точке 0x . 

Доказательство. Лемму докажем по методу индукции. 

По условию ( ) ( )f y f x K y x−  −  при ,x y X . Поэтому если 1k = , то 
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2 2

0 0 0

( ) ( )

( ( ) ( ))( ( ) ( ) ( ) ( )) ( ) ( ) ( ( ) ( )

f y f x

f y f x f y f x f x f x f y f x f y f x

− =

= − − + −  − − +
 

2 2

0 0 0 0( ) ( ) ) ( ) 2 ( )f x f x K y x y x x x K y x x x y x+ −  − − + −  − − + −  

при ,x y X . Предположим, что лемма верна при 1k n= − , где 2n  , т.е. 

1 1

0( ) ( ) (2 1) ( )
n nn n n nf y f x K y x x x y x
− −

−  − − − + −  

при ,x y X .  

Покажем, что лемма верна при k n= . Так как 1( 1)( 1) 0nq q −− −   при 1q  , то, 

поделив на 
nb  и положив 

a
q

b
= , имеем, что 

1 1n n n na b ab a b− −+  +  при 0a b  , 

где n N . Поэтому 
1 1

0 0( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))( ( ) ( ))n n n n nf y f x f x f x f y f x f y f x f y f x+ +− = − − + − −   

1 11 1

0 0 0(2 1) ( )
n n nn n nK x x y x K y x y x x x y x

− −+ + − − + − − − − + −   

1 11 1

0 0 0( )(2 1) ( )
n n nn n nK x x y x K y x x x y x x x y x

− −+ + − − + − + − − − − + −   

1 1

0 02(2 1) ( )
n n nn n nK x x y x K y x x x y x+ + − − + − − − + −   

1 1

0(2 1) ( )
n nn nK y x x x y x+ + − − − + −  

при ,x y X . Лемма доказана. 

Следствие 1. Если отображение :F X Z→  удовлетворяет липшицеву усло-

вию с постоянной K на пространстве X, то   
1 1 1 1

0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) (2 1) ( )
n n n nn nF y F x F x F x K y x x x y x
+ + + +− − −  − − − + −  

при ,x y X , где n N .  

Доказательство. Обозначим 0( ) ( ) ( )f x F x F x= −  при x X . Ясно, что 

0( ) 0f x =  и    

0 0

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

f y f x F y F x F x F x

F y F x F x F x F y F x K y x

− = − − − 

 − − + = −  −
 

при ,x y X . Тогда справедливость следствия 1 следует из леммы 1. Следствие 

доказано. 

Пусть M X  – непустое множество. Положим ( ) inf{ : }.Md x u x u M= −   

Обозначим ( ) ( )n n

M Md y d y=  при y X  и n N . Так как ( ) ( )M Md y d x y x−  −  

при ,x y X  (см.: [13. C. 377]), то из леммы 1 вытекает  

Следствие 2. Если 0x M , то 

1 1 1

0( ) ( ) (2 1) ( )
n nn n n

M Md y d x y x x x y x+ + +−  − − − + −  

при ,x y X , где n N . 

Пусть 0{ }M x= . Так как 
0 0y x x x y x− − −  −  при ,x y X , то из леммы 1 

вытекает  
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Следствие 3. Если 0x X , то 

1 1 1

0 0 0(2 1) ( )
n n n nny x x x y x x x y x
+ + +− − −  − − − + −  

при ,x y X , где n N . 

Следующая лемма доказывается аналогично лемме 1. 

Лемма 2. Если функция 0: ( ;δ)f B x R→  является липшицевой с постоянной K 

на 0( ;δ)B x  и 0( ) 0f x = , то   

1 1 1 1

0( ) ( ) (2 1) ( )
n nn n n nf y f x K y x x x y x+ + + +−  − − − + −  

при 0, ( ;δ)x y B x , где n N , т.е. функция 1

0( ) : ( ;δ)nf x B x R+ →  удовлетворяет 

(1, 1,1,δ)n +  липшицеву условию с постоянной 1 1(2 1)n nK+ +−  в точке 0x . 

Следствие 4. Если 0: ( ,δ)F B x Z→ , где δ 0 , 0( ) 0F x = , производная 0( )F x  

в смысле Фреше существует, отображение F удовлетворяет липшицеву условию  

с постоянной K на 0( ;δ)B x  и n N , то  

1 1

0 0 0 0

1 1

0 0

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

(2 1)( ( ) ) ( )

n n

n nn n

F y F x y x F x F x x x

K F x y x x x y x

+ +

+ +

 − − − − − 

 − + − − + −

 

при 0, ( ;δ)x y B x . 

Доказательство. Обозначив 0 0( ) ( ) ( )( )f x F x F x x x= − − , при 0( ;δ)x B x  

имеем, что 

0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )f y f x F y F x y x F x F x x x − = − − − − −   

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( ( ) )

F y F x y x F x F x x x F y F x

F x y x F x x x K y x F x y x K F x y x

  − − − + −  − +

   + − − −  − + − = + −
 

при 0, ( ;δ)x y B x , где 0( ) 0f x = . Тогда справедливость следствия 4 следует из 

леммы 2. Следствие доказано. 

Из леммы 2 вытекает  

Следствие 5. Если функция 0: ( ;δ)g B x R→  является липшицевой с постоян-

ной K в 0( ;δ)B x , то   

1 1 1 1

0 0 0( ( ) ( )) ( ( ) ( )) (2 1) ( )
n nn n n ng y g x g x g x K y x x x y x+ + + +− − −  − − − + −  

при 0, ( ;δ)x y B x , где δ 0 , n N . 

Пусть 
0( ) ( )

n k k

k Mg x x x d x
−

= − , где 0 k n  , 0x M , ,n k N . Cчитаем, что 

0 0( )
n

g x x x= −  и ( ) ( )n

n Mg x d x=  при n N . 

Лемма 3. Если 0 k n  , 0x M , то    

1 11

0 0 0( ) ( ) (2 2) ( )
n k n k n nk k n

M My x d y x x d x y x x x y x
− − − −+− − −  − − − + −  

при ,x y X , ,k n N . 

Доказательство. Так как ( ) 2 ( )k k k ka b a b+  +  при 0, 0a b  , 

1( 1)( 1) 0k n kq q− −− −   при 1q  , 
1 1 1

0 0

n k k n n
y x x x y x x x

− − − −
− −  − + −  и 
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1 1 1 1

0 0 0

n k k k n k n n
y x x x y x x x x x y x

− − − − − −
− − + − −  − + −  при ,x y X , ,k n N , 

0 k n  , 1n k + , 1k  , то, используя следствия 2 и 3, получим 

0 0( ) ( ) ( ) ( )
n k n kk k

k k M Mg y g x y x d y x x d x
− −

− = − − − =  

0 0 0 0

0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )

( ( ) ( )) ( ( ) ( ))

n k n k n k n kk k k k

M M M M

n k n k n kk k k

M M M M

y x d y y x d x y x d x x x d x

y x d y d x y x x x d x d x

− − − −

− − −

= − − − + − − − 

 − − + − − − − 
 

1 1

0 0

1 1

0 0

( ) (2 1) ( )

(2 1) ( )

k kn k k

n k n k kn k

y x x x y x x x y x

y x x x y x x x

− −−

− − − −−

 − + − − − − + − +

+ − − − + − − 
 

1 1

0 0

1 1

0 0

1 11

0

1 1 1 11

0 0

2 ( )(2 1) ( )

(2 1) ( )

2 (2 1) ( ) 2(2 1)

( ) (2 2) ( )

n k n k k kn k k

n n k kn k

n nn k k n k

n n n nn

y x x x y x x x y x

y x x x y x x x

y x x x y x

y x x x y x y x x x y x

− − − −−

− − −−

− −− + −

− − − −+

 − + − − − − + − +

+ − − − + − − 

 − − − + − + − 

 − − + −  − − − + −

 

при ,x y X .  

Также, используя следствия 2 и 3, случай 1k =  или 1n k= + , 2k  , можно 

проверить непосредственно. Лемма доказана. 

Если X – нормированное пространство, 
0( ) ( )

n k k

k Mg x x x d x
−

= − , где 0 k n  , 

и 0x M , ,k n N , то из леммы 3 следует, что 

0 0 0 0

1 11

( ) ( ) ( ) ( )

(2 2) ( )

n k n kk k

k k M M

n nn

g x y g x x y d x y x d x x

y x x y x

− −

− −+

+ − + = + − + 

 − − + −

 

при ,x y X .    

Лемма 4. Если 0: ( ,δ)F B x Z→ , где δ 0 , 0( ) 0F x = , производная 0( )F x   

в смысле Фреше существует, отображение F удовлетворяет липшицеву условию  

с постоянной K на 0( ;δ)B x , 0 k n  , где ,k n N , то  

0 0 0 0 0 0( ) ( )( ) ( ) ( )( )
n k k n k k

y x F y F x y x x x F x F x x x
− −

 − − − − − − −   

1 11

0 0(2 2)( ( ) ) ( )
n nn kK F x y x x x y x
− −+  − + − − + −  

при 0, ( ;δ)x y B x . 

Доказательство. Положим 
0 0 0( ) ( ) ( )( )

n k k

kf x x x F x F x x x
−

= − − − . Так как 

0 0 0 0 0 0 0( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ( ) )F x F x x x F x F x F x x x K F x x x  − −  − + −  + −  при 

0( ;δ)x B x  и 
1 1 1 1

0 0 0

n k k k n k n n
y x x x y x x x x x y x

− − − − − −
− − + − −  − + −  при 

,x y X , ,k n N , 0 k n  , 1k  , то из следствий 3 и 4 имеем, что 

0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
n k k n k k

k kf y f x y x F y F x y x x x F x F x x x
− −

 − = − − − − − − −   

0 0 0 0 0( ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) )
n k k k

y x F y F x y x F x F x x x
−

  − − − − − − +  
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0 0 0 0

1 1

0 0 0

( ) ( ) ( )( )

( ) (2 1)( ( ) ) ( )

n k n k k

k kn k k k

y x x x F x F x x x

y x x x K F x y x x x y x

− −

− −−

+ − − − − − 

 − + − − + − − + − +

 

1 1

0 0 0(2 1) ( )( ( ) )
n k n k kn k ky x x x y x K F x x x
− − − −− + − − − + − + −   

1 1

0 0 02 (2 1)( ( ) ) ( ) ( )
n k n k k kn k k kK F x y x x x y x x x y x
− − − −−  − + − + − − − + − +  

1 1

0 0 0(2 1)( ( ) ) ( )
n n k kn k kK F x y x x x y x x x
− − −− + − + − − + − −   

1 11

0 02 (2 1)( ( ) ) ( )
n nn k k kK F x y x x x y x
− −− +  − + − − + − +  

1 1

0 0

1 11

0 0

2(2 1)( ( ) ) ( )

(2 2)( ( ) ) ( )

n nn k k

n nn k

K F x y x x x y x

K F x y x x x y x

− −−

− −+

+ − + − − + − =

= − + − − + −
 

при 0, ( ;δ)x y B x . 

Также, используя следствия 3 и 4, случай 1k =  или 1n k= + , 2k  , можно 

проверить непосредственно. Лемма доказана. 

Из следствия 4 и леммы 4 вытекает  

Следствие 6. Если удовлетворяются условия леммы 4, то  

0 0 0 0 0( ) ( )( ) ( ) ( )( )
n n k k

F x F x x x x x F x F x x x
−

 − − + − − −  

удовлетворяет (1, ,1,δ)n  липшицеву условию с постоянной 0(2 1)( ( ) )n nK F x− + +

1

0(2 2)( ( ) )n kK F x+ + − +  в точке 0x .  

Лемма 5. Пусть :F X Z→ , U X  – выпуклое множество, производная 

( )F y  в смысле Фреше существует при y U  и найдется 0L   такое, что 

ν β ν β ν

0( ) (υ) υ ( υ υ )F u F L u x u
− −

 −  − − + −  при , υu U , где β ν 0  , 0 .x U  

Тогда  
β β

0 0( ) (υ) ( )( υ) 2 υ ( υ υ )F u F F x u L u x u− − −  − − + −  

при , υu U , т.е. отображение :F U Z→  удовлетворяет 0( )( ) (1,β 1,1)F x x − +  лип-

шицеву условию с постоянной 2L в точке 0x  на U. 

Доказательство. Так как 
ν β ν β β

0 0υ υ υ υu x u x
−

− −  − + − , то по теореме  

о среднем [14. С. 135] имеем, что 

0 0( ) (υ) ( )( υ) ( ) (υ) ( )( υ) (υ)( υ) (υ)( υ)F u F F x u F u F F x u F u F u   − − − = − − − − − + −   

+−−− )u)(x(F)u)((F 0

0( ) (υ) (υ)( υ) (υ) ( ) υF u F F u F F x u  + − − −  − − +  

 ξ ,υ

ν β ν ν β ν β ν

0 0 0

sup (ξ) (υ) . υ

υ υ υ υ ( υ υ ) υ

u

F F u

L x x u L u x u u



− − −

 + − − 

− − − + − − + − − 

 

β ν β ν

0 0

β β β

0

υ ( υ υ υ

υ ) 2 υ ( υ υ )

L u x u x

u L u x u

−
 − − + − − +

+ −  − − + −
 

при , υu U . Лемма доказана. 



Математика / Mathematics 

48 

Из леммы 5 следует следующее следствие.  

Cледствие 7. Пусть :F X Z→ , производная ( )F y  в смысле Фреше суще-

ствует при 0( ;δ)y B x  и найдется 0L   такое, что ( ) (υ)F u F −   

ν β ν β ν

0υ ( υ υ )L u x u
− −

 − − + −  при 0, υ ( ;δ)u B x , где β ν 0  . Тогда  

β β

0 0 0( ) ( ) ( )( ) 2 ( )F x y F x x F x y x L y x x y x+ − + − −  − + −  

при , δx y B , т.е. отображение 0: ( ;δ)F B x Z→  удовлетворяет 0( )( ) (1,β 1,1,δ)F x x − +  

липшицеву условию с постоянной 2L в точке 0x . 

Следующая лемма доказывается аналогично лемме 5 (см.: [12. Лемма. 4.1.3]). 

Лемма 6. Пусть :F X Z→ , производная ( )F y  в смысле Фреше существует 

при 0( ;δ)y B x  и найдется 0L   такое, что 
θ

( ) (υ) υF u F L u −  −  при 

0, υ ( ;δ)u B x , где 0 θ 1  . Тогда  

θ θ

0 0 0( ) ( ) ( )( ) ( )F x y F x x F x y x L y x x y x+ − + − −  − + −  

при , δx y B , т.е. отображение 0: ( ;δ)F B x Z→  удовлетворяет 

0( )( ) (1,1 θ,1,δ)F x x − +  липшицеву условию с постоянной L в точке 0x . 

Пусть X и Z – нормированные пространства, 0: ( ,δ)F B x Z→ , где δ 0 . Обо-

значим  

( 1)1
0 0 02

1
( ) ( )( ) ( )( , ) ( )( , , ) ( )

( 1)!

k

k kW x F x x F x x x F x x x r x
k

− = + + + +
−

,  

где ( ) ( )
k

kr x r x x=  – остаточный член в формуле Тейлора [14. С. 159], 

0
lim ( ) (0) 0
x

r x r
→

= = , k N . 

C использованием формулы Тейлора следующая лемма доказывается анало-
гично лемме 4.4.4 [12]. 

Лемма 7. Если 0: ( ,δ)F B x Z→ , где δ 0 , ( )

0( )kF x  в смысле Фреше суще-

ствует, где k N , 2k  , то найдется число 0K   такое, что 
1 1

0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )
k k

k kF x y F x x W y W x K y x x y x
− −

+ − + − +  − + −  

при , δx y B , т.е. отображение 0: ( ,δ)F B x Z→  удовлетворяет ( ) (1, ,1,δ)kW x k−  

липшицеву условию с постоянной K в точке 0x . 

Лемма 8. Если функции τ :f G R→  удовлетворяют φ (α,β, ν,ω)−  липшицеву 

условию с постоянной τL  в точке x  на множестве G при τ Ω , где x G , 

τ
τ Ω

supL L


=  +  и τ
τ Ω

( ) sup ( )f x f x


= , то :f G R→  также удовлетворяет φ (α,β, ν,ω)−  

липшицеву условию с постоянной L в точке x  на множестве G. 

Доказательство. Если ,x y G , то  

τ τ
τ Ω τ Ω

( ) φ( ) ( ) φ( ) sup( ( ) φ( )) sup( ( ) φ( ))f y y x f x x x f y y x f x x x
 

− − − + − = − − − − −   

 
τ τ

τ Ω

β αν
ν β αν

α

sup( ( ) φ( ) ( ) φ( ))

( ) ω( ),

f y y x f x x x

L y x x x y x x x



−
−

 − − − + − 

 − − + − + −

 (3) 
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τ τ
τ Ωτ Ω

( ) φ( ) ( ) φ( ) sup( ( ) φ( )) inf ( ( ) φ( ))f y y x f x x x f y y x f x x x


− − − + − = − − + − + −   

 
τ τ

τ Ω

β αν
ν β αν

α

inf ( ( ) φ( ) ( ) φ( ))

( ) ω( ).

f y y x f x x x

L y x x x y x x x



−
−

 − − − + − 

 − − − + − − −

 (4) 

Из соотношений (3), (4) вытекает, что :f G R→  удовлетворяет φ (α,β, ν,ω)−  

локально липшицевy условию с постоянной L в точке x . Лемма доказана. 

 
2. Точные штрафные теоремы в общей задаче минимизации 

 

Пусть X – нормированное пространство, G X , C G , :f G R→  и 0 .x C  

Положим ( ) inf{ : }Cd x u x u C= −  . Для простоты ниже предполагаем, что β αν . 

Лемма 9. Пусть 0x  – точка минимума функции f на множестве C, :f G R→  

удовлетворяет (α,β, ν,ω)  липшицеву условию с постоянной K в точке 0x  на мно-

жестве G, и C G . Тогда для любого λ K  функция  
β

β αν να
λ 0 0( ) ( ) λ( ( ) ( )) ω( )C CS x f x d x x x d x x x

−
= + + − + −  

достигает минимума на множестве G в точке 0x , и если λ K  и C замкнуто, то 

любая точка, минимизирующая 
λ ( )S x  на множестве G, принадлежит C. 

Доказательство. Предположим противное. Пусть существуют точка y G  и 

ε 0  такие, что 
λ 0( ) ( ) λεS y f x − , где λ K . Возьмем точку c C  такую, что 

β

α
β

β αν ν β αν ν
α

0 0( ) ( ) εC Cy c y x y c d y y x d y
− −

− + − −  + − + . Так как f удовлетворяет 

(α,β, ν,ω)  липшицеву условию в точке 0x  на множестве G с постоянной K, то 

β
ν β αν

α
0 0( ) ( ) ( ) ω( )f c f y K y c y c y x y x

−
 + − + −  − + −   

β
ν β αν

α
0 0( ) λ( ) ω( )f y y c y c y x y x

−
 + − + −  − + −   

β

α β αν ν

0 0 0( ) λ( ( ) ( )) ω( ) λε ( ).C Cf y d y y x d y y x f x
−

 + + − + − +   

Это противоречит предположению, что f достигает минимума в точке 0x  на мно-

жестве C. 

Если λ K  и y G  также минимизирует функции 
λ ( )S x  на множестве G, то 

из первой части теоремы получим 
β

β αν να
0 0 0( ) λ( ( ) ( )) ω( ) ( ) ( )C Cf y d y y x d y y x f x f y

−
+ + − + − =  +  

β

α β αν ν

0 0

λ
( ( ) ( )) ω( ).

2
C C

K
d y y x d y y x

−+
+ + − + −  

Отсюда получим, что 

β

α β αν ν

0( ) ( ) 0C Cd y y x d y
−

+ − = . Поэтому ( ) 0Cd y = . Так как С 

замкнуто, то y C . Теорема доказана. 
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Отметим, что 

β

α
β

β αν β αν νν
α

0 0( ) ( ) inf { : }C Cd x x x d x u x x x u x u C
− −

+ − = − + − −   

при x X . 

Замечание 1. Если β αν=  и 0 ν 1  , то считаем, что ν

λ ( ) ( ) λ ( )CS x f x d x= + +  

0ω( )x x+ −  при x G , где λ K . Если ν 1=  и ω( ) 0x  , то отсюда следует пред-

ложение 2.4.3 [3. C. 55].  

Теорема 1. Пусть 0x  – точка минимума функции f на множестве C, :f G R→  

удовлетворяет φ (α,β, ν,ω)−  липшицеву условию с постоянной K в точке 0x  на 

множестве G, C G , и 0{ : φ( ) 0}D x C x x=  −  . Тогда для любого λ K  функция   

β

β ανα ν

λ 0 0 0( ) ( ) φ( ) λ( ( ) ( )) ω( )D DS x f x x x d x x x d x x x
−

= − − + + − + −  

достигает минимума на множестве G в точке 0x , и если λ K  и D замкнуто, то 

любая точка, минимизирующая λ ( )S x  на множестве G, принадлежит D. 

Доказательство. Ясно, что 0x  – точка минимума функции 0( ) φ( )f x x x− −  на 

множестве 0{ : φ( ) 0}D x C x x=  −  , и функция 
0( ) φ( )f x x x− −  удовлетворяет 

(α,β, ν,ω)  липшицеву условию с постоянной K в точке 0x  на множестве G. При-

меняя лемму 9, получим, что для любого λ K  функция   
β

α β αν ν

λ 0 0 0( ) ( ) φ( ) λ( ( ) ( )) ω( )D DS x f x x x d x x x d x x x
−

= − − + + − + −  

достигает минимума на множестве G в точке 0x . 

Из леммы 9 также следует, что если λ K  и D замкнуто, то любая точка, ми-

нимизирующая λ ( )S x  на множестве G, принадлежит D. Теорема доказана.    

Так как 
β νβ ν

0( ) ( )D Dd x x x d x
−

 −  при x X , то из теоремы 1 вытекает  

Следствие 8. Пусть 0x  – точка минимума функции f на множестве C, :f G R→  

удовлетворяет ),,,1( −  липшицеву условию с постоянной K в точке 0x  на 

множестве G, C G , и  0: φ( ) 0D x C x x=  −  . Тогда для любого λ K  функция 

β ν ν

λ 0 0 0( ) ( ) φ( ) 2λ ( ) ω( )DS x f x x x x x d x x x
−

= − − + − + −  

достигает минимума на G в точке 0x , и если K  и D  замкнуто, то любая точка, 

минимизирующая λ ( )S x  на множестве G, принадлежит D. 

Ясно, что при условиях лемм 5–7 условия теоремы 1 выполняются. 

 

3. Теорема о точном штрафе для задачи  

математического программирования 

 

Пусть X и Z – нормированные пространства, G X , :if G R→ , 0,1, ,i n= , 

:F G Z→  и C G . 

Рассмотрим задачу 

 0 ( ) min,f y →   { : ( ) 0, 1, , , ( ) 0}iy x C f x i n F x   = = . (5) 
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Положим  0: φ ( ) 0, 0,1, , , ( ) 0iH x C x x i n F x=  −  = = , 0 0( ) max{ ( ( )E x r f x= −

0 0 0 0 0

1 0

φ ( ) ( )) ( ( ) φ ( )) : 0, 0,1, , , 1 }

n n

i i i i i

i i

x x f x r f x x x r i n r
= =

− − − + − −  = =  . 

Теорема 2. Пусть 0x  – точка минимума в задаче (5), функции :if G R→   

удовлетворяют φ (α,β, ν,ω)i −  липшицеву условию с постоянной K в точке 0x  на 

множестве G при 0,1, ,i n= , C G . Тогда для любого λ K  функция  

+= )x(E)x(E
β

β αν να
0 0λ( ( ) ( )) ω( )H Hd x x x d x x x

−
+ − + −  

достигает минимума на G в точке 0x , и если λ K  и H замкнуто, то любая точка, 

минимизирующая λ ( )E x  на множестве G, принадлежит H. 

Доказательство. Предполагая противное, имеем, что функция ( )E x  неотрица-

тельна на множестве 0{ : φ ( ) 0, 0,1, , , ( ) 0}iH x C x x i n F x=  −  = =  и точка 0x  

минимизирует функцию ( )E x  на множестве H и 0( ) 0E x = . Так как функции 

0 0 0 0 0( ) φ ( ) ( )f x x x f x− − − , 0( ) φ ( ), 1, ,i if x x x i n− − = , удовлетворяют (α,β, ν, ω)  

липшицеву условию с постоянной K в точке 0x  на множестве G, то по лемме 8 

функция ( )E x  удовлетворяет (α,β, ν,ω)  липшицеву условию с постоянной K  

в точке 0x  на множестве G. Применяя лемму 9, имеем, что для любого λ K  

функция 

β

α β αν ν

λ 0 0( ) ( ) λ( ( ) ( )) ω( )H HE y E y d y y x d y y x
−

= + + − + −  достигает мини-

мума на G в точке 0x . Из леммы 9 также следует, что если λ K  и H замкнуто,  

то любая точка, минимизирующая λE  на множестве G, принадлежит H. Теорема 

доказана. 

Если φ ( ) 0i x   при 0,1, ,i n= , то { : ( ) 0}H x C F x=  =  и  

0 0 0 0

1 0

( ) max{α ( ( ) ( )) α ( ) : α 0, 0,1, , , α 1}.

n n

i i i i

i i

E x f x f x f x i n
= =

= − +  = =   

Если положить  

0 0 0 0 0 1 1 0 0( ) max{ ( ) φ ( ) ( ), ( ) φ ( ), , ( ) φ ( )}n nE x f x x x f x f x x x f x x x= − − − − − − − , 

то теорема 2 также остается справедливой. 

Пусть X и Z – нормированные пространства, :F X Z→  – произвольное отоб-

ражение. Обозначим 0{ : ( ) ( )}E x D F x F x=  = , где D C . Отображение F будем 

называть (α,β, ν,δ) -регулярным в точке 0x E  относительно множества D, если 

существует такое число 0Dr  , что  

β
β αν να

0( ) ( )E Ed x x x d x
−

+ −
β

α
β αν ν

0 0 0( ( ) ( ) ( ) ( ) )Dr F x F x x x F x F x
−

 − + − −  

при ,x D  0 δx x−  .  

В следующих теоремах 3 и 4 рассмотрены задачи математического программи-

рования с регулярным ограничением равенств. Ряд достаточных условий регуляр-

ности равенства ограничений получен в [4. C. 98–104; 15. C. 59, 151].  
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Для простоты далее считаем, что 0( ,δ)G B x= . Пусть :S X Z→ , φ :i X R→ , 

0,1, ,i n= , 0( ) 0F x = .     

Положим    

0 0{ : φ ( ) 0, 0,1, , , ( ) 0}iD x C x x i n S x x=  −  = − = ,     

1 0{ : φ ( ) 0, 0,1, , }iD x C x x i n=  −  = , 
β

α
β αν ν

0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,Q x F x S x x x x F x S x x
−

= − − + − − −  

0 0 0 0 0 1 1 0 0( ) max{ ( ) ( ) φ ( ), ( ) φ ( ), , ( ) φ ( )}.n nh x f x f x x x f x x x f x x x= − − − − − − −  

Теорема 3. Пусть 0x  – точка минимума в задаче (5), функции if  удовлетворяют 

φ (α,β, ν,δ,ω)i −  липшицеву условию с постоянной K в точке 0x  при 0,1, ,i n= , 

отображение F в точке 0x  (α,β, ν,δ) -регулярно относительно множества 1D   

с коэффициентом регулярности r, функции ( )Q x  и 0ω( )x x−  удовлетворяют 

(α,β, ν,δ,ω)  липшицеву условию с постоянной K в точке 0x , и 0( , δ)C B x . Тогда 

для любого 2μ max{2 , }K K r Kr +  функция   

β
β αν να

μ 0 0( ) ( ) μ ( ) 2ω( ) μ( ( ) ( ))D Dh x h x Q x x x d x x x d x
−

= + + − + + −  

достигает минимума на 0( ,δ)B x  в точке 0x , и если D замкнуто и 2μ max{2 , }K K r Kr + , 

то любая точка, минимизирующая 
μ ( )h x  на множестве 0( ,δ)B x , принадлежит D. 

Доказательство. Так как 0x  – точка минимума в задаче (5), то, предположив 

противное, имеем, что 0x  является минимумом h на множестве 

0{ : φ ( ) 0, 0,1, , , ( ) 0}.iV x C x x i n F x=  −  = =   

По условию функции 0 0 0 0 0( ) ( ) φ ( )f x f x x x− − −  и 0( ) φ ( )i if x x x− − , 1, , ,i n=  

удовлетворяют (α,β, ν,δ,ω)  липшицеву условию с постоянной K в точке 0x C , 

тогда по лемме 8 имеем, что h удовлетворяет (α,β, ν,δ,ω)  липшицеву условию  

с постоянной K в точке 0x . Применяя лемму 9 при 0( ,δ)G B x=  на пары множеств 

V и 1D  имеем, что для любого λ K  функция  
β

α β αν ν

λ 0 0( ) ( ) λ( ( ) ( )) ω( )V Vh x h x d x x x d x x x
−

= + + − + −  

достигает минимума на множестве 1D  в точке 0x  (и если λ K  и V замкнуто, то 

любая точка, минимизирующая λ ( )h x  на множестве 1D , принадлежит V). 

Так как отображение F является (α,β, ν,δ) -регулярным в точке 0x V  относи-

тельно множества 1D , то существует такое число 0r  , что  

β

α

β
β αν β αν ννα

0 0( ) ( ) ( ( ) ( ) )V Vd x x x d x r F x x x F x
− −

+ −  + −   

при 1x D . Отсюда следует, что  

β

α

β
β αν β αν ννα

0 0 0 0( ) ( ) ( ( ) ( ) ( ) ( ) )V Vd x x x d x r F x S x x x x F x S x x
− −

+ −  − − + − − −  

при Dx . Поэтому для любого λ K  функция  
β

α
β αν ν

0 0 0 0(x) λ ( ( ) ( ) ( ) ( ) ) ω( )h r F x S x x x x F x S x x x x
−

+ − − + − − − + −  
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достигает минимума на D в точке 
0x . Так как функция 0(x) ( ) ω( )h KrQ x x x+ + −  

в точке 0x  удовлетворяет (α,β, ν,δ,ω)  липшицеву условию с постоянной 22 ,K K r+  

то из леммы 9 при 0( ,δ)G B x=  имеем, что для любого 2μ 2K K r +  функция 

β
β αν να

0 0( ) ( ) 2ω( ) μ( ( ) ( ))D Dh x KrQ x x x d x x x d x
−

+ + − + + −  достигает минимума на 

0( ,δ)B x  в точке 0x . Поэтому для любого 2μ max{2 , }K K r Kr +  функция 

β
β αν να

μ 0 0( ) ( ) μ ( ) 2ω( ) μ( ( ) ( ))D Dh x h x Q x x x d x x x d x
−

= + + − + + −  достигает мини-

мума на 0( ,δ)B x  в точке 0x , и если 2μ max{2 , }K K r Kr +  и D замкнуто, то по 

лемме 9 любая точка, минимизирующая 
μ ( )h x  на множестве 0( ,δ)B x , принадле-

жит D. Теорема доказана. 

Если положить 

0 0 0 0 0 0

0

1 0

( ) max{α ( ( ) ( ) φ ( ))

α ( ( ) φ ( )) : α 0, 0,1, , , α 1},

n n

i i i i i

i i

h x f x f x x x

f x x x i n
= =

= − − − +

+ − −  = = 
 

то теорема 3 также остается верной. 

Пусть ( , )XX d  и ( , )YY d  – метрические пространства, :F X Y→  – оператор, 

( , )XB x r  – шар радиуса r с центром в точке x в X, ( , )YB y r  – шар радиуса r с цен-

тром в точке y в Y. Пусть U X  – открытое множество. Будем говорить, что  

оператор F накрывает множество U с константой 0a  , если включение 

( ( , )) ( ( ), )X YF B x r B F x ar  выполняется для любого ( , )XB x r U  (см.: [15. P. 52]). 

Пусть 0( ;δ)G B x= , :S X R→ . Положим 

0{ : ( ) 0}D x C S x x=  − = ,     0 0 0 1( ) max{ ( ) ( ), ( ), , ( )},nf x f x f x f x f x= −  

β
β αν ν

α
0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .Q x F x S x x x x F x S x x

−
= − − + − − −  

Теорема 4. Пусть X – банахово пространство, 0x  – точка минимума в задаче (5), 

функции if , 0,1, ,i n= , в точке 0x  удовлетворяют (α,β, ν,δ,ω)  липшицеву усло-

вию с постоянной K, C – непустое открытое множество, непрерывное отображение 

:F C Z→  накрывает с константой 0a   на множестве C и 0( , δ)C B x , функции 

( )Q x  и 0ω( )x x−  удовлетворяют (α,β, ν,δ,ω)  липшицеву условию с постоянной K. 

Тогда существуют числа 0 0m   и 0t   такие, что для любого 0μ m  функция  

β
β αν να

μ 0 0( ) ( ) μ ( ) 2ω( ) μ( ( ) ( ))U US x f x Q x x x d x x x d x
−

= + + − + + −  

достигает минимума на 0( , δ)B x  в точке 0x , где 0( , )U B x t D= , 0 δt  , а если 

D замкнуто и 
0μ m , то любая точка, минимизирующая 

μ ( )S x  на множестве 

0( , δ)B x , принадлежит U. 

Доказательство. Положим 0 0 0 1( ) max{ ( ) ( ), ( ), , ( )}nf x f x f x f x f x= −  при 

0( , δ)x B x . Так как 0x  – точка минимума в задаче (5), то 0x  также минимизирует 

функцию f на множестве { : ( ) 0}E x C F x=  = . Если функции 
if , 0,1, ,i n= , 
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удовлетворяют (α,β, ν,δ,ω)  липшицеву условию с постоянной K в точке 
0x , то по 

лемме 8 имеем, что функция f также удовлетворяет (α,β, ν,δ,ω)  липшицеву усло-

вию с постоянной K в точке 
0x . Полагая { : ( ) 0}E x C F x=  = , по лемме 9 имеем, 

что для любого λ K  функция  

λ ( ) ( )S x f x= +
β

β αν να
0 0λ( ( ) ( )) ω( )E Ed x x x d x x x

−
+ − + −  

достигает минимума на 0( ,δ)B x  в точке 0x  (и если λ K  и E замкнуто, то любая 

точка, минимизирующая λ ( )S x  на множестве 0( ,δ)B x , принадлежит E). Так как 

непрерывное отображение :F C Y→  накрывает с константой 0a   на открытом 

множестве C, то по лемме 44 [15. C. 151] существуют числа 0m   и 0t   такие, 

что выполняется неравенство ( ) ( )Ed x m F x  при 0( , )x B x t , где 0( , )B x t C . 

Поэтому для любого λ K  имеем, что 
β

β αν να
0 0 0( ) ( ) λ( ( ) ( )) ω( ) ( )E Ef x f x d x x x d x x x f x

−
 + + − + −  +  

β

να β αν

0 0λ ( ( ) ( ) ) ω( )r F x x x F x x x
−

+ + − + −  

при 0( , )x B x t , где 
β

α νmax{ , }r m m= . Отсюда следует, что функция 

0( ) λ ( ) ω( )f x r Q x x x+ + −  достигает минимума на 0( , )U D B x t=  в точке 0x . 

Так как функция 0(x) (x) ( ) ω( )S f K r Q x x x= + + −  в точке 0x  удовлетворяет 

(α,β, ν,δ,ω)  липшицеву условию (см.: [12. С. 200. Лемма 4.4.1]) с постоянной 

2 2K r K+ , то по лемме 9 для любого 2μ 2r K K +  функция   

β
β αν να

0 0( ) ( ) ( ) 2ω( ) μ( ( ) ( ))U US x f x KrQ x x x d x x x d x
−

= + + − + + −  

достигает минимума на 0( , δ)B x  в точке 0x . Поэтому для любого 

2μ max{ 2 , }K r K Kr +  функция   

β
β αν να

μ 0 0( ) ( ) μ ( ) 2ω( ) μ( ( ) ( ))U US x f x Q x x x d x x x d x
−

= + + − + + −  

достигает минимума на 0( , δ)B x  в точке 0x . Если D замкнуто и 

2μ max{ 2 , }K r K Kr + , то по лемме 9 любая точка, минимизирующая 
μ ( )S x  на 

множестве 0( , δ)B x , принадлежит U. Теорема доказана. 

Отметим, что из теоремы точного штрафа высокого порядка легко можно по-

лучить необходимые условия экстремума высокого порядка (см.: [12]).   
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Abstract. A finite Abelian p-group can be identified with a group H = H1
  H2

  …  Hl 

with / in

iH p= Z Z  and n1  n2  …  nl = n  0. The endomorphisms of this group H are 

in one-to-one correspondence with the elements of the following set of matrices: 
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We endow R with a multiplication such that R becomes a ring which is isomorphic to the 

endomorphism ring End H of H. For A  R, we define the determinant |A|  Z/pnZ so that 

|AA' | = |A|  |A' |. The main result is that the following are equivalent: 

– The element |A| is invertible in Z/pnZ. 

– The matrix A is left invertible in R. 

– The matrix A is right invertible in R. 

– The matrix A is invertible in R. 

We also give an algorithm for finding A–1. 

Keywords: primary group, endomorphism ring, generalized matrix ring, inverse matrix 
 

Acknowledgments: This work was supported by the Ministry of Science and Higher  

Education of Russia (agreement No. 075-02-2025-1728/2). 
 

For citation: Stepanova, A.Yu., Timoshenko, E.A. (2025) Rings of generalized matrices 

representing endomorphisms of a finite primary group. Vestnik Tomskogo gosudarstven-

nogo universiteta. Matematika i mekhanika – Tomsk State University Journal of Mathe-

matics and Mechanics. 94. pp. 57–66. doi: 10.17223/19988621/94/5 
 

 

Кольца обобщенных, или формальных, матриц возникли в связи с понятием 

контекста Мориты (подробнее см.: [1, 2]). За последние десятилетия появилось не-

мало работ о кольцах обобщенных матриц, среди которых особенно выделим 

книгу П. Крылова и А. Туганбаева [3]. В некоторых кольцах обобщенных матриц 

удается ввести понятие определителя (см.: [4, 5]); ряд идей из этих статей мы ис-

пользуем ниже. 

Кольца обобщенных матриц часто возникают в процессе исследования колец 

эндоморфизмов прямых сумм абелевых групп и модулей. Ранее в работе [6] мы 

показали, как представлять обобщенными матрицами эндоморфизмы конечных 

примарных групп рангов 2 и 3; были также получены формулы для нахождения 

обратной матрицы. В настоящей статье будет построено аналогичное представле-

ние уже для эндоморфизмов конечных примарных групп произвольного ранга и 

указан алгоритм вычисления обратной матрицы для этого случая. 

Все группы, встречающиеся в статье, абелевы. Через Z мы обозначаем кольцо 

(и группу) целых чисел; ■ – символ конца доказательства либо его отсутствия. 

Хорошо известно, что если m  n  0 и p – простое число, то: 

1) элементы группы гомоморфизмов Hom(Z/pmZ, Z/pnZ) находятся во взаимно 

однозначном соответствии с элементами группы Z/pnZ (сопоставляем смежный 

класс a + pnZ гомоморфизму   Hom(Z/pmZ, Z/pnZ) такому, что для любого z  Z 

выполнено (z + pmZ) = az + pnZ); 

2) элементы группы гомоморфизмов Hom(Z/pnZ, Z/pmZ) находятся во взаимно 

однозначном соответствии с элементами группы Z/pnZ (сопоставляем смежный 

класс b + pnZ гомоморфизму   Hom(Z/pnZ, Z/pmZ) такому, что для любого z  Z 

выполнено (z + pnZ) = pm–nbz + pmZ). 

Ясно, что обе указанные биекции представляют собой изоморфизмы групп. 

Любую конечную p-группу ранга l можно отождествить с подходящей прямой 

суммой H = H1  H2  …  Hl, где ZZ in
i pH /=  и n1  n2  …  nl  0. Элементы 

такой группы H будем записывать как векторы вида 

 ( )
1

k
l

n

k
k

z p
=

+ Z , (1) 
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где zk  Z (удобно представлять себе такой вектор как вектор-столбец). Далее для 

i, j, k  {1, 2, …, l} введём обозначения 


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Несложно видеть, что даже со знаками нестрогого неравенства эти определения 

являются корректными. Из сказанного ранее ясно, что эндоморфизмы группы H 

находятся во взаимно однозначном соответствии с элементами множества 
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состоящего из обобщенных матриц вида 
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
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 (2) 

таких, что aij  Z. При этом эндоморфизму  группы H мы сопоставляем матрицу 

вида (2) с тем свойством, что  переводит всякий вектор вида (1) в вектор 
l

j

n
l

k

kjkjk
jpzaT

11 ==













+ Z . 

Ясно, что указанное соответствие: 

– является групповым изоморфизмом; 

– сопоставляет тождественному эндоморфизму группы H матрицу 
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где ij – символ Кронекера. 

Установим некоторые свойства коэффициентов Tij и Sijk: 

Лемма 1. а) Для любых i, j, k  {1, 2, …, l} выполнено Tik Sijk = TijTjk и Skji = Sijk. 

б) Для любых i, j  {1, 2, …, l} выполнено Tij = Sij1 и Siij = Sijj = 1. 
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Доказательство. а) Достаточно рассмотреть шесть возможных случаев: 

– если i  j  k, то jkij

nnnnnn
ijkik TTpppST kjjiki ===

−−−
1  и Skji = 1, 

– если i  k  j, то jkij

nnnnnn
ijkik TTpppST jijkki ===

−−−
1  и jk nn

kji pS
−

= , 

– если j  i  k , то jkij

nnnnnn
ijkik TTpppST kjijki ===

−−−
1  и ij nn

kji pS
−

= , 

– если j  k  i , то jkij

nn

ijkik TTpST kj ==
−

1  и kj nn

kji pS
−

= , 

– если k  i  j , то jkij

nnnn

ijkik TTppST jiji ===
−−

11  и ji nn

kji pS
−

= , 

– если k  j  i, то Tik Sijk = 1  1 = TijTjk и Skji = 1. 

В каждом из этих случаев видим, что Skji = Sijk. 

б) Непосредственно проверяется, что требуемые равенства верны как при i  j, 

так и при i  j. ■ 

Заметим, что приведенные свойства в целом совпадают со свойствами систем 

множителей, с помощью которых можно задавать операцию умножения в кольце 

обобщенных матриц над некоторым кольцом с единицей (см.: [3, 4]). 

Если эндоморфизму  группы H соответствует матрица A, задаваемая равен-

ством (2), а эндоморфизму ' – матрица 
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, (4) 

то ' переводит всякий вектор вида (1) в вектор 
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(здесь мы использовали лемму 1). Введем на множестве R операцию умножения, 

считая, что для матриц (2) и (4) выполнено 

 

l
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l

j

jkijijk
kipaaSAA

1,

),min(

1
=

=

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


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
+=  Z . (5) 

Из наших рассуждений следует, что эта операция задана корректно и что верна 

Теорема 2. Множество обобщенных матриц R с поэлементным сложением и 

операцией умножения, задаваемой равенством (5), образует кольцо, изоморфное 

кольцу эндоморфизмов End H группы H. Единичным элементом кольца R служит 

матрица (3). ■ 
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Кольцо R в частном случае ni = l + 1 – i рассматривалось также в работе [7], где 

оно было использовано для построения криптосистемы. 

Далее будем использовать обозначение n = nl. Про целочисленную матрицу 

 ( )l
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будем говорить, что она порождает матрицу (2); ясно, что для всякой матрицы 

A  R существует бесконечно много порождающих целочисленных матриц. Если 
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есть еще одна порождающая матрица для (2), то )(mod n
ijij paa   для любых i и j, 

отсюда )(mod n
ijijijij paTaT   и, значит, )(moddetdet npXX  , где символ det 

обозначает обычный определитель. Это позволяет нам дать следующее 

Определение 3. Определителем матрицы A  R, заданной соотношением (2), 

назовем смежный класс |A| = det X + pnZ, где X есть произвольная целочисленная 

матрица, порождающая матрицу A. 

Так как E порождается единичной целочисленной матрицей, то |E| = 1 + pnZ. 

Теорема 4. Для любых A, A'  R выполнено |AA' | = |A|  |A' |. 

Доказательство. Пусть матрицы A и A' заданы равенствами (2) и (4). Задавая 

X и X ' равенствами (6) и (7), с учетом леммы 1 имеем 
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Сопоставляя эти равенства с записью (5), видим, что матрица XX ' порождает AA', 

а значит, 

|AA' | = det(XX ' ) + pnZ = (det X + pnZ)(det X ' + pnZ) = |A|  |A' |, 

что и требовалось. ■ 

Из следующего известного факта вытекает, что в кольце R обратимость обоб-

щенной матрицы слева (или справа) эквивалентна ее двусторонней обратимости: 

Предложение 5. В конечном кольце с единицей каждый левый (или правый) 

обратный элемент является также двусторонним обратным. ■ 

Если n1 = n, то R – это множество всех матриц порядка l над Z/pnZ. При этом 

для всех i, j, k  {1, 2, …, l} выполнено Sijk = Tij = 1, а значит, операция умножения 

и определитель в R будут совпадать с обычными; поэтому вопрос об обратимости 

матриц решается стандартным образом в соответствии с теоремой 6: 

Теорема 6 [8]. а) В кольце l матриц порядка l над коммутативным кольцом  

с единицей  для всякой матрицы A выполнено 
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( )l

jiij AAAAA
1,

** det
=

== , 

где A* – союзная матрица. 

б) Матрица A обратима в l тогда и только тогда, когда ее определитель det A 

обратим в . Обратная матрица в этом случае имеет вид: A–1 = (det A) –1  A*. ■ 

Если n1  n, то существует число s такое, что ns  ns+1 = n. Пусть матрица A  R 

задана соотношением (2). Мы будем разбивать матрицы из R и порождающие их 

целочисленные матрицы на блоки, левый верхний из которых имеет размер s  s: 
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Всякая обобщенная матрица вида A11 представляет подходящий эндоморфизм 

прямой суммы H1
  H2

  …  Hs. Умножение в кольце Rs всех таких обобщенных 

матриц, изоморфном End(H1
  H2

  …  Hs), задается с помощью той же системы 

множителей Sijk, что и в R (с ограничением i, j, k  {1, 2, …, s}). 

Единичный элемент кольца Rs, который совпадает с левым верхним блоком 

матрицы (3), обозначим через Es; далее через El – s будем обозначать единичную 

матрицу порядка l – s над кольцом Z/pnZ. Если A12 = 0 или A21 = 0, то 
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Следующий результат является ключевым для установления критерия обрати-

мости матриц из кольца R и, по сути, содержит алгоритм нахождения обратной 

матрицы. При построении этого алгоритма существенно используются формулы, 

которые позволяют строить обратную матрицу в кольце обобщенных матриц над 

некоторым коммутативным кольцом с единицей (см. [3, 4]). 

Теорема 7. Пусть матрица A  R вида (2) такова, что ее блок A11 обратим в Rs. 

Если при этом для матрицы (6), порождающей A, выполнено условие det X  pZ, 

то матрица A обратима в R. 

Доказательство. Пусть l
jiijxX 1,)( ==  и 

1
11
−A  – элемент кольца Rs, обратный  

к матрице A11. Рассмотрим матрицу 
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у которой при i  s на пересечении i-й строки и j-го столбца находится смежный 

класс bij + pnZ = (det X + pnZ) –1  (Xji + pnZ), где через Xji, как обычно, обозначено 

алгебраическое дополнение элемента xji матрицы X. 

Пусть i  s. Тогда для любых j и k выполняется Tij = Tik = 1, откуда по лемме 1 

получаем Sijk = Tjk. Учитывая утверждение а) из теоремы 6, мы можем заключить, 

что для любого k справедливы равенства 
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и, следовательно, 
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Отсюда вытекает, что матрица UA является блочно-унитреугольной: 
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Учитывая (9), получаем, что для A существует левая обратная матрица, которая 
имеет вид: 
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Рассмотрим теперь алгебраическое дополнение Xji элемента xji матрицы X для 

случая i  s  j. Всякое входящее в Xji слагаемое содержит множитель, имеющий 

вид: jiiiiiii ttt
xxxx

1211
...

−
, где t  0 и i1, i2, …, it  {1, 2, …, l}. Ввиду леммы 1 из этого 

следует, что каждое такое слагаемое будет содержать множитель, равный 
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Тем самым показано, что Xji делится на Tij; обозначим через Yij целое число, для 

которого Xji = TijYij. Чтобы последнее равенство выполнялось при j  s для всех i, 

положим Yij = Xji при любых i, j  {s + 1, s + 2, …, l}. Рассмотрим матрицу 
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у которой при j  s на пересечении i-й строки и j-го столбца находится смежный 

класс bij + pnZ = (det X + pnZ) –1  (Yij + pnZ). Из определения Yij следует, что блок B22 
в матрицах U и V – это действительно одна и та же матрица. 

Для любых i и k выполняется Tik ik = ik. Если k  s, то по лемме 1 и теореме 6 
получаем, что для любого i справедливы равенства 
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Это означает, что матрица AV также является блочно-унитреугольной: 
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С учетом (9) получаем, что для A существует правая обратная матрица, имеющая 

следующий вид: 
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Из предложения 5 вытекает, что найденная правая обратная матрица обязательно 

совпадает с левой обратной, т.е. 
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Выше показано, как можно найти блоки B12, B21 и B22, используя алгебраические 

дополнения к элементам матрицы X. Далее из соотношений 
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легко выразить матрицы B11 A11 и A11 B11. Зная одну из этих матриц, можно найти 

блок B11, воспользовавшись обратимостью матрицы A11  Rs. ■ 

Теперь мы готовы сформулировать и доказать критерий обратимости матриц  

в кольце R. Пусть m совпадает хотя бы с одним из чисел n1, n2, …, nl. Будем назы-

вать диагональным m-блоком матрицы A  R ту ее подматрицу, элементы которой 

находятся в A в позициях (i, j) таких, что ni = nj = m. Очевидно, что всякий m-блок 

представляет собой обычную квадратную матрицу над Z/pmZ. Соответствующие 

подматрицы целочисленной матрицы X, порождающей A, тоже будем называть ее 

диагональными блоками (элементы Tij aij таких блоков – это просто числа aij). 

Теорема 8. Пусть матрица A  R и порождающая ее целочисленная матрица X 

заданы равенствами (2) и (6) соответственно. Следующие условия эквивалентны: 

1. Матрица A обратима в кольце R. 

2. Элемент |A| обратим в кольце Z/pnZ. 

3. Число det X  Z не делится на p. 

4. Для всякого m диагональный m-блок матрицы A обратим в соответствующем 

матричном кольце. 

5. Для всякого m определитель диагонального m-блока матрицы A обратим  

в кольце Z/pmZ. 

6. Определители всех диагональных блоков матрицы X не делятся на p. 

Доказательство. Предположим, что эквивалентность перечисленных шести 

условий уже установлена для ситуации, когда матрицы из кольца R представляют 

эндоморфизмы p-группы ранга  l. Рассмотрим два случая. 

I. Пусть n1 = n. Как уже отмечено ранее, в этом случае R есть обычное кольцо 

квадратных матриц порядка l над Z/pnZ. Ясно, что условия 4, 5 и 6 совпадают соот-

ветственно с условиями 1, 2 и 3. Наконец, условия 1 и 2 эквивалентны по теореме 6, 

а условия 2 и 3 – в силу равенства |A| = det X + pnZ. 

II. Пусть n1  n. Условия 4, 5 и 6 эквивалентны ввиду сказанного выше при рас-

смотрении случая I. 

Импликация 1  2 верна, так как для обратимой матрицы A  R выполнено 

|A|  |A–1| = |AA–1| = |E| = 1 + pnZ. 

Если элемент |A| кольца Z/pnZ обратим, то из |A| = det X + pnZ получаем, что 

det X  pZ, т.е. импликация 2  3 тоже справедлива. 
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Для завершения доказательства рассмотрим представление (8) матрицы X. 

Если i  s  j, то ni  nj и, следовательно, Tij  pZ. Поэтому, разлагая определитель 

det X по первым s строкам в соответствии с теоремой Лапласа, приходим к сравне-

нию det X  det W11  det W22 (mod p). Это значит, что det X  pZ тогда и только то-

гда, когда det W11  pZ и det W22  pZ. Применяя к матрице W11 предположение 

индукции, можем сделать вывод, что условие det W11  pZ равносильно тому, что 

определители всех диагональных блоков из W11 не делятся на число p. Тем самым 

мы показали, что условия 3 и 6 для матрицы X эквивалентны. 

Остается доказать импликацию 3  1. Как мы уже знаем, из условия 3 следует, 

что определители всех диагональных блоков из W11 не делятся на p. В силу пред-

положения индукции это означает, что порождаемая матрицей W11 матрица A11  

обратима в Rs. По теореме 7 получаем, что матрица A обратима в R. ■ 

Матрица A–1 единственна (если она вообще существует). Отсюда, в частности, 

немедленно вытекает, что механизм построения A–1, описанный в теоремах 7 и 8, 

приводит к одному и тому же результату вне зависимости от того, какая именно 

порождающая матрица X была выбрана для A. 
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Аннотация. Представлены методика и результаты экспериментального исследова-

ния закономерностей пиролиза образцов двух типов полимерных композиционных 

материалов (органопластика и поликарбоната) при воздействии теплового излуче-

ния ксеноновой лампы. Получены значения энергии абляции для плотности лучи-

стого теплового потока в диапазоне (42 ÷ 105) Вт/см2, рассчитанные по измеренной 

массовой скорости газификации образцов. 
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Abstract. The development of industries that actively use polymer composite materials 

leads to the accumulation of a large amount of waste in terms of spent products and their 

elements, resulting in serious environmental problems. This paper presents the method and 

results of an experimental study aimed at solving the urgent problem of recycling polymer 

composite materials. Recycling is implemented via pyrolysis induced by thermal radiation 

effect. The URAN-1 setup is used as a source of thermal radiation to generate a directed 

radiant heat flux of a given power on the sample under study. The experiments are carried 

using the polymer composite materials based on organoplastic and polycarbonate. The  

effect of heat flux density and exposure time on ablation rate and energy is revealed and 

analyzed. For the organoplastic material, the ablation energy decreases from 5.8 to 3.6 kJ/g 

with an increase in the heat flux density in the range (42÷105) W/cm2, and for the polycar-

bonate material, the ablation energy remains constant. The obtained results can be used to 

optimize the pyrolysis of polymer composite materials when solving the issues of recycling 

and reducing the volume of environmental pollution. 
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Введение 
 

С появлением современных полимерных композиционных материалов (ПКМ) 

стало возможным создание легких, прочных и долговечных изделий, которые нахо-

дят широкое применение в авиации, ракетно-космической технике, автомобиле-

строении, строительстве и в других областях промышленности. Изделия и детали 

из таких материалов после отработки и выполнения своих функций требуют ути-

лизации для предотвращения негативных экологических последствий (образова-

ние космического мусора, загрязнение арктического побережья пластиковой тарой 

для завозимого горючего и оборудования, загрязнение Мирового океана микроп-

ластиками и т.д.). Из возможных методов утилизации наиболее распространен-

ными и реализованными на промышленном уровне являются механические спо-

собы – измельчение, дробление, прессование и брикетирование твердых бытовых, 

строительных и промышленных отходов [1]. Особую сложность представляет со-

бой утилизация ПКМ, армированных непрерывными волокнистыми наполните-

лями, такими как стекловолокно и некоторые марки углеродных волокон. Для та-

ких ПКМ используют, как правило, термические методы утилизации – сжигание, 

пиролиз и газификацию [2, 3]. 

В настоящей работе представлены методика и результаты экспериментального 

исследования утилизации образцов ПКМ методом пиролиза при воздействии теп-

лового излучения. Получены количественные характеристики процесса терми-
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ческого разложения двух типов материалов в зависимости от плотности потока 

интегрального теплового излучения и времени облучения образца. 

 

Экспериментальная установка 

 

Экспериментальные исследования по пиролизу выбранных ПКМ проводились 

на установке «УРАН-1» [4, 5], схема которой представлена на рис. 1. 
 

 

Рис. 1. Схема экспериментальной  

установки «УРАН-1»: 

1 – блок управления; 2 – ксеноновая 

лампа; 3 – блок питания; 4 – система  

регистрации; 5 – фиксатор образца;  

6 – исследуемый образец; 7 – затвор 

Fig. 1. Design of the “URAN-1”  

experimental setup: 

1, control unit; 2, xenon lamp; 3, power 

supply; 4, registration system; 5, sample 

clamp; 6, sample under study; and 7, shutter 
 

Экспериментальная установка состоит из блока управления 1, ксеноновой 

лампы с эллиптическим отражателем 2, блока питания 3, системы регистрации 4 и 

области проведения экспериментов – воздействия лучистого теплового потока на 

исследуемый образец. Блок управления 1 отвечает за подачу напряжения поджи-

гающего импульса на ксеноновую лампу 2 марки ДКсР-10000 и плавную регули-

ровку мощности излучения. Ксеноновая лампа размещается в первом фокусе от-

ражателя, во втором фокусе создается увеличенная проекция поперечного сечения 

электрической дуги лампы. Блок питания 3 обеспечивает потребляемую мощность 

установки (20 кВт). Система регистрации состоит из датчика лучистого теплового 

потока, фотодиодов, реле времени и осциллографа. Эта система позволяет измерять 

плотность теплового потока, регистрировать время воздействия и фиксировать  

момент возникновения пламени, а также контролировать условия эксперимента. 

На рабочем столе в области проведения экспериментов, расположенном в плоско-

сти второго фокуса эллиптического отражателя, находится фиксатор образца 5  

с защитным экраном, в который закреплен исследуемый образец ПКМ 6. Для по-

дачи теплового излучения на образец в течение заданного промежутка времени ∆t 

использовался затвор 7, шторки которого приводятся в движение с помощью элек-

тропривода. Заслонка защищает ослабители и лепестки затвора от перегрева при 

включении лампы и во время достижения заданного режима работы. Центральный 

затвор имеет две шторки, приводимые в движение с помощью электромагнитов. 

Распределение интенсивности излучения λ λ λmax/I I I=  ксеноновой лампы  

в зависимости от длины волны излучения λ представлено на рис. 2 [4]. 

Интенсивность излучения в ультрафиолетовой области (λ < 0.38 мкм) состав-

ляет 0.5 кВт (9%), в видимой области (0.38 < λ < 0.78мкм) – 2 кВт (36%), в инфра-

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 
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красной области (λ > 0.78 мкм) – 3 кВт (55%). Установка обеспечивала стабиль-

ность излучения во времени не ниже 95% и равномерное распределение лучистого 

теплового потока в пятне диаметром 10 мм не ниже 90%. Максимальная мощность 

излучения, падающая на образец, составляла ~ 0.6 кВт и соответствовала инте-

гральному излучению абсолютно черного тела при температуре ~ 3 110 К (см. рис. 2). 

Отклонение от фокальной плоскости по оптической оси на расстояние 1 мм вызы-

вает изменение плотности лучистого теплового потока не более чем на 5%. 
 

 

Рис. 2. Распределение интенсивности излучения ксеноновой лампы по спектру 

Fig. 2. Spectral distribution of the xenon lamp radiation 
 

При проведении экспериментов проводилась скоростная видеосъемка процесса 

пиролиза, а также измерялась скорость пиролиза в зависимости от интенсивности 

теплового излучения и времени экспозиции. 

 

Методика проведения экспериментов 

 

Плотность теплового потока излучения при проведении экспериментов варьиро-

вала в диапазоне q = (42 ÷ 105) Вт/см2, а время воздействия теплового излучения ∆t 

изменялось от 3.1 до 15.2 с. Необходимые значения плотности лучистого тепло-

вого потока в фокальном пятне получены с использованием ослабителей излуче-

ния и постепенного изменения электрической мощности напряжения, подаваемого 

на ксеноновую лампу. Интенсивность теплового потока излучения, действующего 

на образец, измерялась калориметрическим методом. 

Калориметр представляет собой медный диск (диаметр 10 мм, высота 3 мм, 

масса 1.49 г), в который впаяна медь-константановая термопара диаметром 0.15 мм. 

Облучаемая поверхность калориметра покрыта тонким слоем ламповой сажи для 

снижения коэффициента отражения теплового излучения k0 ≈ 0 [6]. Плотность по-

тока излучения рассчитывалась по формуле [7] для измеренной в эксперименте 

скорости нагрева ∆Т/∆t медного диска: 

 
0(1 )

mc T
q

k S t


=

− 
, (1) 

где m – масса диска, c – удельная теплоемкость меди, k0 – коэффициент отражения, 

S – площадь облучаемой поверхности диска, ∆Т – изменение температуры за время ∆t. 
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После проведения градуировки калориметра проводилась серия экспериментов 

по облучению образцов ПКМ.  

Величина массовой скорости пиролиза на единицу облучаемой поверхности 

определялась по формуле 

 0 1M M М
М

tS tS

− 
= = , (2) 

где M0 – начальная масса образца, M1 – масса образца после опыта, ∆t – время об-

лучения, S – площадь облучаемой поверхности образца. 

Время облучения ∆t выбиралось на участке равномерного нарастания ∆М на 

графике: t1 < t < t2 (см. ниже рис. 3). Масса исследуемого образца ПКМ измерялась 

до облучения и после воздействия лучистого теплового потока с помощью элек-

тронных весов марки AND GX-200 с классом точности II и погрешностью измере-

ния 0.001 г. Для каждого типа образца ПКМ проводились пять дублирующих из-

мерений и их статистическая обработка. 

Линейную скорость газификации определяли на стационарном участке про-

цесса, фиксируя массу образца за конкретный временной интервал. 

 
ρ

М
u = , (3) 

где ρ – плотность исследуемого материала. 

Необходимая для начала газификации энергия (энергия абляции) рассчитыва-

лась с использованием формулы [8] 

 
(1 )k t

E q S
M

−
= 


, (4) 

где k – коэффициент отражения поверхности исследуемого образца. 

Усредненный коэффициент отражения исследуемых ПКМ измеряли на шаро-

вом фотоэлектрическом фотометре ФМШ-56М в диапазоне длин волн (0.36 ÷ 1.1) мкм. 

Погрешность измерения коэффициента отражения не превышает 1%. 

 

Результаты исследований 

 

Выбор полимерных композиционных материалов в качестве объекта исследова-

ния проводился совместно со специалистами Омского государственного техниче-

ского университета [9]. Для экспериментов было выбрано два типа перспективных 

полимерных композиционных материалов: органопластик на основе пара-арамид-

ной ткани с эпоксидным связующим ЭДТ-10, тип образца ПКМ (ОП), и поликар-

бонат марки РС-022 с углеродными добавками, тип образца ПКМ (ПК). Выбран-

ные материалы рекомендованы как наиболее применяемые для конструктивных 

элементов в промышленности, ракетно-космической области и не уступают по 

своим характеристикам традиционно используемым сплавам алюминия. Для про-

ведения эксперимента из предоставленных пластин ПКМ были изготовлены об-

разцы с диаметром 10 мм. В табл. 1 приведены толщина исследуемых образцов h, 

значения плотности ρ, удельной теплоемкости с, коэффициента теплопроводности 

при 25°С λПКМ и измеренные усредненные коэффициенты отражения образцов k. 

С учетом энергетических характеристик ксеноновой лампы ДКcР-10000 полу-

чены усредненные коэффициенты отражения образцов ПКМ. Характеристики ис-

следуемых образцов ПКМ также приведены в табл. 1. 
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Т а б л и ц а  1  

Характеристики исследуемых ПКМ 

Тип образца h, мм ρ, г/cм3 с, Дж/(кг∙K) λ, Вт/(м∙K) k 

ПКМ (ОП) 1 1.06 1 200 0.154 0.33 

ПКМ (ПК) 2 1.23 1 260 0.304 0.11 
 

Типичная зависимость потери массы образца ∆М от времени воздействия теп-

ловым излучением приведена на рис. 3. 
 

 

Рис. 3. Зависимость потери массы от времени облучения для полимеров:  

1 – режим без затухания образца; 2 – режим с затуханием образца 

Fig. 3. Dependence of the mass loss on the irradiation time for polymers  

in the mode (1) without and (2) with sample attenuation 
 

На рис. 3 отмечены следующие времена процесса: t1 – время нестационарной 

абляции, t2 – время абляции ПКМ до образования коксового слоя, t3 – время нарас-

тания коксового слоя, t4 – время до начала режима равновесия между подводом 

энергии и ее диссипацией [8]. 

Видно, что по достижении времени t4 наблюдается равновесие между подводом 

энергии и ее отводом за счет конвекции, теплопроводности и т.д. Толщина коксо-

вого слоя уже не нарастает, он остается раскаленным. Такой режим можно назвать 

режимом самостабилизации абляции с затуханием. В этом режиме коксовый слой 

увеличивается за счет нарастания до момента времени t4. В режиме самостабили-

зации абляции происходит равномерное движение фронта химической реакции 

вглубь образца, что приводит к образованию коксового слоя и его равномерному 

уносу. 

Рассмотрим результаты исследования пиролиза рассматриваемых ПКМ при 

воздействии теплового потока. На рис. 4, 5 приведены фотографии исходных об-

разцов и образцов после воздействия лучистой энергией. Глубина коксового слоя 

(l = u1t) увеличивается с ростом плотности теплового потока и времени его воздей-

ствия на образец ПКМ. Видно, что при значении плотности теплового потока  

q > 70 Вт/см2 и времени экспозиции ~ 6 с образец из ПКМ (ОП) толщиной 1 мм 

разрушается практически полностью. 

Необходимо отметить, что для каждого конкретного полимера и определенной 

плотности мощности лазерного излучения существуют строгие кинетические  

закономерности, определяющие соотношение между скоростью нарастания и уда-

ления коксового слоя. Так, при воздействии излучения q < 50 Вт/см2 на образцы из 

поликарбоната образование коксового слоя нарастает (увеличивается) до 3 и более 

1 

2 
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миллиметров. При увеличении мощности теплового потока излучения до  

q > 200 Вт/см2 образование коксового слоя на поверхности не наблюдается, так как 

скорость его формирования равна или меньше скорости абляции в результате суб-

лимации [10]. Теплофизические параметры, связанные с морфологией и структурой 

пор кокса (размер, замкнутость или открытость и т.д.), оказывают значительное влия-

ние на скорость нарастания коксового слоя и его изолирующие от излучения свойства. 

Такие параметры необходимо учитывать при измерении абляционной стойкости. 
 

 
a                                         b 

Рис. 4. Фотография исходных образцов из ПКМ (ПК) (a) и ПКМ (ОП) (b) 

Fig. 4. Photo of the initial samples made of (a) PCM (PC) and (b) PCM (OP) 
 

 
a 

 
b 

Рис. 5. Фотографии образцов ПКМ (ПК) (a) и ПКМ (ОП) (b)  

после воздействия лучистого теплового потока 

Fig. 5. Photos of the samples made of (a) PCM (PC) and (b) PCM (OP)  

after exposure to a radiant heat flux 
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С учетом суммарной потери массы ∆M, времени экспозиции ∆t, величины  

поглощенной энергии излучения были рассчитаны значения энергии абляции E, 

величина которой характеризует затраты для газификации единицы массы в уста-

новившемся режиме разрушения ПКМ. Результаты оценочных расчетов E по фор-

муле (4) для ПКМ (ОП) и ПКМ (ПК) приведены в табл. 2 и на рис. 6. 

Т а б л и ц а  2  

Значения энергии абляции ПКМ при воздействии лучистой энергии в среде воздуха 

q, Вт/см2 
ПКМ (ОП) ПКМ (ПК) 

u, см/с E, кДж/г u, см/с E, кДж/г 

42 (3.9 ± 1.3)∙10–3 5.8 ± 0.5 (5.8 ± 0.3)∙10–3 5.2 ± 0.2 

70 (7.1 ± 2.5)∙10–3 5.4 ± 0.6 (10.1 ± 1.1)∙10–3 5.1 ± 0.2 

105 (16.0 ± 6.5)∙10–3 3.6 ± 0.6 (14.2 ± 3.9)∙10–3 5.1 ± 0.2 
 

Результаты оценки необходимой энергии для разрушения исследуемых в на-

стоящей работе ПКМ достаточно хорошо согласуются с численными оценками 

энергии разрушения головного обтекателя ракеты-носителя «Союз-2.16», приве-

денными в работе [11]. 

 

 

Рис. 6. Зависимость энергии абляции ПКМ от плотности теплового потока:  

1 – образец ПКМ (ПК); 2 – образец ПКМ (ОП) 

Fig. 6. Ablation energy of the PCM as a function of the heat flux density:  

(1) PCM (PC) and (2) PCM (OP) samples 
 

Необходимо отметить, что значения E не являются постоянными при измене-

нии интенсивности воздействующего излучения: при увеличении плотности тепло-

вого потока значения E уменьшаются и стабилизируются. Изменения величины E 

могут быть связаны с дополнительными затратами энергии на прогрев полимера 

при длительном облучении и низкой плотности мощности (увеличение конвектив-

ных теплопотерь и отток через теплопроводность). При q > 40 Вт/см2 доля энергии 

на нагрев полимерного образца сильно снижается [12, 13]. 

Расчет величины E включает в себя учет потери массы за счет суммарного воз-

действия множества процессов. К таким процессам могут относиться рост конвер-

сии мономеров с выделением низкомолекулярных продуктов, разрывы главных и 
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боковых цепей, деполимеризация, унос фрагментов и олигомерных продуктов и т.д. 

При определении конечной энергии абляции полимера необходимо учитывать и 

минимизировать потери энергии за счет конвекции, переизлучения и других фак-

торов.  

При воздействии теплового потока на композиционные материалы в воздуш-

ной среде может начаться процесс горения, который усиливает и усложняет про-

цесс разрушения [14]. Разрушение перестает быть чем-то поверхностным и может 

достигать глубоких слоев. Появление пламени у поверхности образца наблюда-

лось в опытах при пиролизе на воздухе исследуемых композиций ПКМ (ОП) и 

ПКМ (ПК). Однако свечение пламени слабое, и после окончания внешнего тепло-

вого воздействия горение образца прекращалось. По-видимому, прекращение го-

рения образца связано с образованием коксового слоя на его поверхности, который 

выполняет роль защитного экрана [15]. 

 

Заключение 

 

Анализ полученных результатов показал, что с ростом теплового потока уве-

личиваются потеря массы вещества и линейная скорость пиролиза. При увеличе-

нии времени экспозиции от 3 до 15 с линейная скорость пиролиза, как правило, 

снижается в связи с появлением на поверхности образца коксового слоя, который 

экранирует лучистый тепловой поток и затрудняет выход газообразных продуктов 

пиролиза из глубоких слоев образцов ПКМ. 

Получено, что образцы органопластика на основе пара-арамидной ткани и 

эпоксидного связующего ЭДТ-10 имеют наименьшие временные затраты до пол-

ного сгорания (включая армирующие арамидные волокна), что соответствует и 

меньшим энергетическим затратам на сжигание по сравнению с образцами из по-

ликарбоната. 

Показано, что для материала из органопластика происходит снижение значения 

энергии абляции от 5.8 до 3.6 кДж/г при увеличении плотности теплового потока 

в диапазоне (42 ÷ 105) Вт/см2, а для материала из поликарбоната значение энергии 

абляции оставалось постоянным. 

Результаты оценки необходимой энергии для разрушения исследуемых ПКМ 

достаточно хорошо совпадают с численной оценкой энергии разрушения голов-

ного обтекателя ракеты-носителя «Союз-2.16», приведенной в работе [11]. 
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Аннотация. Формулируется принцип наименьшего действия применительно к ста-

ционарному потоку невязкого и нетеплопроводного идеального газа в осесимметрич-

ном канале переменного сечения. Задача о минимуме действия для стационарного 

потока сводится к вариационной задаче о минимуме лагранжиана в произвольном 

сечении при заданном расходе. Используя полученное условие оптимальности, 

строится маршевый метод восстановления параметров течения и формы канала как 

вниз, так и вверх по потоку относительно условного начального сечения (сечения 

«входа»), где при задании наклона линий тока предварительно определяются пара-

метры течения и расход газа в канале. Это в дальнейшем позволяет провести числен-

ное исследование структуры оптимального (по принципу наименьшего действия) 

контура канала.  
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Abstract. The principle of least action is formulated for a steady flow of an inviscid  
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problem on the minimum of action for a steady flow is reduced to a variational problem 

on the minimum of the Lagrangian in an arbitrary cross section at a given flow rate. Using 

the obtained optimality condition, a marching method is constructed to derive the flow 

parameters and channel shape both downstream and upstream relative to a conditional  

initial section referred to as the "inlet" section, where the flow parameters and gas flow 

rate in the channel are preliminarily determined by specifying the slope of the streamlines. 

After this, the structure of the optimal (in accordance with the principle of least action) 

channel contour is numerically studied. 

Keywords: ideal gas, principle of least action, variational problem, optimality condition 
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Введение 

 

К настоящему времени опубликовано большое количество работ, посвященных 

теоретическому исследованию стационарных газодинамических внутренних тече-

ний (в соплах), основанных на решении уравнений в частных производных. Эти 

уравнения описывают смешанное течение, т.е. такое, в котором имеются области 

как дозвуковых, так и сверхзвуковых скоростей. Смешанный характер течения су-

щественно усложняет численное решение системы уравнений, прежде всего из-за 

принципиального различия методов интегрирования систем гиперболического и 

эллиптического типов. Подробное изложение большинства имеющихся в настоя-

щее время результатов как для равновесных, так и для неравновесных течений газа 

в соплах проведено в монографии [1]. 

Ниже рассматривается принцип наименьшего действия для стационарного по-

тока невязкого, нетеплопроводного идеального газа (ИГ) в осесимметричном ка-

нале переменного сечения (КПС). Принцип наименьшего действия (ПНД) отно-

сится к интегральным вариационным принципам. Данный принцип утверждает, 

что истинным среди возможных кинематических движений системы тел между 

двумя ее положениями в моменты времени t0 и t1 является то, для которого среднее 

значение разности между кинетической и потенциальной энергией за данный про-

межуток времени будет величиной, самой малой из всех возможных [2]. ПНД  

показал высокую эффективность и универсальность в математических моделях 

физики [3]. Однако в гидродинамике он не получил должного развития и исполь-

зуется лишь как еще один способ получения известных уравнений движения для 

элемента жидкости единичной массы. В [2] подробно обсуждаются трудности при-

менимости ПНД. Они заключаются, прежде всего, в определении двух видов энер-

гии: кинетической и потенциальной. Преодолеть возникающие трудности удается 

в случае, когда материальные точки в изолированной системе находятся под дей-

ствием консервативных сил. 

Здесь построение лагранжиана для определения действия и постановка вариа-

ционной задачи о минимуме действия проводятся так же, как это было сделано  

в работе [4] для идеальной несжимаемой жидкости. Полученное условие опти-

мальности совместно с уравнением движения для поперечной составляющей век-

тора скорости позволило построить эффективный маршевый метод расчета не 
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только параметров в до- и трансзвуковой области течения, но одновременно и 

формы канала. Параметры определяются во всей области течения от начала на бес-

конечном удалении до сечения, где модуль вектора скорости всюду равен или 

больше скорости звука. Проведенные расчеты выявили необходимость рассмотрения 

вариационной задачи с краевым экстремумом. Так, в начальной области истечения 

рассматривалась вариационная задача с краевым экстремумом, когда часть сечения 

является линией тока. В трансзвуковой области течения рассматривалось два слу-

чая: течение со скоростью звука, т.е. при постоянном давлении, и сверхзвуковое 

течение при заданном контуре трансзвукового участка канала. Таким образом, 

было выяснено, что оптимальный контур состоит из трех участков: начального 

прямолинейного вертикального участка, участка двухстороннего экстремума (уча-

сток разворота течения) и участка краевого экстремума, который либо задается и 

в результате формируется сверхзвуковое течение в выходном сечении, либо про-

исходит дальнейшее «распрямление» стенки канала до достижения скорости звука 

во всем сечении потока. 
 

1. Принцип наименьшего действия 
 

Рассмотрим стационарный поток невязкого, нетеплопроводного идеального 

газа в осесимметричном канале переменного сечения. Пусть x, y – прямоугольные 

координаты в меридиональной плоскости, ось x направлена по оси симметрии  

в сторону движения потока ИГ слева направо. Поток ИГ характеризуется показа-

телем адиабаты k плотностью ρ, давлением p и вектором скорости ( , )u= V . 

Известно, что каждая единица массы ИГ при движении обладает энергией 
2 2

2

u
h

+ 
+ , где h – энтальпия. Для ИГ: 

1

k p
h

k
=

− 
. 

Энергия Е потока газа с массовым расходом μ 

 
1

0

2
y

uydy =    (1.1) 

в сечении x (ортогональном оси симметрии) с ординатой контура канала 1( )y x  

определяется выражением  

 
1 12 2

0 0

2
2 1

y y
u k

E uydy puydy
k

  + 
=   +  

−  
  . (1.2) 

В стационарном случае для ИГ Е постоянна. Выражение (1.2) представляет со-

бой закон сохранения потока энергии для ИГ в КПС. В (1.2) первое слагаемое пред-

ставляет собой кинетическую энергию Т потока ИГ, второе – энтальпию потока U. 

Следует заметить, что в механике и в принципе наименьшего действия при рас-

смотрении закона сохранения энергии пользуются терминами «кинетическая энер-

гия» и «потенциальная энергия». Поэтому для второго члена в (1.2) в дальнейшем 

будем использовать термин «потенциальная энергия». 

Проведя аналогичные рассуждения и действия, как и в [4] для потока несжима-

емой жидкости, и перейдя к безразмерным параметрам p (давление), ρ (плотность), 

u и   (составляющие вектора скорости), которые отнесены параметрам затормо-
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женного ИГ tp , t  и 2c t tu p=  ; x, y – к ординате стенки канала в условном 

начальном сечении, получим Лагранжиан 

 
1

2 2

0

2
1

y
k p

S u uydy
k

 
= +  −  

−  
 . (1.3) 

Такое обезразмеривание при k →  для ИГ дает Лагранжиан несжимаемой 

жидкости [4]. Следует отметить, что расход (1.1) при принятых безразмерных ве-

личинах совпадает с коэффициентом расхода. 

Минимум (1.3) в каждом сечении x обеспечивает и минимум действия 

( )
1

0

t

t

I T U dt= −  на промежутке времени [t0, t1]. 

Лагранжиан (1.3) в дальнейшем так же, как и в [4], будем называть действием. 

В (1.3) и далее параметры течения представляются только в безразмерном виде 

при тех же обозначениях. 

Размерная скорость звука заторможенного газа ta  связана с размерной крити-

ческой скоростью звука *a  и масштабом скорости cu  соотношениями 

2 2 2

*

1

2 2

t
t c

t

p k k
a k a u

+
= = =


, 

откуда для безразмерных ta  и *a  имеют место 

0.5ta k= , ( )* 1a k k= + . 

 

2. Постановка вариационной задачи в условном начальном сечении канала 

 

Вариационная задача для функционала (1.3) с неизвестными функциями одной 

переменной ( )u y , ( )y , ( )p y  и ( )y  во входном сечении канала 0х  с ординатой 

стенки канала 1 0( ) 1y x =  с ограничением в форме заданного расхода 0 , 

 

1

0

0

2 uydy =  , (2.1) 

сводится к задаче на безусловный экстремум [6] функционала  
1

2 2

0

2
1

k p
I u uydy

k

 
= +  − −  

−  
 , 

где const =  – множитель Лагранжа. 

Воспользуемся уравнением Бернулли в безразмерном виде: 

 
2 2

1 1

k p k
u

k k
+ +  =

−  −
, (2.2) 

и упростим выражение для I. В результате получим 

 ( )
1

2 2

0

2 2
1

k
I u uydy

k

 
= +  − −  

− 
 . (2.3) 

Учитывая условие изоэнтропичности ИГ (в безразмерном виде) 

 kp =  , (2.4) 
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из (2.2), получим соотношение для плотности ρ в виде: 

 

1

1
2 21

1 ( )
kk

u
k

−− 
 = − +   

. (2.5) 

В (2.3) и далее для плотности   следует иметь в виду выражение (2.5). 

Подынтегральная функция в (2.3) имеет вид: 

( )2 2( , , ) 2
1

k
F y u u uy

k

 
 = +  − −  − 

. 

Отсюда следуют следующие два уравнения Эйлера [5] для функций ( )u y  и ( )y :  

 ( )2 2 2 26 2 2 0
1 1

k k
u u u

k k u

   
+  − − + +  − − =   − −    

, (2.6а) 

 ( )2 24 2 0
1

k
u u

k

 
+ +  − − = −  

. (2.6b) 

Частные производные от   находятся из (2.5): 

 
1

2
k

u
u k −

 
= −

 
, 

1

2
kk −

 
= − 

 
. (2.7) 

Подставляя в уравнение (2.6а) соотношения (2.5) и (2.7), получим 

4 2 23 1 7 5 1 2 1
2 4

1

k k k k
u u

k k k k

− − + − 
− +  −  + 

− 
 

 4 21 3 ( 1)
2 0

1

k k k k

k k k

− + − 
+  −  + + =

−
. (2.8) 

Из уравнения (2.6b) следует соотношение 0 = . С учетом этого (2.8) упроща-

ется и дает уравнение для определения скорости на оси симметрии 0u  во «вход-

ном» сечении канала: 

 
4 2

0 0

3 1 7 5 1
2 0

1 1

k k k k
u u

k k k k

− − + 
− +  + +  = 

− − 
. (2.9) 

Это уравнение, преобразованное относительно λ, становится значительно 
нагляднее и удобнее для расчетов: 

 
2 4 2

0 0 0

1 3 1 7 5
1 2

1 1

k k k k
u u u

k k k k

+ − − 
−  = − + 

− − 
. (2.10) 

Вся совокупность возможных течений в канале определяется дозвуковой ско-

ростью ИГ ( )00 1u k k  +  в сечении «входа», при этом для λ из (2.10) следует 

( )1 .k k−      Максимальный расход μ0m реализуется при скорости ( )0 1 .mu k k= +  

 

3. Течение в канале с бесконечно медленным изменением  
площади поперечного сечения 

 

Рассмотрим поставленную выше вариационную задачу в сечении входа в канал 
для произвольного сечения канала x с ординатой стенки 

1( )y x . Вспомогательный 

функционал для этой задачи имеет следующий аналогичный (2.3) вид: 

 ( )
1

2 2

0

2 2
1

y
k

I u uydy
k

 
= +  − −  

− 
 . (3.1) 
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Из (3.1) видим, что подынтегральные функции вспомогательных функциона-

лов (2.3) и (3.2) совпадают. В связи с этим условия оптимальности для функцио-

нала (3.1) совпадают с условиями оптимальности (2.8) и 0 =  для функционала (2.3). 

Следует иметь в виду, что если ранее (см. разд. 2) во «входном» сечении заданием λ 

определялись скорость на оси симметрии 0u  (и наоборот) и расход 0 , то здесь 

в каждом сечении x с ординатой стенки 1( )y x  с помощью λ обеспечивается усло-

вие выполнения равенства расхода μ расходу в сечении «входа» μ0. 

Таким образом, видим, что при отсутствии ограничений на скорости u  и   

минимальное действие реализуется в канале с бесконечно медленным изменением 

площади поперечного сечения при монотонном изменении скорости потока. 

Соотношение (2.10) показывает изменение λ от скорости 0u  потока ИГ на оси. 

Так, в начальной области истечения (область до сечения «входа») скоростям в диа-

пазоне ( )0 *0 1u a k k  = +  соответствует ( )1k k−     . Для сверхзвуко-

вого течения в расширяющейся части канала, где ( )* 0 1a u k k  − , из (2.10) сле-

дует, что ( )1k k−    − . 

 

 

Рис. 1. Профили канала при разных λ (верхние сплошные кривые 1–5); соответствующие 

I(u0) – нижние сплошные кривые 1–4; 6 – положения минимумов функционала I(u0)   

в сечении «входа»; 7 – μ0 

Fig. 1. Channel profiles for various λ (upper solid curves 1–5) and the corresponding I(u0)  

(lower solid curves 1–4); curve 6, positions of the minima of the functional I(u0) in the “inlet” 

section; curve 7, the flow rate in the “inlet” section μ0 
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На рис. 1 показаны профили каналов с бесконечно медленным изменением пло-

щади сечения для течения ИГ ( 1.4k = ). Кривая 1 соответствует 0 =  ( 0.4498  ), 

кривая 2 − 1 = −  ( 0.4284  ), 3 − 2 = −  ( 0.3829  ), 4 − 3 = −  ( 0.2623  ), 

5 −  =   ( 0.4842  ). Соответствующие изменения функционала (2.3) показаны 

кривыми с номерами 1–4 в нижней части рисунка. Кривая 6 представляет собой 

положения минимумов функционала (2.3) в сечении «входа» для различных λ. 

Кривая 7 – это совокупность возможных расходов в сечении «входа» при измене-

нии λ ( 3.5−     ). 

 

4. Определение параметров течения в условном начальном сечении 

 

Рассмотрим в некотором произвольном сечении x канала вариационную задачу 

о минимуме функционала (3.2), считая при этом ( )y  известной функцией. Для 

данной постановки задачи из (2.6) видим, что остается только условие оптималь-

ности для ( )u y  в виде (2.8). Возможность нахождения скорости ( )u y  из (2.8)  

в сечении «входа» при известной скорости ( )y  позволяет определить расход μ  

в канале, давление и плотность. Задавая во «входном» сечении канала тангенс угла 

наклона линий тока ( )y y  (далее просто наклон), исключая при этом скорость 

y u =  из (2.8), получим следующее уравнение для определения продольной ско-

рости ( )u y  в сечении «входа»: 

( ) ( )
2 2 43 1 2 1 1

2 4 2
k k k

y y u
k k k

− − − 
 + + − 

 
 

 ( )
2 27 5 1 3 ( 1)

0
1 1

k k k k k
y u

k k k k

− + + −  
− +  + + +  = 

− − 
. (4.1) 

Из (4.1) видим, что при заданном распределении наклона линий тока y  расход 

μ является функцией λ. Для того, чтобы определить возможный диапазон измене-

ния λ, необходимо рассмотреть предельный случай, когда на стенке канала при 

наклоне 1 0( )y x  в сечении «входа» модуль вектора скорости равен критической 

скорости звука, т.е. ( )2 2

*1u k k a+  = + = . Из этого условия в сечении «входа» 

на стенке канала для предельной скорости 1mu  следует 
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1 1
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k
u
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=

+ +
. (4.2) 

Для определения предельного 1( )m y  из (4.1) при условии (4.2) следует урав-

нение 
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Из (4.3) видим, что m  не зависит от задания закона распределения наклона 

линий тока ( )y y . Таким образом, для λ следует ( )1 mk k−     . Для 1 0y =  из-

менение λ, как было показано выше, определяется неравенством ( )1 .k k−      

Для расхода при 1.4k =  следует 0 0.4842   . При 1y → −  1 0mu → , 

( ) ( )23 1m k k k → − − , и для 1.4k =  2.33(3)m → − . Уравнение (2.9) при 

( ) ( )23 1m k k k = − −  преобразуется к виду: 

4 2

0 0

3 1
4 0

1
m m

k k
u u

k k

−
− + =

+
. 

Отсюда следует выражение для предельной скорости на оси симметрии канала u0m: 

 
0

5
2

3 1 1
m

k k
u

k k

 +
= −  − + 

.  (4.4) 

На рис. 2 представлены предельные значения параметров возможных решений 

при изменении 1y . Кривая 1 – u0m получено согласно (2.9) при условиях (4.2) и (4.3), 

2 – скорость u1m согласно (4.2), 3 – скорость 1 1 1m my u = , 4 – λm, 5 – μm, 6 – Sm. 

 

 

Рис. 2. Предельные значения параметров возможных решений при изменении 1y  

Fig. 2. Limit values of the parameters of possible solutions at various 1y  

 

На рис. 3 представлены все возможные решения 0( )u =   для линейного за-

кона распределения наклона линий тока: 1( )y y y y = . Сплошная кривая 1 постро-

ена для 1 0y = , 2 – для 1 1y = − , 3 – для 1 2y = − , 4 – 1 5y = − . Пунктирные линии 

соответствуют тем же значениям 1y , для квадратичного закона распределения 

наклона: 2

1( )y y y y = . Кроме этих кривых на рис. 3 представлены их огибающие μm 

для всего диапазона изменения 1y  ( 10 y   ). Пунктирными прямыми отмечены 
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максимальное значение μ, соответствующее 1 0y =  и критическому значению мо-

дуля скорости. 
 

 

Рис. 3. μ = μ (u0) для линейного и квадратичного законов распределения наклона линий тока 

Fig. 3. μ = μ (u0) for the linear and quadratic laws of the streamline slope distribution 

 
5. Определение формы канала дозвукового течения 

 

Система уравнений для нахождения параметров потока в сечениях канала ниже 

«входного» состоит из уравнения (2.8) для скорости u, уравнения для линии тока 

 0uy −  =  (5.1) 

и уравнения для определения скорости   на линиях тока 

 0
2

yp
u  + =


, (5.2) 

где 
d

dx x u y

   
 = = +

 
. Плотность определяется согласно (2.5), а давление нахо-

дится из (2.4). 

Проведение расчета течения с помощью этих уравнений показало, что в рамках 

данной вариационной задачи существует два типа краевого экстремума. Первый – 

когда в части рассматриваемого сечения имеет место дозвуковое течение ИГ,  

и к нему примыкает часть краевого экстремума, где модуль вектора скорости на 

всех линиях тока равен скорости звука. Второй тип краевого экстремума соответ-

ствует части сечения, примыкающей к заданной стенке канала, где поток движется 

со сверхзвуковыми скоростями. 

Рассмотрим краевой экстремум, когда модуль вектора скорости на линии тока 

достигает скорости звука и дальнейшее движение вдоль линии тока происходит 

при постоянной скорости и постоянном давлении. Первый раз это происходит на 

стенке контура. Часть сечения со звуковым течением ИГ монотонно увеличивается 

при приближении скорости потока на оси u0 к скорости звука и, когда u0 = a, ста-

новится равной всему сечению. Таким образом, в выходном сечении формируется 

поток ИГ, который движется параллельно оси симметрии со скоростью звука u = a. 
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Условие оптимальности (2.8) в области краевого экстремума дает уравнение 

для определения скорости   

 23 1 1 4

1 1

k k k

k k k

− + 
+   = 

− + 
. (5.3) 

Из (5.3) видим, что на отрезке краевого экстремума при звуковом течении ско-

рость   постоянна. 

Другой краевой экстремум требует задания контура канала для того, чтобы 

формировать область сверхзвуковых скоростей. Причем следует отметить, что он 

не должен пересекать контур канала, который получен при условии 2 2 2u a+  = . 

Понятно, что в этом случае вместо соотношения (2.8) необходимо использовать 

уравнение движения для скорости u. Определение параметров на участке краевого 

экстремума ведется методами расчета сверхзвуковых течений, в данном случае 

удобно использовать обратный метод характеристик. 

При определении параметров потока вверх от «входного» сечения канала си-

стема уравнений остается неизменной. Здесь, также как и в [4], возникает необходи-

мость рассмотрения вариационной задачи с краевым экстремумом. Расчет парамет-

ров потока в области краевого экстремума осуществляется следующим образом из 

соотношения (2.8) на границе y  ( 0u = ) следует 

 4 21 3 ( 1)
2 0

1

k k k k

k k k

− + − 
 −  + + =

−
. (5.4) 

Далее плотность   определяется из (2.5). Параметры потока   и   в области 

краевого экстремума определяются (вдоль линии тока) из соотношений 

 

2

2 1 1
(1 )k k y

k y

−  − 
 − =  

 
 (5.5) 

y

y


 =


. 

Численный расчет течения вверх от сечения «входа» осуществляется таким об-

разом, что при достижении начала первого краевого экстремума для линии тока 

соответствующей стенки контура 0Nu = . Дальше расчет продолжается и ведется 

последовательно для всех линий тока от i = (N – 1) до достижения 0iu =  при усло-

вии выполнения для каждой соответствующего коэффициента расхода i . Начало 

области краевого экстремума 0x  находится путем интерполяции вдоль границы 

( )i iy x  на ось симметрии. 

На рис. 4 для канала c линейным распределением наклона линий тока в сечении 

«входа» 1y y y =  ( 1 0.5y = − ) представлены линии тока. Пунктирные линии пока-

зывают границы начала области краевых экстремумов и линию тока (вертикальная 

линия), которую можно считать границей между неподвижной областью постоян-

ного давления (слева) и движущимся потоком (справа). Характерным для области 

краевого экстремума первого типа является резкое «распрямление» линий тока, 

которое связано с торможением потока в том смысле, что ускоренное движение  

в этой области переходит в движение без ускорения.  
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Рис. 4. Линии тока в канале с 1 0.5y = −  

Fig. 4. Streamlines in the channel at 1 0.5y = −  

 

 

Рис. 5. Параметры течения u, υ и p вдоль линий тока 

Fig. 5. Velocities u, υ and pressure p along the streamlines 
 

На рис. 5 представлены параметры течения u,   и p на линиях тока. Вертикаль-

ные прямолинейные участки соответствуют краевому экстремуму u = 0. Из ри-

сунка видим, что наибольшее влияние краевой экстремум 
2 2 2u a+  =  оказывает 

на скорость  , так на граничной линии тока она изменяется от −0.2 до нуля при 

постоянном давлении и практически неизменной скорости u. 

На рис. 6 в различных поперечных сечениях канала представлены скорости u, .  

В положительной полуплоскости показаны продольные составляющие u. Пунк-

тирная линия показывает изменение u в сечении, где на стенке канала u = 0. Ниже 
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этой линии показаны изменения u в сечениях, где часть сечения соответствует кра-

евому экстремуму u = 0. 
 

 

Рис. 6. Скорости u, υ в различных сечениях канала 

Fig. 6. Velocities u, υ in different sections of the channel 

 

 

Рис. 7. Области движения ИГ ( 1 1y = − ): 1 – 1y y y = , 2 – 
2

1y y y = , 3 – 
3

1y y y =  

Fig. 7. Areas with moving ideal gas ( 1 1y = − ): y =  (1) 1y y , (2) 
2

1y y , and (3) 
3

1y y  
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В отрицательной полуплоскости показаны поперечные составляющие вектора 

скорости   в тех же сечениях, что и скорости u. Нижняя пунктирная кривая пока-

зывает изменение   вдоль контура. Практически вертикальный участок этой кри-

вой – это зона действия краевого экстремума 
2 2 2u a+  = , где   определяется  

из (5.3). Кривые после излома показывают изменение   на вертикальном участке 

линий тока, где   определяется из (5.5). В бесконечно удаленной точке согласно 

(5.4) эта скорость достигает нуля. 

На рис. 7 представлены три области истечения ИГ с одинаковым значением 

1 1y = − . В канале 1 наклон линий тока изменяется по закону 1y y y y = = − , в ка-

нале 2 – по закону 2 2

1y y y y = = − , в канале 3 – по закону 3 3

1y y y y = = − . Видим, 

что чем выше нелинейность y , тем больше расход ИГ и больше область движу-

щегося потока. 

 

Заключение 

 

Основываясь на утверждении, что управление движением тел (в данном случае 

жидкости или газа) осуществляется двумя экспериментальными законами: зако-

ном сохранения энергии и ПНД, – удалось построить законченную модель течения 

идеального газа в КПС в смысле нахождения его параметров и формы канала от 

бесконечно удаленной области торможения до достижения сверхзвуковых скоро-

стей потока. Условие оптимальности вариационной задачи о минимуме действия 

стационарного потока ИГ в КПС положено в основу метода определения парамет-

ров течения и формы канала. Численное исследование структуры оптимального 

контура, проведенное данным методом, показало наличие краевых экстремумов: 

область краевого экстремума со звуковым течением в итоге дает плоскую переход-

ную поверхность, если же рассматривается область краевого экстремума со сверх-

звуковым течением, то задается контур канала и условие оптимальности заменя-

ется уравнением движения для продольной составляющей вектора скорости. В до-

звуковой области течения краевой экстремум представляет собой границу области 

вертикального движения идеального газа. 

Знание структуры оптимального контура расширяет возможности при проек-

тировании до- и трансзвуковой части сопла с заданными геометрическими пара-

метрами и заданным расходом газа. 

 
Список источников 

 

1. Пирумов У.Г., Росляков Г.С. Газовая динамика сопел. М.: Наука, 1990. 364 с. 

2. Пуанкаре А. Наука и гипотеза. М.: ЛИБРОКОМ, 2010. 235 с. 

3. Полак Л.С. Вариационные принципы механики. Их развитие и применение в физике. М.: 

ЛИБРОКОМ, 2010. 600 с. 

4. Афонин Г.И. К вопросу о принципе наименьшего действия при течении несжимаемой 

жидкости в осесимметричном канале переменного сечения // Вестник Томского госу-

дарственного университета. Математика и механика. 2023. № 81. С. 73–86. doi: 

10.17223/19988621/81/7 

5. Гюнтер Н.М. Курс вариационного исчисления. СПб.: Лань, 2009. 320 с. 



Механика / Mechanics 

92 

References 
 

1. Pirumov U.G., Roslyakov G.S. (1990) Gazovaya dinamika v soplakh. [Gas dynamics in  

nozzles]. Moscow: Nauka. 

2. Poincare A. (1905) Science and Hypothesis. London: Walter Scott Publishing. 

3. Polak L.S. (2010) Variatsionnye printsipy mekhaniki. Ikh razvitie i primenenie v fizike [Varia-

tional principles of mechanics. Their development and application in physics]. Moscow: 

LIBROKOM. 

4. Afonin G.I. (2023) K voprosu o printsipe naimen'shego deystviya pri techenii neszhimaemoy 

zhidkosti v osesimmetrichnom kanale peremennogo secheniya [On the principle of least action 

in terms of incompressible fluid flow in a channel of variable cross-section]. Vestnik Tomskogo 

gosudarstvennogo universiteta. Matematika i mekhanika – Tomsk State University Journal  

of Mathematics and Mechanics. 81. pp. 73–86. doi: 10.17223/19988621/81/7 

5. Günther N.M. (2009) Kurs variatsionnogo ischisleniya [A course in the calculus of variations]. 

Saint Petersburg: Lan’. 
 

Сведения об авторах: 

Афонин Геннадий Иванович – кандидат физико-математических наук, сотрудник отдела 

математической физики Научно-исследовательского института прикладной математики и 

механики Томского государственного университета, Томск, Россия. E-mail: agi@niipmm.tsu.ru 

Афонин Антон Геннадьевич – кандидат физико-математических наук, сотрудник отдела 

математической физики Научно-исследовательского института прикладной математики и 

механики Томского государственного университета, Томск, Россия. E-mail: aag@niipmm.tsu.ru 

 

Information about the authors: 

Afonin Gennadiy I. (Candidate of Physics and Mathematics, Researcher, Research Institute  

of Applied Mathematics and Mechanics of Tomsk State University, Tomsk, Russian Federation). 

E-mail: agi@niipmm.tsu.ru 

Afonin Anton G. (Candidate of Physics and Mathematics, Researcher, Research Institute  

of Applied Mathematics and Mechanics of Tomsk State University, Tomsk, Russian Federation). 

E-mail: aag@niipmm.tsu.ru 
 

Статья поступила в редакцию 15.10.2024; принята к публикации 10.04.2025 
 

The article was submitted 15.10.2024; accepted for publication 10.04.2025 



ВЕСТНИК ТОМСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА 

2025                                                 Математика и механика                                                 № 94 
Tomsk State University Journal of Mathematics and Mechanics 

© А. Ахметов, И.Ю. Смолин, 2025 

 

 
Научная статья 

УДК 539.3+551.24 

doi: 10.17223/19988621/94/8 

 

Оценка напряженно-деформированного состояния  

участков литосферы и верхних слоев земной коры  

на территории Баженовской свиты на основе  

многоуровневого численного моделирования 
 

Аян Ахметов1, Игорь Юрьевич Смолин2 

 
1, 2 Институт физики прочности и материаловедения Сибирского отделения  

Российской академии наук, Томск, Россия 
1 ayan.akhmetov93@gmail.com 

2 smolin@ispms.ru 

 
Аннотация. Статья посвящена анализу напряженно-деформированного состояния 

участков литосферы и верхних слоев земной коры в нефтегазовых районах Западной 

Сибири. В качестве объектов исследования выбраны двумерные компьютерные мо-

дели структур нефтегазовых областей Баженовской свиты на основе геологического 

профиля «Рубин–2–1990». Для расчета распределений неупругой деформации и 

напряжений применена модель упругопластической среды Друкера–Прагера–Нико-

лаевского, для определения параметров которой использована модель напряженного 

состояния континентальной литосферы cratonic jelly sandwich. Показано, что зоны 

локализация пластической деформации и положительных значений горизонтальных 

напряжений соответствуют местоположениям ловушек углеводородов и залежей 

нефти и газа.  

Ключевые слова: численное моделирование, Баженовская свита, упругопластиче-

ская среда, геологический профиль «Рубин–2–1990», литосфера, земная кора, напря-

женно-деформированное состояние 
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Введение 

 

В настоящее время одной из фундаментальных задач в науках о Земле является 

оценка деформационных процессов в литосфере. Структура земной коры и верх-

ней мантии очень неоднородна из-за активных геодинамических процессов, которые 

постепенно изменяют облик Земли. Следствие данных процессов – возникновение 

землетрясений, оползней, обвалов и т.д., а также месторождений полезных иско-

паемых в определенных регионах [1]. Прогноз опасных геодинамических процес-

сов с целью возможного предотвращения их губительных последствий, а также 
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условий образования ловушек углеводородов с целью выявления потенциальных 

областей их месторождений основан в том числе и на знании напряженно-дефор-

мированного состояния верхних слоев земной коры.  

Современный уровень развития вычислительной техники, численных методов, 

физических представлений и моделей сред сделал возможным исследование напря-

женно-деформированного состояния участков литосферы с помощью компьютер-

ного моделирования на разных масштабных уровнях. Можно отметить следующие 

достижения в развитии данного научного направления. На основе численного ис-

следования напряженно-деформированного состояния земной коры на разных 

масштабных уровнях исследованы эволюции полей пластической деформации и 

напряжений в слоях земной коры, выполнено сопоставление зон локализации не-

упругой деформации и пониженного горного давления с местами расположения 

залежей нефти, газа и золота, тем самым представлены подтверждения одного из 

механизмов зарождения полезных ископаемых в слоях консолидированной земной 

коры [2, 3]. С развитием фундаментальных наук о Земле и накоплением экспери-

ментальных данных на основе геолого-геофизических изысканий удалось создать 

теоретические представления о составе элементов литосферы, изучить механизмы 

возникновения и процессы развития сложных геотектонических процессов, таких 

как коллизия, спрединг, надвиги и растяжения. При этом активная компьютериза-

ция получения численных и экспериментальных данных позволила детально и 

скрупулезно оценить физико-химические изменения структуры литосферы в ходе 

глобальных и локальных геодинамических процессов [4, 5]. 

Согласно современным представлениям геологии, наиболее вероятными ме-

стами для поиска залеганий нефти и газа видятся районы разломов, разрывов и 

поврежденностей в верхних слоях земной коры. Для выявления действительных 

месторождений углеводородов необходимо скомбинировать знания геологии, гео-

физики, тектонофизики и механики деформируемого твердого тела. Так, в работах 

Ю.П. Стефанова, Ю.Л. Ребецкого, М.С. Леонова представлены результаты разно-

сторонних исследований возникновения крупных семейств разломов на разных 

участках земной коры, в которых с течением времени могут формироваться скоп-

ления полезных ископаемых в силу наличия пустот и ловушек [2, 3, 6, 7].  

В условиях сложной геодинамической ситуации на территории Западно-Си-

бирской плиты выявлены крупные семейства разломов, новейшие структурные 

разрывы, в которых были найдены залежи нефти и газа. Особое место на террито-

рии Сибири занимает Баженовская свита, которая в настоящее время рассматри-

вается как главный потенциальный источник трудноизвлекаемых нефтегазовых 

запасов [8–10]. Поэтому в качестве объекта исследования настоящей работы были 

выбраны регионы, относящиеся к Баженовской свите, на территории которых про-

гнозируются залежи нефти и газа. Заметим, что напряженно-деформированное со-

стояние литосферы в этих регионах до сих пор детально не исследовано. В силу 

этого результаты изучения напряженно-деформированного состояния участков 

литосферы разной мощности в данном регионе имеют важное научно-техническое 

значение. 

Для исследования структурно-неоднородных материалов и сред в последние 

десятилетия плодотворно применяется многоуровневый подход. Он позволяет 

изучить влияние особенностей иерархически организованной структуры различ-

ных конструкционных и функциональных материалов, а также геологических сред 
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на развитие процессов их неупругого деформирования и разрушения. Литосфера 

имеет сложную структуру, в которой кроме очевидных слоев земной коры и верх-

ней мантии также выделяются блоки разных размеров. В связи с этим применение 

многоуровневого моделирования для такого объекта является предпочтительным. 

Целью данной работы стала попытка выявления расположений ловушек угле-

водородов и залежей нефти и газа на основе анализа напряженно-деформирован-

ного состояния участков литосферы и верхних слоев земной коры вдоль геологи-

ческого профиля «Рубин–2–1990» по результатам численного моделирования. 
 

Структурные модели геологических областей Западно-Сибирской плиты  
 

На основе геолого-геофизических исследований на территории Сибири в годы 

позднего СССР были получены в том числе геофизические данные профиля «Ру-

бин–2–1990», который проходит по интересующему нас региону [11]. На рис. 1 

представлено расположение геологического профиля, а черным прямоугольником 

выделена область, в которой выявлены основные нефтегазовые залежи.  
 

 

Рис. 1. Положение геологического профиля «Рубин–2–1990»  

на территории Западно-Сибирской плиты 

Fig. 1. Location of the “Rubin–2–1990” geological profile  

in the West Siberian Plate 
 

Для учета в расчетах блочно-слоистой структуры литосферы необходимо со-

здать структурные модели исследуемых областей. В ходе выполнения государ-

ственного проекта в годы позднего СССР на территории Сибири крупными науч-

ными группами были исследованы глубинные структуры литосферы [12]. Результаты 
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этих исследований на территории Западно-Сибирской плиты позволяют строить 

компьютерные модели блочно-слоистой структуры элементов литосферы для вы-

бранного геологического профиля. На рис. 2, a представлена часть геологического 

профиля «Рубин–2–1990» с такими геофизическими данными, как скорости про-

дельных и поперечных волн, расположение границы кристаллического фунда-

мента и границы Мохо, которая является границей раздела земной коры и мантии, 

геологические обозначение рек и т.д., необходимыми для создания компьютерных 

моделей глубинной геологической структуры выбранного региона [11]. На основе 

указанных геофизических данных для геологического профиля «Рубин–2–1990» 

была построена подробная слоисто-блочная компьютерная модель структуры 

участка литосферы, показанная на рис. 2, b, которая разделена на серию блоков  

с разными толщинами и физическими свойствами, объединенных в слои. 
 

 
a 

 
b 

Рис. 2. Часть геологического профиля «Рубин–2–1990» c геофизическими данными (a) 

и полученная на его основе двумерная компьютерная модель участка литосферы  

на территории Западно-Сибирской плиты (b) 

Fig. 2. (a) Part of the “Rubin–2–1990” geological profile with geophysical data and (b) two-di-

mensional computer model of the part of the lithosphere in the West Siberian Plate 
 

Слои на рисунке имеют разный цвет, а блоки внутри слоев – разную интенсив-

ность цвета. Особенность данного профиля – подробное описание слоев осадоч-

ного чехла и наличие блочной структуры, отражающее неравномерное распреде-

ление физических свойств геосреды. Верхний слой земной коры, охватывающий 

осадочный слой и кристаллический фундамент, лежит на глубине 10–12 км, а гра-

ница Мохо расположена на глубине 37–40 км. 

Построенная компьютерная модель структуры части профиля «Рубин–2–1990» 

простирается от северо-востока до юго-запада Западной Сибири, имеет протяжен-

ность 523 км и глубину 60 км. Она пересекает такие геологические области, как 



Механика / Mechanics 

98 

Верхне-Казымская впадина, Надымская впадина, Обь-Тазовская котловина и 

Танловская впадина. Представленные области находятся на территории нефтега-

зовых залежей Западно-Сибирской плиты. 

В рамках многоуровневого исследования необходимо также построить более 

подробные модели меньшего размера, являющиеся частями общей крупной мо-

дели (модели верхнего структурного уровня). Данные области выделены черными 

прямоугольниками на рис. 2, b. Эти модели можно назвать моделями структурного 

мезоуровня. В результате геологического обследования нефтегазовых регионов, 

через которые проходит выбранный участок геологического профиля, было вы-

брано два участка для построения структурных моделей верхних слоев земной 

коры (осадочного чехла и верхней части кристаллического фундамента) глубиной 

20 км и меньшей протяженностью, в которых наблюдаются залежи нефти и газа [13]. 

Они представлены на рис. 3. 
 

 
a 

 
b 

Рис. 3. Структурные модели мезоуровней верхних слоев земной коры: M-1 (a) и M-2 (b)  

Fig. 3. Meso-scale structural models of the upper layers of Earth’s crust: (a) M-1 and (b) M-2  
 

Особенность представленных моделей заключается в том, что согласно геофи-

зическим данным геологического профиля «Рубин–2–1990» осадочный слой раз-

делен на серию слоев, а кристаллический фундамент представлен одним слоем, 

разделенным на серию блоков. При этом каждый из элементов земной коры имеет 

индивидуальные физические свойства, представленные в табл. 1 и 2.  

Т а б л и ц а  1   

Плотность и упругие свойства верхних слоев земной коры модели M-1 

 

Осадочный 

слой 1 

Осадочный 

слой 2 

Осадочный 

слой 3 

Блок 1 Блок 2 Блок 3 

Плотность, г/см3 2.38 2.3825 2.3875 2.4998 2.4998 2.4988 

Модуль сдвига, 

ГПа 
35.277 13.99 21.919 29.914 32.835 36.52 

Модуль всесто-

роннего сжатия, 

ГПа 

45.93 24.49 34.836 42.156 60.014 51.429 
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Т а б л и ц а  2   

Плотность и упругие свойства верхних слоев земной коры модели M-2 

 

Осадоч-

ный слой 

1 

Осадоч-

ный слой 

2 

Осадоч-

ный слой 

3 

Блок 1 Блок 2 Блок 3 Блок 4 

Плотность, 

г/см3 2.38 2.3825 2.3875 2.4998 2.498 2.4988 2.4988 

Модуль 

сдвига, ГПа 
4.257 11.795 23.59 34.024 34.023 33.56 31.57 

Модуль все-

стороннего 

сжатия, ГПа 

11.795 24.323 32.102 54.44 33.564 31.579 57.07 

 

На основе созданных блочно-слоистых моделей теперь можно более детально 

исследовать напряженно-деформированное состояние верхних слоев земной коры. 

В ходе численного моделирования выявленная структура будет иметь неравномер-

ное распределение напряжений и деформаций, которые могут быть использованы 

при выявлении местонахождений залежей нефти и газа. 

 

Математическая постановка задачи  

 

Для численного моделирования и оценки напряженно-деформированного со-

стояния участков литосферы и верхних слоев земной коры были использованы 

уравнения механики деформируемого твердого тела, включающие базовые урав-

нения сохранения и определяющие соотношения упругопластической среды [14]. 

Для описания неупругого деформирования элементов литосферы принята мо-

дель Друкера–Прагера–Николаевского, которая позволяет независимо описать 

процессы дилатансии и внутреннего трения [14]. Условие текучести и пластиче-

ский потенциал представлены формулами 

 

= − + − =
1 2
2( ) 0ij P J Yf , g(σij) = J2 – ΛP(2Y + αP) + const, (1)

 где J2 – второй инвариант девиатора тензора напряжений, Y – когезия, α – коэффи-

циент внутреннего трения, P – давление, Λ – коэффициент дилатансии. 

Для того чтобы выбрать параметры принятой модели среды, следует заметить, 

что с начала XX в., начиная от пионерских работ А. Вегенера и Дж. Барелла, стали 

создаваться и развиваться теоретические модели, учитывающие влияние геолого-

геофизических параметров на физические свойства геосреды. На сегодняшний день 

в силу активного развития мощностей вычислительных машин стало возможным 

учитывать много параметров, необходимых для описания физических свойств гео-

среды и моделирования геодинамических процессов. В связи с этим обратим вни-

мание на модели, использующие такое понятие, как разность главных нормальных 

напряжений, позволяющее учитывать неявным способом влияния нескольких па-

раметров и физико-химических превращений горных пород. В данной работе вы-

брана одна из теоретических моделей, называемая cratonic jelly sandwich, которая 

подходит для описания прочности горных пород в континентальной коре [15]. Она 

определяет разность главных нормальных напряжений в литосфере с ростом глуби-

ны залегания слоев. Чтобы определить значения параметров модели Друкера–
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Прагера–Николаевского для разных слоев литосферы, нужно связать их с разно-

стью главных нормальных напряжений. 

На основе связи второго инварианта девиатора тензора напряжений с макси-

мальными касательными напряжениями 

 = − 2 2
2 (1 3)J , (2) 

и связи последних с разностью главных нормальных напряжений  

  =  − = 1 3( ) 2 2  (3) 

получаем следующее выражение: 

 2 1 2
σΔσ 2( α )(1 μ 3)Y P −= + − , (4) 

представляющее собой искомую связь разности главных нормальных напряжений 

с параметрами модели Друкера–Прагера (когезией и коэффициентом внутреннего 

трения). Здесь μσ = 2(σ2 – σ3)/(σ1 – σ3) – 1 – параметр Лоде–Надаи. 

Формула (4) позволяет адаптировать выбранную упругопластическую модель для 

решения задач о распределении напряжений и деформаций в элементах литосферы. 

Особенности распределения разности главных нормальных напряжений, коге-

зии и коэффициента внутреннего трения по глубине литосферы подробно пред-

ставлены в статьях [16, 17] и на рис. 4.  
 

 
а           b 

 
c 

Рис. 4. Графики изменения Δσ (a), Y (b) и α (c) в слоях литосферы 

Fig. 4. Graphs of varying characteristics (a) Δσ, (b) Y, and (c) α in the layers of the lithosphere 
 

В случае анализа напряженно-деформированного состояния участков верхних 

слоев земной коры в рамках прочностной модели cratonic jelly sandwich зависимо-

сти разности главных нормальных напряжений, сцепления и коэффициента внут-

реннего трения от глубины представлены на рис. 5. 

Для задания граничных условий при расчете учтем геодинамическую ситуацию, 

имеющую место в настоящий момент на территории Западно-Сибирской плиты. 

Она складывается из процесса субмеридианального сжатия со стороны Арктики, 

влияния коллизии Индийского континента с юга и сжатий по границам между За-

падно-Сибирской плитой, Восточно-Европейской платформой и Сибирским крато-

ном [7, 18]. Также для глубинных слоев литосферы следует учесть движения  
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в мантии и воздействия силы тяжести, которые приводят к возникновению сложных 

геодинамических обстановок. Поэтому вдоль геологического профиля «Рубин–2–

1990» наблюдается комбинированный процесс сжатия-растяжения, возникающий 

в результате сложных движений литосферных плит Земли [7]. 
 

 
а             b                c 

Рис. 5. Графики изменения Δσ (a), Y (b) и α (c) в верхних слоях земной коры 

Fig. 5. Graphs of varying characteristics (a) Δσ, (b) Y, and (c) α  

in the upper layers of Earth’s crust 
 

Представленная на рис. 6 схема нагружения отражает сложную геодинамическую 

обстановку, которая характерна для выбранного региона. Наблюдается постепен-

ный переход от горизонтального растяжения у земной поверхности, вызванного 

субмеридиональным сжатием Западно-Сибирской плиты, в горизонтальное сжа-

тие нижних слоев земной коры и верхней мантии, вызванное влиянием высоких 

давлений мантийного слоя. 
 

 

Рис. 6. Схема граничных условий для численных экспериментов  

для слоев земной коры и верхней мантии 

Fig. 6. Schematic representation of the boundary conditions  

in numerical experiments for the layers of the lithosphere 
 

В случае анализа напряженно-деформированного состояния верхних слоев 

земной коры, будут использоваться граничные условия, показанные на рис. 7, ко-

торые соответствуют процессу горизонтального растяжения.  
 

 

Рис. 7. Схема граничных условий для численного эксперимента  

для верхних слоев земной коры 

Fig. 7. Schematic representation of the boundary conditions  

in a numerical experiment for the upper layers of Earth’s crust 
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В ранее опубликованных статьях [16, 17] и книге М.Л. Уилкинса [19] были 

представлены методы и способы численного решения данной задачи. 

 

Результаты моделирования и их обсуждение 

 

Исследование напряженно-деформированного состояния литосферы выполнено 

в рамках многоуровневого подхода. Его суть состоит в том, чтобы сначала проана-

лизировать напряженно-деформированное состояние участков литосферы глубиной 

60 км, а затем на основе полученных результатов рассмотреть напряженно-дефор-

мированное состояние верхних слоев земной коры глубиной 20 км, в которых 

можно более подробно учесть структуру осадочного чехла, где расположены по-

лезные ископаемые. 

Численное моделирование механического поведения участков литосферы в усло-

виях комбинированного процесса растяжения-сжатия на территории Западно-Сибир-

ской плиты было выполнено с использованием адаптированной четырехугольной 

расчетной сетки со средним размером ячейки 500 м [16, 17]. 

Для оценки напряженно-деформированного состояния были выбраны следую-

щие его параметры: интенсивность пластической деформации и компонента тен-

зора напряжений σxx (горизонтальные напряжения). Зоны повышенной неупругой 

деформации представляют интерес, поскольку в этих местах геосреда является 

сильно поврежденной, что способствует образованию ловушек углеводородов.  

В силу принятых граничных условий и неоднородности литосферы в изучаемых 

регионах возможно образование областей локального горизонтального растяжения. 

Такие места в верхних слоях земной коры также представляют интерес с точки 

зрения потенциальных местоположений залежей нефти и газа. 

Как видно на рис. 8, в верхних слоях литосферы пластическая деформация ло-

кализована в районах Танловской впадины, Верхне-Казымской впадины и на гра-

нице Надымской и Верхне-Казымской впадин. На расположение полос локализо-

ванной деформации в верхнем слое земной коры кроме границы раздела между 

слоями также оказывает влияние различие в механических свойствах внутрислое-

вых блоков.  

На рис. 8, b в районах Верхне-Казымской впадины и на границе Верхне-Казым-

ской и Надымской впадин выявлены положительные значения горизонтальных 

напряжений, свидетельствующие о наличии поврежденности и пустот в верхних 

слоях земной коры, где могут находиться нефтегазовые залежи.  

Результаты моделирования подтверждаются геологическими данными, по ко-

торым в районах Надымской, Верхне-Казымской и Танловской впадин залежи 

нефти и газа расположены в юрско-меловых отложениях, а разнонаправленная ам-

плитуда нетектонических движений поспособствовала формированию месторож-

дений смешанного типа [13, 20]. 

Для более детального исследования напряженно-деформированного состояния 

верхних слоев литосферы в этих регионах было проведено компьютерное модели-

рование напряженно-деформированного состояния участков верхних слоев зем-

ной коры глубиной 20 км. На рис. 9, а локализация пластической деформации со-

средоточена на тех же территориях Верхне-Казымской и Надымской впадин, что 

было получено ранее в расчетах на более крупной модели. Очаги положительных 

горизонтальных напряжений расположены в районах Верхне-Казымской и Надым-
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ской впадин (рис. 9, b), в которых также отмечается локализация пластической де-

формации и сосредоточены крупные залежи нефти и газа.  
 

 
a 

 
b 

Рис. 8. Распределения пластической деформации (a) и горизонтальных напряжений (b)  

в слоях литосферы вдоль геологического профиля «Рубин–2–1990» 

Fig. 8. Distribution of (a) plastic strain and (b) horizontal stresses in the lithosphere layers  

along the “Rubin–2–1990” geological profile  

 

 
a 

 
b 

Рис. 9. Распределение пластической деформации (a) и горизонтальных напряжений (b)  

в слоях земной коры вдоль южной части геологического профиля «Рубин–2–1990»  

(для модели M-1) 

Fig. 9. Distribution of (a) plastic strain and (b) horizontal stresses in Earth’s crust layers  

along the south end of the “Rubin–2–1990” geological profile (M-1 model) 
 

На рис. 10 представлены распределения пластической деформации и горизон-

тальных напряжений на территориях Надымской и Танловской впадин. Высокая 

локализация пластической деформации наблюдается в районе Танловской впадины. 

Заметим, что в процессе расчета отмечался следующий механизм распространения 

пластической деформации: сначала на границе раздела между осадочным чехлом 
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и кристаллическим фундаментом образуется полоса локализованной деформации, 

затем область пластически деформированной среды распространяется до земной 

поверхности, приводя к поврежденности осадочного чехла. В результате данного 

механизма формируются семейства разломов, который могут стать ловушками уг-

леводородов.  
 

 
a 

 
b 

Рис. 10. Распределения пластической деформации (a) и горизонтальных напряжений (b)  

в слоях земной коры вдоль северной части геологического профиля «Рубин–2–1990»  

(для модели M-2) 

Fig. 10. Distribution of (a) plastic strain and (b) horizontal stresses in Earth’s crust layers  

along the north end of the “Rubin–2–1990” geological profile (M-2 model) 
 

Зона положительных значений горизонтальных напряжений в осадочном чехле, 

которая выделяется на рис. 10, b, совпадает с областью повышенных пластических 

деформаций, что свидетельствует о возможной поврежденности осадочного чехла 

в указанном месте и наличии в нем ловушек углеводородов или нефтегазовых за-

лежей. Результаты моделирования подтверждаются результатами геологических 

исследований, проведенных Р.И. Сафиным и Е.А. Мануиловой [13, 20, 21]. Ими 

было выявлено, что в данном регионе прогнозируется большое количество ловушек 

углеводородов, и на территории Ярудейского нефтегазового региона проявляются 

признаки наличия залежей нефти и газа [21]. При сопоставлениях месторождений 

нефти и газа и структур, окружающих эти месторождения, было обнаружено, что 

подавляющее большинство залежей нефти и газа приурочено к долинам и впади-

нам и границам различных новейших структур. Также установлено, что залежи 

углеводородов расположены в областях пересечения разломов со сдвигами земной 

коры и различных типов новейших разрывов [13, 20–22]. 

 

Заключение 

 

В представленной статье использован многоуровневый подход, позволивший 

детально проанализировать напряженно-деформированное состояние как более 
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протяженного и глубокого участка литосферы, так и меньших по размерам участ-

ков верхних слоев земной коры. Это стало возможно благодаря геофизическим 

данным геологического профиля «Рубин–2–1990», которые позволили создать 

компьютерные блочно-слоистые модели геоструктур, и математической модели, 

способной описать напряженно-деформированное состояние в литосфере. В каче-

стве объекта исследования были выбраны нефтегазовые области Баженовской 

свиты на территории Западно-Сибирской плиты. 

Показано, что в результате растяжения-сжатия в районах Танловской впадины, 

Верхне-Казымской впадины и на границе Надымской и Верхне-Казымской впадин 

отмечаются области локализация неупругой деформации и зоны положительных 

горизонтальных напряжений, соответствующие местоположениям ловушек угле-

водородов и залежей нефти и газа. В выделенных областях были проведены более 

детальные исследования распределений напряжений и деформаций в верхних 

слоях земной коры. На основе выполненных исследований были более точно опре-

делены места локализация пластической деформации на территориях Верхне- 

Казымской и Надымской впадин, которые были выявлены в расчетах для участка 

литосферы глубиной 60 км. Очаги положительных горизонтальных напряжений 

расположены в районах Верхне-Казымской и Надымской впадин, в которых лока-

лизована пластическая деформация и сосредоточены крупные залежи нефти и газа. 

На территориях Надымской и Танловской впадин зоны положительных горизон-

тальных напряжений в осадочном чехле совпадают с областью локализации пла-

стической деформации, что свидетельствует о возможной поврежденности оса-

дочного чехла и наличии в нем ловушек углеводородов или нефтегазовых залежей.  
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Аннотация. Предложена математическая модель термоаэрационной сепарации частиц 

пыли в сушиле печи в зависимости от параметров теплоносителя и сепаратора, а также 

формат компьютерного анализа параметров аэрозоля в процессе сепарации. Установ-

лена доминанта экологической эффективности шахтных печей. Верификация матема-

тической и компьютерной моделей сепарации двухфазной среды в сушиле подтвер-

дила повышение экологической эффективности печи на 62%, снижение концентрации 

пыли на выходе в 2,6 раза с доверительной вероятностью 0,95 при погрешности 11%. 
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Abstract. This paper considers dust thermoaeroseparation mechanics directly in a vertical 

shaft drying furnace (VSDF) to substantiate an innovative technology for improving  
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the efficiency of dust collection and develop a methodology for creating environmentally 

efficient furnaces. 

The novelty of theoretical studies on the two-phase medium separation in a VSDF is based 

on a scientifically proven hypothesis about the dominant effect on the VSDF ecological 

efficiency of the aerosol parameters determining the quality of dust collection: concentra-

tion, median size, dispersion, temperature, and humidity of dust at the furnace outlet. The 

proposed hypothesis is adequate to the nature-like commensurability of the drying process 

with the feedback drying of suspended aerosol particles to the parameters providing  

maximum dust collection efficiency.  

The mathematical model of thermoaeroseparation in the VSDF is verified in JSC "Kostanay 

Minerals". The results confirm an increase in the ecological efficiency of the furnace by 62 % 

with a confidence level of 0.95 and an error of less than 11 %. Thus, the obtained data can 

be considered when modernizing shaft furnaces to improve their environmental efficiency. 

Keywords: thermoaeroseparation, environmental efficiency, aerosol, inlet collector, 

Stokes forces, Froude criterion, dust-collecting chamber 
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Введение 
 

Актуальность задачи повышения энергоэффективности пылеулавливания обу-

словлена постоянным ростом затрат на снижение экологической нагрузки на окру-

жающую среду, составляющих в настоящее время не менее 5% в структуре ВВП РФ.  

Снижение запыленности может быть обеспечено заменой капиталоемких си-

стем аспирации на энергосберегающие и экологически эффективные устройства, 

встраиваемые непосредственно в сушила печей [1–3]. 

Оптимизация дисперсного состава и физических параметров пыли в процессе 

сушки рудных материалов, снижение концентрации мелкодисперсных частиц 

аэрозоля на выходе в газоходы повышают экологическую эффективность непо-

средственно печи, способствуют улучшению работы пылегазоулавливающего 

оборудования, обеспечивая рост энергоэффективности процесса сушки и качества 

готового продукта [4–6]. 

Известные методы расчета параметров пылеулавливающих устройств, матема-

тического моделирования физических процессов в двухфазных средах, в том числе 

на базе инженерного компьютерного анализа, не исследуют процессы пылеобра-

зования непосредственно в сушильной печи [7–9].  

Объектом и предметом исследований статьи являются вертикальная шахтная 

сушильная печь (ВШСП) и использование механизма аэротермодинамических 

процессов сепарации пыли в ее сушиле для повышения экологической эффектив-

ности, т.е. минимизации запыленности газового потока, снижения негативной 

нагрузки на окружающую среду. 
 

Постановка задачи 
 

Цель данной исследовательской работы – создание математической модели 

определения минимального диаметра сепарируемых частиц пыли непосред-

ственно в процессе сушки рудных материалов в ВШСП и формата компьютерного 
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моделирования аэротермодинамических процессов. Несмотря на сложность  

и многофакторность термодинамических процессов в сушиле печи, учитывая, что 

конечной целью является инерционная сепарация и связанное с ней время движе-

ния частиц пыли в сепараторе, в работе использована линейная модель уравнений 

Стокса с временным параметром релаксации и термического баланса для тонких 

частиц пыли. Минимальный диаметр улавливаемых частиц пыли при заданном 

гранулометрическом составе рудного материала фактически определяет их кон-

центрацию в аэрозоле на выходе из печи, т.е. ее экологическую эффективность. 

Моделирование и эксперименты по термосепарации частиц пыли рудного матери-

ала осуществлялись во встроенном в сушило печи запатентованном воздушном 

инерционно-гравитационном противоточно-поворотном сепараторе [10]. Проводи-

лись расчет температуры, концентрации частиц пыли и теплоносителя в сепараторе 

печи и на выходе из нее, компьютерный анализ, а также верификация полученных 

результатов по итогам промышленных испытаний в цехе ДиСхр АО «Костанайские 

минералы». При этом на первом этапе по результатам промышленных испытаний 

показана актуальность сепарации частиц пыли непосредственно в печи, поскольку 

было доказано, что печь является интенсивным источником дополнительного пы-

леобразования в процессе сушки [10–12]. 

Для компьютерного анализа двухфазного течения, состоящего из теплоноси-

теля и частиц пыли, в работе использована модель на базе уравнений Эйлера и 

Лагранжа, позволяющая исследовать траектории движения частиц пыли в форме 

Discrete Phase Model (ДРМ) [12, 13]. 

Новизна теоретических исследований сепарации двухфазной среды в ВСШП 

базируется на идее о существенном влиянии физико-химических характеристик 

теплоносителя и частиц пыли, термоаэродинамических параметров аэрозоля, кото-

рые коррелируют с геометрическими параметрами сепаратора, на энергоэффектив-

ность улавливания пыли, снижение экологической нагрузки на внешнюю систему 

пылеулавливания. Данная идея отражает принцип природоподобия, обусловлива-

ющий необходимость непрерывной обратной связи процесса досушивания взве-

шенных частиц аэрозоля до требуемой влажности, температуры и концентрации 

на выходе из сушила, при которых обеспечивается максимальная эффективность 

пылеулавливания [3, 10]. 
 

Результаты исследований 
 

Комплексные исследования процесса термосепарации аэрозоля в ВШСП вклю-

чали в себя два этапа. На первом этапе были проведены промышленные испытания 

в цехе ДиСхр АО «Костанайские минералы» по определению фактической корре-

ляции параметров сушки в двухфазной среде с геометрией сушила. На втором 

этапе была построена математическая модель термоаэросепарации с учетом уста-

новленных в процессе испытаний закономерностей сепарации, проведены компь-

ютерный анализ на базе Ansys-Fluent в модели ДРМ с учетом однонаправленного 

влияния теплоносителя на частицы руды и определение погрешности полученных 

результатов для оценки возможности использования в инженерных расчетах сепа-

раторов, встраиваемых в сушило печей. 

На рис. 1 представлены данные экспериментов по определению корреляции 

между медианным диаметром dm, дисперсией d взвешенных частиц исходной 

руды, подачей теплоносителя Q и коэффициентом пылевыделения kпв, а также 
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фотографии рентгеноспектрального микроанализа асбестовой пыли в разгрузоч-

ном и загрузочном устройствах печи. 
 

 
а 

 
b                                                 c 

Рис. 1. (а) Зависимости коэффициента пылевыделения печи от медианного диаметра 

пыли при Q = 15 м3/с: 1 – σd = ±0.1dm; 2 – σd = ±0.2dm; 3 – σd = ±0.3dm; 4 – σd = ±0.4dm;  

и подачи теплоносителя при σd = ±0.15dm: 5 – dm = 10–4 м; 6 – dm = 2∙10–4 м;  

7 – dm = 2.5∙10–4 м; 8 – dm = 3∙10–4 м; 

Фотографии хризотил асбестовой пыли при 56-кратном увеличении:  

(b) в разгрузочном устройстве; (с) в загрузочном устройстве 

Fig. 1. (а) Dust emission coefficient of the vertical shaft drying furnace (VSDF) as a function 

of the median dust diameter at Q = 15 m3/с for σd = (1) ±0.1dm; (2) ±0.2dm; (3) ±0.3dm;  

(4) ±0.4dm and the coolant flow rate at σd = ±0.15dm for dm = (5) 10–4; (6) 2∙10–4; 

(7) 2.5∙10–4; and (8) 3∙10–4 m. Photos of the chrysotile-asbestos dust at 56-fold  

magnification in the (b) unloading and (c) loading devices 
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Из анализа рис. 1 видно, что с уменьшением dm взвешенных частиц происходит 

заметный рост kпв, особенно в диапазоне dm ˂ 2∙10–4 м. При этом с увеличением 

дисперсии медианного диаметра рост kпв более существен. Это приводит к повы-

шению экологической нагрузки на пылеулавливающее оборудование и требует 

тщательного подхода к определению и контролю гранулометрического состава ис-

ходной руды. Увеличение скорости теплоносителя в противотоке также приводит 

к росту kпв, причем в большей степени для фракций с меньшим диаметром взве-

шенных частиц исходной руды. Полученные результаты согласуются с известным 

фактом о необходимости снижения аспирируемого, в том числе инжектируемого, 

теплоносителя и подсоса воздуха через неплотности в ВШСП для повышения эко-

логической эффективности сушки [2, 7, 14]. Снижение скорости и расхода тепло-

носителя приводит к падению коэффициента пылевыделения, причем в большей 

степени для фракций меньшего диаметра частиц исходной руды, что подтверждает 

целесообразность снижения расхода теплоносителя при сохранении тепловой 

мощности для повышения экологической эффективности печей.  

Из анализа приведенных фотографий, полученных с использованием электрон-

ного микроскопа TESCAN VEGA LMS, видно увеличение медианного диаметра, 

т.е. снижение степени дисперсности взвешенных частиц рудного материала, в про-

цессе сушки. Данные исследования подтверждают фактически происходящий про-

цесс интенсивного агрегатирования мелкодисперсных частиц пыли непосред-

ственно в аэрозоле в процессе сушки при конвективном теплообмене за счет их 

столкновения, действия сил Сафмана и компрессионного сдавливания, что приво-

дит к росту размера частиц на выходе из печи по сравнению с дисперсным соста-

вом исходной руды в загрузочном устройстве. Кроме того, указанное обусловлено 

тем, что мелкие частицы дробятся менее эффективно в силу меньших значений 

инерционных и компрессионных сил в процессе их контактов. Промышленные ис-

пытания аэротермодинамических процессов, происходящих в двухфазной среде 

«асбестовая пыль–газовый поток» ВШСП показали существенное влияние на тем-

пературу и влажность асбестовой пыли на выходе из нее температуры и влажности 

газового потока и исходной асбестовой руды в прямотоке. 

Вследствие существенно более значимого влияния на частицы руды в прямо-

токе поверхностных аэродинамических сил, характеризуемых критерием Фруда по 

отношению к объемным силам инерции, определяющих критерии Стокса, Архимеда, 

на выход из ВШСП поступает значительно большее количество влажной асбестовой 

пыли низкой температуры из прямотока по отношению к более сухой высокотемпе-

ратурной пыли из противотока. Дополнительно при этом повышается вероятность 

конденсации влаги в рукавном фильтре при прочих равных условиях [14, 15]. 

Для устранения причин низкой экологической эффективности печей предло-

жено запатентованное устройство термоинерционной сепарации, встроенное в их 

сушило [10].  

Процесс сушки сыпучего материала в ВШСП предлагаемой конструкции вклю-

чает в себя 3 последовательных этапа (рис. 2). На 1-м этапе в сыпучем материале, 

поступающем через загрузочное устройство 1, за счет роста динамического давле-

ния, обусловленного увеличением его скорости под действием сил гравитации, 

происходит нарушение аутогезионных связей пылевых частиц, формирование аэро-

дисперсной системы, т.е. пылевого аэрозоля, состоящего из пылевых частиц и теп-

лоносителя. На 2-м этапе за счет конфузного канала 2, образованного стенками 3, 
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примыкающими к верхней прямоточной части сушила 4 и являющимися ее про-

должением, происходит ускорение движения аэрозоля и частичное расслоение 

мелкодисперсных частиц материала, в том числе пыли, за счет действия на них 

инерционной сепарации от контакта со стенками 3, силы Стокса, обусловленной 

вязкостью теплоносителя, сил Магнуса, Сафмана и Кориолиса, обусловливающих 

криволинейное движение из верхней прямоточной части сушила 4 в нижнюю про-

тивоточную часть 5 к горизонтальному входу 6 диффузорного канала входного 

коллектора 7. Траектории движения пыли определяются скоростью теплоносителя, 

парусностью, т.е. их плотностью, диаметром, миделевым сечением. На 3-й стадии 

в области нижней противоточной части сушила 5 в вертикальном диффузорном 

канале входного коллектора 7 и пылеосадительной камере 8 в процессе аэрацион-

ной сепарации за счет динамического витания влажные частицы пыли, оседая 

вследствие малой парусности, т.е. большей силы гравитации по отношению к ди-

намическому давлению аэрозоля в область повышенных температур теплоноси-

теля в противоточной части сушила 5, отдают влагу за счет конвективного тепло-

обмена с ним, достигают достаточной влажности и температуры, при которой их 

парусности достаточно для подъема по вертикальному диффузорному каналу 

входного коллектора 7 и пылеосадительной камере 8 на выход из печи [10, 14, 15].  
 

    
a                                                                             b 

Рис. 2. Схема вертикальной шахтной сушильной печи (a);  

cхема устройства термоинерционной сепарации пыли (b) 

Fig. 2. Design of the (a) VSDF and (b) device for thermal inertial dust separation 
 

Парусность частиц пыли определяется их формой, размерами, физическими 

свойствами, а аэротермодинамические параметры прямотока и противотока зави-

сят от их расхода, температуры, геометрии сушила, вертикального диффузорного 

канала входного коллектора и пылеосадительной камеры. На этом базируются ма-

тематическая модель и формат компьютерного анализа с учетом результатов экс-

периментальных исследований для расчета параметров термоаэросепаратора и 
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пылеосадительной камеры, обеспечивающих вынос из сушила пыли с диаметром 

менее заданного, определяющего максимально допустимую концентрацию аэро-

золя, поступающего на выход из печи. При этом частицы рудного материала диа-

метром больше выше указанного, двигаясь под действием силы гравитации в про-

тивоточной части сушила, будут поступать в устройство выгрузки 9 [16–18]. 

Математическая модель термоаэросепарации в виде уравнений вертикального 

движения частиц пыли диаметром di и теплового баланса для термически тонких 

частиц пыли при граничных условиях третьего рода, постоянной температуре теп-

лоносителя, в том числе на входе, установившемся режиме конвективного тепло-

обмена с постоянным коэффициентом теплоотдачи, без теплообмена с окружающей 

средой при малых значениях критериев Рейнольдса, Стокса и Био в термоинерци-

онном сепараторе с учетом [16, 19, 20] может быть представлена в виде:  

 
𝑚𝑖𝑑𝑉𝑏𝑖

𝑑𝑡
= 3πμ𝑑𝑖𝑘𝑖 ⋅ [𝑢(𝑡) ⋅ 𝑒

−
𝑡

τ𝑖 + 𝑔τ𝑖 (1 − 𝑒
−

𝑡

τ𝑖)] −
π

6
𝑑𝑖

3(ρ𝑖 − ρг)𝑔; (1)

 
 

𝑑𝑇𝑖

𝑑γ
= 6∆𝑇𝑖

α

ρ𝑖γ
𝑒

−
6α𝑡𝑖

ρ𝑖𝑑𝑖γ,
𝑑𝑇𝑖

𝑑γ
= 6∆𝑇𝑖

α

ρ𝑖γ
𝑒

−
6α𝑡𝑖

ρ𝑖𝑑𝑖γ, (2) 

 

где 𝑚𝑖 =
π𝑑𝑖

3

6
ρ𝑖 − масса i-й частицы пыли, кг; μ −динамическая вязкость теплоно-

сителя, Па·с;  τ𝑖 =
𝑑𝑖2∙ρ𝑑

18∙μ𝑘ф
 – время релаксации i-й частицы пыли, с; ρ𝑖 , ρг − плот-

ность частицы пыли диаметром di и теплоносителя соответственно кг/м3; Vbi – ско-

рость i-й частицы пыли по вертикальной оси сушила, м/с; ki – коэффициент формы 

i-й частицы пыли; 𝑢(𝑡) =
𝑄1+𝑄2

𝑆𝑘(ℎ)
 – скорость аэрозоля в инерционном сепараторе, м/с; 

𝑄1, 𝑄2 – расход теплоносителя прямотока и противотока соответственно м3/с; 

𝑆𝑘(ℎ) – площадь инерционного сепаратора, м2; h(t) – текущая высота диффузор-

ного канала входного коллектора, м; 𝑇𝑖 , 𝑇𝑇 – температура i-й частицы пыли и теп-

лоносителя на входе в коллектор, К; Δ𝑇𝑖 = (𝑇𝑇 − 𝑇𝑖) – температурный напор между 

i-й частицей пыли и теплоносителем на входе в коллектор, К; α − коэффициент 

конвективной теплоотдачи, Вт/м·К; γ − удельная теплоемкость рудного матери-

ала, Дж/кг·К; g – ускорение силы тяжести, м2/с. 

Минимальный диаметр улавливаемой мелкодисперсной пыли в термоинерци-

онном сепараторе с учетом (1), (2) после преобразования получим в виде [18]: 

 𝑑𝑚𝑖𝑛(ℎ) =
√

18μ𝑘𝑖

ρ𝑖(ℎ)−ρГ(ℎ)
⋅

𝑔

[𝑢(ℎ)⋅𝑒
−

𝑡
τ𝑖+𝑔τ𝑖(1−𝑒

−
𝑡

τ𝑖)]

, (3)

 

где  ρ𝑖(ℎ) − ρг(ℎ) – текущие плотности i-й частицы пыли и теплоносителя в функ-

ции от их положения в термоинерционном сепараторе. 

Выражение скорости частицы пыли в зависимости от ее положения в термоинер-

ционном сепараторе определяется формулой 

 𝑢(ℎ𝑖) =
𝑄1+𝑄2

𝑆вк+∫ Д(ℎ)𝑑ℎ
ℎ𝑖

0

, (4)

 
где Sвк – площадь входа в диффузорный канал входного коллектора, м2; Д(h) – ло-

кальная диффузорность термоинерционного сепаратора. 

Скорость перемещения i-й частицы пыли диаметром di в термоинерционном 

сепараторе получим в виде: 
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 𝑉𝑏𝑖 = (𝑔τ𝑖 −
𝑄1+𝑄2

𝑆п−𝑆вк
−

𝑄1+𝑄2

𝑆вк+∫ Д(ℎ)𝑑ℎ
ℎ𝑖

0

) ⋅ 𝑒
−

𝑡

τ𝑖 − 𝑔τ𝑖 +
𝑄1+𝑄2

𝑆вк+∫ Д(ℎ)𝑑ℎ
ℎ𝑖

0

,  (5) 

где Sп – площадь сушила печи, м2. 

Время, в течение которого i-я частица пыли диаметром di достигнет высоты hi 

в термоинерционном сепараторе: 

 𝑡𝑖 = τ𝑖 ⋅ 𝑙𝑛

𝑄1+𝑄2

𝑆вк+∫ Д(ℎ)𝑑ℎ
ℎ𝑖
0

−𝑞τ𝑖

𝑄1
𝑆П−𝑆вк

+
𝑄1+𝑄2

 𝑆вк+∫ Д(ℎ)𝑑ℎ
ℎ𝑖
0

−𝑞τ𝑖

. (6)

 

Для обеспечения требуемых параметров температуры 𝑡𝑖 и влажности φ𝑖 частиц 

пыли и соответственно их концентрации с учетом дисперсного состава на входе  

в пылеосадительную камеру в соответствии с законом изменения локальной диф-

фузорности Д(h) при заданном термическом напоре ∆𝑇𝑖 определяют необходимую 

высоту термоинерционного сепаратора. 

Время прохождения аэрозолью пылеосадительной термокамеры определяем по 

формуле 

 𝑡п.к. = 0.5
ℎп.к.⋅𝑎п.к.⋅𝑏п.к.

𝑄1+𝑄2
, (7) 

где 𝑎п.к., 𝑏п.к. – ширина, длина, высота пылеосадительной термокамеры, м (см. рис. 2, b). 

Скорость динамического витания частиц в термопылеосадительном сепараторе 

по мере снижения их влажности при горизонтальном перемещении к выходу из 

печи определяется по формуле (4) с учетом геометрических параметров термои-

нерционного сепаратора. 

Из анализа уравнений (2)–(7) видно, что скорость, температура, влажность, 

время движения в термоинерционном сепараторе и, как результат, минимальный 

диаметр сепарируемых частиц пыли зависят от характера изменения локальной 

диффузности Д(h) инерционного сепаратора, объема пылеосадительной камеры, 

параметров сушила, расхода и температуры теплоносителя. 

В качестве критериев, эффективности пылеулавливания приняты коэффици-

енты термоаэроционной сепарации и регуляции: 

 𝑆𝑖 =
𝐹𝐴𝑖

∑ 𝐹
𝑏𝑖
𝑗𝑛

𝑖=1

= 18
μ𝑘𝑖(𝑈ℎ−𝑔⋅τ𝑖)(1−𝑒

−
𝑡

τ𝑖)

𝑑𝑖
2(ρ𝑖−ρГ)𝑔

; (8) 

 𝑆𝑖
𝑇 = 1 − ∆𝑇̅𝑖 𝑒

−
6α𝑡𝑖

ρ𝑖𝑑𝑖γ, (9) 

где 𝐹𝐴𝑖 – приведенная сила Архимеда, включающая силы тяжести  Pq и Стокса Pc, 

действующие на i-ю частицу пыли, н; 𝐹в𝑖
𝑗

 – вертикальная составляющая j-й аэро-

динамической подъемной силы, действующей на i-ю частицу пыли, Н. 

Интегральную и фракционную эффективность термоинерционного сепаратора 

с учетом логарифмического нормального закона распределения дисперсного со-

става пыли определяем по формуле 

 Е ТС
 𝛥𝑖 = 1 −

lg 3
√

2μ𝑘𝑖𝑔

[ρ𝑖(ℎ)−ρГ(ℎ)]⋅[𝑢(ℎ)⋅𝑒
−

𝑡
τ𝑖+𝑔τ𝑖(1−𝑒

−
𝑡

τ𝑖)]

lg 𝑑max
,  (10)

 где 𝑑𝑚𝑎𝑥 − максимальный диаметр частицы пыли, поступившей на вход в коллек-

тор, м; ∆𝑖 – фракция частиц пыли +0 − 𝑑max.  
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По результатам расчета печи ВСШП № 9 ДиСхр АО «Костанайские минералы» 

согласно предложенной математической модели получены следующие геометриче-

ский параметры сепаратора и пылеосадительной камеры, обеспечивающие мини-

мальную концентрацию аэрозоля на выходе из печи: dmin = 85∙10–4 м; Sвк = 11.5 м2; 

Vb = 1.6 м/с; tп.к. = 1.8 c; hп.к. = 2.7 м; aп.к. = 2.8 м; bп.к. = 1.7 м; SП = 4 м2; SВК = 2.8 м2. 

Из анализа рис. 3 с учетом (10) видно, что применение оптимально спроекти-

рованного термоинерционного сепаратора предложенной запатентованной кон-

струкции позволяет снизить минимальный диаметр частиц пыли на выходе из печи 

более чем в 2 раза, тем самым повысить ее экологическую эффективность на 62%, 

снизив запыленность с 95 до 35 г/м3, т.е. более чем в 2,6 раза. 
 

 

Рис. 3. Номограмма дисперсного состава асбестовой пыли на выходе из ВСШП:  

1 – без термоинерционного сепаратора; 2 – с термоинерционным сепаратором 

Fig. 3. Nomogram of the dispersed composition of asbestos dust at the VSDF outlet  

(1) without and (2) with a thermal inertial separator 
 

Верификация построенной математической модели термоаэросепарации рудной 

пыли с учетом испытаний, проведенных на ВШСП № 9 ДиСхр АО «Костанайские 

минералы» с доверительной вероятностью 0,95 подтвердила, что ее погрешность 

в сравнении с экспериментальными результатами не превышает 11%.  

Компьютерный анализ течения двухфазной среды в сушиле ВСШП на базе  

Ansys-Fluent осуществлялся при начальных условиях таких параметров, как поло-

жение, скорость, гранулометрический состав, температура частиц пыли, темпера-

тура и расход теплоносителя и граничных условиях, определяемых исходной гео-

метрией сушила. Расчет траектории движения частиц пыли проводился в стацио-

нарном режиме в условиях одностороннего сопряжения теплоносителя и частиц 

пыли с использованием эйлерово-лангранджевого подхода в модели дискретной 

фазы Discrete Phase Model (DPM). Теплоноситель моделировался на неподвижной 

сетке на базе эйлерова подхода, а частицы пыли моделировались на основе лан-

гранджева подхода с помощью отслеживания их траекторий по всей расчетной 
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области; траектории частиц пыли определялись в заданном интервале времени по 

итогам расчета поля течения теплоносителя. Предложенный вариант формата 

DPM позволил осуществить расчет аэротермодинамических параметров теплоно-

сителя и частиц пыли, концентрации аэрозоля в сепараторе и провести оптимиза-

цию его топологии по критерию экологической эффективности печи [13, 15, 21]. 

На рис. 4, 5 приведены результаты компьютерного моделирования темпера-

туры и концентрации частиц хризотил-асбестовой пыли в области выхода из су-

шила ВШСП без сепаратора и с сепаратором оптимальной конструкции. 
 

     
  a                                                                                          b 

Рис. 4. Распределение по температуре частиц хризотил-асбеста фракции (–2 500 + 0) мкм  

в ВСШП: a – с сепаратором; b – без сепаратора 

Fig. 4. Temperature distribution of the chrysotile–asbestos particles with a fraction of (–2 500 + 0) µm 

in the VSDF (a) with and (b) without a separator 

 

     
  a                                                                                         b 

Рис. 5. Распределение по концентрации частиц хризотил-асбеста фракции (–2 500 + 0) мкм  

в ВСШП: a – с сепаратором; b – без сепаратора 

Fig. 5. Distribution of chrysotile–asbestos particles with a fraction of (–2 500 + 0) µm  

by concentration in the VSDF (a) with and (b) without a separator 
 

Из анализа рис. 4 видно, что в ВСШП без сепаратора температура частиц пыли 

в прямотоке на выходе из сушила на 30–40° ниже температуры частиц пыли в про-
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тивотоке, что подтверждает результаты промышленных экспериментов и выводы 

о причинах низкой экологической эффективности печей.  

По данным рис. 5 концентрация пыли на выходе из ВСШП без сепаратора  

составляет 80 г/м3, в то время как для ВСШП с сепаратором она не превышает  

30 г/м3, что с погрешностью не более 11% совпадает с результатами промышлен-

ных экспериментов и математического моделирования. 

Таким образом, предложенная математическая модель и компьютерный анализ 

аэротермодинамической сепарации в сушиле на базе модели Ansys-Fluent в фор-

мате ДРМ, несмотря на принятые упрощения по сравнению с реальными процес-

сами сушки рудных материалов, с приемлемой для инженерных расчетов точно-

стью могут быть использованы для проектирования термоинерционных сепараторов, 

встраиваемых в печь и позволяющих в 2,6 раза снизить концентрацию пыли, по-

высить результативность внешнего пылеулавливающего оборудования, снизить 

негативное влияние на окружающую среду.  

 

Заключение 

 

1. Экспериментальные исследования, проведенные на ВШСП АО «Костанай-

ские минералы» подтвердили, что печи являются интенсивным источником пыле-

образования, и это обосновывает необходимость учета данного факта при их про-

ектировании. 

2. Доказано существенное влияние параметров аэродинамического процесса 

сушки рудного материала и геометрии печи на экологическую эффективность пы-

леулавливания и целесообразность интеграции в сушило термоаэросепаратора.  

3. Разработана математическая модель и предложен компьютерный анализ на 

базе модели Ansys-Fluent в формате ДРМ термоаэросепарации двухфазной среды 

в прямоточно-противоточном режиме движения теплоносителя, позволяющие опре-

делять геометрические параметры инерционного термоаэросепаратора и пылеоса-

дительной камеры по критерию максимальной экологической эффективности печи. 

4. Верификация предложенной математической модели и формата компьютер-

ного анализа термоаэросепарации рудной пыли в сушиле шахтной печи с довери-

тельной вероятностью 0,95 подтвердила погрешность в сравнении с эксперимен-

тальными результатами не более 11%, что достаточно для инженерных расчетов.  

5. Предложенная конструкция термоинерционного сепаратора, интегрирован-

ного в сушило печи и пылеосадительной камеры, смонтированные на печи ВШСП 

№ 9 ДиСхр АО «Костанайские минералы» в 2023 г., позволила снизить концентра-

цию пыли на выходе из ВШСП в 2,6 раза, повысив тем самым ее экологическую 

эффективность на 62%. 
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Аннотация. Проводится теоретическая оценка минимально необходимой скорости 

для сквозного пробития стальных разнесенных преград суперкавитирующим ударни-

ком из тяжелого сплава на основе вольфрама. Разнесенные преграды были эквива-

лентны монолитным толщиной 20, 30, 40, 50, 60 мм. Численное решение реализовано 

в осесимметричной постановке в рамках упруго-идеально-пластической модели 

Прандтля–Рейсса. 
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Abstract. Nowadays, stationary objects exposed to dynamic loads in the form of various 

impacts are located not only on land but also in water. Therefore, this study is aimed to 

determine the minimum velocity required for the complete penetration of a supercavitating 

projectile made of a heavy tungsten-based alloy into underwater protective structures such 

as spaced steel barriers. The required velocity is calculated using a mathematical model 

based on the Prandtl–Reuss equations for elastic-perfectly plastic materials. Calculations 

are performed with barrier thicknesses of 15+5, 15+15, 20+20, 20+30, and 25+35 mm. 

Theoretical analysis has shown that monolithic barriers are more efficient than equivalent 

spaced barriers with a distance between plates of 10 mm. The obtained results indicate that 

an advanced study of this problem is required. 

Keywords: spaced steel barrier, supercavitating projectile, mathematical model, complete 

penetration 
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Введение 

 

В последнее время стационарные объекты, подверженные динамическим 

нагрузкам в виде различных воздействий, стали располагаться не только на суше, 

но и в воде. Для их защиты на воздухе от множества различных видов воздействий 

используются монолитные, гетерогенные, слоистые и разнесенные защитные кон-

струкции. Исследования по различным видам взаимодействий с данными защит-

ными конструкциями вызывают большой интерес [1–7]. В воде динамические 

нагрузки в виде разрушения и образования сквозных отверстий оказывают супер-

кавитирующие ударники [8–10], по своей форме напоминающие длинный усечен-

ный конус. Создание защитных конструкций для стационарных объектов, распо-

ложенных в воде, способных противостоять таким ударникам, является одной из 

актуальных задач. 

В данной работе проводится теоретическая оценка определения минимально 

необходимой скорости для сквозного пробития защитных конструкций в виде раз-

несенных стальных преград суперкавитирующим ударником из тяжелого сплава 

на основе вольфрама.  

 

Результаты теоретических исследований 

 

Данное исследование является продолжением работы [11], в которой опреде-

лялась минимально необходимая скорость для сквозного пробития стальных мо-

нолитных преград толщиной 20, 30, 40, 50, 60 мм суперкавитирующим ударником 

из тяжелого сплава на основе вольфрама (рис. 1).  
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Рис. 1. Суперкавитирующий ударник 

Fig. 1. Supercavitating projectile 
 

Проведя анализ результатов, полученных в работе [11], можно заметить, что  

с повышением скорости и увеличением толщины стальной преграды наблюдается 

деформация ударника с изменением площади конуса в процессе взаимодействия. 

Это явление подтолкнуло к решению провести расчет высокоскоростного взаимо-

действия данного ударника с разнесенными преградами, эквивалентными моно-

литным, которые использовались в работе [11].  

Толщина первой пластины разнесенной преграды равна глубине, на которой 

происходит деформация ударника при взаимодействии с монолитной преградой. 

Есть предположение, что с возникновением деформации головной части ударник 

в момент взаимодействия со второй пластиной начнет увеличивать площадь кон-

такта за счет свойств материала и тем самым интенсивнее тормозиться в преграде. 

На рис. 2 показана разнесенная преграда, состоящая из двух стальных пластин, 

расстояние между которыми 10 мм. 
 

 

Рис. 2. Схема разнесенной преграды: 1 – пластины стальной преграды, 2 – воздух 

Fig. 2. Schematic design of a spaced barrier: 1, plates of the steel barrier and 2, air 
 

Определение минимально необходимой скорости для сквозного пробития раз-

несенных преград проводилось с применением математической модели. Данная 

модель, основой которой являются упруго-идеально-пластические соотношения 

Прандля–Рейсса [12], верифицирована в работе [11] с применением испытатель-

ного стенда [13]. Для реализации численного решения применялась методика [14, 

15] в осесимметричной постановке. 

При взаимодействии с монолитной преградой толщиной 20 мм заметной де-

формации ударника не наблюдалось. Поэтому для определения минимальной ско-

рости сквозного пробития разнесенной преграды первая пластина была выбрана 

толщиной 15 мм, а вторая – 5 мм. На рис. 3 показан расчет взаимодействия удар-

ника с разнесенной преградой толщиной 15 + 5 мм при скорости 400 м/с. 
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t = 20 мкс, umax = 398 м/c, ucm = 394 м/с 

 
t = 60 мкс, umax = 422 м/c, ucm = 352 м/с 

 
t = 154 мкс, umax = 338 м/c, ucm = 256 м/с 

 
t = 730 мкс, umax = 149 м/c, ucm = 10 м/с 

Рис. 3. Хронограмма взаимодействия ударника со стальной разнесенной преградой  

толщиной 15 + 5 мм при скорости 400 м/с 

Fig. 3. Chronogram of the projectile interaction with a 15 + 5-mm-thick spaced steel barrier  

at a velocity of 400 m/s 
 

В правой полуплоскости рисунков показано поле давления p (ГПа), в левой – 

поле вектора массовой скорости; t – время, umax − модуль самого длинного вектора, 

ucm − величина осевой составляющей вектора скорости центра масс ударника. 

Шкала дана в сантиметрах.  

Ударник в процессе взаимодействия прокалывает обе пластины преграды и  

в итоге застревает в ней. При времени t = 154 мкс видно, что ударник выбивает 

небольшой фрагмент преграды. 

Для определения минимальной скорости сквозного пробития повысим ско-

рость до 500 м/с. Процесс взаимодействия ударника с преградой 15 + 5 мм показан 

на рис. 4. 
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Ударник при скорости 500 м/с разнесенную стальную преграду 15 + 5 мм про-

бивает насквозь. Скорость после пробития равна 152 м/с. Как и в предыдущем рас-

чете, происходит выбивание фрагмента преграды и ударник незначительно дефор-

мируется. Данную скорость можно считать минимально необходимой для сквоз-

ного пробития разнесенной стальной преграды толщиной 15 + 5 мм. 
 

 
t = 20 мкс, umax = 496 м/c, 

ucm = 492 м/с 

 
t = 50 мкс, umax = 488 м/c,  

ucm = 457 м/с 

 
t = 70 мкс, umax = 467 м/c,  

ucm = 434 м/с 
 

 
t = 100 мкс, umax = 479 м/c, 

ucm = 395 м/с 

 
t = 280 мкс, umax = 273 м/c, 

ucm = 185 м/с 

 
t = 418 мкс, umax = 238 м/c,  

ucm = 152 м/с 

Рис. 4. Хронограмма взаимодействия ударника со стальной разнесенной преградой  

толщиной 15 + 5 мм при скорости 500 м/с 

Fig. 4. Chronogram of the projectile interaction with a 15 + 5-mm-thick spaced steel barrier  

at a velocity of 500 m/s 
 

При взаимодействии с монолитной преградой толщиной 60 мм ударник сильно 

деформируется на глубине 25 мм. Поэтому первая пластина разнесенной преграды 

была выбрана толщиной 25 мм, а вторая – 35 мм. Расчет взаимодействия ударника 

с разнесенной преградой 25 + 35 мм начинали с 1 300 м/с; полученные результаты 

представлены на рис. 5. 

Разнесенную преграду при скорости 1 300 м/с ударник пробивает насквозь.  

В момент времени t = 40 мкс он сильно деформируется, увеличивает внутренний 

диаметр отверстия и создает большую выпуклость на тыльной стороне первой пла-

стины. Та деформация, которую приобрел ударник, не способствует его сильному 

торможению при контакте со второй пластиной, вследствие чего он пробивает 
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преграду, еще больше деформируется, выбивает огромный фрагмент второй пла-

стины и летит дальше со скоростью 507 м/с. 
 

 
t = 10 мкс, umax = 1 300 м/c, 

ucm = 1 289 м/с 

 
t = 20 мкс, umax = 1 290 м/c, 

ucm = 1 258 м/с 

 
t = 40 мкс, umax = 1 248 м/c, 

ucm = 1 182 м/с 
 

 
t = 60 мкс, umax = 1243 м/c, ucm = 1034 м/с 

 
t = 156 мкс, umax = 569 м/c, ucm = 507 м/с 

Рис. 5. Хронограмма взаимодействия ударника со стальной разнесенной преградой  

толщиной 25 + 35 мм при скорости 1 300 м/с 

Fig. 5. Chronogram of the projectile interaction with a 25 + 35-mm-thick spaced steel  

barrier at a velocity of 1300 m/s 
 

Чтобы определить минимально необходимую скорость сквозного пробития 

разнесенной преграды 25 + 35 мм, проведена серия расчетов с шагом по скорости 

100 м/с в сторону уменьшения. По результатам проведенной серии из четырех рас-

четов определено, что минимальная скорость, необходимая для сквозного проби-

тия разнесенной преграды, равна 1 000 м/с. Процесс взаимодействия представлен 

на рис. 6. 

Разнесенную преграду ударник при скорости 1 000 м/с пробивает на сквозь.  

В момент времени t = 52 мкс ударник начинает деформируется и образует боль-

шую выпуклость на тыльной стороне первой пластины. При взаимодействии со вто-

рой пластиной продолжается его деформация. Вторую пластину с выбиванием 
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фрагмента ударник прокалывает насквозь в момент времени t = 198 мкс и имеет 

скорость 314 м/с. Скорость взаимодействия 1 000 м/с можно считать минимально 

необходимой для сквозного пробития разнесенной преграды толщиной 25 + 35 мм. 
 

 
t = 22 мкс, umax = 987 м/c, ucm = 967 м/с 

 
t = 52 мкс, umax = 926 м/c, ucm = 868 м/с 

 
t = 100 мкс, umax = 695 м/c, ucm = 547 м/с 

 
t = 198 мкс, umax = 358 м/c, ucm = 314 м/с 

Рис. 6. Хронограмма взаимодействия ударника со стальной разнесенной преградой  

толщиной 25 + 35 мм при скорости 1 000 м/с 

Fig. 6. Chronogram of the projectile interaction with a 25 + 35-mm-thick spaced steel  

barrier at a velocity of 1000 m/s 

 
Т а б л и ц а  1  

Результаты расчетов разнесенных преград 

Номер преграды 1 2 3 4 5 

Минимальная скорость Vmin, м/с 500 600 800 900 1 000 

Толщина первой пластины h1, мм 15 15 20 20 25 

Толщина второй пластины h2, мм 5 15 20 30 35 
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В серии исследований также проводился расчет разнесенных преград толщи-

ной 15+15 мм, 20+20 мм, 20+30 мм. В общем количестве для каждой разнесенной 

преграды было сделано как минимум по три расчета. Результаты проведенных рас-

четов с минимально необходимой скоростью представлены в табл. 1. 

Данные результаты использовались для сравнения с теми, что были получены 

в работе [11]. Сравнение представлено в табл. 2.  

Т а б л и ц а  1  

Сравнение разнесенных и монолитных преград 

Номер преграды 1 2 3 4 5 

Минимальная скорость для разнесенной  

(монолитной) преграды Vmin, м/с 

500  

(500) 

600  

(700) 

800 

(900) 

900  

(1 000) 

1 000  

(1 400) 

Толщина разнесенной преграды hраз, мм 15 + 5 15 + 15 20 + 20 20 + 30 25 + 35 

Толщина монолитной преграды hмон, мм 20 30 40 50 60 
 

Для монолитной преграды толщиной 20 мм и эквивалентной ей разнесенной 

преграды толщиной 15 + 5 мм минимально необходимая скорость для сквозного 

пробития составляет 500 м/с. С увеличением толщины преграды минимально не-

обходимая скорость становится меньше для разнесенной преграды по сравнению  

с монолитной. На рис. 7 показаны зависимости толщины монолитных и разнесен-

ных преград от скорости. 
 

 

Рис. 7. Зависимости минимальной скорости сквозного пробития от толщины преград; 

20…60 мм и 15 + 5 мм – толщины монолитных и разнесенных преград 

Fig. 7. Minimum velocity of the complete penetration as a function of the barrier thickness. 

The thickness of the monolithic and spaced barriers are 20…60 mm and 15 + 5 mm, respectively 
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Заключение 

 

В проведенных теоретических оценках монолитные преграды показали себя 

лучше, чем эквивалентные им разнесенные с расстоянием между пластинами 10 мм. 

Полученные сравнения говорят о том, что нужно проводить более углубленное 

изучение данного явления, включающее вариации расчетов с разным количеством 

пластин разнесенной преграды, изменением толщины пластин и расстояния между 

ними. Также необходимо провести эксперименты, подтверждающие расчеты. 
 

Список источников 
 

1. Герасимов А.В. Численное моделирование соударения длинных стержней со слоисто-раз-

несенными преградами // Известия Томского политехнического университета. Инжини-

ринг георесурсов. 2015. Т. 326, № 1. С. 139–145. 

2. Радченко А.В., Радченко П.А. Влияние ориентации механических свойств композицион-

ных материалов на динамическое разрушение монолитных и разнесенных преград //  

Вычислительная механика сплошных сред. 2011. Т. 4, № 4. С. 97–106. 

3. Баничук Н.В., Иванова С.Ю., Осипенко К.Ю. Экспериментальное исследование по про-

биванию хрупких слоистых преград // Проблемы прочности и пластичности. 2021. Т. 83, 

№ 2. С. 137–150. doi: 10.32326/1814-9146-2021-83-2-137-150 

4. Толкачев В.Ф., Зелепугин С.А., Козлов В.С. Механика высокоскоростного соударения 

стержневых ударников с комбинированными преградами // Вестник Тамбовского  

университета. Сер. Естественные и технические науки. 2016. Т. 21, № 3. С. 1354–1357. 

doi: 10.20310/1810-0198-2016-21-3-1354-1357 

5. Иванов Р.С., Зеленов А.Н., Дикий А.Е. Расчетно-экспериментальное определение внедре-

ния проникателей с различными формами головных частей в разнесённые железобетон-

ные преграды // Актуальные проблемы современной механики сплошных сред и небес-

ной механики – 2021: материалы XI Всерос. науч. конф. с междунар. участием, Томск, 

17–21 ноября 2021 г. / под ред. М.Ю. Орлова. Томск : Нац. исслед. Том. гос. ун-т, 2022. 

С. 44–48. 

6. Акашева Е.П., Меркурьев И.Н., Хазов С.Е. Моделирование воздействия бронебойно-за-

жигательной пули на разнесенные преграды с учетом угла атаки // Супервычисления и 

математическое моделирование: труды XVII Междунар. конф., Саров, 15–19 октября 

2018 г. Саров: Рос. фед. ядерный центр – Всерос. науч.-исслед. ин-т экспериментальной 

физики, 2019. С. 32–37. doi: 10.53403/9785951504418_32 

7. Белов Н.Н., Югов Н.Т., Табаченко А.Н., Афанасьева С.А., Югов А.А., Федосов О.Ю., Ар-

хипов И.Н. Исследование особенностей деформирования и разрушения длинных стерж-

ней при наклонном соударении с конструкцией из пространственно-разнесенных пре-

град // Вестник Томского государственного архитектурно-строительного университета. 

2008. № 3 (20). С. 123–134. 

8. Афанасьева С.А., Белов Н.Н., Буркин В.В., Дьячковский А.С., Евтюшкин Е.В., Зыков Е.Н., 

Ищенко А.Н., Монахов Р.Ю., Родионов А.А., Хабибуллин М.В., Югов Н.Т. Особенности 

высокоскоростного взаимодействия ударников с преградами, защищенными слоем 

воды // Известия вузов. Физика. 2013. Т. 56, № 4. С. 8–15. 

9. Ищенко А.Н., Буркин В.В., Дьячковский А.С., Рогаев К.С., Саммель А.Ю., Сидоров А.Д., 

Степанов Е.Ю., Чупашев А.В. Взаимодействие суперкавитирующих ударников с под-

водными преградами // Инженерно-физический журнал. 2022. Т. 95, № 4. С. 1012–1016. 

10. Афанасьева С.А., Бондарчук И.С., Буркин В.В., Дьячковский А.С., Ищенко А.Н., Рогаев К.С., 

Саммель А.Ю., Сидоров А.Д., Степанов Е.Ю., Чупашев А.В. Экспериментально-теоре-

тические исследования особенностей высокоскоростного движения в воде суперкавити-

рующих ударников, изготовленных из разных материалов // Инженерно-физический 

журнал. 2021. Т. 94, № 6. С. 1528–1537. 



Буркин В.В., Ищенко А.Н., Саммель А.Ю., Хабибуллин М.В. Теоретическая оценка скорости  

133 

11. Буркин В.В., Дьячковский А.С., Ищенко А.Н., Саммель А.Ю., Степанов Е.Ю., Хабибул-

лин М.В., Чупашев А.В. Экспериментально-теоретическая оценка минимальной скорости 

сквозного пробития подводной стальной преграды суперкавитирующим ударником // 

Инженерно-физический журнал. 2024. Т. 97, № 1. С. 226‒231. 

12. Белов Н.Н., Демидов В.Н., Ефремова Л.В., Жуков А.В., Николаев А.П., Симоненко В.Г., 

Трушков В.Г., Хабибуллин М.В., Шиповский И.Е., Шуталев В.Б. Компьютерное модели-

рование динамики высокоскоростного удара и сопутствующих физических явлений // 

Известия вузов. Физика. 1992. № 8. С. 5–48. 

13. Пат. № 2683148 C1 Российская Федерация, МПК G01M 10/00, F41F 3/07. Гидробалли-

стический стенд: № 2017135871: заявл. 09.10.2017: опубл. 26.03.2019; заявитель Феде-

ральное государственное автономное образовательное учреждение высшего образова-

ния «Национальный исследовательский Томский государственный университет» (ТГУ). 

Буркин В.В., Ищенко А.Н., Майстренко И.В., Фуфачев В.М., Дьячковский А.С., Бура-

ков В.А., Корольков Л.В., Степанов Е.Ю., Чупашев А.В., Рогаев К.С., Саммель А.Ю., 

Сидоров А.Д.  

14. Хабибуллин М.В. Численное моделирование взаимодействия высокоскоростного удар-

ника с системой пространственно разнесенных мишеней // Вопросы атомной науки и 

техники. Сер. Математическое моделирование физических процессов. 1997. Вып. 3. С. 

18–24. 

15. Хабибуллин М.В., Афанасьева С.А. Расчет явлений, происходящих в конденсированных 

средах в результате интенсивных импульсных воздействий, в осесимметричной поста-

новке: свидетельство о государственной регистрации программы для ЭВМ № 2012617301. 

М.: Фед. служба по интеллектуальной собственности, 2012. 80 c. 
 

References 
 

1. Gerasimov A.V. (2015) Chislennoe modelirovanie soudareniya dlinnykh sterzhney so sloisto-

raznesennymi pregradami [Numerical simulation of long rods collision with layered-spaced 

barriers]. Izvestiya Tomskogo politekhnicheskogo universiteta. Inzhiniring georesursov –  

Bulletin of the Tomsk Polytechnic University. Geo Assets Engineering. 326(1). pp. 139–145. 

2. Radchenko A.V., Radchenko P.A. (2011) Vliyanie orientatsii mekhanicheskikh svoystv 

kompozitsionnykh materialov na dinamicheskoe razrushenie monolitnykh i raznesennykh 

pregrad [Influence of orientation of mechanical properties of composite materials on dynamic 

fracture of monolithic and spaced targets]. Vychislitel'naya mekhanika sploshnykh sred – Com-

putational Continuum Mechanics. 4(4). pp. 97–106. doi: 10.7242/1999-6691/2011.4.4.44 

3. Banichuk N.V., Ivanova S.Yu., Osipenko K.Yu. (2021) Eksperimental'noe issledovanie po 

probivaniyu khrupkikh sloistykh pregrad [Experimental study on perforation of brittle layered 

obstacles]. Problemy prochnosti i plastichnosti – Problems of Strength and Plasticity. 83(2). 

pp. 137–150. doi: 10.32326/1814-9146-2021-83-2-137-150 

4. Tolkachev V.F., Zelepugin S.A., Kozlov V.S. (2016) Mekhanika vysokoskorostnogo soudareniya 

sterzhnevykh udarnikov s kombinirovannymi pregradami [The mechanics of high velosity  

impact of rod projectiles with combine targets]. Vestnik Tambovskogo universiteta. Seriya: 

Estestvennye i tekhnicheskie nauki – Tambov University Reports. Series Natural and Technical 

Sciences. 21(3). pp. 1354–1357. doi: 10.20310/1810-0198-2016-21-3-1354-1357 

5. Ivanov R.S., Zelenov A.N., Dikiy A.E. (2022) Raschyotno-eksperimental'noe opredelenie 

vnedreniya pronikateley s razlichnymi formami golovnykh chastey v raznesyonnye zhelezo-

betonnye pregrady [Computational and experimental determination of the penetration of im-

pactor with various forms of warheads into spaced reinforced concrete barriers]. Proceedings 

of the XI All-Russian Scientific Conference with International Participation “Current Issues 

of Continuum Mechanics and Celestial Mechanics – 2021”. Tomsk: National Research Tomsk 

State University. pp. 44–48. 

6. Akasheva E.P., Merkur’ev I.N., Khazov S.E. (2019) Modelirovanie vozdeystviya broneboyno-

zazhigatel'noy puli na raznesennye pregrady s uchyotom ugla ataki [Modelling of the armour-



Механика / Mechanics 

134 

piercing incendiary bullet impact with yaw angel on spaced targets]. Proceedings of the  

XVII International Conference “Supercomputing and Mathematical Modeling”. Sarov: Rus-

sian Federal Nuclear Center - All-Russian Research Institute of Experimental Physics. pp. 32–

37. doi: 10.53403/9785951504418_32 

7. Belov N.N., Yugov N.T., Tabachenko A.N., Afanas'eva S.A., Yugov A.A., Fedosov O.Yu., 

Arkhipov I.N. (2008) Issledovanie osobennostey deformirovaniya i razrusheniya dlinnykh 

sterzhney pri naklonnom soudarenii s konstruktsiey iz prostranstvenno-raznesennykh pregrad 

[Research of features of deformation and destruction of long cores at inclined impact with the 

structure from the spatially-carried barrier]. Vestnik Tomskogo gosudarstvennogo 

arkhitekturno-stroitel'nogo universiteta – Journal of Construction and Architecture. 3(20).  

pp. 123–134.  

8. Afanas'eva S.A., Belov N.N., Burkin V.V., D'yachkovskiy A.S., Evtyushkin E.V., Zykov E.N., 

Ishchenko A.N., Monakhov R.Yu., Rodionov A.A., Khabibullin M.V., Yugov N.T. (2013) 

Special features of high-speed projectile interaction with barriers protected by a water layer. 

Russian Physics Journal. 56(4). pp. 8–15. 

9. Ishchenko A.N., Burkin V.V., D'yachkovskii A.S., Rogaev K.S., Sammel' A.Yu., Sidorov A.D., 

Stepanov E.Yu., Chupashev A.V. (2022) Interaction of supercavitating strikers with underwa-

ter obstacles. Journal of Engineering Physics and Thermophysics. 95(4). pp. 997–1001. doi: 

10.1007/s10891-022-02553-4 

10. Afanas'eva S.A., Bondarchuk I.S., Burkin V.V., D'yachkovskii A.S., Ishchenko A.N., Rogaev K.S., 

Sammel' A.Yu., Sidorov A.D., Stepanov E.Yu., Chupashev A.V. (2021) Experimental and  

theoretical investigations of the specific features of high-velocity motion of supercavitating 

strikers made of various materials in water. Journal of Engineering Physics and Thermophysics. 

94(6). pp. 1494–1503. doi: 10.1007/s10891-021-02429-z 

11. Burkin V.V., D'yachkovsky A.S., Ishchenko A.N., Sammel' A.Yu., Stepanov E.Yu., Kha-

bibullin M.V., Chupashev A.V. (2024) Experimental-theoretical assessment of the minimum 

velocity of through penetration of an underwater steel barrier by a supercavitating striker.  

Journal of Engineering Physics and Thermophysics. 97(1). pp. 223‒228. doi: 10.1007/s10891-

024-02887-1 

12. Belov N.N., Demidov V.N., Efremova L.V., Zhukov A.V., Nikolaev A.P., Simonenko V.G., 

Trushkov V.G., Khabibullin M.V., Shipovskiy I.E., Shutalev V.B. (1992) Komp'yuternoe 

modelirovanie dinamiki vysokoskorostnogo udara i soputstvuyushchikh fizicheskikh yavleniy 

[Computer modeling of high-speed impact dynamics and related physical phenomena]. 

Izvestiya vysshikh uchebnykh zavedeniy. Fizika – Russian Physics Journal. 8. pp. 5–48. 

13. Burkin V.V., Ishchenko A.N., Maystrenko I.V., Fufachev V.M., D'yachkovskiy A.S., Bura-

kov V.A., Korol'kov L.V., Stepanov E.Yu., Chupashev A.V., Rogaev K.S., Sammel' A.Yu., 

Sidorov A.D. (2019) Gidroballisticheskiy stend: № 2017135871 [Hydroballistic testing unit 

No. 2017135871]. RF Patent 2683148. 

14. Khabibullin M.V. (1997) Chislennoe modelirovanie vzaimodeystviya vysokoskorostnogo 

udarnika s sistemoy prostranstvenno raznesennykh misheney [Numerical modeling of the  

interaction of a high-speed projectile with a system of spaced targets]. "VANT" Seriya:  

Matematicheskoe modelirovanie fizicheskikh protsessov – VANT "Mathematical Simulation  

of Physical Processes". 3. pp. 18–24. 

15. Khabibullin M.V., Afanas'eva S.A. (2012) Raschet yavleniy, proiskhodyashchikh v kondensi-

rovannykh sredakh v rezul'tate intensivnykh impul'snykh vozdeystviy, v osesimmetrichnoy posta-

novke [Calculation of phenomena occurring in condensed media as a result of intense pulsed 

impacts in an axisymmetric formulation]. Certificate of State Registration of a Computer  

Program No. 2012617301. Moscow: Federal Service for Intellectual Property. 

 

Сведения об авторах: 

Буркин Виктор Владимирович – кандидат физико-математических наук, заведующий 

сектором 71 Научно-исследовательского института прикладной математики и механики 

Томского государственного университета (Томск, Россия). E-mail: v.v.burkin@mail.ru 



Буркин В.В., Ищенко А.Н., Саммель А.Ю., Хабибуллин М.В. Теоретическая оценка скорости  

135 

Ищенко Александр Николаевич – доктор физико-математических наук, директор 

Научно-исследовательского института прикладной математики и механики Томского госу-

дарственного университета (Томск, Россия). E-mail: ichan@niipmm.tsu.ru 

Саммель Антон Юрьевич – младший научный сотрудник Научно-исследовательского ин-

ститута прикладной математики и механики Томского государственного университета 

(Томск, Россия). E-mail: anton_sammel@mail.ru 

Хабибуллин Марат Варисович – доктор физико-математических наук, ведущий научный 

сотрудник Научно-исследовательского института прикладной математики и механики  

Томского государственного университета (Томск, Россия). E-mail: lenmar07@rambler.ru 

 

Information about the authors: 

Burkin Viktor V. (Candidate of Physics and Mathematics, Research Institute of Applied Mathe-

matics and Mechanics of Tomsk State University, Tomsk, Russian Federation). E-mail: 

v.v.burkin@mail.ru 

Ishchenko Aleksandr N. (Doctor of Physics and Mathematics, Director, Research Institute  

of Applied Mathematics and Mechanics of Tomsk State University, Tomsk, Russian Federation). 

E-mail: ichan@niipmm.tsu.ru 

Sammel' Anton Yu. (Junior Researcher, Research Institute of Applied Mathematics and Mechanics 

of Tomsk State University, Tomsk, Russian Federation). E-mail: anton_sammel@mail.ru 

Khabibullin Marat V. (Doctor of Physics and Mathematics, Leading Researcher, Research  

Institute of Applied Mathematics and Mechanics of Tomsk State University, Tomsk, Russian  

Federation). E-mail: lenmar07@rambler.ru 

 

Статья поступила в редакцию 18.12.2023; принята к публикации 10.04.2025 

 

The article was submitted 18.12.2023; accepted for publication 10.04.2025 

 

 



ВЕСТНИК ТОМСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА 

2025                                                 Математика и механика                                                 № 94 
Tomsk State University Journal of Mathematics and Mechanics 

© В.В. Глаголев, В.В. Козлов, А.А. Маркин, 2025 

 

 
Научная статья 

УДК 539.31, 539.42 

doi: 10.17223/19988621/94/11 
 

Условия обратимого деформирования плоских тел,  

ослабленных вырезом 
 

Вадим Вадимович Глаголев1, Виктор Вячеславович Козлов2,  

Алексей Александрович Маркин3  
 

1, 2, 3 Тульский государственный университет, Тула, Россия 
1 vadim@tsu.tula.ru 

2 vvkozlovtsu@mail.ru 

3 markin-nikram@yandex.ru 

 

Аннотация. Рассматривается деформация тела в форме плоского слоя, ослаблен-

ного вырезом. В качестве условия достижения предела обратимого деформирования 

предлагается использовать поток энергии формоизменения через участок дуги вы-

реза в окрестности точки максимума энергии формоизменения, пропорциональный 

линейному параметру. Предложен способ определения порогового значения линей-

ного параметра из анализа зависимости внешней нагрузки, соответствующей дости-

жению предела упругости, от максимального радиуса кривизны выреза. 
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Abstract. The body deformation in terms of a planar layer weakened by a cut is considered. 

As the radius of curvature of the cut tends to zero at the maximum free-energy point,  



Глаголев В.В., Козлов В.В., Маркин А.А. Условия обратимого деформирования плоских тел  

137 

the cut transforms into a mathematical cut. The use of classical conditions for determining 

the elastic limit leads to the formation of plastic regions under an arbitrarily small external 

load. To solve this problem, the free energy flow through a cutout arc section is introduced 

as the product of the free energy density at the point of its maximum and a linear parameter. 

The free energy flow is represented by the sum of the volumetric- and shape-change energy 

flows. The energy flow of the shape change is limited by the elastic limit as a result of the 

accepted generalized condition of reversible deformation. When moving to technological 

cutouts, converting this condition into the Mises criterion allows one to obtain the threshold 

length of the linear parameter. For bodies with technological cutouts, the external load 

corresponding to the elastic limit depends on the curvature radius. For crack-like notches 

with radii of curvature varying from a threshold value to zero, the external load is constant. 

Based on the known asymptotic solutions, the external loads corresponding to the elastic 

limit are obtained using a threshold linear parameter. 

Keywords: free energy flow, ultimate elastic load, strip with a cut 
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Введение 

 

Рассматривается деформация тела в форме плоского слоя, ослабленного симмет-

ричным вырезом. Границы слоя и распределение внешней нагрузки симметричны 

относительно оси выреза. При стремлении радиуса кривизны в точке пересечения 

границы выреза с плоскостью симметрии – минимального радиуса кривизны вы-

реза, к нулю вырез переходит в математический разрез. Уменьшение радиуса кри-

визны в этой точке приводит к неограниченному росту напряжений и удельной 

свободной энергии. В результате имеем известный парадокс: использование клас-

сических условий для определения предела упругости приводит к началу образо-

вания пластических областей при сколь угодно малой внешней нагрузке. В клас-

сической модели трещины Гриффитса [1] длина пластической зоны в соответствии 

с поправкой Ирвина пропорциональна квадрату коэффициента интенсивности 

напряжений (КИН) [2–4]. Для нахождения КИН используются различные подходы 

[5–9]. При использовании моделей типа Леонова–Панасюка–Дагдейла [10] длина 

пластической зоны также начинает расти с ростом внешней нагрузки от нулевого 

значения, что отражается в формуле Дагдейла. В работе [11] дан обстоятельный 

обзор моделей учета влияния пластических областей в окрестности сингулярных 

точек на напряженно-деформированное состояние твердого тела с трещиной. 

Предложена модель, основанная на определении зон пластичности, исходя из рас-

пределения напряжений в результате внешней разгрузки. В статьях [12, 13] ис-

пользуется пластический КИН.  

Однако остается открытым вопрос о возможности определения эксперимен-

тально обоснованного значения внешней нагрузки, соответствующего обратимому 

(упругому) деформированию тел, ослабленных вырезами малой кривизны вплоть 

до математического разреза. Для решения данной проблемы рассмотрим поток 

свободной энергии через участок дуги выреза в окрестности точки максимума 
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свободной энергии [14]. Данный поток представляется в виде произведения плотно-

сти свободной энергии в точке максимума свободной энергии на линейный параметр 

(ЛП). В работах [14–16] такое произведение называется энергетическим. Нелокаль-

ные критерии квазихрупкого разрушения использовались в статьях [17–19]. Принима-

ется существование порогового значения ЛП, до достижения которого поток свобод-

ной энергии не изменяется и совпадает с потоком, накапливаемым, в соответствии  

с формулой Ирвина, в окрестности кончика математического разреза. Окрестность 

границы выреза, для которой выполняется данное условие, называем дугой взаимо-

действия (ДВ), а соответствующие вырезы называем трещиноподобными. При 

стремлении ЛП к нулю радиус кривизны в точке максимума свободной энергии ДВ 

также стремится к нулю. Когда радиус кривизны превышает пороговое значение, ЛП 

не изменяется (остается пороговым). Такие вырезы называем технологическими. 

Поток свободной энергии через ДВ представлен суммой потока энергии объем-

ного изменения и потока энергии формоизменения. В отличие от работы [20], где 

предел упругости полагался независимым от ЛП, принимается обобщенное условие 

обратимого деформирования: поток энергии формоизменения через ДВ ограничен 

универсальной для данного материала величиной – пределом упругости потока энер-

гии формоизменения. Требование следования из этого условия критерия Мизеса при 

переходе к технологическим вырезам позволяет получить пороговую длину ЛП. Дан-

ная величина определяется как отношение предела упругости потока энергии фор-

моизменения к пределу упругости плотности энергии формоизменения. Для тел с тех-

нологическими вырезами внешняя нагрузка, соответствующая достижению предела 

упругости потоком энергии формоизменения, называемая внешним пределом упруго-

сти, зависит от минимального радиуса кривизны выреза. Для трещиноподобных вы-

резов с радиусами кривизны меньше порогового внешний предел упругости посто-

янен и определяется через пороговый радиус кривизны. Используя известные асимп-

тотические решения для вырезов с малыми радиусами кривизны [21], получены 

представления внешних пределов упругости через пороговый радиус кривизны. 

 

1. Постановка задачи 

 

Рассматривается материальный слой ширины b, толщины h, ослабленный вы-

резом глубины a с радиусом кривизны ρ в точке A (рис. 1). Уравнение выреза пред-

ставим в параметрическом виде: 

 ( )1 1 2
x x=  , ( )2 2 2

x x=  , (1.1) 

с началом отсчета в точке A c координатами 1 2
; 0x a x= = . 

При ρ = 0 вырез (1.1) вырождается в математический разрез. Максимальное 

значение плотности свободной энергии ψ0 достигается в точке минимума радиуса 

кривизны. 

Определим поток свободной энергии через участок границы выреза c дуговой 

координатой 
2 2

P P
S S

S−    (рис. 2) в виде: 

 
2

2

2 n e

p

p

S

S

ds

−

 =   , (1.2) 
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где n – вектор единичной нормали к поверхности выреза; e – единичный вектор 

вдоль вектора потока; Sp – длина ДВ. 
 

 

Рис. 1. Схема модели 

Fig. 1. Schematic design of the model 

 

 

Рис. 2. Окрестность точки А 

Fig. 2. Vicinity of point А 
 

Представим выражение (1.2) в виде: 

 0 0
2 ( ) =    , (1.3) 

где δ0 – ЛП. 

Из выражений (1.2) и (1.3) получим связь  

 
2

0

0

2

n e

p

p

S

S

ds

−


 = 

  (1.4) 

Из (1.4) следует, что при 
0

0, 0
p

S →  → , поверхность выреза свободна от внеш-

ней нагрузки. Процесс нагружения остальной поверхности тела полагаем простым: 

AO 1x

2x

P

b

a

h

P

A

2

P
S

-

2

PS

A 

a 

P 

O 

x2 

h 

x1 

P 

b 
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внешние нагрузки пропорциональны параметру внешнего нагружения t. При этом 

плотность свободной энергии неограниченно растет с уменьшением радиуса кри-

визны при сколь угодно малом t и постоянном a. В то же время поток свободной 

энергии принимает конечное значение, когда вырез переходит в математический 

разрез. В соответствии с формулой Ирвина [2] при нагружении по моде 1 имеем  

 
2

1

0
2

ˆ

K

E
 = , (1.5) 

где Ê E=  – модуль Юнга при плоском напряженном состоянии; 
21

ˆ E
E =

−
 – при 

плоском деформированном состоянии; K1 – коэффициент интенсивности напряже-

ний. 

Потребуем, чтобы у вырезов на отрезке изменения ЛП 
0 0

0 *     потоки сво-

бодной энергии (1.3) и (1.5) совпадали при одинаковом значении параметра t.  

В результате для вырезов с радиусами кривизны 0 *     в соответствии с пред-

ставлениями (1.3) и (1.5) должны выполняться условия 

 
0 0 0 0 0

2 ( , ) 2 ( ) ( , ) ( , ) 2t t t t  =  =    =    = * * . (1.6) 

Окрестность, для которой выполняются условия (1.6), образуют ДВ. Условия 

(1.6) устанавливают связь между радиусом кривизны и ЛП, обеспечивающую не-

зависимость от них потока свободной энергии через ДВ (1.3) на отрезке 0 .   *  

Такие вырезы будем называть трещиноподобными. 

Для вырезов с радиусами кривизны *    поток энергии в соответствии с пред-

ставлением (1.3) принимаем в виде, зависящем от радиуса кривизны при неизмен-

ном (пороговом) значении ЛП 
0 0

* =  : 

 
0 0

2 2 ( , ),t 


 =  =       . (1.7) 

Вырезы, удовлетворяющие условию (1.7), можно назвать технологическими. 

Возникает вопрос о возможности определения порогового значения ЛП. 

 

2. Условия обратимого деформирования 

 

Обратимое течение процесса нагружения тел из металлических материалов 

ограничено пределами упругости. Как показывают эксперименты, гидростатиче-

ское нагружение изотропных материалов происходит обратимо [22], а переход  

к необратимому состоянию связан с изменением формы материальной частицы.  

В связи с этим представим плотность свободной энергии в виде суммы плотности 

энергии изменения формы и плотности энергии изменения объема [22]: 

 
 

 =  + . (2.1) 

 
2 2

;
2 4K G

 

 
 =  = , (2.2) 

где G и K – материальные константы; 
1

3
E σ =   – среднее (гидростатическое) 

напряжение; E  – единичный тензор; 
2

σ σ =   – свертка девиатора напряжений 

(квадрат интенсивности напряжений). 



Глаголев В.В., Козлов В.В., Маркин А.А. Условия обратимого деформирования плоских тел  

141 

Условие обратимого нагружения по Мизесу имеет вид [22]: 

 
2 22

3
σ σ

e
 =    , (2.3) 

где 
e

  – предел упругости при растяжении. 

Из выражений (2.2) и (2.3) получим энергетическую форму условия Мизеса 

 
21

6
e e

G


   =  , (2.4) 

где ψe – энергетический предел упругости. 

Непосредственное использование условий (2.3), (2.4) для определения значе-

ния параметра внешней нагрузки te, соответствующего достижению предела упру-

гости, приводит к известным парадоксам. А именно, в случае математического раз-

реза ввиду сингулярности свободной энергии переход происходит при сколь 

угодно малой внешней нагрузке. В связи с этим возникает проблема формули-

ровки условия обратимого деформирования тел с трещиноподобными вырезами  

с радиусами кривизны на отрезке 0 *    . При *    данное условие должно 

переходить в условие Мизеса (2.4). 

Исходя из условий (1.3) и (2.1), получим аддитивную форму разделения потока 

энергии в виде: 

 2 2 2
 

 =  +  , (2.5) 

где 
0

2
 
 =    – поток энергии объемного изменения; 

0
2

 
 =    – поток энергии 

формоизменения. 

Представим условие обратимого деформирования в следующей форме: поток 

энергии формоизменения через ДВ ограничен универсальной для данного матери-

ала величиной – пределом упругости потока 

 2 2
e

   , (2.6) 

где 2
e
  – предел упругости потока формоизменения. 

Для технологических вырезов с *    условие (2.6) в соответствии с (1.7) при-

нимает вид: 

 
0

2 2
e



 
 =     . (2.7) 

Условие (2.7) сводится к условию Мизеса (2.3), (2.4), если пороговое значение 

ЛП определить как отношение предела упругости потока к пределу упругости 

плотности энергии формоизменения: 

 
0 2

2 2 6
e e

e e

G   
 = =

 
. (2.8) 

Из условия (2.8) следует, что размеры ДВ ограничены отрезком 
0 0

0     . 

При этом, когда *   , ЛП остается неизменным, а 
0 0

 =  . 

 

3. Общий случай асимптотических вырезов 
 

В работе [21] приведены асимптотические формулы распределения напряже-

ний в окрестности точки 
1 2

; 0x a x= =  выреза. Используется полярная система 
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координат с центром в точке
1 2

; 0
2

x a x


= − = . Распределение напряжений вдоль 

осевой прямой 
1 2

; 0x a x= =  имеет вид: 

 1 1

11 22
1 ; 1 ;

2 2 22 2

K K
r

r rr r

     
 = −  = +    

    
. (3.1) 

При ρ = 0 имеем распределение напряжений на продолжении математического 

разреза. 

Формулы (3.1) применимы для различных видов нормального отрыва (мода 1), 

задаваемых соответствующим КИН. Напряжения в точке 
1 2

; 0x a x= =  получаем 

из (3.1): 

 1

11 22

2
0,

K
 =  =


. (3.2) 

Находим выражение плотности свободной энергии в точке максимума. Исполь-

зуя (3.2), получим 

 
2

1

0

21

ˆ

K

E
 =


. (3.3) 

Найдем связь ЛП и радиуса кривизны на отрезке 0 *    . Используя условия 

(1.6) и полагая t = P, получим 

 ( )0 0 0
, 2P   =  . (3.4) 

Из условий (3.3) и (3.4) определяем связь между ЛП и радиусом кривизны. 

Представляя поток свободной энергии формулой Ирвина (1.5), находим 

 0
2

 =


. (3.5) 

Определим предел упругости по КИН при плоском напряженном состоянии.  

В этом случае компоненты тензора напряжений с учетом (3.2) и (3.5) принимают 

вид: 

 1

11 22 33

0

2
0, , 0

K
 =  =  =


 (3.6) 

Из (2.2) и (3.6) получим плотность энергии формоизменения в виде: 
22

1

0
4 3

K

G G



 = =


. Отсюда по определению (2.5) находим поток энергии формоиз-

менения: 

 
( )22

11

0

2 1
2 2

3 3
e

KK

G E
 

+ 
 =   = =   . (3.7) 

При этом поток энергии изменения объема принимает вид: 

 
( )22

0 0

1 2
2

2 3

I
K

K E
 

− 
 =   =  = . (3.8) 

Из (2.5), (3.7), (3.8) и (1.6) приходим к следующему выражению: 

 
( ) ( )2 2 2

1 1

0

1 2 2 1
2 2

3 3 ˆ
I

K K K

E E E

−  + 
 =  = + = . (3.9) 
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Из условия (2.6) определяем предел упругости по КИН 

1
3 2

e e
K G=  . 

Используя формулу (2.8), представим 
1e

K  через пороговый ЛП: 

 0

1
2

*

e e
K


=  . (3.10) 

Найдем предел упругости по КИН при плоском деформированном состоянии. 
В этом случае компоненты тензора напряжений определяются из закона Гука: 

 1

11 22 33 22

0

2
0, ,

K
 =  =  = 


. (3.11) 

Из (3.11) получим девиаторные составляющие напряжений 

 
11 22 22 22 33 22

1 2 2 1
, ,

3 3 3

+  −  −
 = −   =   =  . (3.12) 

Из (3.12) по формуле (2.2) находим плотность энергии формоизменения 
2 2

2

1

0

1

4 3
K

G G


 − + 
 = =


. 

Отсюда условие обратимости (2.6) принимает вид: 

 
( )( )22

2 2

0 1 1

2 1 11
2 2

3 3
e

K K
G E

 

− +  + − + 
 =   = =   . (3.13) 

Из (3.11) поток энергии изменения объема принимает вид: 

 
( ) ( )

222

0 0

1 1 2
2

2 3

I
K

K E
 

+  − 
 =   =  = . (3.14) 

Из (2.5), (3.13), (3.14) и (1.6) приходим к следующему выражению: 

 
( ) ( ) ( )( )2 2 2

2 2 1

0 1

2 1 11 1 2
2 2

3 3 ˆI

K
K K

E E E

− +  + +  − 
 =  = + = . (3.15) 

Выражения (3.9) и (3.15) дают представления потока свободной энергии в слу-
чае нагружения по моде 1 суммой инвариантных (зависящих только от модулей 
упругости) слагаемых, пропорциональных квадрату КИН. 

Из условия (3.13) определяем предел упругости по КИН: 

 
1 2

3 2

1
ˆ e

e

G
K


=

−  + 
.  

Используя формулу (2.8), представим предел упругости по КИН при плоской 
деформации через пороговый ЛП: 

 
( )

0

1 22 1

*

ˆ
e e

K


= 
− + 

. (3.16) 

Так как КИН пропорциональны параметру внешней нагрузки: 
1 1

K tL= , пред-

ставим параметры внешней нагрузки в момент достижения предела упругости при 
плоском напряженном и деформированном состояниях – внешние пределы упру-
гости – в следующем виде: 

 
1

e

e

K
t

L
= ; 

1

ˆ
ˆ e

e

K
t

L
= . (3.17) 
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Здесь L1 – коэффициент, зависящий от формы поперечного сечения тела и распре-

деления внешней нагрузки вдоль границы сечения; 
e

t  и 
ê

t  – внешние пределы упру-

гости при плоском напряженном и деформированном состояниях. Отметим, что 

условия (3.17) справедливы для асимптотических вырезов на отрезке радиусов 

кривизны 0 *    , где *  определяется по формуле (3.5). На этом отрезке внеш-

ний предел упругости не зависит от радиуса кривизны выреза. 

Используя формулы (3.10), (3.16) и (3.17), можно решить обратную задачу – 

найти пороговый ЛП по величине критической внешней нагрузки, определяемой 

в испытаниях на трещиностойкость в соответствии с ГОСТ 25.506–85. Для данного 

типа образца и схемы его нагружения известен КИН и получена зависимость 

«нагрузка–смещение» (Р–v-диаграмма). Отсюда определяем с заданным допуском 

линейный участок изменения внешней нагрузки 0 ˆ
e

P P   и предел упругости по 

КИН при плоской деформации 1
ˆ

e
K K= . Используя формулу (3.16), находим по-

роговое значение ЛП в виде: 

 ( )
2

2 2 1

0
2 1* ˆ

e

e

L
P

 
 = −  +   

 
. (3.18) 

В случае плоского напряженного состояния 0
e

P P   и 

 

2

2 1

0
2*

e

e

L
P

 
 =  

 
. (3.19) 

Отметим, что предельный ЛП, определяемый по формулt (3.18) либо (3.19), как 

и модули упругости и предел упругости, является универсальной постоянной дан-

ного материала. При этом критический поток свободной энергии также является 

универсальной константой материала. Данные константы связаны условием (2.8). 

Рассмотрим бесконечную полосу шириной b c вырезом глубиной a, растягива-

емую вдоль оси x2 распределенной нагрузкой c постоянной интенсивностью P  

(см. рис. 1). 

КИН для такой схемы определяется по формуле Гросса [23]: 

1 1
K PL P aY= =  , 

где 
2 3 41.12 0.23 10.53 21.72 30.39 ; 0.7

a
Y

b
= −  +  −  +   =  . 

Из формул (3.10) и (3.16) находим для плоской деформации и плоского напря-

женного состояния выражения пределов упругости внешней нагрузки в виде: 

 
( )

0

22 1

*

ˆ e

e
P

Y a

 
=

 − + 
; 0

2

*

e

e
P

Y a

 
=


. (3.20) 

Таким образом, если известны материальные константы 
0

, ,
e

  * , то внешний 

предел упругости для данных размеров a, b находим по формулам (3.20). Этот пре-

дел одинаков для радиусов кривизны на отрезке 0 *    , следовательно, спра-

ведлив и для математического разреза. Используя формулы (3.20), можно решить 

обратную задачу: определить по найденному из эксперимента значению внешнего 

предела упругости величину пороговых ЛП и радиуса кривизны. При этом раз-
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меры a, b и материальные константы ,
e

   известны. В результате из (3.5) и (3.20) 

относительное пороговое значение радиуса кривизны определится по формулам 

 ( )
2 2

21*
ˆ*

ˆ e e

e e

PY PY

a

   
 = = − +  =       

. (3.21) 

Так как рассматриваются асимптотические вырезы, то 1*̂  , и из (3.21) сле-

дует, что относительные внешние пределы упругости на порядок превосходят  

пороговое значение радиуса кривизны. При этом внешний предел упругости плос-

кого деформированного состояния превосходит внешний предел плоского напря-

женного состояния. 

 

Заключение 

 

Представление потока свободной энергии в форме энергетического произведе-

ния (1.3) позволяет выделить трещиноподобные вырезы. Поток энергии через ДВ 

трещиноподобного выреза не зависит от его кривизны в тупиковой точке и совпа-

дает с потоком через кончик соответствующего математического разреза. При 

этом поток энергии может быть представлен в виде суммы двух инвариантных 

слагаемых, а именно потоков изменения формы и объема. 

Предложено обобщенное условие упругости в следующей форме: поток упру-

гой энергии формоизменения ограничен универсальной для данного материала  

величиной – пределом упругости потока. Данное условие позволяет установить 

значение ЛП (пороговое), соответствующее переходу от трещинообразных выре-

зов к технологическим, если известен предел упругости по КИН для данной гео-

метрии тела и схемы его нагружения, а также коэффициент Пуассона и предел 

упругости на растяжение.  

Универсальная связь между ЛП и радиусом кривизны в тупиковой точке тре-

щиноподобного выреза позволяет считать гладкие трещиноподобные вырезы  

одинаковой длины асимптотически эквивалентными, так как внешний предел 

упругости у них одинаков. При этом величины внутренних напряжений и значения 

удельной энергии формоизменения различны. Однако в пороговом вырезе удель-

ная энергия формоизменения не превосходит критерий Мизеса. Это позволяет на 

упругопластической стадии нагружения порогового выреза использовать класси-

ческие варианты теории пластичности. 
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Решение неосесимметричной задачи термоупругости  

для трансверсально-изотропных тел вращения 
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Аннотация. Представлен метод определения термоупругого состояния конечного 

анизотропного тела вращения. Задана температура как функция цилиндрических  

координат, определяющая температуру в любой точке тела. Задача состоит в опре-

делении температурных деформаций и напряжений. Метод решения заключается  

в разложении искомого термомеханического состояния в ряд Фурье по элементам 

ортонормированного базиса пространства внутренних состояний. В качестве базис-

ных элементов выступают частные решения пространственной неосесимметричной 

задачи термоупругости для трансверсально-изотропной среды. Приведено решение 

задачи для кругового цилиндра, находящегося под действием температурного поля, 

изменяющегося по закону косинуса угловой координаты. 

Ключевые слова: термоупругость, трансверсально-изотропные материалы, про-

странство состояний, неосесимметричная деформация 
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Solution to the non-axisymmetric thermoelastic problem  

for transversely isotropic bodies of rotation 
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Abstract. This paper presents a method for determining the stress-strain state of transver-

sally isotropic bodies of rotation in a steady temperature field varying according to the 

cyclic law of cosine and sine in a cylindrical coordinate system. 

The problem is solved in terms of the definitions of the boundary conditions method. This 

method is based on the space of internal states, which includes displacements, defor-

mations, stresses, and temperature functions. Using the method of integral superpositions, 

the relation between the spatial stress-strain state of an elastic transversally isotropic body 

of rotation and some auxiliary two-dimensional states is determined. The auxiliary states 
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are presented as a general solution to the plane thermoelastostatic problem for a trans-

versely isotropic material. This general solution is used to construct the basis of internal 

states. After orthogonalization of the basis, the desired state is expanded into a Fourier 

series with identical coefficients in the form of quadratures. The problem of the theory of 

thermoelasticity for a transversally isotropic circular cylinder in a temperature field speci-

fied according to a harmonic law is solved. 

Keywords: thermoelasticity, transversely isotropic materials, state space, non-axisymmet-

ric deformation 
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Введение 

 

Решению задач термоупругости для тел из анизотропных материалов с той или 

иной симметрией упругих свойств посвящено множество публикаций. Например, 

в работе [1] исследуются задачи термомеханики для неоднородных анизотропных 

сред. Предлагаемый подход решения задачи предполагает разбиение на подзадачи 

структурного и параметрического синтеза, каждая из которых решается разными 

методами. В работе [2] рассмотрена плоская стационарная задача Дирихле, когда 

на границе тела заданы перемещения и температура. Задача сводится к системе 

интегральных уравнений, и если граница принадлежит классу Ляпунова, то си-

стема разрешима по Фредгольму. В работе [3] рассмотрена осесимметричная за-

дача по определению напряжений в полом цилиндрическом пуансоне при горячем 

деформировании заготовок. Построению матриц Грина трехмерной теории термо-

упругости посвящена работа [4]. Представлены интегральный и полиномиальный 

подходы формирования матриц Грина как часть гранично-элементного моделиро-

вания, а также подход на основе двойных рядов Фурье. Ряд работ посвящен исследо-

ванию задач термоупругости для слоистых анизотропных материалов; например, 

в работе [5] представлена неклассическая модель связанной задачи термоупругого 

деформирования слоистых анизотропных оболочек и пластин. В пространстве 

изображений по Лапласу строится пространственный функционал, который с уче-

том допущений удалось свести к двумерному и вывести из него корректные диф-

ференциальные уравнения и связанные краевые условия. В работе [6] представлен 

метод отсчетных поверхностей для анализа стационарных задач термоупругости 

для слоистых анизотропных пластин, подвергающихся термической нагрузке.  

В работе [7] методом граничных элементов рассматривается трехмерная линейная 

математическая теория термоупругости. Выписаны граничные интегральные 

уравнения и гранично-элементная схема их решения. В [8] исследуется влияние 

скачкообразного изменения температуры на напряженное состояние многосвяз-

ной анизотропной бесконечной пластинки. Приближенные решения получены 

численными методами. В работе [9] рассмотрены ортотропные разносопротивля-

ющиеся пластины, обладающие к тому же цилиндрической анизотропией. Рас-

смотрен термоупругий осесимметричный изгиб кольцевой пластины. Приведены 

система сложных неоднородных уравнений и результаты их исследования с помо-

щью метода конечных разностей. 
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В работе [10] с помощью метода граничных состояний для транстропных тел 

вращения решены осесимметричные задачи термоупругости, когда полученное 

термоупругое поле не зависит от угловой координаты. В настоящей же работе 

предложенная методика обобщается на класс пространственных неосесимметрич-

ных задач термомеханики. 

 

1. Постановка задачи 

 

Рассматривается тело вращения из трансверсально-изотропного материала 

(рис. 1). Объемные и поверхностные силы отсутствуют; граница тела свободна от 

защемлений. Пусть в результате некоторого температурного воздействия во всем 

теле установилось поле температур как функция цилиндрических координат 

( ,θ, )T f r z= , определяющая температуру в любой точке тела. При условии, что 

дополнительные источники тепла (как внешние, так и внутренние) отсутствуют, 

температура не изменяется со временем. 
 

 

Рис. 1. Трансверсально-изотропное тело вращения 

Fig. 1. Transversely isotropic body of rotation 
 

Задача состоит в определении напряженно-деформированного состояния, воз-

никающего в теле в результате воздействия данного поля температур. 

 

2. Определяющие соотношения 

 

В теории упругости в цилиндрической системе координат между перемещени-

ями u, v, w, деформациями εr, εθ, εz, γrθ, γzr, γzθ, напряжениями σr, σθ, σz, τrθ, τzr, τzθ,  

а также между техническими Ez, Er, νz, νr, Gr, Gz и термомеханическими kz, kr, αz, αr 

константами материала имеют место следующие дифференциальные и линейные 

зависимости (объемные силы отсутствуют) [11]: 

θ θτ σ στ σ 1
0

θ

r rzr r

z r r r

 − 
+ + + =

  
; 

 

θ θ θ θτ τ σ τ1
2 0

θ

z r r

z r r r

  
+ + + =

  
; (1) 

θτσ τ τ1
0

θ

zz zr zr

z r r r

 
+ + + =

  
. 

T 

z 

r 

О 
θ 
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Соотношения Коши: 

 εr

u

r


=


; ε z

w

z


=


; θ

1
ε

θ

v u

r r


= +


;  (2) 

γzr

w u

r z

 
= +
 

; θ

1
γ

θ
r

u v v

r r r

 
= + −

 
; θ

1
γ

θ
z

w w

z r

 
= +
 

. 

Уравнения совместности деформаций [12]: 
2

2 θ θ

2 2 2 2

ε εε ε1 1 1 2
( ) ( ) 0

θθ

rrr rr r
r r r r rr r r

   
+ − − =

    
; 

2 2

θ θ θθ

2 2 2

ε ε εε ε1 1 1 1 1
( ) ( ) 0

θ θ θ

z r zr rrr r
r r z r r z r zr r

    
+ − − + =

      
; 

 
2

2θ θ

2

( ε ) ε ε ε1 1 1 1
( ) ( ) ( ) 0

θ θ

z r zr rr
r

r
r r r r z r r r zr

     
− + + − =
       

; (3) 

2 22

θθ θ

2 2 2

ε εε ε ε1 1 2 2
0

θθ

zzz zz zr

r r r z r zr z

   
+ + − − =

    
; 

22

θ θ

2

ε εε ε1 1 1
( ) ( ) 0

θ θ

z rzr zzr
r z r r z r rz

   
+ − − =

     
; 

2 2 2

2 2

ε ε ε
2 0rr zz zr

r zz r

  
+ − =

  
. 

Обобщенный закон Гука [11]: 

θ

ν1
ε (σ ν σ ) σ αz

r r r z r

r z

T
E E

= − − + ; 

 θ

1
ε σ ν (σ σ ) αz z z r z

z

T
E

= − + + ; 

 

θ θ

ν1
ε (σ ν σ ) σ αz

r r z r

r z

T
E E

= − − + ;  (4) 

1
γ τzr zr

zG
= ; θ θ

1
γ τz z

zG
= ; θ θ θ

2(1 ν )1
γ τ τr

r r r

r rG E

+
= = . 

Уравнение теплопроводности [11]: 

 

2 2 2

2 2 2 2

1 1
0

θ

r

z

k T T T T

k r rz r r

   
+ + + =

  
. (5) 

 

3. Общее решение задачи 
 

В работе [11] представлено общее решение пространственной краевой задачи 

статики в виде тригонометрических рядов, в которых в качестве коэффициентов 

выступают некоторые плоские вспомогательные состояния η{ , , }pl pl pl pl

y zu u u=u . 

Компоненты вектора перемещения этого решения имеют вид: 
π π

η η

0 0

1
( ( )cos[( 1)β] β ( )cos[( 1)β] β)

2π

pl pl pl pl

n y yu u u n d u u n d= + − + − +  ; 
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π π

η η

0 0

1
( ( )cos[( 1)β] β ( )cos[( 1)β] β)

2π

pl pl pl pl

n y yv u u n d u u n d= + − − − +  ; (6) 

π

0

1
cos( β) β

π

pl

n zw u n d=  ; cos(β)y r= . 

Перемещения выражаются рядами 

[ cos( θ) sin( θ)]
b

n n

n a

u u n u n
=

= + ; 

 [ sin( θ) cos( θ)]
b

n n

n a

v v n v n
=

= − + ;  (7) 

[ cos( θ) sin( θ)]
b

n n

n а

w w n w n
=

= + ; 1a = ; b =  . 

Формулы (7) дают компоненты вектора перемещения пространственного не-

осесимметричного состояния тела. Выражения для напряжений и деформаций 

пространственного состояния не приведены, однако их можно вычислить с помо-

щью соотношений теории упругости (2) и (4). 

Решение (7) вполне пригодно и для решения пространственной термоупругой 

задачи, если в качестве плоских вспомогательных состояний взять решения плос-

ких задач термоупругости. Пусть тело подвергается действию температуры, изме-

нение которой происходит неравномерно по объему тела. Двумерная задача тер-

моупругости, частные решения которой могут использоваться в качестве плоских 

вспомогательных состояний в выражениях (6), определена следующими выраже-

ниями [11]. 

Уравнение теплопроводности: 
2 2

2 2
( , ) 0pl

z rk k T z y
z y

  
+ = 

  
, 

в котором 

 ( )'0

0 0Re[φ ς ]pl

z

g
T

E
= ; 0 0ς / γz iy= + ; 

0γ /z rk z= .  (8) 

Перемещения и напряжения, соответствующие температурному полю [11]: 

( )0 0 0Re[ φ ς ]pl

zu p= ; ( )0 0 0Re[ φ ς ]pl

yu iq= ; η 0plu = ; 

 ( )2 '

0 0 0σ Re[γ φ ς ]pl

z = − ; ( )'

0 0σ Re[φ ς ]pl

y = ; (9) 

( )'

0 0 0σ Re[γ φ ς ]pl

zy = − ; ( ) ( )'

η 0 0 0σ Re[ 1 ε φ ς ]pl = − , 

где p0, q0, ε0 – константы, зависящие от технических констант материала и коэф-

фициентов температурного расширения αz и αr; kz и kr – коэффициенты теплопро-

водности в направлении координатных осей; ( )0 0φ ς  – комплексная функция пе-

ременной 0ς .                 

В задаче термоупругости для трансверсально-изотропной среды у плоских 

вспомогательных состояний депланации не происходит. Переход к пространствен-

ным состояниям для тел вращения осуществляется в соответствии с зависимо-

стями (6) и (7). 
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4. Метод решения задачи 
 

Совокупность компонент вектора перемещения, компонент тензоров деформа-

ций и напряжений, а также функция температуры определяют некоторое термо-

упругое внутренне состояния среды ( ) ( ) ( ) ( )ξ { ,ε ,σ , }k k k k

k i ij iju T= . Совокупность таких 

состояний можно организовать в базис конечномерного пространства внутренних 

состояний [13] 

 1 2 3Ξ ξ ,ξ ,ξ ,..., ξ ,...k= . 

Базис пространства Ξ  можно сконструировать, придавая функции φ0 в (8), (9) 

последовательно следующие значения: 

0 0φ ςn= , 1,2,3...n = , 

тем самым построить набор плоских вспомогательных термоупругих состояний. 

Затем через интегральные операторы (6) и тригонометрические ряды (7) построить 

уже множество пространственных состояний для трансверсально-изотропной 

среды. Это множество и определит базис пространстваΞ . 

Далее базисные элементы пространства внутренних состояний необходимо 

проортонормировать. На этом этапе вводится геометрия области тела ( ),θ,V r z . 

Процесс ортонормирования осуществляется по разработанному рекурсивно-мат-

ричному алгоритму ортогонализации [14], в котором перекрестные скалярные про-

изведения вычисляются по формуле 
( ) ( )(ξ ,ξ ) i j

i j

V

T T dV=  . 

После построения ортонормированного базиса вычисляются коэффициенты 

Фурье 

 ( )k

k

V

c T TdV=  , (10) 

где 
( )kT  – температура в базисном элементе ξk

, T – заданная температура. 

Решение термоупругой задачи есть ряд Фурье 

0

1

ξ ξk k

k

c


=

= ,  

или 

 ( )

1

k

i k i

k

u c u


=

= ;  ( )

1

ε ε k

ij k ij

k

c


=

= ;  ( )

1

σ σ k

ij k ij

k

c


=

= ;  ( )

1

k

k

k

Т c Т


=

= . (11) 

 

5. Решение задачи 
 

Рассмотрим круговой в плане цилиндр из гипотетического трансверсально-изо-

тропного материала, по свойствам схожего с алевролитом [15]. Так как задача ре-

шается в обезразмеренном виде, то упругие и термомеханические характеристики 

материала, область тела и заданная функция температуры подлежат процедуре обез-

размеривания, описание которой проведено в работе [16]. После процедуры обез-

размеривания параметров задачи упругие характеристики материала: 6.21zE = ; 

5.68rE = ; 2.29rG = , 2.55zG = ; ν 0.22z = ; ν 0.24r = ; область цилиндра 

{( ,θ, ) 0 1, 0 θ 2π, 2 2}V r z r z=     −   ; коэффициенты теплопроводности по 
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осям координат [17]: 1.6zk = , 6.5rk = ; коэффициенты температурного расшире-

ния [18]: α 6.7z = , α 8.6r = . Поле температур зададим функцией 
4 cosθT rz= . 

При построении базиса внутренних состояний рекомендации, описанные в ра-

ботах [19] и [20], пригодны и для построения такового в задаче термоупругости. 

Так как заданная температура зависит только от косинуса, то базис пространства 

внутренних состояний будем формировать из левых частей выражений (7): 

 [ cos( θ)]
b

n

n a

u u n
=

= ;  [ sin( θ)]
b

n

n a

v v n
=

= − ;  [ cos( θ)]
b

n

n а

w w n
=

= , (12) 

причем так как в заданном поле температур при угловой координате 1n = , то  

в выражениях (12) 1a b= = . 

После построения базиса внутренних состояний по соотношениям (12) прово-

дится ортонормирование его элементов, которое включает в себя исключение  

линейно зависимых элементов, а также элементов, для которых 0T = . Функции 

температуры в ортонормированных базисных элементах представлены в табл. 1 

(показано 4 элемента). 

Т а б л и ц а  1  

Функции температуры в ортонормированных базисных элементах 

Элементы T 

ξ1 0.564 cosθr  

ξ2 0.488 cosθrz  

ξ3 
3 2( 0.611 0.029 0.473 )cosθr rz− − +  

ξ4 
3 3( 1.061 0.086 0.473 )cosθrz r z rz− − +  

 

Для решения задачи потребовался базис внутренних состояний из 50 элемен-

тов. Коэффициенты Фурье (10)  

 5.6718;0;7.2467;0;2.1447;0, 0.0778;0; 0.11246;0; 0,0871...kc = − − − . 

Решение формируется рядами (11). 

Хоть и косвенно, но исследовать полученные ряды на сходимость возможно, 

используя «насыщение» (рис. 2) суммы Бесселя (левая часть неравенства Бесселя). 
 

 
Рис. 2. Сумма Бесселя 

Fig. 2. Bessel sum 
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Также оценка точности осуществляется верификацией заданной функции тем-

пературы с полученной в результате решения. На рис. 3 приведено сравнение 

функций температур на границе тела. Заданная функция – штриховая линия; вос-

становленная – сплошная линия. 
 

 

 

 

Рис. 3. Верификация решения 

Fig. 3. Solution verification 
 

Анализ полученного решения показал, что максимальная относительная по-

грешность составила 3.6% (средний график, координаты точки 0.5, θ 0, 2r z= = = ). 

Точность решения задачи повышается при увеличении числа используемых эле-

ментов базиса внутренних состояний. 

Компоненты термоупругого поля показаны на рис. 4. в виде изолиний. В силу 

симметрии компонент напряженно-деформированного состояния (НДС) относи-

тельно плоскости z = 0 показано меридианное сечение с θ 0=  и 0 2z  . Значе-

ния на графике указаны в масштабе с масштабным коэффициентом κ, т.е истинное 

значение показанной характеристики НДС равно значению на графике, умножен-

ному на κ. Все характеристики показаны для меридианного сечения с угловой ко-

ординатой θ 0= . 
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а     b 

     
c     d 

     
e  f 

Рис. 4. Изолинии: а – перемещение u, κ = 1, b – перемещение w, κ = 1, c – напряжение σrr, κ = 102, 

d – напряжение σzz, κ = 102, e – напряжение τrz, κ = 102, f – температура T, κ = 1 

Fig. 4. Isolines of (a) displacement u, κ = 1, (b) displacement w, κ = 1, (c) stress σrr, κ = 102,  

(d) stress σzz, κ = 102, (e) stress τrz, κ = 102, and (f) temperature T, κ = 1 



Механика / Mechanics 

158 

Компоненты упругого состояния v , θτr , θτz  зависят от sinθ , поэтому их изо-

линии представим в сечении с θ π / 2=  (рис. 5). На рис 5, d представлен контур 

деформированного состояния тела. 
 

     
  а  b 

     
  c d 

Рис. 5. Изолинии: а – перемещение v, κ = 1, b – напряжение σrθ, κ = 1,  

c – напряжение σzθ, κ = 10, d – контур деформированного состояния тела 

Fig. 5. Isolines of (a) displacement v, κ = 1, (b) stress σrθ, κ = 1, and (c) stress σzθ, κ = 10;  

(d) outline of the body under deformed conditions 

 

Полученные компоненты термоупругого поля строго удовлетворяют соотно-

шениям (1)–(5). 

 

Заключение 

 

Аналитический метод построения пространственных неосесимметричных тер-

моупругих полей заключается в следующем. На основе общего решения, дающего 

температурные деформации и напряжения двумерного состояния трансверсально-

изотропного тела, строится конечное множество плоских вспомогательных состо-
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яний. Используя решение, представляющее собой, по сути, разложение простран-

ственного состояния в тригонометрический ряд по плоским вспомогательным  

состояниям, осуществляется переход к множеству пространственных неосесим-

метричных состояний. Это множество определяет пространство внутренних состо-

яний в аппарате метода граничных состояний. Далее осуществляется ортонорми-

рование этого базиса и исключение линейно зависимых элементов, а также эле-

ментов, для которых температура равна нулю, после чего искомые компоненты 

термоупругого поля определяются через ряды Фурье с одинаковыми коэффициен-

тами. Коэффициенты рядов представляют собой скалярные произведения поля за-

данных температур и элементов поля температур в базисных элементах простран-

ства внутренних состояний. Компоненты термоупругого поля зависят от всех трех 

координат и носят неосесимметричный характер. 

Предложенная методика непригодна для многосвязных тел, так как при выводе 

формул общего решения (7) применялось интегрирование по пути, не выходящему 

за пределы области тела.  

Предложенная методика, однако, не является общей для любого класса рас-

сматриваемых областей (односвязных и многосвязных) и вида заданной функции.  

Если заданную функцию, описывающую температурное поле внутри тела, воз-

можно разложить в тригонометрический ряд по косинусам или синусам, то, не ис-

ключая принципа независимости действия сил, данная методика вполне приме-

нима для тех случаев, когда заданная функция температуры не носит циклического 

характера. 
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уравнения состояния Al2O3 для фазы низкого и фазы высокого давления. Рассматри-

вая образец как смесь двух фаз в области фазового перехода, рассчитана ударная 

адиабата в диапазоне давления до 1 200 ГПа. Определены температурные зависимости 

изобарной теплоемкости и энтропии. Результаты расчетов сравниваются с теорети-
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Abstract. Aluminum oxide (Al2O3) is an important ceramic material with remarkable 

compressive strength and hardness. Al2O3 is a major component of Earth's mantle which 

makes a significant contribution to high-pressure physics. The construction of a shock  

adiabatic curve in a wide range of pressures and the determination of the location of phase 

transitions under shock-wave loading are associated with the derivation of the equation of 

state. The shock-wave loading of Al2O3 is numerically simulated using a thermodynamic 

equilibrium model. The equations of state for the two phases of the material are con-

structed. The missing parameters are obtained based on the correspondence with the  
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of both phases are plotted, and shock adiabatic curves in the pressure range from 1 GPa  

to 1.2 TPa are constructed. The high-pressure phase transition is taken into account in cal-
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authors. The presented results provide a basis for considering the theoretical equation  

of state under extreme conditions, where, nowadays, the model calculations demonstrate 

significant diversity. 
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Введение 

 

Оксид алюминия Al2O3 (сапфир) является важным керамическим материалом, 

отличающимся высокой прочностью на сжатие и твердостью [1]. В связи с пер-

спективностью использования данного материала проводятся эксперименты и тео-

ретические исследования при высоких динамических нагрузках для разработки 

моделей поведения керамик и композитов на их основе [2–4]. В то же время Al2O3 

является основным компонентом мантии Земли и вносит значительный вклад  

в область физики высоких давлений [5–7]. Проводятся исследования гетерогенных 

материалов, включающих в себя Al2O3 в качестве компонента [8, 9]. Возможность 

фазовых переходов в оксиде алюминия при ударном сжатии представляет боль-

шой интерес при исследованиях строения Земли и поведения керамических мате-

риалов. При этом фазовые переходы влияют в том числе на интерпретацию данных 

экспериментов по статическому и ударному сжатию при сверхвысоких давлениях 

[10–16]. В работе [17] представлены исследования, согласно которым существует 

фазовый переход высокого давления в оксиде алюминия, который не может быть 

получен методами статического сжатия. Такой переход был предсказан при значе-

нии давления ~ 370 ГПа [18]. Расчет ударной адиабаты в широком диапазоне дав-

лений с учетом фазовых переходов при высокоэнергетическом воздействии связан 

с разработкой уравнений состояния (УрС) [16, 19–21]. Несмотря на большой инте-

рес к характеристикам сапфира при ударно-волновом нагружении, эксперимен-

тальные исследования при высоких значениях давления пока ограничены. 

Цель настоящего исследования заключается в построении уравнения состояния 

сапфира для достоверного описания данных по высокоэнергетическому воздей-

ствию на сапфир и определения области фазового перехода высокого давления.  

В данной работе моделируется ударно-волновое нагружение α-Al2O3, в области 

фазового перехода исследуемый материал рассматривается в виде смеси фазы низ-

кого давления и фазы высокого давления. Фазе низкого давления соответствует  

α-Al2O3, при высоком давлении рассматривается фаза типа CaIrO3, которая была 

синтезирована из исходного образца корунда при значении давления в области  

170 ГПа и температурах в диапазоне 2 000–2 500 К [7]. 
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Методика расчета 

 

Численное моделирование поведения Al2O3 при ударно-волновых нагрузках вы-

полнено в представлениях термодинамически равновесной модели [22, 23]. Исполь-

зуемая модель позволяет достоверно описывать данные ударно-волновых экспери-

ментов в диапазоне значений давления от 3 до 2 000 ГПа и пористости образцов  

(отношение плотности сплошного образца к плотности исследуемого) от 1 до 10 для 

чистых веществ и для гетерогенных материалов. С учетом диапазона данной модели 

метастабильные структуры так называемых переходных оксидов алюминия (таких 

как χ, κ, γ, δ, η, θ), существующие при низких давлениях, не рассматриваются. Ав-

торский метод расчета впервые позволяет достоверно описывать значения давления, 

плотности, волновую и массовую скорости смесей и сплавов с компонентами, испы-

тывающими фазовый переход при ударно-волновых нагрузках [24, 25]. 

Численное моделирование выполняется на основе предположения, что компо-

ненты гетерогенного образца при ударно-волновом нагружении имеют равные 

значения давления, температуры и скорости. УрС выписывается в виде суммы 

компонентов давления PС, PТ (потенциальных и тепловых), ρ – текущая плотность 

образца, ρ0 – начальная плотность, σ = ρ/ρ0 – степень сжатия, Т – значение темпе-

ратуры, T0 = 300 K, τ = T/T0 [22]: 

 (σ, τ) (σ) (σ, τ)С TP = P P+  (1)
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Здесь cV0 – значение теплоемкости, c0 – скорость звука при начальных условиях T0; 

n, k, a1, a2 – параметры УрС. Значение начальной энергии при нормальных усло-

виях не учитывается, исходя из области применения модели по значению давления. 

Рассчитаны значения теплоемкости cР вдоль изобары и функция энтропии S. 

Методика определения параметров, используемых при расчетах, приведена в [22]. 

Термодинамический потенциал Гиббса G рассчитывается в следующем виде, где 

E – удельная энергия: 

 
0

0

(σ, τ)
(σ, τ) (σ, τ) τ (σ, τ)

σρ

P
G = E T S+ −  (3)

 
При расчете ударных адиабат исследуемых гетерогенных образцов на фронте 

ударной волны выписываются условия сохранения потока массы для каждого ком-

понента, при этом условие сохранения потока импульса и потока энергии рассмат-

ривается для образца как целого. Газ в порах (в случае рассмотрения пористого 

вещества) учитывается как один из компонентов. Этот метод позволяет моделиро-

вать различные по составам материалы. Чистые вещества описываются как смесь, 

включающая в себя один конденсированный компонент. Для образца, включаю-

щего в себя z компонентов с начальными объемными долями µk0, получено следу-

ющее выражение: 
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Ai, ni – параметры, σi = ρi/ρi0 – степень сжатия для конденсированного компонента i; 

σg = ρg/ρg0 – степень сжатия газа. Для газа используется УрС идеального газа; ρg – 

текущая плотность газа, ρg0 – начальная плотность, γ = 1.41 – показатель адиабаты. 

Теплоемкость газа 718 Дж/(кг К), ρg0 = 1.293∙10–3 г/см3, что соответствует воздуху. 

Функция Γ = PTV/ET отражает вклад тепловых компонентов УрСа (EТ – тепловая 

часть внутренней энергии). С учетом равенства температур компонентов, а также 

их УрС рассчитаны кривые ударных адиабат гетерогенных материалов. 

Методика расчета поведения гетерогенных материалов по авторской модели 

дает возможность рассчитывать в том числе поведение исследуемых образцов  

с учетом полиморфных фазовых переходов. Образец моделируется в этом случае 

как смесь двух фаз – фазы низкого и фазы высокого давления. На фронте ударной 

волны выписываются уравнения с учетом фазового перехода. Начало процесса фа-

зового перехода определяется при волновой скорости, когда соответствующие зна-

чения G для двух фаз исследуемого материала становятся равными. 
 

Результаты моделирования 
 

Для проверки модельного описания вклада тепловых составляющих в данном 

УрС построены кривые значения теплоемкости cP при нормальных условиях в диа-

пазоне значений температуры T 100–2 000 К. Расчет изобарной теплоемкости для 

сапфира приведен на рис. 1. Для сравнения приведены экспериментальные данные 

[26, 27] и расчеты по моделям других авторов [28].  
 

 

Рис. 1. Теплоемкость Al2O3 от температуры: данные 1 [26], 2 [27];  

сплошная линия – модельный расчет, пунктирная линия – данные [28] 

Fig. 1. Heat capacity of Al2O3 as a function of temperature: 1, data from [26], 2, data from [27]; 

the solid line indicates the model calculation, and the dashed line, data from [28] 
 

На рис. 2 приведены зависимости значения энтропии для Al2O3 и данные из 

работы [28] в диапазоне значений температуры до 3 500 К. Расчетные кривые по 

авторской модели для сапфира не противоречат ранее полученным результатам. 
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Рис. 2. Энтропия Al2O3 от температуры: сплошная линия – расчет для фазы низкого  

давления, пунктирная линия – расчет для фазы высокого давления, данные [28] 

Fig. 2. Entropy of Al2O3 as a function of temperature: the solid line is the calculation for  

a low-pressure phase, the dashed line is the calculation for a high-pressure phase; data from [28] 
 

Результаты моделирования ударно-волнового нагружения для Al2O3 различных 

значений пористости m (отношение плотности монолитного образца к плотности 

исследуемого материала) и экспериментальные данные из работы [29] показаны 

на рис. 3 (давление P – степень сжатия ρ/ρ0). Расчетные кривые соответствуют име-

ющимся данным экспериментов для всех значений пористости. Для пористости 

1.015 одна точка несколько отклоняется от расчетной кривой, что можно тракто-

вать как влияние фазового перехода. 
 

 

Рис. 3. Ударные адиабаты Al2O3 при различных значениях пористости: 

1 – m = 1.0; 2 – m =1.015; 3 – m =1.038; 4 – m =1.168 

Fig. 3. Shock adiabatic curves for Al2O3 at various porosity values:  

m = (1) 1.0, (2) 1.015, (3) 1.038, and (4) 1.168 
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Расчетные зависимости термодинамического потенциала показаны на рис. 4. 

Дополнительной линией показано значение волновой скорости 13 км/с, где значе-

ния термодинамических потенциалов Гиббса для фазы низкого и фазы высокого 

давления равны. Значение давления 215 Гпа, соответствующее этой скорости на 

ударной адиабате, рассматривается как начало области фазового перехода высо-

кого давления при ударно-волновом нагружении. Данный подход к определению 

начала фазового перехода был ранее успешно апробирован для германия [29]. 
 

 

Рис. 4. Термодинамический потенциал Al2O3 двух фаз: для фазы высокого давления (1), 

для фазы низкого давления (2), D = 13 км/с (3) 

Fig. 4. Thermodynamic potential of Al2O3 for two phases: (1) high-pressure phase,  

(2) low-pressure phase, and (3) D = 13 km/s 
 

Расчеты по авторской модели для сапфира и данные экспериментов из работ 

[5, 30, 31] показаны на рис. 5 (давление P – плотность ρ).  
 

 

Рис. 5. Ударные адиабаты Al2O3: сплошная кривая – расчет для фазы низкого давления, 

пунктирная для фазы высокого давления; данные 1, 4 [30], 2 [5], 3 [31] 

Fig. 5. Shock adiabatic curves for Al2O3: the solid line is the calculation for a low-pressure 

phase, the dashed line is the calculation for a high-pressure phase; 1 and 4, data from [30];  

2, data from [5], and 3, data from [31] 
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Значение плотности фазы высокого давления рассчитано, учитывая экспери-

ментальные данные [5], согласно которым объем образца при фазовом переходе 

уменьшается на 5%. При значении давления 280 ГПа определяется окончание  

фазового перехода, т.е. полный переход в фазу высокого давления при ударно вол-

новом воздействии. Получено достоверное описание имеющихся эксперименталь-

ных данных. 

Данные по экспериментальному исследованию сапфира в диапазоне давлений 

от 340 до 700 ГПа приведены в [32]. Методами оптической пирометрии была опре-

делена температура за фронтом распространения ударной волны. На рис. 6 пока-

заны расчетные кривые зависимости температуры от плотности на ударной адиа-

бате по авторской модели и данные экспериментов и расчетов работы [32]. 
 

 

Рис. 6. Значение температуры в зависимости от плотности образца Al2O3: сплошная 

кривая – данные [32], пунктирная кривая – расчет этой работы для фазы низкого 

давления, штрих-пунктирная – для фазы высокого давления; данные 1 [32], 2 [33, 34] 

Fig. 6. Temperature as a function of density of Al2O3 sample: the solid line is the data 

from [32], the dashed line is the calculation for a low-pressure phase, and the dotted 

and dashed line is the calculation for a high-pressure phase; 1, data from [32];  

and 2, data from [33, 34] 
 

Определена зависимость для объемной скорости звука cB исследуемого образца 

сапфира. При этом используется модуль изоэнтропического сжатия KS = –V(∂P/∂V)S: 

/ ρB Sc = K , 

2

S

V TV

T P P
K =V

c T V

     
−    

      

. 

На рис. 7 приведены расчетная кривая объемной скорости вдоль ударной адиа-

баты и данные экспериментов из работы [5] в диапазоне значений давления от 300 

до 800 ГПа. Модельные расчеты в рассматриваемом диапазоне не противоречат 

ранее полученным данным.  

Приведенные результаты численного моделирования термодинамических па-

раметров исследуемых образцов сапфира по авторской модели показывают, что 

расчет соответствует как численным, так и экспериментальным данным, получен-

ным различными авторами. 
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Рис. 7. Расчет и данные экспериментов зависимости cB на ударной адиабате:  

сплошная кривая – модельный расчет; данные [5] 

Fig. 7. Calculated and experimental values of cB on the shock adiabatic curve:  

the solid line is the model calculation; data from [5] 

 

Заключение 
 

Таким образом, в работе показаны результаты моделирования по малопарамет-

рическим УрСам двух фаз Al2O3. Используемые параметры УрС позволяют досто-

верно описывать значения термодинамических параметров при ударно-волновом 

нагружении исследуемых образцов, а также теплоемкость, энтропию и термоди-

намический потенциал Гиббса. Ударные адиабаты по значению давления от 3 до 

1 200 ГПа соответствуют имеющимся данным для обеих фаз сапфира. При малом 

количестве параметров (семь), определенных по соответствию расчетов результа-

там экспериментов [22], получено непротиворечивое описание высокоэнергетиче-

ского воздействия на образцы сапфира. Данный метод дает возможность рассчи-

тывать поведение гетерогенных материалов, в состав которых входят компоненты, 

испытывающие фазовые переходы при высокоэнергетическом воздействии [24], и 

может быть полезным при исследовании таких образцов. 
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Аннотация. Представлены физико-математическая модель и результаты расчета 

скорости горения модельного твердого топлива с добавлением порошка алюминия. 

Физико-химические процессы в твердом топливе определяются уравнением тепло-

проводности и уравнением разложения окислителя. Процессы в газовой фазе опи-

сываются на основе подхода динамики многофазных реагирующих сред, описан-

ного в работах Р.И. Нигматулина. На поверхности твердого топлива ставятся усло-

вия сохранения потоков массы компонентов и энергии. Для задания распределений 

по размерам частиц дисперсной фазы, выходящих с поверхности твердого топлива 

при горении, используются экспериментальные данные, полученные методом от-

бора. Полученные расчетные значения скорости горения совпадают с эксперимен-

тальными значениями в интервале давлений от 2 до 9 МПа с удовлетворительной 

точностью. 

Ключевые слова: конденсированные продукты горения, алюминий, скорость горе-

ния 
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Abstract. A physical and mathematical model with the results of numerical modeling  

of metallized solid propellant combustion is presented. The physical and chemical pro-

cesses occurring in the solid phase are determined by the thermal conductivity equation 

and the oxidant decomposition equation. In the gas phase, the processes are described 

based on the approaches of multiphase reacting media dynamics proposed by R. I. Nig-

matulin. The conditions for the conservation of components’ mass and energy are specified 

on the solid propellant surface. Experimental data obtained by the sampling procedure are 

used to determine the size distributions of the dispersed phase particles leaving the solid 

propellant surface during combustion. The calculated burning rate satisfies the experimen-

tally obtained values in the pressure range of 2–9 MPa. The numerical study results con-

firm the assumption that the dispersion of aluminum particles leaving the propellant  

surface significantly affects the burning rate of the metallized composite solid propellant. 

Using experimental data on the dispersion of combustion products, the developed physical 

and mathematical model enables the prediction of the burning rate of metallized composite 

solid propellants with satisfactory accuracy. 
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Введение 

 

Скорость горения твердого топлива является одной из важнейших его характе-

ристик. Величины скорости горения твердого топлива при вариации давления до-

стоверно определяются только экспериментально, полученные данные аппрокси-

мируются степенной зависимостью вида uc = Apb, где A и b – эмпирические 
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величины, являющиеся константами в интервалах давления, при которых прове-

дены измерения. Существенный вклад в развитие теории горения конденсирован-

ных высокоэнергетических материалов внесла работа [1]. 

Для расчетного определения линейной скорости горения твердых ракетных 

топлив существуют различные феноменологические модели, основу для которых 

заложила работа [2], где скорость горения определяется массовыми потоками ком-

понентов с поверхности топлива. В [3] на основе подхода [2] представлена физико-

математическая модель горения металлизированного смесевого твердого топлива 

(МСТТ). В [3] учитывается динамическое, тепловое и химическое взаимодействие 

между газом и частицами алюминия при движении продуктов газификации от по-

верхности горения, а также получена расчетная скорость горения смесевого твер-

дого топлива на основе перхлората аммония и инертного связующего при давле-

нии 100 атм., равная 7.8 мм/с, конечная температура продуктов сгорания 2 800 К. 

При добавлении в состав 20 мас. % алюминия конечная температура продуктов 

сгорания составила 3 630 К. Полученные значения соответствуют эксперимен-

тальным данным, полученным в [4]. Согласование расчетных [3] и эксперимен-

тальных данных [4] проведено путем уточнения макрокинетических параметров 

химических реакций (тепловые эффекты реакций и предэкспоненциальный мно-

житель в законе горения продуктов газификации твердого топлива). Получены 

расчетные зависимости линейной скорости горения МСТТ от давления и размера 

частиц алюминия. Использование модели Германса при решении задачи горения 

МСТТ с учетом газодинамических эффектов [3] показало сильную зависимость 

результатов от теплофизических и макрокинетических характеристик реакции  

в газовой фазе. Модель [3] была дополнена учетом переноса тепла и разложения 

окислителя в прогретом слое МСТТ, где на поверхности топлива ставятся условия 

сохранения потоков массы и энергии, как в модели горения нитроглицеринового 

пороха [5]. В [6] представлена сопряженная модель горения смесевого твердого 

топлива с добавкой порошка бора, где процессы над поверхностью твердого топ-

лива описываются уравнениями динамики двухфазных потоков [7]. 

Задачей данной работы является дальнейшее развитие математического моде-

лирования МСТТ в области расчета зависимости скорости горения от давления и 

состава топлива. Как показано в [8], заданная в модели дисперсность частиц алю-

миния оказывает существенное влияние на величину скорости горения. В работе 

проверяется тезис о том, что детальная информация о распределении частиц алюми-

ния по размерам на выходе с поверхности горения позволит с высокой точностью 

вычислить величину скорости горения. В первой части работы [9] приведены ре-

зультаты экспериментальных измерений скорости горения, дисперсности, морфоло-

гии и полноты сгорания конденсированных продуктов сгорания модельных МСТТ.  

В данной работе представлены доработанная физико-математическая модель  

и результаты расчетов, проведенных с учетом экспериментальных данных о рас-

пределении по размерам частиц, выходящих с поверхности топлива после их аг-

ломерации.  

 

1. Моделирование: постановка задачи и метод решения 

 

Постановка задачи основывается моделях, представленных в [6, 10]. Физико-

химические процессы в твердой фазе определяются уравнением теплопроводности 
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в конденсированной фазе и уравнением разложения окислителя. Процессы в газо-

вой фазе описываются на основе подходов динамики многофазных реагирующих 

сред, описанных в работах Р.И. Нигматулина [7].  

Постановка задачи сделана при следующих допущениях. Слева от границы x = 0 

находится топливо, состоящее из окислителя, связующего и порошка алюминия. 

Справа от границы находятся продукты газификации МСТТ. Предполагается, что 

окислитель твердого топлива при нагревании разлагается с образованием газооб-

разных продуктов разложения. Газообразные продукты разложения окислителя 

образуются на последней стадии реакции разложения, по достижении глубины 

превращения 0.99. Одновременно с поверхности топлива испаряется горючее-свя-

зующее. В газовой фазе газообразные горючее и окислитель смешиваются и реа-

гируют, их реакция в газовой фазе экзотермическая, скорость реакции описыва-

ется законом Аррениуса первого порядка. За счет нагрева от химической реакции 

газ расширяется и двигается от поверхности МСТТ, транспортируя частицы алю-

миния за счет силы трения. Частицы алюминия имеют известное распределение по 

размерам, номер фракции частиц i изменяется от 1 до Nf. Распределение массы ча-

стиц по размерам задается из экспериментальных измерений, приведенных в [9]. 

Частицы в потоке реагирующих продуктов газификации окислителя и горючего 

прогреваются и начинают гореть. Величина температуры зажигания частиц алю-

миния Tz,i зависит от их размера. Зависимость температуры зажигания частиц алю-

миния от их размера взята из [11, 12]. Закон скорости горения частиц алюминия 

взят из [13]. При сформулированных допущениях математическая постановка за-

дачи имеет вид: 

Для твердого топлива,       0x−  : 

уравнение теплопроводности в твердом топливе: 

 ( )
2

2
1 expc c c c

c c c c c c c

c

T T T E
c u Q k

t x RTx

    
 + =  +  − −  

     
, (1) 

уравнение разложения окислителя в твердом топливе: 

 ( )1 exp c

c c

c

E
u k

t x RT

  
+ = − − 

   
. (2) 

Уравнения для газовой фазы, 0     x   : 

уравнение сохранения массы газа: 

 
1,

1..

g g g

i

i Nf

u
G

t x =

 
+ = −

 
 , (3) 

уравнение сохранения импульса газа: 

 
( )2

, 1,

1..

g gg g

tr i i g

i Nf

u pu
G u

t x =

  +
 + = − −  

 , (4) 

уравнение сохранения энергии газа: 

 

( ) ( )

( ) ( )

22

2

1, , , , , , ,

1..

0.50.5

2 ,

g g g g gg g g g

g

i pg g g p i tr i p i p i p i g p i g g

i Nf

u u puu T

t x x x

G c T u u n S T T Q G
=

    + +  +   
+ =  − 

    

 − + +  +  − +
 

 (5) 
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уравнение сохранения массы окислителя в газе:  

 
1,

1..

ox gox ox

g g i g

i Nf

u a
D G G

t x x x =

   
+ =  − − 

    
 , (6) 

уравнения баланса массы частиц i-й фракции: 

 
, , ,

1,

p i p i p i

i

u
G

t x

 
+ =

 
, (7) 

уравнение сохранения импульса частиц i-й фракции: 

 

2

, , , ,

, 1,

p i p i p i p i

tr i i g

u u
G u

t x

 
+ =  +

 
, (8) 

уравнение энергии частиц i-ой фракции: 

 

( ) ( )

( ) ( )

2 2

, , , , , , , 1 1,

1

2

1, , , , , , ,

0.5 0.5

2 ,

p i p i p i p i p i p i p i i

i pg g g tr i p i p i p i p i g p i

u u u Q G

t x

G c T u u S n T T

  +   +
+ = +

  

 + + +  + −
 

 (9) 

уравнение счетной концентрации частиц i-й фракции: 

 
, , ,

0
p i p i p in n u

t x

 
+ =

 
, (10) 

уравнение состояния газа: 

 
g g gp R T=  ,  (11) 

начальные условия: 

 ( ) 00 : ,0 , 0cx T x T−   =  = ,  

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

, ,

, ,

0 : ,0 ,0 , ρ ,0 0, ρ ,0 0,

,0 ,0 0, ρ ,0 ρ , ,0 0.

g p i b ox p i

g p i g b p i

x T x T x T x x

u x u x x n x

   = = = =

= = = =
 (12) 

Граничные условия: 

на поверхности горения (координата x = 0) выполняются законы сохранения пото-

ков массы компонентов газификации твердого топлива и потоков энергии: 

 
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

c ,

0, 0,
ρ , 0, 0, , ρ 0, ,

0,

g gc

g c c f p i g g

g g

T t pT t
L u T t T t t

x x R T t
 =  + = =

 
  

 
( )

( ) ( ) ( )
( )

( )
,

c , 3 0

l,0,

ρ 0,0,
ρ 0, ρ 0, , 0,

4 3 ρ

p iox

ox c g g g ox p i

A i p

ta t
u D u t t n t

x r


  = + =

 
, (13) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), Al, Al, , , Al,

1..

ρ 0, ρ , ρ ρ 0, 0, , 1 ρ ρ 0, 0,p i i c i c c p i p i i c c g g

i Nf

t u t u t u t u t
=

 
=  = −  = 

 
 .  

на левой границе, x = − : 

 
( ),

0
cT t

x

 −
=


, (14) 

на правой границе, x =  : 

 
( ),

0
gT t

x

 
=


. (15) 
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В уравнениях (1)–(15) t – время, x – координата, cpg, cvg – удельная теплоемкость 

газа при постоянном давлении и постоянном объеме, cc – удельная теплоемкость 

твердого топлива, T – температура, uc – линейная скорость горения твердого топ-

лива, u – скорость, p – давление, ρ – плотность, λ – коэффициент теплопроводно-

сти, Q – тепловой эффект реакции, k – предэкспоненциальный множитель в законе 

Аррениуса, η – глубина превращения в твердом топливе, надо ее определить, E – 

энергия активации химической реакции, R – универсальная газовая постоянная, 

( ) 21 0.5 ρg g gp u =  − +  – полная энергия газа, 2

, , , , ,ρ 0.5 ρp i p p i p i p i p ic T u = +  – полная 

энергия частиц i-й фракции, ( ), , ,2p i p i g p iNu r =   – коэффициент теплообмена 

газа с частицами, 
pg vgc c =  – показатель адиабаты, tr  – сила трения, Dg – коэф-

фициент диффузии, 
, , Al Alρ 1 ( ρ ρ ρ )c c ox c ox f f=  + +  – плотность смесевого твер-

дого топлива, 
,c ox  – плотность вещества окислителя, 

f  – плотность вещества 

связующего, Al  – плотность алюминия, 
Al Al,

1..

i

i Nf=

 =   – массовая доля порошка 

алюминия, 
,c ox  – массовая доля окислителя, 

f  – массовая доля связующего, Lc – 

теплота испарения связующего, ( )3
, , , Al3 4p i p i p ir n=     – радиус n частицы  

i-й фракции (надо определить); 
( )

1
3

,3Al O Al

Al, Al,0, 0

Al O,

ρ3 2 2

34 3 ρ

p i

i i

p i p

r r
n

   +  
= −  

     

 – 

размер (радиус) оставшейся части алюминия в частице, μAl, μO – молярные массы 

алюминия и кислорода. Индексы: b –начальные значения параметров состояния, 

p – частицы, g – газ, c – смесевое твердое топливо, ox – окислитель, f – горючее, 

Al – алюминий, i – номер фракции частиц алюминия. 

Коэффициент теплоотдачи вычисляется по формуле [14]  

,

,2

g

p i

p i

Nu

r


 = , 

2 22 l tNu Nu Nu= + + , 0.50.664RelNu = , 0.80.037RetNu = . 

Скорость изменения массы частиц при их горении определяется зависимостью  

( ) ( )( )0

1, 1 , , , Al, , , Al, ,ρi p i p p i ox i m i ox i m iG n S k a r k a r=   + , 

где ( ) ( ), ,ρm i g g g g p iT Nu c r =   – коэффициент массоотдачи частиц при числе Лью-

иса 
( ) ( )

1
ρ

g

g g g g

D
Le

T c
= =


, ( ) 0.9

, Al, 02 Al,ox i f ik a r k a r= , α1 – стехиометрический  

коэффициент реакции алюминия с окислителем, Sp,i – площадь поверхности ча-

стицы, 0

p  – плотность вещества частицы. 

Скорость химической реакции в газовой фазе определяется из соотношения  

( )( )2 0 expox g g gG k E RT=  − . 

Сила трения между частицами и газом определяется выражением 
, , ,tr i p i tr in F =  [14], 

где ( ), , , ,ρ 2tr i r m i g g p i g p iF C S u u u u= − −  – сила взаимодействия одиночной частицы 
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с газом, ( )0.68224 1 0.15Re RerC = +  – коэффициент трения, , ,Re 2ρ ηg p i g p i g
r u u= −  – 

число Рейнольдса, Sm – площадь миделевого сечения, ηg – коэффициент динамиче-

ской вязкости газа.  

Уравнения (1), (2) решались численно с использованием явной разностной схемы 

и разностей против потока для аппроксимации конвективных слагаемых. Количе-

ство точек сетки выбиралось таким, чтобы выполнялось граничное условие (14). 

Уравнения (3)–(6) решалась численно с использованием метода С.К. Годунова [15]. 

Слагаемые в правых частях уравнений, описывающие процессы переноса за счет 

теплопроводности и диффузии, аппроксимировались явно на трехточечном шаб-

лоне. Решение уравнений (7)–(10) проводилось методом, описанном в [16]. Шаг по 

пространству вблизи поверхности твердого топлива (до координаты x = 7.5·10–5 м) 

задавался постоянным и равным Δhi = 2.5·10–7 м. После координаты x = 7.5·10–5 м 

шаг по пространству увеличивался в направлении правой границы по правилу 

Δhi+1 = 1.02·Δhi. Размер расчетной области выбирался таким, чтобы в этой области 

завершились все реакции горения газа и частиц алюминия. Величина схемной диффу-

зии при выбранном шаге Δh была много меньше коэффициента диффузии Dg. Шаг по 

времени определялся из условия устойчивости Куранта, Δt < Δhi/(max[c] + max[|ug|]), 

где c – скорость звука, и условия устойчивости явной разностной схемы для реше-

ния уравнений (1), (2) и выбирался минимальным. Граничные условия (13)–(15) 

аппроксимировались конечными разностями с первым порядком точности. Си-

стема уравнений (1)–(15) решается до установления стационарной линейной ско-

рости горения твердого топлива uc.  

Исходные данные, принятые в расчетах: cpg = 1466.5 Дж/(кг·K), cvg = 1202 Дж/(кг·K), 

R = 8.315 Дж/(кг·K), cc = 1465 Дж/(кг·K), cp = 760 Дж/(кг·K), λc = 0.5 Дж/(м·с·K),  

λg = 0.5 Дж/(м·с·K), ηg = 5∙10–5 Па·с, Qc = 0.7 МДж/кг, koc = 6.3∙109 1/с,  

Ec = 100 000 Дж/моль, Q1 = 12.75 МДж/кг, k02 = 2.22∙10–5 м1.5/с, Qg = 42.61775 МДж/кг, 

k0g = 9.8∙109 1/с, Eg = 188 325 Дж/моль, α1 = 0.8889, αAl = 0.15, αox = 0.65, αf = 0.2,  

ρc,ox = 1 950 кг/м3, ρf = 1 270 кг/м3, ρAl = 2 700 кг/м3, af = 0.5, Tb = 293 К. Расчеты 

проводились при заданном давлении p над поверхностью топлива. 

 

Результаты расчетов 

 

Распределение по размерам частиц, полученных в [9] методом отбора, движу-

щихся от поверхности твердого топлива с газообразными продуктами газифика-

ции твердого топлива при давлении p, и соответствующие температуры зажигания 

частиц приведены в таблице. В столбцах 4–9 таблицы указаны массовые доли 

фракции частиц из столбца 1. Сумма массовых долей всех фракций дает единицу.  

Распределения массовой доли фракций частиц алюминия,  

выходящих с поверхности топлива 

   АСД-4 АСД-4 + Alex 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

№ фрак- 

ции 

rAl,0,i, 

мкм 
Tz,i, К 2.3 МПа 4.6 МПа 9.4 МПа 2.3 МПа 4.4 МПа 9 МПа 

1 0.35 900 2.69∙10–6 4.37∙10–5 2.79∙10–5 0 9.77∙10–4 0 

2 0.55 1 000 3.50∙10–5 3.24∙10–3 1.23∙10–3 0 9.77∙10–4 1.41∙10–4 
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О к о н ч а н и е  т а б л и ц ы  

   АСД-4 АСД-4 + Alex 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

№ фрак- 

ции 

rAl,0,i, 

мкм 
Tz,i, К 2.3 МПа 4.6 МПа 9.4 МПа 2.3 МПа 4.4 МПа 9 МПа 

3 0.70
 

1 100
 

1.13∙10–3 8.49∙10–2 5.96∙10–2 3.93∙10–3 3.81∙10–2 1.04∙10–2 

4 0.87 1 300 6.75∙10–2 6.52∙10–2 4.23∙10–2 2.62∙10–1 3.82∙10–2 4.43∙10–2 

5 1.10 1 400 1.41∙10–2 6.32∙10–2 4.09∙10–2 5.11∙10–3 4.70∙10–2 6.75∙10–3 

6 1.40 1 400 4.82∙10–2 6.70∙10–2 4.34∙10–2 6.31∙10–3 6.07∙10–2 1.69∙10–2 

7 1.81 1 400 6.77∙10–2 7.19∙10–2 4.70∙10–2 2.62∙10–2 7.65∙10–2 3.52∙10–2 

8 2.32 1 400 5.79∙10–2 7.87∙10–2 6.05∙10–2 1.45∙10–2 9.00∙10–2 3.32∙10–2 

9 2.97 1 400 1.33∙10–1 9.43∙10–2 8.75∙10–2 3.28∙10–2 1.12∙10–1 7.01∙10–2 

10 3.80 1 400 8.65∙10–2 9.21∙10–2 1.00∙10–1 1.35∙10–1 1.11∙10–1 9.65∙10–2 

11 4.90 1 400 5.30∙10–2 9.58∙10–2 1.24∙10–1 7.13∙10–2 1.13∙10–1 5.75∙10–2 

12 6.36 1 400 1.18∙10–1 9.17∙10–2 1.36∙10–1 9.19∙10–2 1.09∙10–1 1.06∙10–1 

13 8.42 1 400 9.23∙10–2 7.48∙10–2 1.12∙10–1 1.23∙10–1 8.54∙10–2 1.29∙10–1 

14 11.67 1 400 5.08∙10–2 5.60∙10–2 7.19∙10–2 7.68∙10–2 6.62∙10–2 1.31∙10–1 

15 18.01 1 400 1.95∙10–1 4.13∙10–2 4.70∙10–2 1.26∙10–1 2.65∙10–2 1.39∙10–1 

16 35.22 1 400 2.62∙10–5 1.28∙10–2 8.74∙10–3 1.08∙10–2 1.74∙10–2 1.15∙10–1 

17 75.20 1 400 1.33∙10–2 7.72∙10–3 1.62∙10–2 1.22∙10–2 5.57∙10–2 9.85∙10–3 
 

Расчеты проводились по модели (1)–(15) при давлениях и распределениях ча-

стиц по размерам, приведенных в таблице, и с исходными данными, приведен-

ными выше. На рис. 1 представлено распределение параметров продуктов газифи-

кации твердого топлива над поверхностью топлива для МСТТ, содержащего смесь 

порошков алюминия АСД-4 и Alex. На рис. 1, а, b линия при x < 0 – это распреде-

ление температуры в твердом топливе, рис. 1, b повторяет рис. 1, а в узком интер-

вале вблизи поверхности МСТТ. На рис. 1, c, d представлены скорости частиц  

и газа. В газовой фазе проходит экзотермическая реакция, и температура газа рас-

тет, продукты газификации твердого топлива за счет расширения оттекают от по-

верхности твердого топлива. При этом частицы алюминия за счет теплообмена  

с газом прогреваются, достигают температуры зажигания, воспламеняются и горят 

в потоке газа (см. рис. 1, а, b). За счет горения частиц алюминия их температура 

становится выше температуры газа, и уже газ нагревается от частиц. После выго-

рания алюминия в частицах (полного или частичного, заданного условиями за-

дачи) реакция горения прекращается, температура частиц сравнивается с темпера-

турой газа (см. рис 1а, b, e). Мелкие частицы за счет большей величины удельной 

поверхности сгорают на малом расстоянии от поверхности топлива. Частицы 

крупных фракций догорают на большем расстоянии от поверхности топлива. Рез-

кое увеличение температуры газа вблизи поверхности топлива происходит за счет 

сгорания мелких частиц. Увеличение температуры приводит к уменьшению плот-

ности и увеличению скорости движения газа (см. рис. 2, c, d). Мелкие частицы 

легко увлекаются потоком газа. Более крупные частицы разгоняются в потоке газа 

медленнее. 

Результаты расчетов скорости горения МСТТ и их сравнение с эксперимен-

тальными данными [9] приведены на рис. 2.  

Расчетная кривая 2 на рис 2а, b с удовлетворительной точностью соответствует 

экспериментальным данным.  
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Рис. 1. Распределение параметров продуктов газификации твердого топлива над поверх-

ностью топлива. Температуры газа и фракций частиц (a, b), скорости газа и фракций  

частиц (c), плотности газа, окислителя, распределенной плотности фракций частиц (d), 

эволюция размера (радиуса) фракций частиц и алюминия в них (e). 1 – газовая фаза,  

2 – фракция частиц с размером rAl,0,1 = 0.35 мкм, 3 – rAl,0,6 = 1.4 мкм, 4 – rAl,0,11 = 4.9 мкм;  

p = 4.4 МПа  

Fig. 1. Distribution of the parameters of solid propellant gasification products over the propellant 

surface. Temperature of the (a) gas and (b) particle fractions, (c) velocity of the gas and particle 

fractions, (d) density of the gas, oxidizer, and distributed density of particle fractions, (e) evolution 

of the size (radius) of particle fractions and aluminum within the particle fractions. 1, gas phase; 

2, particle fraction with the size of rAl,0,1 = 0.35 µm; 3, rAl,0,6 = 1.4 µm; and 4, rAl,0,11 = 4.9 µm  

at p = 4.4 MPa 

a b 

c d 

e 
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a                b 

Рис. 2. Зависимость скорости горения твердого топлива с порошком алюминия  

АСД-4 (a), со смесью порошка алюминия АСД-4 и Alex (b) от давления 

Fig. 2. Burning rate of the solid propellant with (a) aluminum powder ASD-4  

and (b) a mixture of aluminum powder ASD-4 and Alex as a function of pressure 
 

В [3] были представлены результаты моделирования горения МСТТ в поста-

новке (1)–(15) для монодисперсных частиц алюминия. Параметрическое исследо-

вание скорости горения МСТТ от размера частиц в исследованном диапазоне по-

казало сильную зависимость скорости горения от размера. Сравнение результатов 

расчетов с экспериментальной зависимостью скорости горения МСТТ от давления 

из [17] показало, что согласия расчетов с использованием предположения о моно-

дисперсности частиц можно добиться в узком диапазоне изменения размера. В [18] 

отмечено, что «для расчета линейной скорости горения металлизированного СТТ 

важна информация не только о кинетике химических реакций в газовой фазе, но  

и о гранулометрическом составе частиц алюминия, вылетающих с поверхности го-

рения». Проведенное численное исследование по модели (1)–(15) подтвердило, 

что существенное влияние на величину скорости горения металлизированного 

смесевого твердого топлива оказывает дисперсность частиц алюминия. Разрабо-

танная физико-математическая модель позволяет с удовлетворительной точно-

стью прогнозировать скорость горения металлизированного смесевого твердого 

топлива на основе данных о дисперсности продуктов горения экспериментальных 

образцов. Использование газодинамической модели горения позволяет моделировать 

динамику течения продуктов горения от поверхности смесевого твердого топлива 

и рассчитывать линейную скорость горения МСТТ в зависимости от давления.  
 

Заключение 
 

Сформулирована физико-математическая модель горения МСТТ. Проведено 

численное параметрическое исследование горения МСТТ с использованием экс-

периментальных данных о дисперсности частиц, вылетающих с поверхности горе-

ния. Для валидации модели рассчитаны зависимости линейной скорости горения 

МСТТ от давления для двух составов МСТТ: содержащих 15.7% алюминия АСД-4 
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или смесь порошков АСД-4 (10.7%) и Alex (5%). Показано удовлетворительное 

соответствие результатов расчетов с экспериментальными данными. Проведенное 

численное исследование подтвердило предположение о том, что существенное 

влияние на величину скорости горения металлизированного смесевого твердого 

топлива оказывает дисперсность частиц алюминия, вылетающих с поверхности 

топлива. Разработанная физико-математическая модель позволяет с удовлетвори-

тельной точностью прогнозировать скорость горения металлизированного смесе-

вого твердого топлива на основе данных о дисперсности продуктов горения экс-

периментальных образцов. 
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