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Рассматривается вопрос о максимальном числе вершин в примитивных неориен-
тированных регулярных графах с экспонентом, равным 3. Получена оценка сверху
этого числа в зависимости от порядка графа p: np 6 p3 − p2 − 3p + 5. Найдено
точное значение максимального числа вершин в примитивных кубических гра-
фах с экспонентом, равным 3: n3 = 12. Проведён вычислительный эксперимент и
найдено число примитивных регулярных графов порядка p 6 9 с числом вершин
n 6 16 и экспонентом, равным 3, для всех пар (n, p).
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ABOUT THE MAXIMUM NUMBER OF VERTICES IN PRIMITIVE
REGULAR GRAPHS WITH EXPONENT EQUALS 3
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Some results on the maximum number of vertices in primitive regular graphs with
exponent 3 are presented. We have found upper bound of this number depending on
the degree p: np 6 p3− p2− 3p+ 5. Also, the exact value of the maximum number of
vertices in primitive cubic graphs with exponent 3 is given: n3 = 12. A computation
experiment has been conducted, and we have found the number of primitive regular
graphs with degree p 6 9, number of vertices n 6 16 and exponent 3 for each (n, p)
pair.
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Введение
Неотрицательная квадратная матрица A называется примитивной, если существу-

ет натуральное k, такое, что Ak положительна. Минимальное такое значение k назы-
вается экспонентом матрицы A [1]. Понятие примитивности легко переносится на гра-
фы. В данной работе рассматриваются простые неориентированные графы. Напомним
некоторые определения.
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Регулярным или однородным графом порядка p называется граф, все вершины ко-
торого имеют степень p. Регулярные графы порядка 3 называются кубическими. Диа-
метром d(G) связного графа G называется расстояние между наиболее удалёнными
друг от друга вершинами этого графа. Связный граф G называется примитивным,
если существует k ∈ N, такое, что между любыми двумя вершинами графа (в том чис-
ле из вершины в саму себя) существует маршрут длины k. Минимальное такое число k
называется экспонентом графа и обозначается exp(G).

Примитивные графы представляют теоретический и практический интерес [2–5].
Ряд работ посвящены исследованию примитивных регулярных графов [6–10]. Один
из вопросов — при каком числе вершин могут существовать примитивные регуляр-
ные графы с заданным экспонентом. В данной работе представлены результаты для
регулярных примитивных графов с экспонентом 3. В п. 1 приведены теоретические
результаты. В п. 2 описан вычислительный эксперимент, который позволяет оценить
эффективность полученных теоретических результатов. Ранее аналогичное исследова-
ние проводилось для регулярных примитивных графов с экспонентом 2 [6, 7]. В част-
ности, в работе [6] описан вычислительный эксперимент по поиску всех регулярных
примитивных графов с экспонентом 2 с числом вершин до 16.

1. Теоретические результаты
Очевидно, что у примитивного графа с экспонентом 3 диаметр может быть 2 или 3.

Для упрощения дальнейших рассуждений доказано вспомогательное утверждение —
необходимое условие примитивности графа с экспонентом 3.

Утверждение 1. В примитивном графе с экспонентом, равным 3, каждая вер-
шина лежит хотя бы на одном цикле длины 3.

Доказательство. По определению в примитивном графе с экспонентом 3 дол-
жен, в том числе, существовать маршрут длины 3 из любой вершины в саму себя, то
есть каждая вершина должна лежать хотя бы на одном цикле длины 3.

Условие утверждения 1 не является достаточным. Например, на рис. 1 приведён
пример графа, каждая вершина которого лежит на цикле длины 3, однако его экспо-
нент равен 2. Данный контрпример является минимальным по числу вершин.

Рис. 1. Контрпример с экспонентом 2 для утверждения 1

Таким образом, в условие требуется включить ограничение на диаметр графа. Рас-
смотрим несколько достаточных условий, которые не являются необходимыми.

Утверждение 2. Если в графе G с диаметром d(G) 6 3 каждое ребро входит
в состав некоторого цикла длины 3, то граф G является примитивным с экспонентом
exp(G) 6 3, причём если d(G) = 3, то и exp(G) = 3.

Доказательство. Для графов с диаметром d(G) 6 2 в [6] доказано, что граф G
является примитивным с экспонентом exp(G) = 2. Таким образом, требуется дока-
зать верность утверждения для графов с d(G) = 3 и exp(G) = 3. Рассмотрим пару
произвольных вершин x и y. В силу того, что d(G) = 3, возможны три случая:
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1) Длина кратчайшего пути между x и y равна 1, то есть вершины являются
смежными. Тогда между ними существует маршрут длины 3: x− y − x− y.

2) Длина кратчайшего пути между x и y равна 2, и этот путь проходит через
промежуточную вершину t. По условию любое из рёбер x − t и t − y лежит
на цикле длины 3. Пусть ребро x − t лежит на цикле x − t − w (рис. 2). Тогда
между x и y существует маршрут x− w − t− y длины 3.

Рис. 2. Длина кратчайшего пути равна 2

3) Длина кратчайшего пути между x и y равна 3. Тогда маршрут длины 3 между
этими вершинами совпадает с кратчайшим путём.

Утверждение 2 доказано.

На рис. 3 представлен 8-вершинный граф G1 —минимальный по числу вершин ре-
гулярный граф, который показывает, что условие утверждения 2 не является необхо-
димым: ребро между вершинами 3 и 5 (аналогично для ребра между вершинами 4 и 6)
не лежит ни на одном цикле длины 3.

Рис. 3. Граф G1

Интересен вопрос о том, насколько эффективно условие утверждения 2. С помощью
вычислительного эксперимента, который описан в п. 2, получены результаты, приве-
дённые в табл. 1, — количество контрпримеров для различных n и p. Можно сделать
вывод, что большая доля примитивных регулярных графов с экспонентом 3 не удо-
влетворяет предложенному условию. Поэтому усилим его; доказательство аналогично
доказательству утверждения 2.

Утверждение 3. Если в графе G с диаметром d(G) 6 3 из каждой пары смеж-
ных рёбер хотя бы одно входит в состав некоторого цикла длины 3, то граф G является
примитивным с экспонентом exp(G) 6 3, причём если d(G) = 3, то и exp(G) = 3.

Условие утверждения 3 также не является необходимым; на рис. 4 представлен
10-вершинный граф G2 —минимальный по числу вершин регулярный граф, для кото-
рого оно не выполняется: рёбра {5, 6} и {5, 8} смежны и не лежат ни на одном цикле
длины 3.

Данные о выполнении условия утверждения 3 приведены в табл. 2. Видно, что
число контрпримеров уменьшилось в несколько раз, однако всё ещё велико.
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Та б л и ц а 1
Число графов с экспонентом 3, для которых

условие, обратное утверждению 2, не выполняется

n
p

3 4 5 6 7 8 9
4 0 − − − − − −
5 − 0 − − − − −
6 0 0 0 − − − −
7 − 0 − 0 − − −
8 1 0 0 0 0 − −
9 − 0 − 0 − 0 −
10 1 24 0 0 0 0 0
11 − 123 − 0 − 0 −
12 1 553 7 506 2 235 0 0 0
13 − 2 395 − 0 − 0 −
14 0 10 368 2 858 557 2 401 761 0 0 0

Рис. 4. Граф G2

Обозначим через np максимально возможное число вершин в регулярном прими-
тивном графе с порядком p и экспонентом, равным 3.

Теорема 1. Для максимально возможного числа вершин в регулярном прими-
тивном графе с экспонентом 3 и порядком p имеет место неравенство

np 6 p3 − p2 − 3p+ 5.

Доказательство. Диаметр графа с экспонентом, меньшим или равным 3, не
больше 3. Оценим число вершин в p-регулярных графах с диаметром 3. В [11] приво-
дится оценка максимального числа вершин в p-регулярных графах с диаметром d:

|V | 6 1 + p
d−1∑
i=0

(p− 1)i.

Граф, который имеет число вершин, равное верхней границе, называется графом Му-
ра. В нашем случае d 6 3. Если мы выберем произвольную вершину x, то на расстоя-
нии 1 от неё будет находиться p вершин; на расстоянии 2 —максимум p(p− 1) вершин;
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Та б л и ц а 2
Число графов с экспонентом 3, для которых

условие, обратное утверждению 3, не выполняется

n
p

3 4 5 6 7 8 9
4 0 − − − − − −
5 − 0 − − − − −
6 0 0 0 − − − −
7 − 0 − 0 − − −
8 0 0 0 0 0 − −
9 − 0 − 0 − 0 −
10 0 18 0 0 0 0 0
11 − 109 − 0 − 0 −
12 0 524 1 463 0 0 0 0
13 − 2 345 − 0 − 0 −
14 0 10 290 2 634 777 946 878 0 0 0

на расстоянии 3 — максимум p(p− 1)2 вершин. Для d = 3 оценка принимает вид

|V | 6 1 + p+ p(p− 1) + p(p− 1)2. (1)

После упрощения можно получить оценку |V | 6 p3− p2 + p+ 1, которая для p = 3, 4, 5
приведёт к значениям 22, 53 и 106 соответственно.

Вернёмся к неравенству (1) и улучшим оценку. Обозначим через N(x) множество
всех смежных с x вершин. Тогда неравенство (1) для d = 3 можно расписать следую-
щим образом:

|V | 6 |{x}|+ |N(x)|+ ∑
y∈N(x)

(
|N(y) \ {x}|+ ∑

y'∈N(y)\{x}
|N(y') \ {y}|

)
.

Воспользуемся утверждением 1 и используем факт, что в графах с экспонентом, рав-
ным 3, каждая вершина лежит хотя бы на одном цикле длины 3. В этом случае для
вершины x существует ребро между хотя бы двумя смежными с x вершинами, пусть
это вершины u и v. Таким образом, вершины x, u и v лежат хотя бы на одном цикле
длины 3. Тогда оценка будет выглядеть следующим образом:

|V | 6 |{x}|+ |N(x)|+ |N(u) \ {x} \ {v}|+ |N(v) \ {x} \ {u}|+
+

∑
y'∈N(u)\{x}\{v}

|N(y') \ {u}|+ ∑
y'∈N(v)\{x}\{u}

|N(y') \ {v}|+

+
∑

y∈N(x)\{u}\{v}

(
|N(y) \ {x}|+ ∑

y'∈N(y)\{x}
|N(y') \ {y}|

)
.

Расширим это условие на все остальные вершины множества N(x). Если мы хотим
максимизировать число вершин в графе, то необходимо иметь ребро между хотя бы
двумя вершинами, соседними с данной. Пусть для вершины y ∈ N(x) это вершины ly
и ty. Новая оценка выглядит следующим образом:

|V | 6 |{x}|+ |N(x)|+ |N(u) \ {x} \ {v}|+ |N(v) \ {x} \ {u}|+
+

∑
y'∈N(u)\{x}\{v}

|N(y') \ {u}|+ ∑
y'∈N(v)\{x}\{u}

|N(y') \ {v}|+
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+
∑

y∈N(x)\{u}\{v}

(
|N(y) \ {x}|+ |N(ty) \ {y} \ {ly}|+ |N(ly) \ {y} \ {ty}|+

+
∑

y'∈N(y)\{x}\{ly}\{ty}
|N(y') \ {y}|

)
.

Так как граф p-регулярный, для каждой вершины x выполняется |N(x)| = p. Поэтому
верхняя оценка принимает следующий вид:

|V | 6 1 + p+ (p− 2) + (p− 2) + (p− 2)(p− 1)+

+(p− 2)
(
(p− 1) + (p− 2) + (p− 2) + (p− 3)(p− 1)

)
=

= 3(p− 1) + 2(p− 2)(p− 1) + (p− 2)2(p+ 1) = p3 − p2 − 3p+ 5.

Теорема 1 доказана.

В частности, имеем n3 6 14, n4 6 41 и n5 6 90. Эти значения существенно лучше
тех, которые можно получить из формулы Мура. Более того, удалось получить точное
значение для n3.

Теорема 2. Не существует кубических примитивных графов с экспонентом 3 и
числом вершин больше 12; n3 = 12.

Доказательство. На рис. 5 приведено изображение 12-вершинного кубического
графа с экспонентом 3. Поэтому n3 > 12.

Рис. 5. 12-Вершинный кубический граф с экспонентом 3

Так как 3-регулярные графы не могут иметь нечётное число вершин, для дока-
зательства теоремы нужно показать, что не существует кубического примитивного
графа с экспонентом 3 и числом вершин 14. Рассмотрим все возможные графы и по-
кажем, что ни один из них не удовлетворяет нужному условию.

На рис. 6 представлен вид 3-регулярного графа с экспонентом 3 и 14 вершинами.
Каждая из вершин 1, . . . , 6 имеет свободную степень 2, остальные вершины свобод-
ных степеней не имеют. Поэтому вершины 1, . . . , 6 можно соединять рёбрами только
между собой. Теперь посмотрим на вершину v. Расстояние от неё до любой другой
вершины графа должно быть меньше или равно 3. Для вершин 1, 2, 3, 4 это можно
сделать только одним способом: соединить каждую из них хотя бы с одной из вер-
шин 5, 6. Аналогично рассмотрим вершину u: каждая из вершин 5, 6 должна быть
соединена хотя бы с одной из вершин 3, 4. И, наконец, рассмотрим вершину x: каждая
из вершин 5, 6 должна быть соединена хотя бы с одной из вершин 1, 2. Это означает,
что вершина 5 должна быть соединена с вершинами 1 или 2 и 3 или 4. Аналогично
для вершины 6. С другой стороны, каждая из вершин 1, 2, 3, 4 должна быть соединена
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с вершинами 5 или 6. Единственный с точностью до изоморфизма способ это сделать
представлен на рис. 7.

Рис. 6. Неполный вид 3-регулярного графа с экспонентом 3 и числом вершин 14

Рис. 7. Дополненный вид 3-регулярного графа с экспонентом 3 и числом вершин 14

Воспользуемся тем, что каждая из вершин 5 и 6 должна лежать хотя бы на одном
цикле длины 3. Единственный способ добиться этого — соединить между собой пары
вершин 1, 3 и 2, 4. Итоговый вид графа без свободных степеней представлен на рис. 8.

Рис. 8. Полный вид 3-регулярного графа с экспонентом 3 и числом вершин 14

Покажем, что экспонент этого графа не равен 3. Рассмотрим вершины u и 1: между
ними не существует маршрута длины 3. Следовательно, экспонент данного графа не
равен 3, и мы доказали, что не существует 3-регулярных графов с экспонентом 3 и
числом вершин 14.
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Приведём результаты, касающиеся условий равенства экспонента трём для различ-
ных графов.

Теорема 3. В графе с диаметром 2, в котором каждая вершина лежит хотя бы
на одном цикле длины 3, между любой парой вершин (в том числе из самой вершины
в себя) существует маршрут длины 3.

Доказательство. Существование маршрута длины 3 из любой вершины в саму
себя следует из условия теоремы.

Рассмотрим две произвольные различные вершины x и y. Так как диаметр графа
равен 2, между ними должен существовать путь длины 1 и/или длины 2. Пусть между
ними существует путь длины 1, т. е. они соединены ребром напрямую. Тогда между
ними существует маршрут x− y − x− y длины 3.

Пусть теперь между x и y не существует пути длины 1, тогда между ними существу-
ет путь длины 2 через некоторую промежуточную вершину t. Рассмотрим вершину x.
По условию теоремы она лежит на некотором цикле длины 3, обозначим его x− a− b.
Возможны два варианта:

1) Цикл x− a− b не содержит вершину t (то есть t не совпадает ни с вершиной a,
ни с вершиной b).

Рассмотрим пару вершин a и y: так как диаметр графа равен 2, между ними должен
существовать путь длины 1 или путь длины 2 через промежуточную вершину c. Пусть
между ними существует путь длины 1, как показано на рис. 9. Тогда между x и y
существует маршрут x− b− a− y длины 3.

Рис. 9. Случай существования пути длины 1

Пусть теперь между a и y существует путь длины 2 через промежуточную верши-
ну c, как показано на рис. 10. Тогда между x и y существует маршрут x − a − c − y
длины 3.

Рис. 10. Случай существования пути длины 2 через промежуточную вершину c

2) Пусть в цикле x − a − b вершина b совпадает с вершиной t. Тогда имеем цикл
x − t − a и между x и y существует маршрут x − a − t − y длины 3, как показано на
рис. 11. Случай t = a является полностью симметричным.

Других случаев нет, так как вершина y не может принадлежать циклу (тогда меж-
ду x и y будет существовать путь длины 1). В силу произвольности выбора вершин x
и y теорема доказана.
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Рис. 11. Случай совпадения вершины t с одной из вершин цикла

Следствие 1. Граф с диаметром 2, в котором каждая вершина лежит хотя бы
на одном цикле длины 3, является примитивным, и его экспонент меньше или равен 3.

Доказательство. Согласно теореме 3, в таком графе между любой парой вер-
шин (в том числе из вершины в саму себя) существует маршрут длины 3. По опреде-
лению данный граф примитивный и его экспонент не больше 3.

Теорема 4. Граф с диаметром 2 является примитивным и имеет экспонент, рав-
ный 3, тогда и только тогда, когда каждая его вершина лежит хотя бы на одном цикле
длины 3 и существует хотя бы одно ребро, не лежащее ни на одном цикле длины 3.

Доказательство.
Необходимость. Если граф является примитивным и имеет экспонент 3, то, соглас-

но утверждению 1, каждая его вершина лежит хотя бы на одном цикле длины 3. Кроме
того, если граф имеет диаметр 2 и каждое его ребро лежит хотя бы на одном цикле
длины 3, то, согласно [6], он является примитивным с экспонентом, равным 2. Значит,
должно существовать хотя бы одно ребро, не лежащее ни на одном цикле длины 3.

Достаточность. Согласно следствию 1 из теоремы 3, если в графе с диаметром 2
каждая вершина лежит на хотя бы одном цикле длины 3, то граф является прими-
тивным и его экспонент меньше или равен 3. Так как в примитивном графе с диа-
метром 2 экспонент больше или равен 2, для экспонента остаются только варианты 2
или 3. Однако, согласно [6], экспонент этого графа не может быть равен 2, поскольку
существует хотя бы одно ребро, не лежащее на цикле длины 3. Таким образом, граф
является примитивным и его экспонент равен 3.

2. Вычислительный эксперимент
Проведён вычислительный эксперимент с использованием кластера высокопроиз-

водительных вычислений ПРЦ НИТ СГУ по подсчёту регулярных графов с экспонен-
том, равным 3, в рамках которого построена таблица числа примитивных регуляр-
ных графов со степенью p 6 9, числом вершин n 6 16 и экспонентом 3. Для это-
го написана программа на языке C++; генерация всех связных регулярных графов
степени p с фиксированным числом вершин n производилась с помощью генерато-
ра графов genreg [12]. Для каждого из сгенерированных графов проверялось равен-
ство экспонента трём. Дополнительно подсчитывалось количество контрпримеров для
оценки эффективности достаточных условий, сформулированных в утверждениях 2
и 3 (см. табл. 1 и 2). Основная цель эксперимента состояла в том, чтобы посмотреть
распределение регулярных графов с экспонентом 3 в зависимости от степеней вер-
шин, а также как эти значения согласуются с теоретическими. В частности, экспери-
ментальные данные о максимально возможном числе вершин для кубических графов
подтверждают полученный теоретический результат: n3 6 14.

Для проверки использовались возведение матрицы смежности графа в степень 3
и проверка полученной матрицы на отсутствие нулей. Важно отметить, что при те-
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кущих ограничениях на n 6 16 строки матрицы можно хранить в виде двоичных
масок в любом 32-битном типе данных, например в типе int. В этом случае легко све-
сти перемножение двух матриц к последовательному применению побитовой операции
«И» к парам нужных строк матриц, если вторую матрицу хранить в транспонирован-
ном виде. Это позволяет выполнять умножение двух матриц за время порядка O(n2).
Для возведения матрицы в степень можно воспользоваться бинарным алгоритмом [13],
который позволяет возводить число или матрицу в степень k за O(log k) действий, что
даёт итоговую временну́ю сложность решения O(n2 log k). Так как в нашем случае
k = 3, имеем сложность O(n2).

В табл. 3 приводится результат работы программы— число графов с экспонентом 3
для различных n и p. Символ «–» означает, что графов с такими n и p не существует.
Это может быть в двух случаях: p > n или произведение pn нечётно. Серый фон
клетки означает, что все связные регулярные графы со степенью p и числом вершин n
имеют экспонент, равный 2. В работе [6] показано, что это верно при p > n/2.

Та б л и ц а 3
Число графов с экспонентом 3 для различных n и p

n
p

3 4 5 6 7 8 9
4 0 − − − − − −
5 − 0 − − − − −
6 1 0 0 − − − −
7 − 0 − 0 − − −
8 1 3 0 0 0 − −
9 − 11 − 0 − 0 −
10 1 41 35 0 0 0 0
11 − 143 − 0 − 0 −
12 1 568 7 506 2 391 0 0 0
13 − 2 403 − 232 080 − 0 −
14 0 10 377 3 093 569 18 801 129 2 757 433 0 0
15 − 42 197 − 1 429 344 906 − 0 −
16 0 151 684 1 797 671 946 112 705 503 963 467 764 092 656 34 831 303 586 0

Заключение
В работе рассмотрен вопрос о максимальном числе вершин в примитивных неори-

ентированных регулярных графах с экспонентом, равным 3. Помимо общей оценки,
удалось найти точное значение для кубических графов: не существует кубических гра-
фов с экспонентом 3 и числом вершин больше 12. Кубический 12-вершинный граф с
экспонентом 3 представлен в работе. Ранее аналогичный вопрос рассматривался для
регулярных графов с экспонентом 2, где удалось найти точные значения для регуляр-
ных графов порядка 3, 4 и 5: n3 = 4, n4 = 11 и n5 = 16. Приведены результаты вы-
числительного эксперимента по построению всех регулярных графов с экспонентом 3
и числом вершин до 16, предложено несколько достаточных условий для регулярных
графов с экспонентом 3 и проведён их анализ.
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