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Èçó÷àþòñÿ íàñëåäñòâåííûå êëàññû àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì ÿçûêà L = Lfin ∪ L∞,
ãäå Lfin = ⟨R1, R2, . . . , Rm,=⟩ è L∞ = ⟨Rm+1, Rm+2, . . .⟩, ïðè÷¼ì â L∞ ÷èñëî ïðå-
äèêàòîâ êàæäîé ìåñòíîñòè êîíå÷íî, âñå ïðåäèêàòû óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ
ñâîèõ ìåñòíîñòåé è îáëàäàþò ñâîéñòâîì íåïîâòîðåíèÿ ýëåìåíòîâ. Êëàññ L-ñèñòåì
íàçûâàåòñÿ íàñëåäñòâåííûì, åñëè îí çàìêíóò îòíîñèòåëüíî ïîäñèñòåì. Äîêàçà-
íî, ÷òî êëàññ L-ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ íàñëåäñòâåííûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îí ìîæåò áûòü îïðåäåë¼í â òåðìèíàõ çàïðåù¼ííûõ ïîäñèñòåì. Êëàññ L-ñèñòåì
íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíî àêñèîìàòèçèðóåìûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî
óíèâåðñàëüíûõ ïðåäëîæåíèé Z ÿçûêà L, ÷òî ýòîò êëàññ ñîñòîèò èç âñåõ ñèñòåì,
óäîâëåòâîðÿþùèõ ìíîæåñòâó Z. Ðàññìîòðåíû âîïðîñû óíèâåðñàëüíîé àêñèîìà-
òèçèðóåìîñòè íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ L-ñèñòåì. Ïîêàçàíî, ÷òî íàñëåäñòâåííûé
êëàññ L-ñèñòåì óíèâåðñàëüíî àêñèîìàòèçèðóåì, åñëè è òîëüêî åñëè îí ìîæåò áûòü
îïðåäåë¼í â òåðìèíàõ êîíå÷íûõ çàïðåù¼ííûõ ïîäñèñòåì. Äîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü
óíèâåðñàëüíîé òåîðèè ïðîèçâîëüíîãî àêñèîìàòèçèðóåìîãî íàñëåäñòâåííîãî êëàñ-
ñà L-ñèñòåì, ìíîæåñòâî ìèíèìàëüíûõ çàïðåù¼ííûõ ïîäñèñòåì êîòîðîãî ðåêóð-
ñèâíî.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà, íàñëåäñòâåííûé êëàññ, óíèâåðñàëü-
íàÿ òåîðèÿ, óíèâåðñàëüíàÿ àêñèîìàòèçèðóåìîñòü, ðàçðåøèìîñòü.
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In the paper, hereditary classes of L-structures are studied with language of the
form L = Lfin ∪ L∞, where Lfin = ⟨R1, R2, . . . , Rm,=⟩ and L∞ = ⟨Rm+1, Rm+2, . . .⟩,
and also in L∞ the number of predicates of each arity is finite, all predicates are
ordered in ascending of their arities and satisfy the non-element repetition property.
A class of L-structures is called hereditary if it is closed under substructures. It is
proved that the class of L-structures is hereditary if and only if it can be defined in
terms of forbidden substructures. A class of L-structures is called universally axioma-
tizable if there is a set Z of universal L-sentences such that the class consists of all
structures satisfying Z. The problems of the universal axiomatizability of hereditary
classes of L-structures are considered in the paper. It is shown that hereditary class
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of L-structures is universally axiomatizable if and only if it can be defined in terms
of finite forbidden substructures. It is proved that the universal theory of any axio-
matizable hereditary class of L-structures with a recursive set of minimal forbidden
substructures is decidable.

Keywords: structure, hereditary class, universal theory, universal axiomatizability,
decidability.

Ââåäåíèå
Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèå ðàíåå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ãðàôîâ, ãè-

ïåðãðàôîâ è ìàòðîèäîâ, à òàêæå ïîñòðîåíèå àëãîðèòìîâ äëÿ èõ êîíñòðóêòèâíîãî äî-
êàçàòåëüñòâà. Ïðåäñòàâëåííûå ìåõàíèçìû ìîãóò áûòü ïîëåçíû â äàëüíåéøåì ïðè èñ-
ñëåäîâàíèè êàê ñóãóáî òåîðåòè÷åñêèõ çàäà÷, íàïðèìåð ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé íàä
ñîîòâåòñòâóþùèìè àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòåìàìè [1, 2], òàê è ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ â òåõ
âîïðîñàõ, êîãäà âìåñòî ïåðåáîðà êîíêðåòíûõ îáúåêòîâ óìåñòíî ðàññìîòðåòü ëèøü îò-
äåëüíûå èõ êëþ÷åâûå ñâîéñòâà [3, 4].

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â òåîðèè ãðàôîâ àêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèå è ëîãè-
÷åñêèå ìåòîäû, â òîì ÷èñëå ìåòîäû òåîðèè ìîäåëåé. Ñôîðìèðîâàëîñü öåëîå íàïðàâëå-
íèå èññëåäîâàíèé, êîòîðîå ïîëó÷èëî íàçâàíèå àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè ãðàôîâ, è ìîæíî
òàêæå ãîâîðèòü î ôîðìèðîâàíèè îñîáîãî ðàçäåëà òåîðèè ãðàôîâ� ëîãè÷åñêîé òåîðèè
ãðàôîâ [5]. Íàïîìíèì, ÷òî îáûêíîâåííûé ãðàô ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê àëãåáðàè÷åñêàÿ
ñèñòåìà, ÿçûê êîòîðîé ñîñòîèò èç ïðåäèêàòà ðàâåíñòâà è áèíàðíîãî ïðåäèêàòà ñìåæ-
íîñòè âåðøèí, óäîâëåòâîðÿþùåãî àêñèîìàì èððåôëåêñèâíîñòè è ñèììåòðè÷íîñòè. Èç-
âåñòíî, ÷òî òåîðèÿ ãðàôîâ íåðàçðåøèìà, òàê æå êàê è òåîðèÿ êîíå÷íûõ ãðàôîâ [6].

Òðàäèöèîííûé èíòåðåñ âûçûâàþò âîïðîñû àêñèîìàòèçèðóåìîñòè è óíèâåðñàëüíîé
àêñèîìàòèçèðóåìîñòè ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ãðàôîâ [7�9]. Òàê, â [10] îáñóæäàþòñÿ âîïðî-
ñû àêñèîìàòèçèðóåìîñòè íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ ãðàôîâ, îïðåäåë¼ííûõ â òåðìèíàõ
çàïðåù¼ííûõ ïîðîæä¼ííûõ ïîäãðàôîâ; â [11] � âîïðîñû àêñèîìàòèçèðóåìîñòè íàñëåä-
ñòâåííûõ êëàññîâ ãðàôîâ, îïðåäåë¼ííûõ â òåðìèíàõ ëþáûõ çàïðåù¼ííûõ ïîäãðàôîâ.
Â ñâÿçè ñ ýòèì åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò çàäà÷à î íàõîæäåíèè êðèòåðèÿ àêñè-
îìàòèçèðóåìîñòè íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ ïðîèçâîëüíûõ áåñêîíå÷íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
ñèñòåì è èõ îïðåäåëåíèÿ â òåðìèíàõ çàïðåù¼ííûõ ïîäñèñòåì, ïî àíàëîãèè ñ ãðàôàìè.
Â ÷àñòíîñòè, òàêàÿ çàäà÷à àêòóàëüíà äëÿ áîëåå ñëîæíûõ îáúåêòîâ, íàïðèìåð ãèïåð-
ãðàôîâ, àêñèîìàòèçèðóåìîñòü õîðíîâûõ êëàññîâ êîòîðûõ èññëåäîâàíà â [12], è êëàññà
ìàòðîèäîâ ôèêñèðîâàííîãî ðàíãà, àêñèîìàòèçàðóåìîñòü êîòîðîãî ïîêàçàíà â [13]. Ðÿä
îáùèõ âîïðîñîâ àêñèîìàòèçèðóåìîñòè óíèâåðñàëüíûõ êëàññîâ ðàññìîòðåí â [14], îäíà-
êî ïðåäëîæåííûå òàì ïîäõîäû íå ñîäåðæàò êîíêðåòíîé àëãîðèòìè÷åñêîé ðåàëèçàöèè.

Îñîáîå ìåñòî â òåîðèè ìîäåëåé çàíèìàåò èçó÷åíèå óíèâåðñàëüíûõ òåîðèé. Ñ ïîìî-
ùüþ èçâåñòíîé ïðîöåäóðû ñêóëåìèçàöèè ìîæíî ïåðåéòè îò ëþáîé òåîðèè ê óíèâåð-
ñàëüíîé òåîðèè â ðàñøèðåííîì ÿçûêå [15]. Êðîìå òîãî, íåêîòîðûå îáùèå ïðîáëåìû
ðàçðåøèìîñòè óäà¼òñÿ èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïðîáëåìû ðàçðåøèìîñòè óíèâåðñàëüíûõ
òåîðèé. Ïîâûøåííûé èíòåðåñ ê óíèâåðñàëüíûì òåîðèÿì âûçûâàåò èõ ïðèìåíåíèå â ëî-
ãè÷åñêîì ïðîãðàììèðîâàíèè è òåîðèè áàç äàííûõ [16]. Ðàçðåøèìîñòü óíèâåðñàëüíîé
òåîðèè ãðàôîâ è óíèâåðñàëüíîé òåîðèè ïðîèçâîëüíîãî àêñèîìàòèçèðóåìîãî íàñëåä-
ñòâåííîãî êëàññà ãðàôîâ, ìíîæåñòâî ìèíèìàëüíûõ çàïðåù¼ííûõ ïîäãðàôîâ êîòîðîãî
ðåêóðñèâíî, äîêàçàíà â [17].

Â äàííîé ðàáîòå ìåòîäàìè òåîðèè ìîäåëåé èçó÷àþòñÿ íàñëåäñòâåííûå êëàñ-
ñû àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì ÿçûêà L = Lfin ∪ L∞, ãäå Lfin = ⟨R1, R2, . . . , Rm,=⟩ è
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L∞ = ⟨Rm+1, Rm+2, . . .⟩, ïðè÷¼ì â L∞ ÷èñëî ïðåäèêàòîâ êàæäîé ìåñòíîñòè êîíå÷íî, âñå
ïðåäèêàòû óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ ñâîåé ìåñòíîñòè è îáëàäàþò ñâîéñòâîì íåïî-
âòîðåíèÿ ýëåìåíòîâ. Â ï. 1 ïðèâåäåíû îñíîâíûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ìîäåëåé. Â ï. 2
ðàññìîòðåíû âîïðîñû àêñèîìàòèçèðóåìîñòè íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ L-ñèñòåì è ïî-
êàçàíî, ÷òî âñÿêèé íàñëåäñòâåííûé êëàññ L-ñèñòåì óíèâåðñàëüíî àêñèîìàòèçèðóåì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ìîæåò áûòü îïðåäåë¼í â òåðìèíàõ êîíå÷íûõ çàïðå-
ù¼ííûõ ïîäñèñòåì. Â ï. 3 ñîäåðæèòñÿ îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû� äîêàçàíà ðàçðå-
øèìîñòü óíèâåðñàëüíîé òåîðèè ïðîèçâîëüíîãî àêñèîìàòèçèðóåìîãî íàñëåäñòâåííîãî
êëàññà L-ñèñòåì, ìíîæåñòâî ìèíèìàëüíûõ çàïðåù¼ííûõ ïîäñèñòåì êîòîðîãî ðåêóð-
ñèâíî.

1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ
Íàïîìíèì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ òåîðèè ìîäåëåé.
ßçûêîì, èëè ñèãíàòóðîé L = R ∪ F ∪ C, íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü ñëåäóþùèõ ìíî-

æåñòâ:

1) ìíîæåñòâà ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ R;
2) ìíîæåñòâà ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ F;
3) ìíîæåñòâà êîíñòàíòíûõ ñèìâîëîâ C,

ïðè÷¼ì ñ êàæäûì ïðåäèêàòíûì ñèìâîëîì R ∈ R è ñ êàæäûì ôóíêöèîíàëüíûì ñèì-
âîëîì F ∈ F îäíîçíà÷íî ñâÿçûâàåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî nR èëè nF � àðíîñòü, èëè
ìåñòíîñòü.

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ÿçûêà L, èëè L-ñèñòåìà, � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

A = ⟨A; RA, FA, cA⟩,

â êîòîðîé A�íåïóñòîå ìíîæåñòâî, íàçûâàåìîå îñíîâíûì ìíîæåñòâîì, èëè íîñè-

òåëåì ñèñòåìû A; êàæäîìó ïðåäèêàòíîìó ñèìâîëó R ∈ R ñîîòâåòñòâóåò nR-ìåñòíîå
îòíîøåíèå RA ⊆ AnR ; êàæäîìó ôóíêöèîíàëüíîìó ñèìâîëó F ∈ F ñîîòâåòñòâóåò nF -
ìåñòíàÿ ôóíêöèÿ FA : AnF → A; êàæäîìó êîíñòàíòíîìó ñèìâîëó c ∈ C ñîîòâåòñòâóåò
íåêîòîðûé ýëåìåíò cA ∈ A. Â äàëüíåéøåì ïðè îïèñàíèè L-ñèñòåì èñïîëüçóåì êðàò-
êóþ çàïèñü A = ⟨A,L⟩. Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà A íàçûâàåòñÿ ìîäåëüþ, åñëè â íåé
îòñóòñòâóþò ôóíêöèè.

Àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû A = ⟨A,L⟩ è B = ⟨B,L⟩ ÿçûêà L íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíû-
ìè, åñëè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì f : A→ B, ñîõðàíÿþùèé èõ ïðåäèêàòû è ôóíêöèè.

L-ñèñòåìà A = ⟨A,L⟩ íàçûâàåòñÿ ïîäñèñòåìîé L-ñèñòåìû B = ⟨B,L⟩ (îáîçíà÷àåòñÿ
A ⊆ B), åñëè:

1) A ⊆ B;
2) ôóíêöèè è ïðåäèêàòû â A ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åíèÿìè íà A ñîîòâåòñòâóþùèõ

ôóíêöèé è ïðåäèêàòîâ â B;
3) ìíîæåñòâî A çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé.

Åñëè A ⊆ B è A ⊂ B, òî A íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííîé ïîäñèñòåìîé B.
Ôîðìóëîé ÿçûêà L íàçûâàåòñÿ ôîðìóëà èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà

ñ ðàâåíñòâîì, âíåëîãè÷åñêèå êîíñòàíòû êîòîðîé ñîäåðæàòñÿ â L. Ôîðìóëó áåç ñâîáîä-
íûõ ïåðåìåííûõ íàçûâàþò ïðåäëîæåíèåì. Èñòèííîñòü ïðåäëîæåíèÿ φ â àëãåáðàè÷å-
ñêîé ñèñòåìå A îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç A |= φ. Ïðåäëîæåíèå φ íàçûâàåòcÿ óíèâåðñàëüíûì
ïðåäëîæåíèåì, èëè ∀-ïðåäëîæåíèåì, åñëè φ = ∀x1 . . . ∀xn ψ, ãäå ψ� áåñêâàíòîðíàÿ
ôîðìóëà, íå ñîäåðæàùàÿ äðóãèõ ïåðåìåííûõ, êðîìå x1, . . . , xn. Ïðåäëîæåíèå φ íàçûâà-
åòcÿ ýêçèñòåíöèàëüíûì ïðåäëîæåíèåì, èëè ∃-ïðåäëîæåíèåì, åñëè φ = ∃x1 . . . ∃xn ψ,
ãäå ψ� áåñêâàíòîðíàÿ ôîðìóëà, íå ñîäåðæàùàÿ äðóãèõ ïåðåìåííûõ, êðîìå x1, . . . , xn.
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Ïîä êëàññîì àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì â äàëüíåéøåì áóäåì ïîíèìàòü àáñòðàêòíûé
êëàññ, ò. å. òàêîå ñåìåéñòâî L-ñèñòåì, êîòîðîå âìåñòå ñ ëþáîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìîé
ñîäåðæèò âñå èçîìîðôíûå åé L-ñèñòåìû. Êëàññ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì íàçûâàåòñÿ
íàñëåäñòâåííûì, åñëè îí çàìêíóò îòíîñèòåëüíî ïîäñèñòåì.

Êëàññ K àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì íàçûâàåòñÿ àêñèîìàòèçèðóåìûì, åñëè ñóùåñòâóåò
òàêîå ìíîæåñòâî ïðåäëîæåíèé Z ÿçûêà L, ÷òî äëÿ ëþáîé ñèñòåìû A

A ∈ K⇔ A |= φ äëÿ âñåõ φ ∈ Z.

Ìíîæåñòâî ïðåäëîæåíèé Z íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì àêñèîì äëÿ êëàññà K. Åñëè
äëÿ K ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî àêñèîì, òî êëàññ K íàçûâàåòñÿ êîíå÷íî àê-

ñèîìàòèçèðóåìûì. Åñëè äëÿ K ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî àêñèîì, ñîñòîÿùåå òîëüêî
èç ∀-ïðåäëîæåíèé, òî êëàññ K íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíî àêñèîìàòèçèðóåìûì, èëè
∀-àêñèîìàòèçèðóåìûì. Åñëè äëÿ êëàññà K ñóùåñòâóåò ðåêóðñèâíîå ìíîæåñòâî àêñè-

îì Z, ò. å. Z � ñèñòåìà àêñèîì êëàññà K, è ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé ïî ëþáîìó
ïðåäëîæåíèþ ÿçûêà L ïîçâîëÿåò óçíàòü, ïðèíàäëåæèò îíî ìíîæåñòâó Z èëè íåò, òî
êëàññ K íàçûâàåòñÿ ðåêóðñèâíî àêñèîìàòèçèðóåìûì.

Ïðåäëîæåíèÿ φ1 è φ2 ÿçûêà L áóäåì íàçûâàòü ýêâèâàëåíòíûìè íà êëàññå K àë-
ãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì ÿçûêà L, åñëè äëÿ ëþáîé ñèñòåìû A êëàññà K

A |= φ1 ⇔ A |= φ2.

Ïóñòü S(L)�ìíîæåñòâî âñåõ ïðåäëîæåíèé ÿçûêà L;K�íåêîòîðûé êëàññ L-ñèñòåì.
Ýëåìåíòàðíîé òåîðèåé (èëè ïðîñòî òåîðèåé êëàññà) K íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî Th(K)
âñåõ ïðåäëîæåíèé èç S(L), èñòèííûõ âî âñåõ ñèñòåìàõ èç K. Åñëè ñóùåñòâóåò àë-
ãîðèòì, êîòîðûé ïîçâîëÿåò îòâåòèòü íà âîïðîñ, ïðèíàäëåæèò èëè íåò ïðîèçâîëüíîå
ïðåäëîæåíèå èç S(L) òåîðèè Th(K), òî ýòà òåîðèÿ íàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìîé. Ìíîæåñòâî
âñåõ ∀-ïðåäëîæåíèé òåîðèè Th(K) íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíîé òåîðèåé, èëè ∀-òåîðèåé
êëàññà K. Ìíîæåñòâî âñåõ ∃-ïðåäëîæåíèé òåîðèè Th(K) íàçûâàåòñÿ ýêçèñòåíöèàëü-
íîé òåîðèåé, èëè ∃-òåîðèåé êëàññà K.

Ïóñòü H�ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî L-ñèñòåì. Òîãäà êëàññ Forb(H), êîòîðûé ñî-
ñòîèò èç âñåõ L-ñèñòåì, íå ñîäåðæàùèõ ïîäñèñòåì èç H è èì èçîìîðôíûõ, ìîæåò
áûòü îïðåäåë¼í çàäàíèåì L-ñèñòåì A ∈ H â êà÷åñòâå çàïðåù¼ííûõ ïîäñèñòåì. Áó-
äåì ãîâîðèòü, ÷òî êëàññ L-ñèñòåì K îïðåäåëèì â òåðìèíàõ çàïðåù¼ííûõ ïîäñèñòåì,
åñëè K = Forb(H) äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà H. ×òîáû îïðåäåëèòü êëàññ çàïðåù¼í-
íûõ ïîäñèñòåì H äëÿ êëàññà K, íåîáõîäèìî äëÿ ìíîæåñòâà H âçÿòü åãî çàìûêàíèå
îòíîñèòåëüíî èçîìîðôèçìà.

Ìíîæåñòâî L-ñèñòåì H íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì ìèíèìàëüíûõ çàïðåù¼ííûõ ïîä-

ñèñòåì äëÿ êëàññà K, åñëè K = Forb(H) è ïðè ýòîì äëÿ ëþáîé L-ñèñòåìû A ∈ H
âñÿêàÿ å¼ ñîáñòâåííàÿ ïîäñèñòåìà A1 ̸∈ H, êàê è âñå L-ñèñòåìû, èçîìîðôíûå A1.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü K = Forb(H). Êëàññ H ÿâëÿåòñÿ êëàññîì ìèíèìàëüíûõ
çàïðåù¼ííûõ ïîäñèñòåì äëÿ êëàññà K òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà H ÿâëÿåòñÿ çàìû-
êàíèåì îòíîñèòåëüíî èçîìîðôèçìà ìèíèìàëüíîãî ïî âêëþ÷åíèþ ìíîæåñòâà H çàïðå-
ù¼ííûõ ïîäñèñòåì äëÿ êëàññà K, ò. å. K = Forb(H) è K ̸= Forb(H1) äëÿ âñåõ H1 ⊂ H.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: äëÿ ëþáîãî ìèíèìàëüíîãî ïî âêëþ÷å-
íèþ ìíîæåñòâà H çàïðåù¼ííûõ ïîäñèñòåì äëÿ êëàññà K, çàìûêàíèåì êîòîðîãî îòíî-
ñèòåëüíî èçîìîðôèçìà ÿâëÿåòñÿ êëàññ H, ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî H1 ⊂ H, òàêîå, ÷òî
K = Forb(H1). Òîãäà ñóùåñòâóåò L-ñèñòåìà A ∈ H, òàêàÿ, ÷òî A ∈ H \H1. Ïðè ýòîì
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A ̸∈ Forb(H) = Forb(H1), ò. å. ñóùåñòâóåò L-ñèñòåìà A1 ∈ H1, òàêàÿ, ÷òî A1 ÿâëÿåòñÿ
ñîáñòâåííîé ïîäñèñòåìîé A. Íî ïîñêîëüêó A1 ∈ H, à çíà÷èò, è A1 ∈ H, ïîëó÷àåì ïðî-
òèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî H�êëàññ ìèíèìàëüíûõ çàïðåù¼ííûõ ïîäñèñòåì äëÿ êëàññà K.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ñóùåñòâóåò L-ñèñòåìà A ∈ H è å¼ ñîá-
ñòâåííàÿ ïîäñèñòåìà A1 ∈ H. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ðàññìîòðèì òàêèå èç íèõ,
êîòîðûå îáå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó H. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî H1 = H \ {A}. Î÷å-
âèäíî, ÷òî K = Forb(H1), ïîñêîëüêó âñå L-ñèñòåìû, íå ñîäåðæàùèå â êà÷åñòâå ïîäñè-
ñòåìû A, íå äîëæíû ñîäåðæàòü â êà÷åñòâå ïîäñèñòåìû è A1 ∈ H1. Ïîëó÷èëè ïðîòè-
âîðå÷èå ñ óñëîâèåì ìèíèìàëüíîñòè ïî âêëþ÷åíèþ ìíîæåñòâà H.

Ìíîæåñòâî çàïðåù¼ííûõ ïîäñèñòåì ÿçûêà L íàçûâàåòñÿ ðåêóðñèâíûì, åñëè ñóùå-
ñòâóåò ãåäåëåâñêàÿ íóìåðàöèÿ g ýòèõ ïîäñèñòåì, òàêàÿ, ÷òî ìíîæåñòâî èõ íîìåðîâ
ÿâëÿåòñÿ ðåêóðñèâíûì, ò. å. ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé óçíàòü, ïðèíàäëåæèò
ëè ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ìíîæåñòâó íîìåðîâ.

Óòâåðæäåíèå 2 (êðèòåðèé ∀-àêñèîìàòèçèðóåìîñòè) [15]. Ïóñòü K� àêñèîìàòè-
çèðóåìûé êëàññ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì ÿçûêà L. Êëàññ K ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíî àê-
ñèîìàòèçèðóåìûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí çàìêíóò îòíîñèòåëüíî ïîäñèñòåì.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî äâà òèïà àëãåáðàè÷åñêèõ ñè-
ñòåì. Âî-ïåðâûõ, ìîäåëè A = ⟨A,Lfin⟩ êîíå÷íûõ ÿçûêîâ ñ ðàâåíñòâîì, â êîòîðûõ
Lfin = ⟨R1, R2, . . . , Rm,=⟩. Âî-âòîðûõ, ìîäåëè A = ⟨A,L⟩ áåñêîíå÷íûõ ÿçûêîâ ñ ðàâåí-
ñòâîì âèäà L = Lfin ∪ L∞, ãäå L∞ = ⟨Rm+1, Rm+2, . . .⟩, ïðè÷¼ì â L∞ ÷èñëî ïðåäèêàòîâ
êàæäîé ìåñòíîñòè êîíå÷íî, âñå ïðåäèêàòû óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ ñâîåé ìåñòíî-
ñòè è îáëàäàþò ñâîéñòâîì íåïîâòîðåíèÿ ýëåìåíòîâ, ò. å. äëÿ âñåõ Rk ∈ L∞ âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

∀x1 . . . ∀xl [Rk(x1, . . . , xl)→
∧
i ̸=j

(xi ̸= xj)].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç nk ìåñòíîñòü ïðåäèêàòà Rk.
Ïîñêîëüêó Lfin ⊂ L äëÿ âñåõ m ∈ N, â äàëüíåéøåì êîíå÷íûé ñëó÷àé íå âûäåëÿåòñÿ

â ôîðìóëèðîâêàõ óòâåðæäåíèé è èõ äîêàçàòåëüñòâàõ, âåðíûõ äëÿ ëþáîãî ðàññìàòðè-
âàåìîãî ÿçûêà L.

2. Àêñèîìàòèçèðóåìûå íàñëåäñòâåííûå êëàññû
Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî óòâåðæäåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ óêàçàíèÿ ñâÿçè ìåæäó íà-

ñëåäñòâåííûìè êëàññàìè ìîäåëåé ÿçûêà L è èõ çàïðåù¼ííûìè ïîäñèñòåìàìè.

Ëåììà 1. Àáñòðàêòíûé êëàññ L-ñèñòåì K ÿâëÿåòñÿ íàñëåäñòâåííûì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ìîæåò áûòü îïðåäåë¼í â òåðìèíàõ çàïðåù¼ííûõ ïîäñèñòåì.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü K�íàñëåäñòâåííûé êëàññ L-ñèñòåì, ò. å. äëÿ ëþáûõ L-ñè-
ñòåì A1 è A2 åñëè A1 ∈ K è A2 ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîé ïîäñèñòåìîé A1, òî A2 ∈ K.
Ðàññìîòðèì êëàññ H�äîïîëíåíèå ê K â êëàññå âñåõ L-ñèñòåì. Ïîñêîëüêó A2 ̸∈ H, òî
A1 ∈ Forb(H) è ïîýòîìó K ⊆ Forb(H).

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ L-ñèñòåìó A3 ∈ Forb(H), ò. å. òàêóþ, ÷òî âñÿêàÿ
å¼ ïîäñèñòåìà íå ñîäåðæèòñÿ â H, â òîì ÷èñëå è ñàìà A3. Íî òîãäà A3 ∈ K è, ñëåäî-
âàòåëüíî, Forb(H) ⊆ K.

Òàêèì îáðàçîì, K = Forb(H), ò. å. êëàññ K ìîæåò áûòü îïðåäåë¼í â òåðìèíàõ çà-
ïðåù¼ííûõ ïîäñèñòåì ÿçûêà L.
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Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü K = Forb(H)�êëàññ, îïðåäåëèìûé â òåðìèíàõ çàïðåù¼í-
íûõ ïîäñèñòåì ÿçûêà L. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò L-ñèñòåìà A1 ∈ K è å¼ ïîäñè-
ñòåìà A2, òàêàÿ, ÷òî A2 ̸∈ K. Òîãäà L-ñèñòåìà A2 ñîäåðæèò ïîäñèñòåìó A3, òàêóþ, ÷òî
A3 ∈ H. Íî ïîñêîëüêó A3 ÿâëÿåòñÿ òàêæå ïîäñèñòåìîé A1, òî A1 ̸∈ Forb(H)�ïðîòè-
âîðå÷èå.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîé L-ñèñòåìû A1 ∈ K âñÿêàÿ å¼ ïîäñèñòåìà ñîäåðæèòñÿ
â K. Ñëåäîâàòåëüíî, K�íàñëåäñòâåííûé êëàññ L-ñèñòåì.

Ëåììà 2. Ïóñòü K = Forb(H), ïðè÷¼ì âñå L-ñèñòåìû êëàññà H êîíå÷íû, A�
áåñêîíå÷íàÿ L-ñèñòåìà, êàæäàÿ êîíå÷íàÿ ïîäñèñòåìà êîòîðîé ïðèíàäëåæèò êëàññó K.
Òîãäà A òàêæå ïðèíàäëåæèò êëàññó K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: A ̸∈ K. Òîãäà ñóùåñòâóåò å¼ ïîä-
ñèñòåìà A1, òàêàÿ, ÷òî A1 ∈ H. Íî ïî óñëîâèþ ëåììû A1 äîëæíà áûòü êîíå÷íà �
ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî âñå êîíå÷íûå ïîäñèñòåìû A ïðèíàäëåæàò êëàññó K è, ñëåäî-
âàòåëüíî, íå ïðèíàäëåæàò êëàññó H.

Òàêèì îáðàçîì, A ∈ K.

Òåîðåìà 1. Íàñëåäñòâåííûé êëàññ L-ñèñòåì (óíèâåðñàëüíî) àêñèîìàòèçèðóåì òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ìîæåò áûòü îïðåäåë¼í â òåðìèíàõ êîíå÷íûõ çàïðåù¼ííûõ
ïîäñèñòåì, ïðè÷¼ì îáÿçàòåëüíî ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ ìíîæåñòâî òà-
êèõ ïîäñèñòåì.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïî îïðåäåëåíèþ íàñëåäñòâåííûé êëàññ L-ñèñòåì çàìêíóò îòíîñè-
òåëüíî ïîäñèñòåì, ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó êðèòåðèÿ óíèâåðñàëüíîé àêñèîìàòèçèðóåìî-
ñòè (óòâåðæäåíèÿ 2) ëþáîé àêñèîìàòèçèðóåìûé íàñëåäñòâåííûé êëàññ L-ñèñòåì ÿâëÿ-
åòñÿ ∀-àêñèîìàòèçèðóåìûì, ïîýòîìó ëþáàÿ åãî àêñèîìà ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ ∀-ïðåäëîæå-
íèåì.

Òîãäà ìíîæåñòâî çàïðåù¼ííûõ ïîäñèñòåì íàñëåäñòâåííîãî êëàññà K, êîòîðîå ñó-
ùåñòâóåò ïî ëåììå 1, ìîæíî çàäàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Äëÿ êàæäîé àêñèîìû φ îïðåäåëèì êîíå÷íîå ìíîæåñòâîHφ çàïðåù¼ííûõ ïîäñèñòåì
ñ ÷èñëîì ýëåìåíòîâ îò 1 äî p, ãäå p�êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ â äàííîé àêñèîìå, ïðè
ïîìîùè àëãîðèòìà 1. Çàòåì îáúåäèíèì ìíîæåñòâà Hφ äëÿ âñåõ àêñèîì {φ} è äëÿ
êàæäîãî íàáîðà èçîìîðôíûõ L-ñèñòåì èç ýòîãî îáúåäèíåíèÿ èñêëþ÷èì âñå, êðîìå
îäíîé. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ìíîæåñòâî H êîíå÷íûõ çàïðåù¼ííûõ ïîäñèñòåì ÿçûêà L
äëÿ äàííîãî íàñëåäñòâåííîãî êëàññà K.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ìèíèìàëüíîãî ïî âêëþ÷åíèþ ìíîæåñòâà çàïðå-
ù¼ííûõ ïîäñèñòåì âîñïîëüçóåìñÿ óòâåðæäåíèåì 1 è àëãîðèòìîì 2, êîòîðûé èç ìíî-
æåñòâà êîíå÷íûõ çàïðåù¼ííûõ ïîäñèñòåì H âûäåëÿåò ìíîæåñòâî H⩽k

min ìèíèìàëüíûõ
çàïðåù¼ííûõ ïîäñèñòåì ñ ÷èñëîì ýëåìåíòîâ íå áîëüøèì k.

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî H íå ñîäåðæèò èçîìîðôíûõ L-ñèñòåì è ñ ó÷¼òîì îãðàíè÷å-
íèé, íàëîæåííûõ íà ïðåäèêàòû ÿçûêà L, ÷èñëî k-ýëåìåíòíûõ çàïðåù¼ííûõ ïîäñèñòåì
âñåãäà êîíå÷íî, àëãîðèòì 2 êîððåêòíî ðàáîòàåò äëÿ ëþáîãî k ∈ N. Åñëè îáúåäèíèòü
ïîñëåäîâàòåëüíî íàéäåííûå àëãîðèòìîì 2 ìíîæåñòâà H⩽k

min äëÿ âñåõ k, äëÿ êîòîðûõ
âûïîëíåíî âëîæåíèå H⩽k

min ⊆ H
⩽k+1
min , òî ïîëó÷èòñÿ ìèíèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ ìíîæå-

ñòâî Hmin çàïðåù¼ííûõ ïîäñèñòåì äëÿ êëàññà K.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé íàñëåäñòâåííûé êëàññ L-ñèñòåì K =

= Forb(H), ãäå H�ìèíèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ çàïðåù¼ííûõ
ïîäñèñòåì. Ëþáîé êîíå÷íîé L-ñèñòåìå A ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå óñëîâèå ñó-
ùåñòâîâàíèÿ ïîäñèñòåìû, èçîìîðôíîé åé, ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà 3.
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Àëãîðèòì 1. Ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâà çàïðåù¼ííûõ ïîäñèñòåì Hφ äëÿ àêñèîìû φ

Âõîä: ∀-ïðåäëîæåíèå φ.
Âûõîä: Êîíå÷íîå ìíîæåñòâî Hφ.
1: Îòðèöàíèå àêñèîìû ¬φ ýêâèâàëåíòíî ïðåäëîæåíèþ ∃x1 . . . ∃xp ψ, ãäå ψ� áåñêâàí-
òîðíàÿ ôîðìóëà, íàõîäÿùàÿñÿ â ïðåäâàð¼ííîé äèçúþíêòèâíîé ôîðìå (ÏÄÔ), ò. å.
ψ =

∨
r

ψr, ãäå ψr �êîíúþíêòû.

2: Êàæäûé êîíúþíêò ψr, íå ñîäåðæàùèé ìíîæèòåëåé (xi = xj) è (xi ̸= xj), äîïîë-
íèòü óñëîâèåì (xi = xj) ∨ (xi ̸= xj). Ïîëó÷åííîå ïðåäëîæåíèå, ýêâèâàëåíòíîå ¬φ,
ïðèâåñòè ê ÏÄÔ è îáîçíà÷èòü ¬φ1.

3: Äëÿ âñåõ Rk ∈ Lfin è êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðåäèêàòîâ Rk ∈ L∞, ìåñòíîñòü êîòîðûõ íå
ïðåâîñõîäèò p, êàæäûé êîíúþíêò ïðåäëîæåíèÿ ¬φ1, íå ñîäåðæàùèé ìíîæèòåëåé
Rk(t1, . . . , tl) è ¬Rk(t1, . . . , tl), äîïîëíèòü óñëîâèåì Rk(t1, . . . , tl) ∨ ¬Rk(t1, . . . , tl) äëÿ
ëþáûõ {t1, . . . , tl} ⊆ {x1, . . . , xp}, ãäå l = nk. Çàòåì ïåðåéòè ê ïðåäëîæåíèþ ¬φ2,
ýêâèâàëåíòíîìó ¬φ1, íàõîäÿùåìóñÿ â ÏÄÔ.

4: Êàæäûé êîíúþíêò ïðåäëîæåíèÿ ¬φ2 ëèáî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà çàäà¼ò
ïîäñèñòåìó ÿçûêà L ñ ôèêñèðîâàííûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ îò 1 äî p è âñåìè âîçìîæ-
íûìè ôèêñèðîâàííûìè íàáîðàìè ýëåìåíòîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ èëè íå óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ ïðåäèêàòàì Rk ÿçûêà L, ëèáî ïðîòèâîðå÷èò íàëîæåííûì íà L-ñèñòåìû
îãðàíè÷åíèÿì è óäàëÿåòñÿ. Â èòîãå ïîëó÷àåòñÿ ïðåäëîæåíèå ¬φ3 â ÏÄÔ, ïî êîíú-
þíêòàì êîòîðîãî ñòðîèòñÿ ìíîæåñòâî çàïðåù¼ííûõ ïîäñèñòåì Hφ.

Àëãîðèòì 2. Ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâà H⩽k
min ìèíèìàëüíûõ çàïðåù¼ííûõ ïîäñèñòåì

Âõîä: Ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ çàïðåù¼ííûõ ïîäñèñòåì H.
Âûõîä: Ìíîæåñòâî H⩽k

min.
1: Äëÿ âñåõ i = 1, . . . , k − 1:

Ïðîñìîòðåòü âñå (i+ 1)-ýëåìåíòíûå çàïðåù¼ííûå ïîäñèñòåìû èç H, ñîñòàâëÿþ-
ùèå ìíîæåñòâî H i+1. Óäàëèòü èç íåãî âñå L-ñèñòåìû, ñîäåðæàùèå ïîäñèñòåìû
èç H 1, . . . ,H i.

2: H⩽k
min :=

k⋃
i=1

H i.

Àëãîðèòì 3. Ïîñòðîåíèå ïðåäëîæåíèÿ φ, îçíà÷àþùåãî óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ïîä-
ñèñòåìû A
Âõîä: Êîíå÷íàÿ L-ñèñòåìà A.
Âûõîä: ∃-ïðåäëîæåíèå φ.
1: φ := ∃x1 . . . ∃xp ψ, ãäå p�÷èñëî ýëåìåíòîâ L-ñèñòåìû A; ψ�ïóñòîé êîíúþíêò.
2: Â êîíúþíêò ψ äîáàâèòü óñëîâèÿ ïîïàðíîãî ðàçëè÷èÿ ïåðåìåííûõ x1, . . . , xp.
3: Äëÿ âñåõ ïðåäèêàòîâ Rk ∈ Lfin è êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðåäèêàòîâ Rk ∈ L∞, ìåñò-
íîñòü êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò p, à òàêæå âñåõ âîçìîæíûõ ìíîæåñòâ {t1, . . . , tl} ⊆
⊆ {x1, . . . , xp}, ãäå l = nk, â êîíúþíêò ψ äîáàâèòü ìíîæèòåëè Rk(t1, . . . , tl) èëè
¬Rk(t1, . . . , tl) â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàê ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì ïåðåìåííûì ýëå-
ìåíòû ïðåäñòàâëåíû â ñèñòåìå A.
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Òîãäà àêñèîìàòèêà êëàññà K äîëæíà ñîñòîÿòü èç ìíîæåñòâà àêñèîì, êàæäàÿ èç
êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò îäíîé èç çàïðåù¼ííûõ ïîäñèñòåì èç ìíîæåñòâà H, ò. å. àêñèî-
ìàìè ÿâëÿþòñÿ îòðèöàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåäëîæåíèé φ = ∃x1 . . . ∃xp ψ. Ïðè ýòîì
â ñèëó ëåììû 2 òàêèõ àêñèîì äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûäåëèòü íå òîëüêî êîíå÷íûå L-ñè-
ñòåìû, ïðèíàäëåæàùèå êëàññó K, íî è áåñêîíå÷íûå. Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ L-ñèñòåìà,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ ìíîæåñòâó àêñèîì {¬φ}H, ñîäåðæèòñÿ â íàñëåäñòâåííîì êëàññå K,
ïðè÷¼ì âñå àêñèîìû ÿâëÿþòñÿ ∀-ïðåäëîæåíèÿìè, ò. å. êëàññ K óíèâåðñàëüíî àêñèîìà-
òèçèðóåì.

Äëÿ íàãëÿäíîñòè ðàçáåð¼ì â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ äâà íàñëåäñòâåííûõ êëàññà ãèïåð-
ãðàôîâ ñ ð¼áðàìè êîíå÷íîé ìîùíîñòè.

Ãèïåðãðàô ñ ð¼áðàìè êîíå÷íîé ìîùíîñòè� ýòî àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìàH = ⟨V,LH⟩,
íîñèòåëü êîòîðîé V �íåïóñòîå ìíîæåñòâî âåðøèí, à ÿçûê LH = ⟨E1, E2, . . . ,=⟩ ñîñòî-
èò èç ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà ïðåäèêàòîâ, ìåñòíîñòü êàæäîãî èç êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ åãî
ïîðÿäêîâûì íîìåðîì, è ïðåäèêàòà ðàâåíñòâà; êàæäûé ïðåäèêàò En(x1, . . . , xn) îçíà-
÷àåò, ÷òî ýëåìåíòû x1, . . . , xn ëåæàò â ðåáðå ãèïåðãðàôà ìîùíîñòè n, ò. å. ïðåäèêàòû
En(x1, . . . , xn) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì íåóïîðÿäî÷åííîñòè è íåïîâòîðåíèÿ ýëåìåí-

òîâ äëÿ âñåõ n ∈ N:
(H1) ∀x1 . . .∀xn [En(x1, . . . , xn)⇒

∧
π

En(π(x1), . . . , π(xn))], ãäå π�ëþáàÿ ïåðåñòàíîâêà

x1, . . . , xn;
(H2) ∀x1 . . . ∀xn [En(x1, . . . , xn)⇒

∧
p̸=q

(xp ̸= xq)].

Ïîäãèïåðãðàô� ýòî ïîäñèñòåìà, ïîëó÷åííàÿ èç èñõîäíîãî ãèïåðãðàôà óäàëåíèåì
âåðøèí âìåñòå ñî âñåìè èíöèäåíòíûìè ð¼áðàìè.

Ïðèìåð 1. Ãèïåðãðàô íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè åãî ð¼áðà ïåðåñåêàþòñÿ ìàê-
ñèìóì ïî îäíîé âåðøèíå, ò. å. ëèíåéíûé ãèïåðãðàô� ýòî àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà
H = ⟨V,LH⟩, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ãèïåðãðàôîì è äëÿ âñåõ k,m ∈ N óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ

(H3′) ∀x1 . . . ∀xk ∀y1 . . . ∀ym [Ek(x1, . . . , xk) ∧ Em(y1, . . . , ym) ∧ (xp = yg)⇒
∧
i ̸=p
j ̸=q

(xi ̸= yj)].

Çàïðåù¼ííûìè ïîäãèïåðãðàôàìè äëÿ äàííîãî êëàññà ÿâëÿþòñÿ âñå ãèïåðãðàôû, ó
êîòîðûõ õîòÿ áû îäíà ïàðà ð¼áåð ñîäåðæèò â ïåðåñå÷åíèè íå ìåíåå äâóõ âåðøèí. Ìíî-
æåñòâî ìèíèìàëüíûõ çàïðåù¼ííûõ ïîäãèïåðãðàôîâ äëÿ êëàññà ëèíåéíûõ ãèïåðãðàôîâ
ñîñòîèò èç ãèïåðãðàôîâ íà l âåðøèíàõ (l ⩾ 3), îáëàäàþùèõ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

� ñóùåñòâóåò ïàðà ð¼áåð, êîòîðàÿ ñîäåðæèò â ïåðåñå÷åíèè íå ìåíåå äâóõ âåðøèí;
� ïðè óäàëåíèè ëþáîé âåðøèíû â ïîëó÷åííîì ãèïåðãðàôå íå áóäåò íè îäíîé ïàðû

ð¼áåð, êîòîðàÿ áû ñîäåðæàëà â ïåðåñå÷åíèè íå ìåíåå äâóõ âåðøèí.

Ïåðå÷èñëèì ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà âñå ìèíèìàëüíûå çàïðåù¼ííûå ïîäãè-
ïåðãðàôû äëÿ êëàññà ëèíåéíûõ ãèïåðãðàôîâ ñ ÷èñëîì âåðøèí, íå ïðåâîñõîäÿùèì 3:

� V =
{
v1, v2, v3

}
, E =

{
{v1, v2, v3}, {v1, v2}

}
;

� V =
{
v1, v2, v3

}
, E =

{
{v1, v2, v3}, {v1, v2}, {v1}

}
;

� V =
{
v1, v2, v3

}
, E =

{
{v1, v2, v3}, {v1, v2}, {v3}

}
;

� V =
{
v1, v2, v3

}
, E =

{
{v1, v2, v3}, {v1, v2}, {v1}, {v2}

}
;

� V =
{
v1, v2, v3

}
, E =

{
{v1, v2, v3}, {v1, v2}, {v1}, {v3}

}
;

� V =
{
v1, v2, v3

}
, E =

{
{v1, v2, v3}, {v1, v2}, {v1}, {v2}, {v3}

}
;

� V =
{
v1, v2, v3

}
, E =

{
{v1, v2, v3}, {v1, v2}, {v1, v3}

}
;

� V =
{
v1, v2, v3

}
, E =

{
{v1, v2, v3}, {v1, v2}, {v1, v3}, {v1}

}
;
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� V =
{
v1, v2, v3

}
, E =

{
{v1, v2, v3}, {v1, v2}, {v1, v3}, {v2}

}
;

� V =
{
v1, v2, v3

}
, E =

{
{v1, v2, v3}, {v1, v2}, {v1, v3}, {v1}, {v2}

}
;

� V =
{
v1, v2, v3

}
, E =

{
{v1, v2, v3}, {v1, v2}, {v1, v3}, {v2}, {v3}

}
;

� V =
{
v1, v2, v3

}
, E =

{
{v1, v2, v3}, {v1, v2}, {v1, v3}, {v1}, {v2}, {v3}

}
;

� V =
{
v1, v2, v3

}
, E =

{
{v1, v2, v3}, {v1, v2}, {v1, v3}, {v2, v3}

}
;

� V =
{
v1, v2, v3

}
, E =

{
{v1, v2, v3}, {v1, v2}, {v1, v3}, {v2, v3}, {v1}

}
;

� V =
{
v1, v2, v3

}
, E =

{
{v1, v2, v3}, {v1, v2}, {v1, v3}, {v2, v3}, {v1}, {v2}

}
;

� V =
{
v1, v2, v3

}
, E =

{
{v1, v2, v3}, {v1, v2}, {v1, v3}, {v2, v3}, {v1}, {v2}, {v3}

}
.

Ïðèìåð 2. Ãèïåðãðàô íàçûâàåòñÿ àíòèöåïüþ, åñëè íèêàêîå èç åãî ð¼áåð íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì äðóãîãî ðåáðà, ò. å. àíòèöåïü� ýòî àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà
H = ⟨V,LH⟩, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ãèïåðãðàôîì è äëÿ âñåõ k,m ∈ N óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ

(H3′′) ∀x1 . . . ∀xk ∀y1 . . . ∀ym [Ek(x1, . . . , xk)⇒ ¬Ek+m(x1, . . . , xk, y1, . . . , ym)].

Çàïðåù¼ííûìè ïîäãèïåðãðàôàìè äëÿ äàííîãî êëàññà áóäóò âñå ãèïåðãðàôû, ó êî-
òîðûõ õîòÿ áû îäíî ðåáðî ñîäåðæèòñÿ â äðóãîì ðåáðå. Ìíîæåñòâî ìèíèìàëüíûõ çàïðå-
ù¼ííûõ ïîäãèïåðãðàôîâ äëÿ êëàññà àíòèöåïåé ñîñòîèò èç ãèïåðãðàôîâ íà l âåðøèíàõ
(l ⩾ 2), îáëàäàþùèõ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

� ñóùåñòâóåò ðåáðî, ñîäåðæàùåå âñå âåðøèíû ãèïåðãðàôà;
� ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî ðåáðî ìîùíîñòè ìåíüøåé l;
� íèêàêèå äâà ðåáðà ìîùíîñòè ìåíüøåé l íå ñîäåðæàòñÿ äðóã â äðóãå.

Ïåðå÷èñëèì ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà âñå ìèíèìàëüíûå çàïðåù¼ííûå ïîäãè-
ïåðãðàôû äëÿ êëàññà àíòèöåïåé ñ ÷èñëîì âåðøèí, íå ïðåâîñõîäÿùèì 3:

� V =
{
v1, v2

}
, E =

{
{v1, v2}, {v1}

}
;

� V =
{
v1, v2

}
, E =

{
{v1, v2}, {v1}, {v2}

}
;

� V =
{
v1, v2, v3

}
, E =

{
{v1, v2, v3}, {v1}

}
;

� V =
{
v1, v2, v3

}
, E =

{
{v1, v2, v3}, {v1}, {v2}

}
;

� V =
{
v1, v2, v3

}
, E =

{
{v1, v2, v3}, {v1}, {v2}, {v3}

}
;

� V =
{
v1, v2, v3

}
, E =

{
{v1, v2, v3}, {v1, v2}

}
;

� V =
{
v1, v2, v3

}
, E =

{
{v1, v2, v3}, {v1, v2}, {v3}

}
;

� V =
{
v1, v2, v3

}
, E =

{
{v1, v2, v3}, {v1, v2}, {v1, v3}

}
;

� V =
{
v1, v2, v3

}
, E =

{
{v1, v2, v3}, {v1, v2}, {v1, v3}, {v2, v3}

}
.

Çàìå÷àíèå 1. Êëàññû ëèíåéíûõ ãèïåðãðàôîâ è àíòèöåïåé èìåþò ðåêóðñèâíûå
ìíîæåñòâà ìèíèìàëüíûõ çàïðåù¼ííûõ ïîäãèïåðãðàôîâ.

Äåéñòâèòåëüíî, âñåì ãèïåðãðàôàì ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ýêçèñòåíöè-
àëüíûå ïðåäëîæåíèÿ, îçíà÷àþùèå ñóùåñòâîâàíèå èçîìîðôíûõ èì ïîäãèïåðãðàôîâ,
ïðè÷¼ì âñå ýòè ïðåäëîæåíèÿ îáëàäàþò óíèêàëüíûìè íîìåðàìè (ñì., íàïðèìåð, íó-
ìåðàöèþ ôîðìóë â [6, ñ. 42]) è òàêèì îñîáûì âèäîì, ÷òî èõ ìîæíî àëãîðèòìè÷åñêè
âûäåëèòü ñðåäè âñåõ ïðåäëîæåíèé ÿçûêà LH . Ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà ìèíèìàëü-
íûõ çàïðåù¼ííûõ ïîäãèïåðãðàôîâ äëÿ êëàññà ëèíåéíûõ ãèïåðãðàôîâ ÷ëåíû ýòîãî
ìíîæåñòâà ìîæíî àëãîðèòìè÷åñêè âûäåëèòü ñðåäè âñåõ ãèïåðãðàôîâ, ïðîâåðèâ âû-
ïîëíåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ óñëîâèé. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà
ìîæíî àëãîðèòìè÷åñêè óñòàíîâèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îíî íîìåðîì êàêîãî-ëèáî ïîäãèïåð-
ãðàôà èç ìíîæåñòâà ìèíèìàëüíûõ çàïðåù¼ííûõ ïîäãèïåðãðàôîâ äëÿ êëàññà ëèíåéíûõ
ãèïåðãðàôîâ. Äëÿ êëàññà àíòèöåïåé ðàññóæäåíèÿ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íû.
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3. Ðàçðåøèìîñòü óíèâåðñàëüíûõ òåîðèé íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ
Óñòàíîâëåíèå ðàçðåøèìîñòè òåîðèè êàêîãî-ëèáî êëàññà K àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì

ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î ïðèíöèïèàëüíîé âîçìîæíîñòè ïîëó÷åíèÿ èñ÷åðïûâàþùå-
ãî ïåðå÷íÿ ñâîéñòâ, ïðèñóùèõ âñåì ñèñòåìàì ýòîãî êëàññà. Ïîñêîëüêó ðàçðåøèìûå
òåîðèè â ÷èñòîì âèäå âñòðå÷àþòñÿ äîâîëüíî ðåäêî, òî äîêàçàòåëüñòâî ðàçðåøèìîñòè
óíèâåðñàëüíîé òåîðèè è ïîñòðîåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé
çàäà÷åé.

Òåîðåìà 2. Óíèâåðñàëüíàÿ òåîðèÿ ïðîèçâîëüíîãî àêñèîìàòèçèðóåìîãî íàñëåä-
ñòâåííîãî êëàññà L-ñèñòåì, ìíîæåñòâî ìèíèìàëüíûõ çàïðåù¼ííûõ ïîäñèñòåì êîòîðîãî
ðåêóðñèâíî, ðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 1 ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé, êîãäà Th∀(K)�
óíèâåðñàëüíàÿ òåîðèÿ ïðîèçâîëüíîãî íàñëåäñòâåííîãî êëàññà L-ñèñòåì K, îïðåäåë¼í-
íîãî â òåðìèíàõ êîíå÷íûõ çàïðåù¼ííûõ ïîäñèñòåì. Ðàññìîòðèì àëãîðèòì 4 ïðîâåðêè
ïðåäëîæåíèÿ íà ïðèíàäëåæíîñòü Th∀(K), íà âõîä êîòîðîìó ïîäà¼òñÿ ïðîèçâîëüíîå
óíèâåðñàëüíîå ïðåäëîæåíèå φ. Åãî îòðèöàíèå ¬φ ïðåîáðàçóåòñÿ â ïðåäëîæåíèå, ýê-
âèâàëåíòíîå íà êëàññå âñåõ L-ñèñòåì è íàõîäÿùååñÿ â ïðåäâàð¼ííîé äèçúþíêòèâíîé
ôîðìå. Àëãîðèòì ïûòàåòñÿ ïîñòðîèòü L-ñèñòåìó êëàññàK, íà êîòîðîé ïðåäëîæåíèå ¬φ
èñòèííî. Åñëè ýòî óäà¼òñÿ, òî ïðåäëîæåíèå φ íå ïðèíàäëåæèò óíèâåðñàëüíîé òåîðèè
Th∀(K) è àëãîðèòì âûäà¼ò îòâåò ¾ÍÅÒ¿. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå φ ïðèíàäëåæèò ýòîé
òåîðèè è àëãîðèòì âûäà¼ò îòâåò ¾ÄÀ¿.

Àëãîðèòì 4. Ïðîâåðêà óíèâåðñàëüíîãî ïðåäëîæåíèÿ φ íà ïðèíàäëåæíîñòü Th∀(K)

Âõîä: Ïðåäëîæåíèå φ.
Âûõîä: Îòâåò ¾ÄÀ¿ èëè ¾ÍÅÒ¿.
1: Äëÿ ïðåäëîæåíèÿ φ ïîñòðîèòü åãî îòðèöàíèå ¬φ = ∃x1 . . . ∃xp ψ, ãäå ψ� áåñêâàí-

òîðíàÿ ôîðìóëà, è ïðåîáðàçîâàòü â ýêâèâàëåíòíîå ïðåäëîæåíèå ¬φ1, íàõîäÿùå-
åñÿ â ÏÄÔ: ¬φ1 = ∃x1 . . . ∃xp

∨
r

ψr, ãäå ψr �êîíúþíêòû.

2: Ïðîñìîòðåòü âñå êîíúþíêòû ïðåäëîæåíèÿ ¬φ1. Åñëè â êîíúþíêòå ψr ñîäåðæàòñÿ
ïåðåìåííûå xi è xj, íî íåò íè ìíîæèòåëÿ (xi = xj), íè ìíîæèòåëÿ (xi ̸= xj), òî
çàìåíèòü êîíúþíêò ψr íà äèçúþíêöèþ [ψr ∧ (xi = xj)] ∨ [ψr ∧ (xi ̸= xj)]. Ýòà ïðî-
öåäóðà ïðîäîëæàåòñÿ, ïîêà âîçìîæíî. Ïîëó÷èì ýêâèâàëåíòíîå ïðåäëîæåíèå ¬φ2,
â êàæäîì êîíúþíêòå êîòîðîãî âñå åãî ïåðåìåííûå áóäóò ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé
ðàâåíñòâàìè è íåðàâåíñòâàìè.

3: Ïðîñìîòðåòü âñå êîíúþíêòû ïðåäëîæåíèÿ ¬φ2:

1) â êàæäîì êîíúþíêòå ψr, ñîäåðæàùåì ìíîæèòåëü (xi = xj), çàìåíèòü âñå
âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé xj íà xi â îñòàëüíûõ ìíîæèòåëÿõ êîíúþíêòà ψr è
óäàëèòü èñõîäíîå ðàâåíñòâî è ïîâòîðÿþùèåñÿ ìíîæèòåëè;

2) åñëè â êîíúþíêòå ψr ñîäåðæàòñÿ ìíîæèòåëè âèäà (t = t), ãäå t ∈ {x1, . . . , xp},
òî óäàëèòü èõ êàê èçáûòî÷íûå;

3) åñëè â êîíúþíêòå ψr ñîäåðæàòñÿ ìíîæèòåëè âèäà (t ̸= t), òî óäàëèòü êîíú-
þíêò èç ïðåäëîæåíèÿ êàê òîæäåñòâåííî ëîæíûé.

Äàííàÿ ïðîöåäóðà ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà èç âñåõ êîíúþíêòîâ íå èñ-
êëþ÷àòñÿ âñå ðàâåíñòâà è íåðàâåíñòâà âèäà (t ̸= t), ãäå t ∈ {x1, . . . , xp}. Â èòîãå
ïîëó÷èì ýêâèâàëåíòíîå ïðåäëîæåíèå ¬φ3 â ÏÄÔ, â êîòîðîì êàæäûé êîíúþíêò
ñîäåðæèò óñëîâèÿ ïîïàðíîãî ðàçëè÷èÿ âñåõ âõîäÿùèõ â íåãî ïåðåìåííûõ.

4: Ïðîñìîòðåòü âñå êîíúþíêòû ïðåäëîæåíèÿ ¬φ3 è â íèõ âñå ïðåäèêàòû Rk ∈ Lfin:
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1) åñëè â êîíúþíêòå ψr ñîäåðæàòñÿ ïåðåìåííûå t1, . . . , tl, ãäå ti ∈ {x1, . . . , xp},
íî íåò íè ìíîæèòåëÿ Rk(t1, . . . , tl), íè ìíîæèòåëÿ ¬Rk(t1, . . . , tl), òî çàìåíèòü
êîíúþíêò ψr íà äèçúþíêöèþ [ψr ∧Rk(t1, . . . , tl)] ∨ [ψr ∧ ¬Rk(t1, . . . , tl)]. Ýòà
ïðîöåäóðà ïðîäîëæàåòñÿ, ïîêà âîçìîæíî, äëÿ âñåõ íàáîðîâ âõîäÿùèõ â êîíú-
þíêò ïåðåìåííûõ {t1, . . . , tl} ⊆ {x1, . . . , xp}, ãäå l = nk è ïåðåìåííûå â íàáîðå
ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ;

2) åñëè â êîíúþíêòå ψr îäíîâðåìåííî ñîäåðæàòñÿ ìíîæèòåëè Rk(t1, . . . , tl) è
¬Rk(t1, . . . , tl), òî óäàëèòü åãî èç ïðåäëîæåíèÿ êàê òîæäåñòâåííî ëîæíûé.

Â èòîãå ïîëó÷èì ýêâèâàëåíòíîå ïðåäëîæåíèå ¬φ4 â ÏÄÔ, â êîòîðîì êàæäûé
êîíúþíêò ñîäåðæèò óñëîâèÿ óäîâëåòâîðåíèÿ èëè íåóäîâëåòâîðåíèÿ âñåõ íàáîðîâ
âõîäÿùèõ â íåãî ïåðåìåííûõ âñåì ïðåäèêàòàì Rk ∈ Lfin.

5: Ïðîñìîòðåòü âñå êîíúþíêòû ïðåäëîæåíèÿ ¬φ4 è â íèõ âñå ïðåäèêàòû Rk ∈ L∞:

1) åñëè â êîíúþíêòå ψr ñîäåðæàòñÿ ïåðåìåííûå t1, . . . , tl, ãäå ti ∈ {x1, . . . , xp}, íî
íåò íè ìíîæèòåëÿ Rk(t1, . . . , tl), íè ìíîæèòåëÿ ¬Rk(t1, . . . , tl) ïðè nk ⩽ p, òî
çàìåíèòü êîíúþíêò ψr íà äèçúþíêöèþ [ψr∧Rk(t1, . . . , tl)]∨[ψr∧¬Rk(t1, . . . , tl)].
Ýòà ïðîöåäóðà ïðîäîëæàåòñÿ, ïîêà âîçìîæíî, äëÿ âñåõ íàáîðîâ âõîäÿùèõ â
êîíúþíêò ïåðåìåííûõ {t1, . . . , tl} ⊆ {x1, . . . , xp}, ãäå l = nk è ðàññìàòðèâàþò-
ñÿ òîëüêî íàáîðû íåïîâòîðÿþùèõñÿ ïåðåìåííûõ;

2) åñëè â êîíúþíêòå ψr ñîäåðæàòñÿ ìíîæèòåëè âèäà ¬Rk(t1, . . . , t, . . . , t, . . . , tl),
òî óäàëèòü èõ êàê èçáûòî÷íûå;

3) åñëè â êîíúþíêòå ψr ñîäåðæèòñÿ ìíîæèòåëü âèäà Rk(t1, . . . , t, . . . , t, . . . , tl) èëè
îäíîâðåìåííî ñîäåðæàòñÿ ìíîæèòåëè Rk(t1, . . . , tl) è ¬Rk(t1, . . . , tl), òî óäà-
ëèòü êîíúþíêò èç ïðåäëîæåíèÿ êàê ëîæíûé íà ëþáîé L-ñèñòåìå.

Â èòîãå ïîëó÷èì ýêâèâàëåíòíîå ïðåäëîæåíèå ¬φ5 â ÏÄÔ, â êîòîðîì êàæ-
äûé êîíúþíêò ñîäåðæèò óñëîâèÿ óäîâëåòâîðåíèÿ èëè íåóäîâëåòâîðåíèÿ âñåõ
âîçìîæíûõ íàáîðîâ âõîäÿùèõ â íåãî ïåðåìåííûõ âñåì íåîáõîäèìûì ïðåäèêà-
òàì Rk ∈ L∞.
Åñëè íà êàêîì-òî èç øàãîâ 3�5 áóäóò óäàëåíû âñå êîíúþíêòû ïðåäëîæåíèÿ,
òî ïðåäëîæåíèå φ èñòèííî äëÿ âñåõ L-ñèñòåì è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèíàäëåæèò
Th∀(K). Àëãîðèòì çàâåðøàåò ðàáîòó è âûäà¼ò îòâåò ¾ÄÀ¿.
Èíà÷å ïîëó÷àåòñÿ ïðåäëîæåíèå ¬φ5 â ÏÄÔ, ýêâèâàëåíòíîå ïðåäëîæåíèþ ¬φ,
ïðè÷¼ì êàæäûé êîíúþíêò ïðåäëîæåíèÿ ¬φ5 îäíîçíà÷íî çàäà¼ò óñëîâèå ñóùå-
ñòâîâàíèÿ íåêîé ïîäñèñòåìû ÿçûêà L. Ïåðåõîä íà øàã 6.

6: Ïðîñìîòðåòü âñå êîíúþíêòû ïðåäëîæåíèÿ ¬φ5. Äëÿ òåêóùåãî êîíúþíêòà ψr ïî-
ñòðîèòü L-ñèñòåìó, êîòîðàÿ çàäà¼òñÿ åãî óñëîâèåì, è ïðîâåðèòü å¼ íà ïðèíàäëåæ-
íîñòü êëàññó K.
Åñëè L-ñèñòåìà ïðèíàäëåæèò êëàññó K, òî àëãîðèòì çàâåðøàåò ðàáîòó è âûäà¼ò
îòâåò ¾ÍÅÒ¿.
Åñëè L-ñèñòåìà íå ïðèíàäëåæèò êëàññó K, òî ïåðåéòè ê ñëåäóþùåìó êîíúþíêòó.
Åñëè âñå êîíúþíêòû ïðåäëîæåíèÿ ¬φ5 ïðîñìîòðåíû è íè äëÿ îäíîãî èç íèõ íå
óäàëîñü ïîñòðîèòü ìîäåëè èç êëàññà K, òî àëãîðèòì çàâåðøàåò ðàáîòó è âûäà¼ò
îòâåò ¾ÄÀ¿.
Îáðàáîòêà òåêóùåãî êîíúþíêòà ψr:

1) ïîñòðîèòü q-ýëåìåíòíóþ L-ñèñòåìó Ar = ⟨A,L⟩, ýëåìåíòû êîòîðîé âçàèìíî
îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò ïåðåìåííûì êîíúþíêòà;

2) ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî ìèíèìàëüíûõ çàïðåù¼ííûõ ïîäñèñòåì êëàññà K ñî-
ñòîèò èç êîíå÷íûõ L-ñèñòåì è ÿâëÿåòñÿ ðåêóðñèâíûì, ñóùåñòâóåò ïðîöåäó-
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ðà, ïîçâîëÿþùàÿ óçíàòü, ïðèíàäëåæèò ëè ïðîèçâîëüíàÿ êîíå÷íàÿ L-ñèñòåìà
ýòîìó ìíîæåñòâó. Ñ ïîìîùüþ ýòîé ïðîöåäóðû îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî âñåõ
àêñèîì {θ}, îòðèöàíèÿ êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþò ìèíèìàëüíûì çàïðåù¼ííûì
ïîäñèñòåìàì êëàññà K, èìåþùèì íå áîëåå q ýëåìåíòîâ;

3) ÷òîáû óáåäèòüñÿ â ïðèíàäëåæíîñòè L-ñèñòåìû Ar êëàññó K, íóæíî ïðîâå-
ðèòü, íå èìååò ëè îíà çàïðåù¼ííûõ ïîäñèñòåì, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâó
ïðåäëîæåíèé {θ}, ò. å. íåò ëè òàêîãî ýêçèñòåíöèàëüíîãî ïðåäëîæåíèÿ ¬θ, êî-
òîðîå èñòèííî íà L-ñèñòåìå Ar. Äëÿ ýòîãî äëÿ êàæäîé àêñèîìû θ, ñîäåðæà-
ùåé n ïåðåìåííûõ (n ⩽ q), ðàññìàòðèâàþòñÿ âñå âîçìîæíûå ñîîòâåòñòâèÿ
ìåæäó ïåðåìåííûìè {x1, x2, . . . , xn} àêñèîìû θ è ýëåìåíòàìè {1, 2, . . . , q}
L-ñèñòåìû Ar (ñì. òàáëèöó äëÿ n = 3, q = 4). Äëÿ êàæäîãî òàêîãî ñîîòâåò-
ñòâèÿ ïðîâåðÿåòñÿ èñòèííîñòü ¬θ íà L-ñèñòåìå Ar.

� x1 x2 x3

1 1 2 3
2 1 2 4
3 1 3 2
4 1 3 4
5 1 4 2
6 1 4 3
. . . . . . . . . . . .

23 4 3 1
24 4 3 2

Åñëè õîòÿ áû îäíî èç ïðåäëîæåíèé {¬θ} îêàæåòñÿ èñòèííûì íà L-ñèñòåìå Ar,
òî îíà íå ïðèíàäëåæèò êëàññó K. Ïåðåéòè ê ñëåäóþùåìó êîíúþíêòó ïðåäëîæå-
íèÿ ¬φ5.
Åñëè âñå ïðåäëîæåíèÿ {¬θ} îêàæóòñÿ ëîæíûìè íà L-ñèñòåìå Ar, òî îíà íå ñîäåð-
æèò çàïðåù¼ííûõ ïîäñèñòåì äëÿ êëàññà K è ïðèíàäëåæèò K. Òàêèì îáðàçîì,
äëÿ ïðåäëîæåíèÿ ¬φ ïîñòðîåíà ìîäåëü èç êëàññà K.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà êàæäîì øàãå àëãîðèòì óäàëÿåò èç êîíúþíêòîâ òåêóùåãî
ïðåäëîæåíèÿ âñå ïîâòîðÿþùèåñÿ ìíîæèòåëè ïðè èõ âîçíèêíîâåíèè. Ýòè èçìåíåíèÿ
íèêàê íå âëèÿþò íà ýêâèâàëåíòíîñòü ïðåäëîæåíèÿ íà L-ñèñòåìàõ, äàëåå íå áóäåì àê-
öåíòèðîâàòü íà íèõ âíèìàíèå â ñèëó èõ åñòåñòâåííîñòè.

Â êîíå÷íîì èòîãå áóäåò ïîëó÷åí îòâåò íà âîïðîñ î ïðèíàäëåæíîñòè óíèâåðñàëüíîãî
ïðåäëîæåíèÿ φ òåîðèè Th∀(K).

Ñëåäóþùèå ïðèìåðû äåìîíñòðèðóþò ðàáîòó àëãîðèòìà 4 èç òåîðåìû 2.

Ïðèìåð 3. Àëãîðèòìîì ðàññìàòðèâàåòñÿ óíèâåðñàëüíàÿ òåîðèÿ ëèíåéíûõ ãè-
ïåðãðàôîâ. Ïðåäëîæåíèå φ èìååò âèä

∀x1∀x2∀x3
[
(x1 = x2) ∨ (x1 = x3) ∨ ¬E3(x1, x2, x3) ∨ ¬E3(x1, x3, x2)∨

∨¬E3(x2, x1, x3) ∨ ¬E3(x2, x3, x1) ∨ ¬E3(x3, x1, x2) ∨ ¬E3(x3, x2, x1)∨
∨E2(x2, x3) ∨ E2(x3, x2) ∨ ¬E2(x1, x2) ∨ ¬E2(x2, x1) ∨

∨
i=1,2,3

¬E1(xi)
]
.
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Íà øàãå 1 ôîðìóëèðóåòñÿ åãî îòðèöàíèå ¬φ, êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ ¬φ1:

∃x1∃x2∃x3
[
(x1 ̸= x2) ∧ (x1 ̸= x3) ∧ E3(x1, x2, x3) ∧ E3(x1, x3, x2)∧

∧E3(x2, x1, x3) ∧ E3(x2, x3, x1) ∧ E3(x3, x1, x2) ∧ E3(x3, x2, x1)∧
∧E2(x1, x2) ∧ E2(x2, x1) ∧ ¬E2(x2, x3) ∧ ¬E2(x3, x2) ∧

∧
i=1,2,3

E1(xi)
]
.

Íà øàãå 2 åäèíñòâåííûé êîíúþíêò ψ1,1 ïðåäëîæåíèÿ ¬φ1 çàìåíÿåòñÿ íà äèçúþíêöèþ(
ψ1,1 ∧ (x2 = x3)

)
∨
(
ψ1,1 ∧ (x2 ̸= x3)

)
.

Íà øàãå 3 ïîñëå óäàëåíèÿ ðàâåíñòâ è ïîâòîðÿþùèõñÿ ìíîæèòåëåé ïîëó÷àåòñÿ ïðåä-
ëîæåíèå ¬φ3:

∃x1∃x2∃x3
[(
(x1 ̸= x2) ∧ E3(x1, x2, x2) ∧ E3(x2, x1, x2)∧

∧E3(x2, x2, x1) ∧ E2(x1, x2) ∧ E2(x2, x1) ∧ ¬E2(x2, x2) ∧
∧

i=1,2

E1(xi)
)
∨

∨
(
(x1 ̸= x2) ∧ (x1 ̸= x3) ∧ (x2 ̸= x3) ∧ E3(x1, x2, x3) ∧ E3(x1, x3, x2)∧
∧E3(x2, x1, x3) ∧ E3(x2, x3, x1) ∧ E3(x3, x1, x2) ∧ E3(x3, x2, x1)∧

∧E2(x1, x2) ∧ E2(x2, x1) ∧ ¬E2(x2, x3) ∧ ¬E2(x3, x2) ∧
∧

i=1,2,3

E1(xi)
)]
.

Íà øàãå 4 ïðåäëîæåíèå ¬φ4 ñîâïàäàåò ñ ¬φ3, ïîñêîëüêó Lfin = ∅.
Íà øàãå 5 êîíúþíêò ψ4,1 ïðåäëîæåíèÿ ¬φ4 óäàëÿåòñÿ êàê ëîæíûé, ïîñêîëüêó îí

ñîäåðæèò ìíîæèòåëè E3(x1, x2, x2), E3(x2, x1, x2) è E3(x2, x2, x1), à êîíúþíêò ψ4,2 çàìå-
íÿåòñÿ íà äèçúþíêöèþ(

ψ4,2 ∧ E2(x1, x3) ∧ E2(x3, x1)
)
∨
(
ψ4,2 ∧ E2(x1, x3) ∧ ¬E2(x3, x1)

)
∨

∨
(
ψ4,2 ∧ ¬E2(x1, x3) ∧ E2(x3, x1)

)
∨
(
ψ4,2 ∧ ¬E2(x1, x3) ∧ ¬E2(x3, x1)

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ ïðåäëîæåíèå ¬φ5, ñîñòîÿùåå èç ÷åòûð¼õ êîíúþíêòîâ:

∃x1∃x2∃x3
[
ψ5,1 ∨ ψ5,2 ∨ ψ5,3 ∨ ψ5,4

]
.

Íà øàãå 6 àëãîðèòì ñòðîèò L-ñèñòåìû äëÿ êàæäîãî èç êîíúþíêòîâ ïðåäëîæå-
íèÿ ¬φ5. Çàòåì äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìû äëÿ êîíúþíêòîâ ψ5,1 è ψ5,4 íå ÿâëÿþòñÿ
ëèíåéíûìè ãèïåðãðàôàìè, à ñèñòåìû äëÿ êîíúþíêòîâ ψ5,2 è ψ5,3 íå ÿâëÿþòñÿ ãèïåð-
ãðàôàìè âîîáùå.

Àëãîðèòì çàâåðøàåò ðàáîòó è âûäà¼ò îòâåò ¾ÄÀ¿, ò. å. èñõîäíîå ïðåäëîæåíèå φ
ïðèíàäëåæèò óíèâåðñàëüíîé òåîðèè ëèíåéíûõ ãèïåðãðàôîâ.

Ïðèìåð 4. Àëãîðèòìîì ðàññìàòðèâàåòñÿ óíèâåðñàëüíàÿ òåîðèÿ àíòèöåïåé. Ïðåä-
ëîæåíèå φ èìååò âèä

∀x1∀x2∀x3
[
(x1 = x2) ∨ (x1 = x3) ∨ (x2 = x3) ∨ E3(x1, x2, x3) ∨ E3(x1, x3, x2)∨

∨E3(x2, x1, x3) ∨ E3(x2, x3, x1) ∨ E3(x3, x1, x2) ∨ E3(x3, x2, x1) ∨ E2(x1, x3)∨
∨¬E2(x1, x2) ∨ ¬E2(x2, x1) ∨ ¬E2(x2, x3) ∨ ¬E2(x3, x2) ∨ E1(x1) ∨ E1(x2)

]
.

Íà øàãå 1 ôîðìóëèðóåòñÿ åãî îòðèöàíèå ¬φ, êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ ¬φ1:

∃x1∃x2∃x3
[
(x1 ̸= x2) ∧ (x1 ̸= x3) ∧ (x2 ̸= x3) ∧ ¬E3(x1, x2, x3) ∧ ¬E3(x1, x3, x2)∧

∧¬E3(x2, x1, x3) ∧ ¬E3(x2, x3, x1) ∧ ¬E3(x3, x1, x2) ∧ ¬E3(x3, x2, x1) ∧ E2(x1, x2)∧
∧E2(x2, x1) ∧ E2(x2, x3) ∧ E2(x3, x2) ∧ ¬E2(x1, x3) ∧ ¬E1(x1) ∧ ¬E1(x2)

]
.
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Íà øàãå 2 ïðåäëîæåíèå ¬φ2 ñîâïàäàåò ñ ¬φ1; íà øàãå 3 ïðåäëîæåíèå ¬φ3 ñîâïàäàåò
ñ ¬φ2; íà øàãå 4 ïðåäëîæåíèå ¬φ4 ñîâïàäàåò ñ ¬φ3.

Íà øàãå 5 åäèíñòâåííûé êîíúþíêò ψ4,1 ïðåäëîæåíèÿ ¬φ4 çàìåíÿåòñÿ íà äèçúþíê-
öèþ (

ψ4,1 ∧ E2(x3, x1) ∧ E1(x3)
)
∨
(
ψ4,1 ∧ E2(x3, x1) ∧ ¬E1(x3)

)
∨

∨
(
ψ4,1 ∧ ¬E2(x3, x1) ∧ E1(x3)

)
∨
(
ψ4,1 ∧ ¬E2(x3, x1) ∧ ¬E1(x3)

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ ïðåäëîæåíèå ¬φ5, ñîñòîÿùåå èç ÷åòûð¼õ êîíúþíêòîâ:

∃x1∃x2∃x3
[
ψ5,1 ∨ ψ5,2 ∨ ψ5,3 ∨ ψ5,4

]
.

Íà øàãå 6 àëãîðèòì ñòðîèò L-ñèñòåìû äëÿ êàæäîãî èç êîíúþíêòîâ ïðåäëîæå-
íèÿ ¬φ5. Çàòåì äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìû äëÿ êîíúþíêòîâ ψ5,1 è ψ5,2 íå ÿâëÿþò-
ñÿ ãèïåðãðàôàìè, ñèñòåìà äëÿ êîíúþíêòà ψ5,3 ÿâëÿåòñÿ ãèïåðãðàôîì, íî íå ÿâëÿåòñÿ
àíòèöåïüþ, îäíàêî ñèñòåìà äëÿ êîíúþíêòà ψ5,4 ÿâëÿåòñÿ àíòèöåïüþ.

Àëãîðèòì çàâåðøàåò ðàáîòó è âûäà¼ò îòâåò ¾ÍÅÒ¿, ò. å. èñõîäíîå ïðåäëîæåíèå φ
íå ïðèíàäëåæèò óíèâåðñàëüíîé òåîðèè àíòèöåïåé.

Çàêëþ÷åíèå
Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû âîïðîñû àêñèîìàòèçèðóåìîñòè è ðàçðåøèìîñòè óíèâåðñàëü-

íûõ òåîðèé íàñëåäñòâåííûõ êëàññîâ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì ÿçûêà L = Lfin ∪ L∞. Ïðåä-
ëîæåííûå èäåè äîêàçàòåëüñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíèìû ïðè ðåøå-
íèè ñèñòåì óðàâíåíèé íà ãèïåðãðàôàõ, ìàòðîèäàõ è äðóãèõ îáúåêòàõ, êîòîðûå ìîæíî
îïðåäåëèòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ÿçûêà ëîãèêè ïåðâîãî ïîðÿäêà ýòîãî âèäà. Îñòàþòñÿ
îòêðûòûìè âîïðîñû ïðèìåíåíèÿ òàêèõ ÿçûêîâûõ êîíñòðóêöèé äëÿ ïîñòðîåíèÿ áîëåå
ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷, ÷åì èçâåñòíûå.
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