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Ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ ïåðèîäè÷åñêîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôóíêöèè, îñíîâíîãî ìîäóëÿ
òàêîé ôóíêöèè, ïðîñòåéøåé ïåðèîäè÷åñêîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôóíêöèè. Èçó÷à-
þòñÿ îñíîâíûå ñâîéñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ôóíêöèé, à òàêæå
äà¼òñÿ èõ ïîëíîå îïèñàíèå ÷åðåç õàðàêòåðû Äèðèõëå. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçûâàåòñÿ,
÷òî âñÿêàÿ îòëè÷íàÿ îò åäèíè÷íîé ïåðèîäè÷åñêàÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôóíêöèÿ
åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòåéøèõ ïåðèî-
äè÷åñêèõ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ôóíêöèé, ïðè÷¼ì îñíîâíûå ìîäóëè òàêèõ ôóíê-
öèé ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñòåïåíè ïðîñòûõ ÷èñåë, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ åñòü êà-
íîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå îñíîâíîãî ìîäóëÿ èñõîäíîé ôóíêöèè. Íà îñíîâàíèè ýòî-
ãî ïðåäñòàâëåíèÿ èññëåäîâàíèå ïåðèîäè÷åñêèõ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ôóíêöèé ñâî-
äèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ ïðîñòåéøèõ ïåðèîäè÷åñêèõ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ôóíêöèé.
Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîäâîäÿò ê ïîëíîìó îïèñàíèþ ïåðèîäè÷åñêèõ ìóëüòè-
ïëèêàòèâíûõ ôóíêöèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àðèôìåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ïåðèîäè÷åñêàÿ ìóëüòèïëèêàòèâ-
íàÿ ôóíêöèÿ, õàðàêòåð Äèðèõëå, L-ôóíêöèÿ Äèðèõëå.

PERIODIC MULTIPLICATIVE ARITHMETIC FUNCTIONS

E.V. Kaigorodov

Gorno-Altaisk State University, Gorno-Altaisk, Russia

The notions of a periodic multiplicative function, the main modulus of such function,
and the simplest periodic multiplicative function have been introduced. The basic
properties of periodic multiplicative functions are studied, and a complete description
of such functions through Dirichlet characters is given. In particular, it has been
proven that any periodic multiplicative function other than unitary can be uniquely
represented as a product of the simplest periodic multiplicative functions, and the
principal modules of such functions are powers of prime numbers, the product of
which is the canonical decomposition of the principal module of the original function.
Based on this representation, the study of periodic multiplicative functions is reduced
to the study of the simplest periodic multiplicative functions. The obtained results
lead to a complete description of periodic multiplicative functions.

Keywords: arithmetic function, periodic multiplicative function, Dirichlet character,
Dirichlet L-function.
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Ââåäåíèå
Îïðåäåëåíèå 1. Ïåðèîäè÷åñêîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôóíêöèåé áóäåì íàçûâàòü

÷èñëîâóþ ôóíêöèþ f(n) íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) f(n) îòëè÷íà îò òîæäåñòâåííîãî íóëÿ;
2) f(n) ìóëüòèïëèêàòèâíà, òî åñòü f(mn) = f(m)f(n) äëÿ ëþáûõ âçàèìíî ïðîñòûõ

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë m è n;
3) f(n) ïåðèîäè÷íà, òî åñòü íàéä¼òñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî m, íàçûâàåìîå ïå-

ðèîäîì, ÷òî f(n+m) = f(n) äëÿ ëþáîãî n.

Ïóñòü ïåðèîäè÷åñêèå ìóëüòèïëèêàòèâíûå ôóíêöèè f(n) è g(n) èìåþò ïåðèîä m.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè îáåèõ ôóíêöèé îíè òîæäåñòâåííî ðàâíû
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ çíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò íà íåêîòîðîé ïîëíîé ñèñòåìå âû÷å-
òîâ ïî ìîäóëþ m. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ëþáàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôóíêöèÿ
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì ñâîèõ çíà÷åíèé íà ïîëíîé ñèñòåìå âû÷åòîâ ïî ìî-
äóëþ m.

Íàèìåíüøèé ñðåäè âñåõ ïåðèîäîâ îáîçíà÷èì áóêâîé k è íàçîâ¼ì îñíîâíûì ìîäóëåì
ïåðèîäè÷åñêîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôóíêöèè f(n). ×òîáû óêàçàòü, ÷òî ÷èñëî k ÿâëÿ-
åòñÿ îñíîâíûì ìîäóëåì ôóíêöèè f(n), áóäåì ýòó ôóíêöèþ çàïèñûâàòü â âèäå f(n, k).
Ýòè è âñå äðóãèå îáîçíà÷åíèÿ, à òàêæå òåðìèíîëîãèÿ â äàííîé ðàáîòå ñòàíäàðòíû è
çàèìñòâîâàíû èç [1].

Ñèñòåìàòè÷åñêè èçó÷àòü ïåðèîäè÷åñêèå ìóëüòèïëèêàòèâíûå ôóíêöèè íà÷àë, ïî-
âèäèìîìó, Ã. Êàíîëüä, óñòàíîâèâøèé â [2, 3] èõ ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà. Ïåðèîäè÷åñêèå
àðèôìåòè÷åñêèå ôóíêöèè ïðèâëåêàëè âíèìàíèå Ò.Ì. Àïîñòîëà � èì ïîñâÿù¼í � 27.10
ôóíäàìåíòàëüíîãî ñïðàâî÷íèêà êîëëåêòèâà àâòîðîâ [4]. À. Êîíñè è Ò. Ìàêãåíðè â [5]
îïèñàëè èíòåðåñíûå ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ íåêîòîðûõ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ àðèôìå-
òè÷åñêèõ ôóíêöèé âìåñòå ñ øèôðîì Õèëëà â êðèïòîãðàôèè ñ îòêðûòûì êëþ÷îì.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èçó÷åíèå àðèôìåòè÷åñêèõ ôóíêöèé, èõ âàæíåéøèõ êëàññîâ è
ñâîéñòâ îïðàâäàíî ïîòðåáíîñòÿìè ïðàêòèêè. Íà íàø âçãëÿä, èìåííî àêòóàëüíûå ïðî-
áëåìû êðèïòîãðàôèè ïîáóæäàþò ñåé÷àñ ñïåöèàëèñòîâ çàíèìàòüñÿ âîïðîñàìè îïèñà-
íèÿ êîíêðåòíûõ êëàññîâ ôóíêöèé è êîíñòðóèðîâàíèåì íîâûõ àðèôìåòè÷åñêèõ ôóíê-
öèé ñ îïðåäåë¼ííûìè ñâîéñòâàìè, ñ èñïîëüçîâàíèåì êîòîðûõ âïîñëåäñòâèè, âîçìîæíî,
áóäóò ðàçðàáîòàíû êðèïòîñèñòåìû äëÿ ïîñòêâàíòîâîé êðèïòîãðàôèè. Òàê, â äåêàá-
ðå 2022 ã. ãðóïïà êèòàéñêèõ ó÷åíûõ ïðåäëîæèëà ñïîñîá âçëîìà 2048-áèòíîãî êëþ÷à
êðèïòîñèñòåìû RSA è äîïóñòèëà âîçìîæíîñòü ðåàëèçàöèè ýòîãî ñïîñîáà â áóäóùåì
íà êâàíòîâîì êîìïüþòåðå ñ 372 ôèçè÷åñêèìè êóáèòàìè è ãëóáèíîé êâàíòîâîé ñõåìû
áîëåå 1000 [6]. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî äà¼ò ìîùíûé òîë÷îê ê óñêîðåíèþ òåîðåòèêî-÷èñëî-
âûõ èññëåäîâàíèé â îáëàñòè ïîñòêâàíòîâîé êðèïòîãðàôèè. Êðàéíå íåîáõîäèìî, ÷òîáû
òàêàÿ ñèñòåìà áûëà ïîñòðîåíà è ïîëó÷èëà óâåðåííîå ðàçâèòèå ê ìîìåíòó êâàíòîâîãî
âçëîìà.

Èçâåñòíî, ÷òî êëþ÷ äåøèôðîâàíèÿ êðèïòîñèñòåìû RSA îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôóíêöèè
Ýéëåðà φ(n), êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êëàññè÷åñêèé ïðèìåð ìóëüòèïëèêàòèâíîé
àðèôìåòè÷åñêîé ôóíêöèè â òåîðèè ÷èñåë. Ñâîéñòâà ôóíêöèè Ýéëåðà ïîçâîëèëè åé
ñûãðàòü âàæíóþ ðîëü â ïîñòðîåíèè íàçâàííîé êðèïòîñèñòåìû. Ýòè ôàêòû íàâîäÿò íà
ìûñëü î âåðîÿòíîì ñîçäàíèè â îáîçðèìîì áóäóùåì êðèïòîñèñòåì, â êîòîðûõ íàéäóò
ïðèìåíåíèå íîâûå àðèôìåòè÷åñêèå ôóíêöèè ñ íàïåð¼ä çàäàííûìè ñâîéñòâàìè, ¾çà-
òî÷åííûìè¿ ïîä ñïåöèôèêó ðàçðàáàòûâàåìûõ êâàíòîâûõ àëãîðèòìîâ øèôðîâàíèÿ.
Çàäà÷à ïîèñêà è èçó÷åíèÿ òàêèõ ôóíêöèé â íåêîòîðîé ìåðå ñìåæíà ñ ïðîáëåìîé îïè-
ñàíèÿ êîíêðåòíûõ êëàññîâ àðèôìåòè÷åñêèõ (â ÷àñòíîñòè, ìóëüòèïëèêàòèâíûõ) ôóíê-



32 Å. Â. Êàéãîðîäîâ

öèé. Ïîíèìàíèå ñòðîåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ àðèôìåòè÷åñêèõ ôóíê-
öèé ìîæåò ïîìî÷ü â äàëüíåéøåì ïîëó÷èòü íîâûå àðèôìåòè÷åñêèå ôóíêöèè, ïðèãîä-
íûå äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â ïîñòêâàíòîâûõ êðèïòîñèñòåìàõ.

Ñëåäóÿ â îñíîâíûõ ÷åðòàõ ìåòîäó ïåðâîé ãëàâû êíèãè Í. Ã. ×óäàêîâà [1], ìîæíî
ïîëíîñòüþ îïèñàòü ñòðîåíèå ïåðèîäè÷åñêèõ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ôóíêöèé.

1. Îñíîâíûå ñâîéñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ôóíêöèé
Òåîðåìà 1 [1, òåîðåìà 2]. Ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðèîäè÷åñêèõ ìóëüòè-

ïëèêàòèâíûõ ôóíêöèé åñòü òàêæå ïåðèîäè÷åñêàÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôóíêöèÿ, îñíîâ-
íîé ìîäóëü êîòîðîé ðàâåí äåëèòåëþ íàèìåíüøåãî îáùåãî êðàòíîãî îñíîâíûõ ìîäóëåé
ñîìíîæèòåëåé, ýòîò ìîäóëü ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ îñíîâíûõ ìîäóëåé ñîìíîæèòåëåé, åñ-
ëè ïîñëåäíèå ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû.

Ñëåäóþùåå ïðîñòîå óòâåðæäåíèå ïî ñóùåñòâó ñîâïàäàåò ñ òåîðåìîé 1 ðàáîòû [3].

Òåîðåìà 2. Ïóñòü èìååì ïåðèîäè÷åñêóþ ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ôóíêöèþ f(n, k).
Ñóùåñòâóåò õàðàêòåð Äèðèõëå χ(n, k′), ãäå k′ | k, òàêîé, ÷òî f(n, k) = χ(n, k′) äëÿ âçà-
èìíî ïðîñòûõ n è k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ g(n) = f(n, k)χ0(n, k
′′), ãäå k′′ �ïðî-

èçâåäåíèå âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë, âõîäÿùèõ â êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå k; χ0(n, k
′′)�

ãëàâíûé õàðàêòåð. Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî g(n)�ïåðèîäè÷åñêàÿ ìóëüòèïëèêàòèâ-
íàÿ ôóíêöèÿ, ïðè÷¼ì å¼ îñíîâíîé ìîäóëü k′ äåëèò íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ÷èñåë k
è k′′, ðàâíîå k. Íî åñëè p̸ | k, òî, êàê ëåãêî ïîêàçàòü èíäóêöèåé, f(pα) = (f(p))α: äëÿ
α = 1 ýòî î÷åâèäíî, à åñëè ýòî âåðíî äëÿ äàííîãî α, òî (f(p))α+1 = (f(p))αf(p) =
= f(pα)f(p + k) = f(pα+1 + pαk) = f(pα+1). Åñëè æå p | k, òî g(pα) = 0. Çíà÷èò, ôóíê-
öèÿ g(n) âïîëíå ìóëüòèïëèêàòèâíà è ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðîì Äèðèõëå.

Ëåììà 1. Åñëè (a,m) = 1, n�íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî íàéä¼òñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî x, ÷òî (a+mx, n) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òåîðåìû Äèðèõëå î ïðîñòûõ ÷èñëàõ â àðèôìåòè-
÷åñêîé ïðîãðåññèè.

Ëåììà 2. Ïóñòü Ai(x) = ai + mix, di = (ai,mi); (di, dj) = 1 ïðè i ̸= j, i, j =
= 1, 2, . . . , ν. Òîãäà ñóùåñòâóåò ν íàòóðàëüíûõ ÷èñåë x1, x2, . . . , xν , òàêèõ, ÷òî ÷èñëà
A1(x1), A2(x2), . . . , Aν(xν) ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì ai = a′idi, mi = m′
idi, Ai(x) = A′

i(x)di. Òîãäà Ai(x) =
= di(a

′
i +m′

ix), ïðè÷¼ì (a′i,m
′
i) = 1. Ïî ëåììå 1 íàéä¼òñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî x1,

÷òî A′
1(x1) âçàèìíî ïðîñòî ñ d1d2 . . . dν . Äàëåå, íàéä¼òñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî x2,

÷òî A′
2(x2) âçàèìíî ïðîñòî ñ d1d2 . . . dνA

′
1(x1), è ò. ä. Íàêîíåö, íàéä¼òñÿ òàêîå íàòó-

ðàëüíîå ÷èñëî xν , ÷òî A
′
ν(xν) âçàèìíî ïðîñòî ñ d1d2 . . . dνA

′
1(x1)A

′
2(x2) . . . A

′
ν−1(xν−1).

Î÷åâèäíî, ÷èñëà x1, x2, . . . , xν �èñêîìûå.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü k� îñíîâíîé ìîäóëü ïåðèîäè÷åñêîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôóíê-
öèè f(n, k) è k = k1k2 . . . kν , ãäå âñå ki ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííàÿ ñèñòåìà ïåðèîäè÷åñêèõ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ôóíêöèé f1(n), f2(n), . . . , fν(n),
îñíîâíûå ìîäóëè êîòîðûõ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû k1, k2, . . . , kν è òàêîâû, ÷òî f(n) =
= f1(n)f2(n) . . . fν(n). Ïðè ýòîì îáëàñòè çíà÷åíèé ôóíêöèé f1(n), f2(n), . . . , fν(n) ñóòü
÷àñòè îáëàñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè f(n).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äàíî ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî i ⩽ ν. Äëÿ êàæäîãî n
îïðåäåëèì (êàê â [1, òåîðåìà 3]) ÷èñëî ni óñëîâèÿìè

ni ≡ n (mod ki), ni ≡ 1 (mod kj) äëÿ âñåõ i ̸= j. (1)

Ïîëàãàåì òåïåðü fi(n) = f(ni). Âñå ni äëÿ äàííîãî n îáðàçóþò îäèí êëàññ âû÷åòîâ ïî
ìîäóëþ k, ïîýòîìó ôóíêöèÿ fi(n) îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî. ßñíî, ÷òî fi(1) = 1, îòêóäà
ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ fi(n) îòëè÷íà îò òîæäåñòâåííîãî íóëÿ.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë m è n èìååì ïî îïðåäåëåíèþ mi è ni:

mi ≡ m (mod ki), mi ≡ 1 (mod kj),

ni ≡ n (mod ki), ni ≡ 1 (mod kj), i ̸= j.
(2)

Ïåðåìíîæàÿ ñðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì mini ≡ mn (mod ki), mini ≡ 1 (mod kj), i ̸= j.
Îòñþäà èìååì fi(mn) = f(mini) = f(mi)f(ni) = fi(m)fi(n), åñëè ÷èñëàmi è ni âçàèìíî
ïðîñòû. Îäíàêî èõ ìîæíî òàêèìè âûáðàòü. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè (mi, ni) = d > 1, òî
(d, k) = 1, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñóùåñòâîâàëî áû òàêîå ïðîñòîå ÷èñëî p, ÷òî
p | d, p | k è p | ki �ïîòîìó ÷òî â ñèëó (2) p̸ |kj ïðè i ̸= j è, íàêîíåö, p |mi, p |ni, îòêóäà
p |m è p |n.

Èç âçàèìíîé ïðîñòîòû ÷èñåë d è k ïî ëåììå 2 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë x è y, ÷òî (mi+ kx, ni+ ky) = 1, ïîñêîëüêó ((mi, k), (ni, k)) = (d, k) = 1.

Ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü ôóíêöèè fi(n) äîêàçàíà. Ïåðèîäè÷íîñòü äîêàçûâàåòñÿ òàê
æå, êàê â [1, òåîðåìà 3].

Ïîëàãàÿ i = 1, 2, . . . , ν, ïîëó÷èì ν ôóíêöèé f1(n), f2(n), . . . , fν(n). Ïîêàæåì, ÷òî
f(n) = f1(n) · f2(n) · . . . · fν(n). Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ïî àíàëîãèè ñ [1, òåîðåìà 3], åñëè
äîêàçàòü, ÷òî äëÿ äàííîãî n ÷èñëà n1, n2, . . . , nν ìîæíî âûáðàòü ïîïàðíî âçàèìíî ïðî-
ñòûìè. Ïîëîæèì äëÿ ýòîãîKi = k/ki. Ðàññìîòðèì àðèôìåòè÷åñêèå ïðîãðåññèè ni+kx,
ãäå i = 1, 2, . . . , ν, è îáîçíà÷èì (ni, k) ÷åðåç di. Èìååì (ni, ki) = di, òàê êàê (ni, Ki) = 1
â ñèëó (1). Íî (ki, kj) = 1 ïðè i ̸= j, à di | ki, ïîýòîìó (di, dj) = 1. Îñòà¼òñÿ ïðèìåíèòü
ëåììó 2.

Êîíåö äîêàçàòåëüñòâà ïåðåíîñèòñÿ ñþäà èç [1] áåç èçìåíåíèé.

Òåîðåìà 3 ïîêàçûâàåò, ÷òî âñÿêàÿ îòëè÷íàÿ îò åäèíè÷íîé ïåðèîäè÷åñêàÿ ìóëüòè-
ïëèêàòèâíàÿ ôóíêöèÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì âèäà

f(n, pα1
1 p

α2
2 . . . pαν

ν ) = f(n, pα1
1 )f(n, pα2

2 ) . . . f(n, pαν
ν ).

2. Ñòðîåíèå ïåðèîäè÷åñêèõ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ôóíêöèé
Èçó÷èì ñòðîåíèå ïðîñòåéøèõ ïåðèîäè÷åñêèõ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ôóíêöèé, òî åñòü

ôóíêöèé âèäà f(n) = f(n, pα). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî α ⩾ 1 (èíà÷å ïîëó÷àåòñÿ åäèíè÷íàÿ
ôóíêöèÿ). Ïðèìåì îáîçíà÷åíèÿ: χ(n, pβ), β ⩽ α, � õàðàêòåð Äèðèõëå, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé ïåðèîäè÷åñêîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôóíêöèè f(n, pα) â ñèëó òåîðåìû 2; aν = f(pν),
ν = 1, 2, . . .

Òåîðåìà 4. Ïðè ν ⩾ α ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî aν = aα. Åñëè ïðè ýòîì õàðàê-
òåð χ(n) íåãëàâíûé, òî aα = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê pα �ïåðèîä ôóíêöèè f(n), òî ïðè ν ⩾ α ïîëó÷àåì
aν = f(pν) = f(pα) = aα. Ïóñòü òåïåðü õàðàêòåð χ(n, p

β) íåãëàâíûé, òîãäà ñóùåñòâóåò
òàêîå c, ÷òî χ(c) ̸= 0 è χ(c) ̸= 1. Äëÿ ýòîãî c áóäåì èìåòü χ(c)aα = f(cpα) = f(pα) = aα,
îòêóäà aα = 0.
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Òåîðåìà 5. Ïóñòü

f(n) =

{
χ(n, pγ), åñëè p̸ |n,
aν , åñëè n = pν ,

ïðè÷¼ì aβ ̸= aβ+1 = aβ+2 = . . . è aβ = 0, åñëè õàðàêòåð χ(n) íåãëàâíûé. Òîãäà f(n)
åñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôóíêöèÿ îñíîâíîãî ìîäóëÿ pα, ãäå α = β+ γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü f(n) î÷åâèäíà. Íåïîñðåäñòâåííîé ïðî-
âåðêîé ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî pβ+γ åñòü ïåðèîä f(n). Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî pβ+γ−1 �
òîæå ïåðèîä f(n). Òîãäà åñëè γ = 1, òî aβ+1 = f(pβ+1) = f(pβ) = aβ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè f(n). Åñëè γ > 1, òî õàðàêòåð χ(n) íåãëàâíûé, òî åñòü aβ = 0.
Âîçüì¼ì ÷èñëî n, äëÿ êîòîðîãî χ(n) ̸= χ(n+ pγ−1), î÷åâèäíî, p̸ |n. Ìû äîïóñòèëè, ÷òî
pβ+γ−1 �ïåðèîä f(n), ïîýòîìó

aβχ(n+ pγ−1) = f(pβ(n+ pγ−1)) = f(npβ) = aβχ(n),

îòêóäà aβ = 0, ïîñêîëüêó χ(n) ̸= χ(n+ pγ−1). Ñíîâà ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Òåîðåìû 1�5 ïîëíîñòüþ îïèñûâàþò ñòðîåíèå ïåðèîäè÷åñêèõ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ
ôóíêöèé ÷åðåç õàðàêòåðû Äèðèõëå.

Òåïåðü ìîæíî óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó ôóíêöèÿìè

L(s, f) =
∞∑
n=1

f(n)

ns

è êëàññè÷åñêèìè L-ôóíêöèÿìè Äèðèõëå.
Ïóñòü k� îñíîâíîé ìîäóëü ïåðèîäè÷åñêîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôóíêöèè f(n),

à χ(n)� õàðàêòåð Äèðèõëå, ñîîòâåòñòâóþùèé ôóíêöèè f(n) â ñèëó òåîðåìû 2.
Ïðè Re s > 1 èìååì

L(s, f) =
∏
p

(
1 +

f(p)

ps
+
f(p2)

p2s
+ . . .

)
=

=
∏
p̸ | k

(
1 +

χ(p)

ps
+
χ(p2)

p2s
+ . . .

) ∏
p | k

(
1 +

f(p)

ps
+
f(p2)

p2s
+ . . .

)
=

= L(s, χ)
∏
p | k

(
1 +

f(p)

ps
+
f(p2)

p2s
+ . . .

)
.

Ïóñòü pα | k. Ïî òåîðåìå 3 çàïèøåì f(n, k) = f1(n, p
α)f2(n, k/p

α). Çíà÷èò,

f(pν) = f1(p
ν)f2(p

ν) = aνχ2(p
ν) = aν(χ2(p))

ν = aα(χ2(p))
ν

ïðè ν ⩾ α. Ïîýòîìó

∞∑
ν=0

(f(p))ν

pνs
=

α−1∑
ν=0

aν

(
χ2(p)

ps

)ν

+ aα
∞∑

ν=α

(
χ2(p)

ps

)ν

ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé (è äàæå ìíîãî÷ëåíîì, åñëè îêàæåòñÿ aα = 0) îò p−s.
Òàêèì îáðàçîì, L(s, f) = L(s, χ)F (s), ãäå χ� ñîîòâåòñòâóþùèé f õàðàêòåð; F (s)�
ïðîèçâåäåíèå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé (è äàæå ìíîãî÷ëåíîâ, åñëè õàðàêòåð χ ïåðâî-
îáðàçíûé) îò p−s ïî âñåì p, äåëÿùèì îñíîâíîé ìîäóëü ïåðèîäè÷åñêîé ìóëüòèïëèêà-
òèâíîé ôóíêöèè f(n). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ñëó÷àå íåïåðâîîáðàçíîãî õàðàêòåðà χ(n)
ïîëþñû ôóíêöèè F (s) ãàñÿòñÿ òðèâèàëüíûìè íóëÿìè L(s, χ), ëåæàùèìè íà ïðÿìîé
Re s = 0.
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Çàêëþ÷åíèå
Â ðàáîòå ïîëíîñòüþ îïèñàíî ñòðîåíèå ïåðèîäè÷åñêèõ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ àðèôìå-

òè÷åñêèõ ôóíêöèé ÷åðåç õàðàêòåðû Äèðèõëå. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è èñïîëüçîâàíû
ìåòîäû òåîðèè õàðàêòåðîâ, ïðåäëîæåííûå ñîâåòñêèì ìàòåìàòèêîì Í. Ã. ×óäàêîâûì.
Ïðèìåíåíèå ýòèõ ìåòîäîâ ê èçó÷åíèþ ïåðèîäè÷åñêèõ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ àðèôìåòè-
÷åñêèõ ôóíêöèé äàëî âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëüíûé ðåçóëüòàò, ÷òî ãîâîðèò îá èõ óíè-
âåðñàëüíîñòè è ïîòåíöèàëüíîé âîçìîæíîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ íà ñìåæíûå ïðîáëåìû
àíàëèòè÷åñêîé è ìóëüòèïëèêàòèâíîé òåîðèè ÷èñåë.
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