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ïëèêàòèâíûõ ïîëóãðóïï âû÷åòîâ ïî íåêîòîðûì ìîäóëÿì è èõ ãðàôû Êýëè, èëëþ-
ñòðèðóþùèå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.
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We study multiplicative residue semigroups that admit planar Cayley graphs. It is
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Ââåäåíèå
Çàäà÷à ïðîâåðêè èçîìîðôèçìà ãðàôîâ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç âàæíåéøèõ çàäà÷ â òåî-

ðèè ãðàôîâ, ñðåäè èìåþùèõ ïðèêëàäíîå è òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Îíà çàêëþ÷àåòñÿ â
îïðåäåëåíèè, ÿâëÿþòñÿ ëè äâà ãðàôà ¾îäíèì è òåì æå¿ ãðàôîì ñ òî÷íîñòüþ äî íóìåðà-
öèè âåðøèí. Â ñëó÷àå ïëàíàðíûõ ãðàôîâ çàäà÷à ïðîâåðêè èõ èçîìîðôèçìà ðàçðåøèìà
çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ [1]. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû
äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è äëÿ ïëàíàðíûõ ãðàôîâ. Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå èçîìîðô-
íîñòü äâóõ ïëàíàðíûõ ãðàôîâ Êýëè Cay(S1, X1) è Cay(S2, X2) êîíå÷íûõ ïîëóãðóïï S1

è S2 ñ ìíîæåñòâàìè îáðàçóþùèõX1 èX2 íå îçíà÷àåò èçîìîðôíîñòè ïîëóãðóïï S1 è S2,
à ñòåïåíü ïîëèíîìà â ñëîæíîñòè àëãîðèòìà ïðîâåðêè èçîìîðôèçìà äâóõ ïîëóãðóïï,
äîïóñêàþùèõ ïëàíàðíûé ãðàô Êýëè, çàâèñèò åù¼ è îò ÷èñëà ðàçëè÷íûõ ìèíèìàëü-
íûõ ìíîæåñòâ îáðàçóþùèõ ýòèõ ïîëóãðóïï. Äåëî â òîì, ÷òî óïîìÿíóòûå àëãîðèòìû
èñïîëüçóþò ñïåöèôè÷íûå ñòðóêòóðíûå õàðàêòåðèñòèêè ãðàôîâ, ïîýòîìó îáëàñòü èõ
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ïðèìåíåíèÿ îãðàíè÷åíà. Òåì íå ìåíåå îòäåëüíûé èíòåðåñ ñ ïðèêëàäíîé òî÷êè çðå-
íèÿ âûçûâàåò ïðîáëåìà èçîìîðôèçìà êîíå÷íûõ ïîëóãðóïï. Ýòà ïðîáëåìà ÿâëÿåòñÿ
âàæíîé â îáëàñòè òåîðèè ïîëóãðóïï è òåîðèè âû÷èñëåíèé, îíà èçó÷àëàñü ìíîãèìè
èññëåäîâàòåëÿìè.

Îäíèì èç âàæíûõ êëàññîâ ãðàôîâ, îïðåäåëÿåìûõ ïîëóãðóïïàìè, ÿâëÿþòñÿ ãðàôû
Êýëè, ïîñêîëüêó îíè èìåþò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ [2, 3]. Îäèí èç âîçìîæíûõ
ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ ïðîáëåìû èçîìîðôèçìà êîíå÷íûõ ïîëóãðóïï çàêëþ÷àåòñÿ â ïðî-
âåðêå èçîìîðôíîñòè ãðàôîâ Êýëè ïàð ðàññìàòðèâàåìûõ ïîëóãðóïï. Åñëè ïðè ýòîì
ãðàôû ïëàíàðíûå, òî ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ïðîâåðêè èõ èçîìîðô-
íîñòè. Ïîýòîìó âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: äëÿ êàêèõ êîíå÷íûõ ïîëóãðóïï ãðàô
Êýëè ïëàíàðåí? Êðîìå òîãî, ðåøåíèÿ ýòîãî âîïðîñà ìîãóò ïðèãîäèòüñÿ â òàêèõ ïðè-
êëàäíûõ îáëàñòÿõ, êàê êðèïòîãðàôèÿ, ïðîåêòèðîâàíèå òîïîëîãèè ñåòåé è êîíå÷íûõ
àâòîìàòîâ. Èçâåñòíî, ÷òî ìóëüòèïëèêàòèâíûå ïîëóãðóïïû âû÷åòîâ ìîãóò èñïîëüçî-
âàòüñÿ â êðèïòîãðàôè÷åñêèõ àëãîðèòìàõ. Ñòðóêòóðà ýòèõ ïîëóãðóïï â ñî÷åòàíèè ñî
ñâîéñòâàìè ïëàíàðíûõ ãðàôîâ Êýëè ìîæåò ïîìî÷ü â ðàçðàáîòêå áåçîïàñíûõ êðèïòî-
ãðàôè÷åñêèõ ñèñòåì.

Êîëüöî âû÷åòîâ, ãðóïïà âû÷åòîâ, ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ïîëóãðóïïà âû÷åòîâ îòíî-
ñÿòñÿ ê ÿðêèì ïðåäñòàâèòåëÿì ìîäóëÿðíîé ìàòåìàòèêè, ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü êî-
òîðîé íå âûçûâàåò ñîìíåíèé. Èçó÷åíèå ñ ðàçíûõ ñòîðîí ýòèõ ïðåäñòàâèòåëåé ïîçâîëèò
øèðå èñïîëüçîâàòü ïðèêëàäíûå âîçìîæíîñòè ýòîé òåîðèè.

Ïëàíàðíûå ãðàôû Êýëè ïîëåçíû ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ýôôåêòèâíûõ è íàä¼æíûõ
òîïîëîãèé êîììóíèêàöèîííûõ ñåòåé. Ñâîéñòâà ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ïîëóãðóïï âû÷å-
òîâ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ îïòèìèçàöèè ìàðøðóòèçàöèè è ïðîâåðêè ñâÿçíîñòè
â ýòèõ ñåòÿõ. Ãðàôû Êýëè ïîëóãðóïï òåñíî ñâÿçàíû òàêæå ñ êîíå÷íûìè àâòîìàòà-
ìè. Ýòà ñâÿçü ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ è àíàëèçà âû÷èñëèòåëüíûõ
ïðîöåññîâ, îñîáåííî ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ è àâòîìàòîâ.

Èçó÷åíèå ñâîéñòâ ïëàíàðíûõ ãðàôîâ Êýëè ïîëóãðóïï ìîæåò ïðèâåñòè ê íîâûì
îòêðûòèÿì â òåîðèè ãðàôîâ, òàêèì, êàê ïîíèìàíèå õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà, ñâÿçíîñòè
è äðóãèõ èíâàðèàíòîâ ãðàôîâ. Ôóíäàìåíòàëüíûå ìàòåìàòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ âçàè-
ìîñâÿçåé ìåæäó ìóëüòèïëèêàòèâíûìè ïîëóãðóïïàìè âû÷åòîâ è ïëàíàðíûìè ãðàôàìè
Êýëè ìîãóò ïðèâåñòè ê íîâûì îòêðûòèÿì â àëãåáðå è êîìáèíàòîðèêå, ïîòåíöèàëüíî
ðåøàÿ îòêðûòûå ïðîáëåìû èëè ïðèâîäÿ ê íîâûì ãèïîòåçàì. Íå ñëó÷àéíî îáîáù¼ííûå
ãðàôû Êýëè ïîëóãðóïï âñ¼ ÷àùå ôîðìèðóþò òåìàòèêó íàó÷íûõ è èññëåäîâàòåëüñêèõ
ñòàòåé [4]. Óïîìÿíåì òàêæå òîò ôàêò, ÷òî ïðåäìåò ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ãðóïï è
ïîëóãðóïï ñîñòàâëÿåò èçó÷åíèå êîíå÷íî-ïîðîæä¼ííûõ ãðóïï è ïîëóãðóïï ïóò¼ì îòûñ-
êàíèÿ ñâÿçåé ìåæäó èõ àëãåáðàè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè è òîïîëîãè÷åñêèìè, ãåîìåòðè-
÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ïðîñòðàíñòâ, íà êîòîðûõ òàêèå ñèñòåìû äåéñòâóþò, ëèáî ñàìèõ
ñèñòåì, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû, ÷òî îáû÷íî äåëàåòñÿ ðàññìîò-
ðåíèåì ãðàôà Êýëè è ñîîòâåòñòâóþùåé ñëîâàðíîé ìåòðèêè.

Â ðàáîòå [5] îïèñàíû êîëüöà âû÷åòîâ ñ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ,
ó êîòîðûõ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ïîëóãðóïïà äîïóñêàåò ïëàíàðíûé ãðàô Êýëè. Ñ òå÷å-
íèåì âðåìåíè â ìàòåðèàëàõ ðàáîòû íàó÷íîãî Àëãåáðàè÷åñêîãî ñåìèíàðà ÎìÃÏÓ [6]
íàêîïëåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ôàêòîâ è ïðèìåðîâ, ñâÿçàííûõ ñ êîëüöàìè âû÷åòîâ,
ãðàôàìè Êýëè èõ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ïîëóãðóïï, ïëàíàðíîñòüþ ýòèõ ãðàôîâ. È òå-
ïåðü ìû ìîæåì äàòü îïèñàíèå âñåõ êîëåö âû÷åòîâ, ó êîòîðûõ ãðàô Êýëè ìóëüòèïëè-
êàòèâíîé ïîëóãðóïïû äîïóñêàåò ïëîñêóþ óêëàäêó.
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1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ
Ãðàôîì Êýëè ïîëóãðóïïû S îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà îáðàçóþùèõ å¼ ýëåìåíòîâ X

íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûé ìóëüòèãðàô Cay(S,X), ìíîæåñòâî âåðøèí êîòîðîãî ðàâ-
íî S, à ð¼áðà íà÷èíàþòñÿ â âåðøèíå a ∈ S, çàêàí÷èâàþòñÿ â âåðøèíå b ∈ S è ïîìå÷å-
íû ýëåìåíòîì x ∈ X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ax = b. Îñíîâîé îðèåíòèðîâàííîãî
ìóëüòèãðàôà ñ ïîìå÷åííûìè ð¼áðàìè íàçûâàåòñÿ îáûêíîâåííûé ãðàô, ïîëó÷åííûé
èç èñõîäíîãî ïóò¼ì óäàëåíèÿ âñåõ ìåòîê è ïåòåëü è çàìåíîé âñåõ äóã, ñîåäèíÿþùèõ
îäíè è òå æå âåðøèíû â íåêîòîðîì íàïðàâëåíèè, îäíèì ðåáðîì, ñîåäèíÿþùèì òå
æå âåðøèíû. Ãîâîðèì, ÷òî ïîëóãðóïïà äîïóñêàåò ïëàíàðíûé ãðàô Êýëè, åñëè îñíîâà
å¼ ãðàôà Êýëè îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà îáðàçóþùèõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ
ïëàíàðíûì ãðàôîì, òî åñòü ìîæåò áûòü îòîáðàæåíà íà ïëîñêîñòü òàê, ÷òî âåðøè-
íàì ãðàôà ñîîòâåòñòâóþò íåêîòîðûå òî÷êè ïëîñêîñòè, à ð¼áðàì ãðàôà ñîîòâåòñòâóþò
íåïðåðûâíûå ïëîñêèå ëèíèè áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé, íå èìåþùèå îáùèõ òî÷åê, êðîìå,
âîçìîæíî, îáùèõ âåðøèí. Ïàðà ãðàôîâ ãîìåîìîðôíû äðóã äðóãó, åñëè îíè ïîëó÷åíû
èç îäíîãî è òîãî æå ãðàôà ïóò¼ì ïîäðàçáèåíèÿ åãî ð¼áåð. Ñîãëàñíî êðèòåðèþ Ïîíò-
ðÿãèíà �Êóðàòîâñêîãî, ãðàô ïëàíàðåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí íå ñîäåðæèò
ïîäãðàôîâ, ãîìåîìîðôíûõ ïîëíîìó ãðàôó ïÿòîãî ïîðÿäêà K5 èëè ïîëíîìó äâóäîëü-
íîìó ãðàôó K3,3, ñîäåðæàùåìó ïî òðè âåðøèíû â êàæäîé èç äîëåé. Äðóãèìè ñëîâàìè,
ïëàíàðíûé ãðàô õàðàêòåðèçóåòñÿ çàïðåù¼ííûìè ìèíîðàìè K5 è K3,3. Âíåøíåïëàíàð-
íûé ãðàô � òàêîé ãðàô, êîòîðûé äîïóñêàåò ïëîñêóþ óêëàäêó, â êîòîðîé âñå âåðøèíû
ïðèíàäëåæàò âíåøíåé ãðàíè. Âíåøíåïëàíàðíûå ãðàôû ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü äâó-
ìÿ çàïðåù¼ííûìè ìèíîðàìè K4 è K2,3.

Îïèñàíèå äîïóñêàþùèõ ïëîñêèå ãðàôû Êýëè êîíå÷íûõ êîììóòàòèâíûõ ãðóïï (êàê
è íåêîììóòàòèâíûõ) èçâåñòíî äàâíî. Ïóñòü Cn �ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ öèêëè÷åñêàÿ
ãðóïïà ïîðÿäêà n. Çàìåòèì, ÷òî Cm × Cn

∼= Cmn ïðè âçàèìíî ïðîñòûõ m è n. Èç ðå-
çóëüòàòîâ ðàáîòû [7, � 3, ñëåäñòâèå 3] ñëåäóåò

Òåîðåìà 1. Êîíå÷íàÿ êîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà G ïëàíàðíà òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà G = C2 × C2n, èëè G = C2 × C2 × C2, èëè G = Cn, ãäå n ∈ N.

Çàìåòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâîñòü ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò è èç áîëåå îáùåãî ðåçóëüòà-
òà [8, � 5], êîòîðûé ãëàñèò: êîíå÷íàÿ ãðóïïà G ïëàíàðíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà G = G1 × G2, ãäå G1 = C1 èëè C2, a G2 = Cn, Dn, S4, A4 èëè A5. Çäåñü
Dn = ⟨x, y | xn = y2 = (xy)2 = 1⟩�äèýäðàëüíàÿ ãðóïïà, ýëåìåíòàìè Dn ÿâëÿþòñÿ àâ-
òîìîðôèçìû ãðàôà, ñîñòîÿùåãî òîëüêî èç öèêëà ñ n âåðøèíàìè, òàêèì îáðàçîì,
|Dn| = 2n; An è Sn � çíàêîïåðåìåííàÿ è ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïû ïîäñòàíîâîê ñòå-
ïåíè n.

Íàïîìíèì, ÷òî âû÷åòîì öåëîãî ÷èñëà a ïî ìîäóëþ n íàçûâàåòñÿ îñòàòîê îò äåëå-
íèÿ a íà n è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç a mod n. Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ïîëóãðóïïà Zn âû÷åòîâ
ïî ìîäóëþ n� ýòî ìíîæåñòâî Zn = {0, 1, . . . , n − 1} âñåõ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n ñ îïå-
ðàöèåé óìíîæåíèÿ: a · b = ab mod n. Â ÷àñòíîñòè, a · b = ab, åñëè ab < n. Îáîçíà÷èì
÷åðåç Z−1

n ãðóïïó âñåõ îáðàòèìûõ â Zn ýëåìåíòîâ; îíà ñîñòîèò èç âñåõ ýëåìåíòîâ ïîëó-
ãðóïïû Zn, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ ÷èñëîì n, è òîëüêî èç òàêèõ. Ïîýòîìó å¼ ïîðÿäîê |Z−1

n |
ðàâåí φ(n), ãäå φ�ôóíêöèÿ Ýéëåðà.

Ïîäïîëóãðóïïó S1 ïîëóãðóïïû S íàçûâàþò âûïóêëîé (ôèëüòðîì), åñëè èç òîãî,
÷òî x, y ∈ S è x · y ∈ S1, ñëåäóåò x, y ∈ S1, òî åñòü ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ èç S ìîæåò
ïðèíàäëåæàòü S1 òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòè ýëåìåíòû óæå ëåæàò âíóòðè S1.

Î÷åâèäíà ñëåäóþùàÿ ëåììà, òàê êàê òîëüêî ïðîèçâåäåíèå âçàèìíî ïðîñòûõ ñ n
÷èñåë äà¼ò âçàèìíî ïðîñòîå ñ n ÷èñëî.
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Ëåììà 1. Ãðóïïà îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ Z−1
n ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ïîäïîëóãðóïïîé

â ïîëóãðóïïå Zn.

Èç îïðåäåëåíèÿ âûïóêëîé ïîäïîëóãðóïïû ñëåäóåò

Ëåììà 2. Ïóñòü S1 ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ïîäïîëóãðóïïîé â ïîëóãðóïïå S. Òîãäà
â ëþáîé ñèñòåìå îáðàçóþùèõ ïîëóãðóïïû S îáÿçàíà ïðèñóòñòâîâàòü â êà÷åñòâå ïîä-
ñèñòåìû ñèñòåìà îáðàçóþùèõ ïîëóãðóïïû S1.

Ñëåäñòâèå 1. Âñÿêàÿ ñèñòåìà îáðàçóþùèõ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïîëóãðóïïû âû-
÷åòîâ Zn ñîäåðæèò ñèñòåìó îáðàçóþùèõ ïîäãðóïïû Z−1

n .

Íàì ïîòðåáóåòñÿ åù¼ îäíî âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå:

Ëåììà 3. Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ïëàíàðíîñòè ãðàôà Êýëè êîììóòàòèâíîé êî-
íå÷íîé ïîëóãðóïïû ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî ïëàíàðíîñòü, íî è âíåøíåïëàíàðíîñòü ãðàôà
Êýëè âñÿêîé å¼ ñîáñòâåííîé âûïóêëîé ïîäïîëóãðóïïû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ãðàô Êýëè êîììóòàòèâíîé ïîëóãðóïïû ÿâëÿ-
åòñÿ ñâÿçíûì. Ïóñòü S1 � ñîáñòâåííàÿ âûïóêëàÿ ïîäïîëóãðóïïà êîíå÷íîé ïîëóãðóï-
ïû S. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî S \ S1 �íåïóñòîé èäåàë ïîëóãðóïïû S, ñîäåðæàùèé õîòÿ
áû îäèí îáðàçóþùèé ïîëóãðóïïû S. Ðàññìîòðèì ãðàô Êýëè ïîëóãðóïïû S. Â êà÷åñòâå
ïîäãðàôà îí ñîäåðæèò ãðàô Êýëè å¼ ñîáñòâåííîé âûïóêëîé ïîäïîëóãðóïïû S1. Åñëè
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ãðàô Êýëè ïîäïîëóãðóïïû S1 ïðè ëþáîé ðàñêëàäêå íå ñòàíîâèòñÿ
âíåøíåïëàíàðíûì, òî ÷àñòü ãðàôà Êýëè ïîëóãðóïïû S, ñîîòâåòñòâóþùàÿ èäåàëó S\S1,
÷òîáû íå íàðóøèòü ïëàíàðíîñòü, äîëæíà ðàñïîëîæèòüñÿ íà îäíîé ãðàíè ãðàôà ïîä-
ïîëóãðóïïû S1. Íî ýòî íå ñïàñàåò ïëàíàðíîñòü ãðàôà Êýëè ïîëóãðóïïû S, òàê êàê
âñÿêàÿ âåðøèíà ãðàôà Êýëè ïîäïîëóãðóïïû S1 ñìåæíà õîòÿ áû ñ îäíîé âåðøèíîé
èç S \S1. Çíà÷èò, ãðàô Êýëè å¼ ñîáñòâåííîé âûïóêëîé ïîäïîëóãðóïïû S1 äîëæåí áûòü
âíåøíåïëàíàðíûì.

Èç ñëåäñòâèÿ 1 è ëåìì 1 è 3 ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 2. Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ïëàíàðíîñòè ãðàôà Êýëè ìóëüòèïëèêà-
òèâíîé ïîëóãðóïïû âû÷åòîâ Zn ÿâëÿåòñÿ âíåøíåïëàíàðíîñòü ãðàôà Êýëè å¼ ïîäãðóï-
ïû Z−1

n .

Ðåçóëüòàòîì ýòîãî ñëåäñòâèÿ è òåîðåìû 1 ÿâëÿåòñÿ

Ëåììà 4. Åñëè ãðàô Êýëè ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïîëóãðóïïû âû÷åòîâ Zn ÿâëÿåòñÿ
ïëàíàðíûì, òî Z−1

n = C2 × C2k, èëè Z−1
n = C2 × C2 × C2, èëè Z−1

n = Cm, ãäå n�
ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî; m è 2k�ïîðÿäêè ñîîòâåòñòâóþùèõ öèêëè÷åñêèõ
ïîäãðóïï.

Òåîðåìà 2 [9, òåîðåìà 1]. Êîíå÷íûé ìîíîèä S, ÿâëÿþùèéñÿ ïðîèçâåäåíèåì íåîä-
íîýëåìåíòíûõ öèêëè÷åñêèõ ìîíîèäîâ, äîïóñêàåò âíåøíåïëàíàðíûé ãðàô Êýëè òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) S = ⟨a | a3 = a⟩ ×
〈
b | bh+t = bh

〉1
, ãäå äëÿ íàòóðàëüíûõ h, t èìåþò ìåñòî íåðà-

âåíñòâà h ⩽ 2 è h+ t ⩽ 4;

2) S = ⟨a | a1+m = a⟩+1 ×
〈
b | bh+t = bh

〉i
, ãäå i ∈ {1,+1} è äëÿ íàòóðàëüíûõ m,h, t

âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ îãðàíè÷åíèé:
2.1. m = 1, t ⩽ 2;
2.2. i = 1, m ⩽ 2, h = 1, t = 2;
2.3. i = 1, m = 2, h = 1, t ⩽ 2;

3) S =
〈
a0 | ar+m

0 = ar0
〉1 × n∏

i=1

⟨ai | a2i = ai⟩+1
, ãäå äëÿ íàòóðàëüíûõ r, n,m âûïîë-

íåíî n = m = 1, èëè n− 1 = r = m = 1, èëè n = m− 1 = 1.
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Íåòðóäíûå ðàññóæäåíèÿ, îïèðàþùèåñÿ íà ýòó òåîðåìó è íà [10, òåîðåìà 3.1] äëÿ
C2 ×C2, äàþò ñëåäñòâèå 3. Áîëåå òîãî, åñëè Z−1

n
∼= C2 ×C2m, òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåì-

ìîé 3, ãðàô Êýëè ïîëóãðóïïû Z−1
n äîëæåí áûòü âíåøíåïëàíàðíûì. Ïî [10, òåîðå-

ìà 3.1] ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî òàêàÿ ïîëóãðóïïà äîïóñêàåò âíåøíåïëàíàðíûé ãðàô
Êýëè òîëüêî ïðè m = 1.

Ñëåäñòâèå 3. Ñðåäè ãðóïï C2 × C2n, C2 × C2 × C2 è Cn âíåøíåïëàíàðíûé ãðàô
Êýëè èìåþò òîëüêî ãðóïïû Cn èëè C2 ×C2, ãäå n�ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Íàì òàêæå ïîíàäîáèòñÿ

Òåîðåìà 3 [5, òåîðåìà 3]. Ãðàô Êýëè ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïîëóãðóïïû âû÷å-
òîâ Zn ñ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé Z−1

n ïëàíàðåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n = 4, èëè
n = 6, èëè n�ïðîñòîå ÷èñëî.

2. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò
Òåîðåìà 4. Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ïîëóãðóïïà âû÷åòîâ Zn äîïóñêàåò ïëàíàðíûé

ãðàô Êýëè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n ∈ {4, 6, 8}∪P , ãäå P �ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ
÷èñåë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Zn �ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ïîëóãðóïïà êëàññîâ âû÷åòîâ
ïî ìîäóëþ n ñ ïëàíàðíûì ãðàôîì Êýëè. Òîãäà ïî ñëåäñòâèþ 2, ëåììå 4 è ñëåäñòâèþ 3
ïîäãðóïïà Z−1

n ðàâíà Cn èëè C2 × C2, ãäå n�ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.
Ïóñòü ñíà÷àëà Z−1

n = Cn. Òîãäà ïîïàäàåì â óñëîâèå òåîðåìû 3, è â ýòîì ñëó÷àå
n = 4, èëè n = 6, èëè n�ïðîñòîå ÷èñëî.

Ïóñòü òåïåðü Z−1
n = C2 × C2. Îòñþäà |Z−1

n | = φ(n) = 4. Ðåøèâ óðàâíåíèå φ(n) = 4
îòíîñèòåëüíî n, ïîëó÷àåì, ÷òî n ∈ {5, 8, 10, 12}. Ïðîâåðêà óáåæäàåò, ÷òî Z−1

5 = C4.
Ãðóïïà Z−1

5 �öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà è ïîäõîäèò ïî òåîðåìå 3. Ãðóïïà Z−1
8 èçîìîðôíà

ãðóïïå C2 × C2. Ïëàíàðíîñòü å¼ ãðàôà Êýëè ìîæíî ïðîâåðèòü, ïîñìîòðåâ íà ðèñ. 1.
Ãðóïïà Z−1

10 èçîìîðôíà C4. Îòñåèâàåì å¼ ïî òåîðåìå 3. Ãðóïïà Z−1
12
∼= C2×C2. Óáåäèìñÿ

â íåïëàíàðíîñòè ãðàôà Êýëè ñîîòâåòñòâóþùåé åé ïîëóãðóïïû Z12 íèæå.

Ðèñ. 1. Cay(Z8, {2, 3, 5})

Ðàññìîòðèì âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû îáùåãî ñëó÷àÿ, êîãäà Z−1
n
∼= C2 ×C2. Â ýòîì

ñëó÷àå â Z−1
n èìååòñÿ öèêë èç íå ìåíåå ÷åì ÷åòûð¼õ ýëåìåíòîâ. Íàëè÷èå ïîäãðàôà K3,3

â îñíîâå ãðàôà Êýëè ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïîëóãðóïïû êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n,
ïðèâîäÿùåå ê ïîòåðå ïëàíàðíîñòè, îáåñïå÷èâàåòñÿ òðåìÿ ïóíêòàìè. Âî-ïåðâûõ, íóæ-
íî, ÷òîáû â ïîäãðóïïå îáðàòèìûõ áûë öèêë èç íå ìåíåå ÷åì ÷åòûð¼õ ýëåìåíòîâ, ÷òî
îáåñïå÷èâàåòñÿ â äàííîì ñëó÷àå òåîðåìîé Ìàøêå. Âî-âòîðûõ, íóæíû äâà ðàçíûõ îá-
ðàçóþùèõ èç èäåàëà Zn \ Z−1

n . Ýòè îáðàçóþùèå, áóäó÷è âîçâåä¼ííûìè â íåêîòîðûå
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ñòåïåíè, ïîðîäÿò èäåìïîòåíòû, à îáùåå ÷èñëî èäåìïîòåíòîâ â ïîëóãðóïïå Zn ïî ñîñòàâ-
íîìó ìîäóëþ n = pα1

1 p
α2
2 · · · p

αk
k , ãäå pi �ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà, ðàâíî 2k.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ñîñòàâíîì ìîäóëå k > 1, ñëåäîâàòåëüíî, íèæå ãðóïïîâîé ÷àñòè â ðå-
ø¼òêå ïîëóãðóïïû Zn èìåþòñÿ åù¼ õîòÿ áû äâà èäåìïîòåíòà, e1 = pβ11

1 pβ12

2 · · · p
β1k

k z1
è e2 = pβ21

1 pβ22

2 · · · p
β2k

k z2, ãäå zi ∈ Z−1
n , βij ∈ {0, αj} ïðè 1 ⩽ i ⩽ 2 è 1 ⩽ j ⩽ k,

ïðèíàäëåæàùèõ êëàññàì ē1 è ē2 ñîîòâåòñòâåííî. È â-òðåòüèõ, ìåæäó êàêèìè-ëèáî èç
âåðøèí òåõ ðàçíûõ äâóõ êëàññîâ íóæåí ìàðøðóò. Ïîñëåäíåå âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê,
â ÷àñòíîñòè, ýëåìåíò 0 îáÿçàòåëüíî äîëæåí ïîðîæäàòüñÿ ïðîèçâåäåíèåì îáðàçóþùèõ
ëèáî ñàì íàõîäèòñÿ ñðåäè îáðàçóþùèõ, íî è òîãäà óìíîæåíèå íà 0 ñôîðìèðóåò ðåá-
ðî, ñâÿçûâàþùåå 0 ñ ëþáîé äðóãîé âåðøèíîé. Òàêèì îáðàçîì îáîñíîâûâàåòñÿ íàëè÷èå
ïîäãðàôà K3,3 íà âåðøèíàõ {1, ab, d} â îäíîé äîëå è âåðøèíàõ {a, b, c} â äðóãîé äî-
ëå, ãäå {1, a, b, ab} ⊆ Z−1

n , c ∈ ē1, d ∈ ē2, ñëåäîâàòåëüíî, ãðàô Êýëè ðàññìàòðèâàåìîé
ïîëóãðóïïû íå ÿâëÿåòñÿ ïëàíàðíûì.

Ãðóïïà D2 èçîìîðôíà ÷åòâåðíîé ãðóïïå Êëåéíà, êîòîðàÿ âñòðå÷àåòñÿ âî ìíîãèõ
ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè, íàïðèìåð, åé èçîìîðôíà ïðèâåä¼ííàÿ ñèñòåìà âû÷åòîâ ïî ìî-
äóëþ 8, ñîñòîÿùàÿ èç êëàññîâ 1, 3, 5, 7, è ïðèâåä¼ííàÿ ñèñòåìà âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 12,
ñîñòîÿùàÿ èç êëàññîâ 1, 5, 7, 11. Ãðàôû Êýëè ïëàíàðíîé ïîëóãðóïïû Z8 è íåïëàíàðíîé
ïîëóãðóïïû Z12 ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1 è 2 ñîîòâåòñòâåííî.

Ðèñ. 2. Cay(Z12, {2, 3, 5, 7})

Â äîêàçàòåëüñòâå ýòîé òåîðåìû ìîæíî îáîéòèñü áåç òåîðåìû 2 è ñëåäñòâèÿ 3. Äåé-
ñòâèòåëüíî, â îáùåì ñëó÷àå íåïëàíàðíîñòü ãðàôà Êýëè ïîëóãðóïïû Zn, èìåþùåé D2

â êà÷åñòâå ïîäãðóïïû, îáåñïå÷èâàåòñÿ, åñëè îñíîâà ýòîãî ãðàôà ñîäåðæèò ïîäãðàô, ãî-
ìåîìîðôíûé ïîëíîìó äâóäîëüíîìó ãðàôó K3,3, ñîäåðæàùåìó ïî òðè âåðøèíû â êàæ-
äîé èç äîëåé. Â ñàìîì äåëå, åñëè D2 = ⟨a, b⟩, ÷òî âûïîëíåíî ïðè âçàèìíî ïðîñòûõ
ñ ìîäóëåì îáðàçóþùèõ, (a, n) = 1 = (b, n), òî îñíîâà ãðàôà Êýëè Cay(Zn, X), ãäå
{a, b} ⊆ X, ñîäåðæèò ïðîñòîé öèêë íà âåðøèíàõ {a, b, 1, ab}, ïðè÷¼ì a2 = b2 = 1. Íà-
ïðèìåð, â Z8 ìîæíî âèäåòü a = 3, b = 5, ab = 7, à â Z12 ýòîò öèêë ñîäåðæèò âåðøèíû
a = 5, b = 7, ab = 11. Äàëåå, êàæäàÿ âåðøèíà ýòîãî öèêëà ñîåäèíåíà ñ âåðøèíàìè èç
ñìåæíûõ êëàññîâ cD2 = {cv : v ∈ D2} è dD2 = {dv : v ∈ D2}, ãäå (c, n) ̸= 1 ̸= (d, n).
Ïðè c = d = 2 â Z8 íàáëþäàåòñÿ ñîâïàäåíèå êëàññîâ cD2 = dD2 = {2, 6}, à ïðè
c = 2 ̸= 3 = d â Z12 åñòü cD2 = {2, 10} ̸= {3, 9} = dD2. Íàêîíåö, êàæäûé ýëåìåíò
èç cD2 ñîåäèí¼í ñ 0 ìàðøðóòîì, èìåþùèì îáùóþ âåðøèíó ñ ìàðøðóòîì îò ýëåìåí-
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òîâ èç dD2 äî 0, ïîýòîìó ìåæäó âåðøèíàìè ïîäãðàôîâ cD2 è dD2 ñóùåñòâóåò ïóòü.
Â ïðèìåðå ñ Z12 òàêèì ïóò¼ì ìîæåò áûòü âûáðàíà ïðîñòàÿ öåïü íà ìíîæåñòâå âåð-
øèí {2, 6, 3}.

Òàêèì îáðàçîì, ïîäãðàô, ãîìåîìîðôíûé ãðàôó K3,3, ôîðìèðóåòñÿ â îñíîâå ãðàôà
Êýëè ïîëóãðóïïû Zn, ñîäåðæàùåé ïîäãðóïïó D2, íà âåðøèíàõ {d, ab, 1} â îäíîé ñâîåé
äîëå è âåðøèíàõ {c, a, b} â äðóãîé äîëå, ãäå c ̸= d�íåîáðàòèìûå îáðàçóþùèå ïîëó-
ãðóïïû Zn, à îáðàòèìûìè å¼ îáðàçóþùèìè ÿâëÿþòñÿ a ̸= b. Â ñëó÷àå, êîãäà c = d,
èç êîìáèíàòîðíûõ ðàññóæäåíèé ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî â ïîëóãðóïïå Zn, èìåþùåé D2

â êà÷åñòâå ïîäãðóïïû, ñîäåðæèòñÿ âîñåìü ýëåìåíòîâ: {1 = a2 = b2, a, b, ab, 1c = bc,
ac = abc, c2, c3}, âåäü åñëè 1c ̸= bc, òî âîçìîæíî 1c = ac, òîãäà ïîëó÷èì òó æå ïî-
ëóãðóïïó ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà, ìåíÿþùåãî ìåñòàìè a è b, à åñëè 1c ̸= bc è
1c ̸= ac, òî â ãðàôå Êýëè âîçíèêàåò êîíôèãóðàöèÿ K3,3, îïèñàííàÿ âûøå â ïðåäïîëî-
æåíèè, ÷òî îòäåëèâøèéñÿ ýëåìåíò d ̸= c� ýòî d = bc èëè d = ac. Àíàëîãè÷íà ñèòóàöèÿ
ñ Z−1

n = Z2 ×D2. Äëÿ îáíàðóæåíèÿ K3,3 â ýòîì ñëó÷àå áåðóòñÿ a è b îáðàçóþùèìè èç
ïîäãðóïïû {e} ×D2, ãäå e�íåéòðàëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû Z2.

Ó÷èòûâàÿ òåîðåìó 3, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî åäèíñòâåííîé èìåþùåé íåöèêëè÷å-
ñêóþ ãðóïïó îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ Z−1

n ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïîëóãðóïïîé âû÷åòîâ Zn,
äîïóñêàþùåé ïëàíàðíûé ãðàô Êýëè, ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïà Z8.

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ñëåäñòâèÿ 3 ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû íå áûëî íåîáõîäèìî-
ñòè ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé ïîëóãðóïïû C2 × C2 × C2, êîòîðûé ïðèâîäèò íàñ ê n = 24,
òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå â ïîëóãðóïïå Zn ïîäãðóïïà Z−1

n äîëæíà èìåòü ìîùíîñòü 8. Ïî-
ëó÷àåòñÿ, ÷òî φ(n) = 8, òîãäà n = φ−1(8) ∈ {15, 16, 20, 24, 30}. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå
íèæíþþ îöåíêó ôóíêöèè Ýéëåðà φ(n) ⩾

√
n, ïåðå÷èñëåíû âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ.

Ïðè ýòîì äëÿ ìîäóëÿ n ∈ {15, 16, 20, 30} ãðóïïà îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ ãðóï-
ïîé C2 × C4, à äëÿ n = 24 èìååì Z−1

n
∼= C2 × C2 × C2 è íåïëàíàðíûé ãðàô Êýëè

îòíîñèòåëüíî ëþáîé ñèñòåìû îáðàçóþùèõ, â ÷àñòíîñòè, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 3 îò-
íîñèòåëüíî îäíîé èç òàêèõ ñèñòåì.

Ðèñ. 3. Cay(Z24, {2, 3, 5, 7, 13})

Çàêëþ÷åíèå
Ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 1 ïëàíàðíûé ãðàô Êýëè ïîëóãðóïïû Z8 �íå åäèíñòâåííûé

âîçìîæíûé ïëàíàðíûé ãðàô ýòîé ïîëóãðóïïû. Ïëîñêàÿ óêëàäêà ñóùåñòâóåò îòíîñè-
òåëüíî òàêèõ ìèíèìàëüíûõ ìíîæåñòâ îáðàçóþùèõ, êàê ⟨2, 3, 5⟩ = {2, 4, 0}·{3, 1}·{5, 1},
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⟨3, 5, 6⟩ = {3, 1}·{5, 1}·{6, 4, 0}, ⟨2, 5, 7⟩ = {2, 4, 0}·{5, 1}·{7, 1}, ⟨5, 6, 7⟩ = {5, 1}·{6, 4, 0}·
· {7, 1}. Ïðè ýòîì äëÿ îñòàâøèõñÿ èç âñåõ âîçìîæíûõ ìèíèìàëüíûõ ìíîæåñòâ îáðà-
çóþùèõ (⟨2, 3, 7⟩ = {2, 4, 0} · {3, 1} · {7, 1}, ⟨3, 6, 7⟩ = {3, 1} · {6, 4, 0} · {7, 1}) ãðàô Êýëè
ïîëóãðóïïû Z8 íå ÿâëÿåòñÿ ïëàíàðíûì. Îçíàêîìèòüñÿ ñî âñåìè ãðàôàìè Êýëè ìóëü-
òèïëèêàòèâíûõ ïîëóãðóïï êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ äî 24 âêëþ÷èòåëüíî îòíîñè-
òåëüíî âñåõ âîçìîæíûõ ñèñòåì èõ îáðàçóþùèõ ìîæíî â ìàòåðèàëàõ ðàáîòû íàó÷íîãî
Àëãåáðàè÷åñêîãî ñåìèíàðà ÎìÃÏÓ íà ñàéòå [6].

Â äàííîé ðàáîòå îïèñàíû ìóëüòèïëèêàòèâíûå ïîëóãðóïïû âû÷åòîâ ñ ïëàíàðíûìè
ãðàôàìè Êýëè. Ïîëóãðóïïû èçîìîðôíû, åñëè èõ ãðàôû Êýëè èçîìîðôíû, à äëÿ ïëà-
íàðíûõ ãðàôîâ ïðîáëåìà èçîìîðôèçìà ðåøàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Òî åñòü
èç ïðåäñòàâëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ
äëÿ ïðîáëåìû èçîìîðôèçìà ðàññìàòðèâàåìûõ ïîëóãðóïï. Äëÿ îïèñàííûõ ïîëóãðóïï
îêàçàëîñü, ÷òî ïðîáëåìà èçîìîðôèçìà ðåøàåòñÿ çà âðåìÿ O(1), äîñòàòî÷íî ñðàâíèòü
ìîäóëè, ïî êîòîðûì ôîðìèðóþòñÿ êëàññû âû÷åòîâ, ÿâëÿþùèåñÿ ýëåìåíòàìè àíàëèçè-
ðóåìûõ ïîëóãðóïï. Íî ýòî ëèøü ïåðâûé øàã, â äðóãèõ êëàññàõ êîíå÷íûõ ïîëóãðóïï
ïðîáëåìà íå ñòîëü òðèâèàëüíà.
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