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Orthomorphisms of groups, which are at the minimum possible distance from each
other according to the Cayley metric are studied. A class of transformations is de-
scribed that map an arbitrary given orthomorphism into the set of all orthomorphisms
that are at the minimum possible Cayley distance of two from the original. Using the
spectral-difference method for constructing substitutions over the generalized quater-
nion groupQ4n, where 4n = 2t (t = 4, . . . , 8), orthomorphisms with values of difference
characteristics close to optimal have been found.
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Ââåäåíèå
Ïîíÿòèå îðòîìîðôèçìà âïåðâûå ââåäåíî â ðàáîòàõ [1, 2]. Â òåðìèíàõ âïîëíå ïåðå-

ñòàíîâî÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ ïîëÿ Fq îðòîìîðôèçìû äåòàëüíî èçó÷àëèñü â [3, 4], íåêîòî-
ðûå ïîäõîäû ê ïîñòðîåíèþ îðòîìîðôèçìîâ ïðèâåäåíû â [5, 6]. Îðòîìîðôèçìû àêòèâ-
íî èçó÷àëèñü â 50�60-å ãîäû XXâ. â ñâÿçè ñ íåêîòîðûìè òåõíè÷åñêèìè ïðèëîæåíèÿìè
êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ¾ïðîáëåìû ïàðàëëåëüíûõ ïåðåïàåê¿ [7]. Îðòîìîðôèçìû íàõîäÿò
øèðîêîå ïðèìåíåíèå âî ìíîãèõ êðèïòîãðàôè÷åñêèõ êîíñòðóêöèÿõ [8, 9]. Èõ èçó÷åíèå
òåñíî ñâÿçàíî ñ çàäà÷àìè ïîñòðîåíèÿ êîäîâ àóòåíòèôèêàöèè [10, 11], ñèñòåì îðòîãî-
íàëüíûõ ëàòèíñêèõ êâàäðàòîâ [12�14] è êâàçèãðóïï [15, 16]. Íåîáõîäèìîñòü ðàçâèòèÿ
ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ îðòîìîðôèçìîâ íàä ïðîèçâîëüíûìè ãðóïïàìè âîçíèêàåò â ñâÿçè
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ñ ïîÿâëåíèåì ðÿäà ðàáîò î íåàáåëåâûõ ãðóïïàõ íàëîæåíèÿ êëþ÷à è èõ èñïîëüçîâàíèè
ïðè ñèíòåçå øèôðñèñòåì [17�19].

Â äàííîé ðàáîòå ðåçóëüòàòû [6] îáîáùàþòñÿ íà ïðîèçâîëüíóþ ãðóïïó G. Ïðåäëîæå-
íû àëãîðèòìû, ïîçâîëÿþùèå äëÿ çàäàííîãî îðòîìîðôèçìà ïîëó÷èòü âñå îðòîìîðôèç-
ìû, íàõîäÿùèåñÿ íà ìèíèìàëüíî âîçìîæíîì ðàññòîÿíèè îò íåãî. Îïèñàí êëàññ ïðåîá-
ðàçîâàíèé, ïåðåâîäÿùèõ ïðîèçâîëüíûé çàäàííûé îðòîìîðôèçì â ìíîæåñòâî âñåõ îð-
òîìîðôèçìîâ, íàõîäÿùèõñÿ îò èñõîäíîãî íà ìèíèìàëüíî âîçìîæíîì ðàññòîÿíèè Êýëè,
ðàâíîì äâóì. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû èëëþñòðèðóþòñÿ ïðèìåðàìè íàä îáîáù¼ííîé
ãðóïïîé êâàòåðíèîíîâ Q4n.

Ðàáîòà èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó. Ïóíêò 1 ñîäåðæèò îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è
îáîçíà÷åíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ðåçóëüòàòîâ. Â ï. 2 ïðèâåäå-
íû óòâåðæäåíèÿ, êàñàþùèåñÿ ñâîéñòâ îðòîìîðôèçìîâ, íàõîäÿùèõñÿ íà ìèíèìàëüíî
âîçìîæíîì ðàññòîÿíèè Êýëè äðóã îò äðóãà, è àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ âñåõ òàêèõ îðòî-
ìîðôèçìîâ. Ïóíêò 3 ñîäåðæèò ðåçóëüòàòû ïî ïîñòðîåíèþ îðòîìîðôèçìîâ ñ áëèçêèìè
ê îïòèìàëüíûì çíà÷åíèÿìè ðàçíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê.

1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ
Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

(G, ∗) � êîíå÷íàÿ ãðóïïà ñ áèíàðíîé îïåðàöèåé ∗ è íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì e;
G× � ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ãðóïïû G áåç íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà e;
S(G) � ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà íà ìíîæåñòâå G;
Ak

m � ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ðàçìåùåíèé èç m ýëåìåíòîâ ïî k;
Ck

m � ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ñî÷åòàíèé èç m ýëåìåíòîâ ïî k;
Q4n � îáîáù¼ííàÿ ãðóïïà êâàòåðíèîíîâ ïîðÿäêà 4n.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïîäñòàíîâêà g ∈ S(G) íàçûâàåòñÿ îðòîìîðôèçìîì ãðóïïû G,
åñëè îòîáðàæåíèå g′ : G→ G, îïðåäåëÿåìîå óñëîâèåì g′(x) = x−1 ∗ g(x), ãäå x−1 � ýëå-
ìåíò, îáðàòíûé äëÿ x ∈ G îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ∗, ÿâëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêîé èç S(G).

Ìíîæåñòâî âñåõ îðòîìîðôèçìîâ ãðóïïû G îáîçíà÷èì ÷åðåç Orth(G). Íà ýëåìåíòàõ
ãðóïïû G ââîäèòñÿ ïðîèçâîëüíîå îòíîøåíèå ïîðÿäêà:

G = {e = z0, z1, . . . , zn−1}, |G| = n, zi < zi+1, i = 0, 1, . . . , n− 2.

Îïðåäåëåíèå 2. Ðàññòîÿíèåì Êýëè ìåæäó ïîäñòàíîâêàìè g, h ∈ S(G) íàçûâà-
åòñÿ ÷èñëî

τ(g, h) =
m∑
i=1

ki(li − 1) = n−
m∑
i=1

ki,

ãäå ki �÷èñëî öèêëîâ äëèíû li â ðàçëîæåíèè ïîäñòàíîâêè h−1g â ïðîèçâåäåíèå íåçà-
âèñèìûõ öèêëîâ, ò. å. öèêëîâàÿ ñòðóêòóðà ïîäñòàíîâêè h−1g èìååò ñëåäóþùèé âèä:

[h−1g] =
[
lk11 , l

k2
2 , . . . , l

km
m

]
.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî τ(g, h)� ýòî ìèíèìàëüíîå ÷èñëî òðàíñïîçèöèé, ïåðåâîäÿùèõ
ïîäñòàíîâêó g â h.

Îïðåäåëåíèå 3. Ðàññòîÿíèåì Õåììèíãà ìåæäó ïîäñòàíîâêàìè g, h ∈ S(G) íà-
çûâàåòñÿ ÷èñëî

χ(g, h) = |{x ∈ G : g(x) ̸= h(x)}|.

Áåç ñóùåñòâåííûõ èçìåíåíèé äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíîé ãðóïïû G ñïðàâåäëèâî
óòâåðæäåíèå èç ðàáîòû [6].
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Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè g, h ∈ Orth(G), g ̸= h, òî τ(g, h) ⩾ 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ ïîäñòàíîâîê g, h ∈ S(G), g ̸= h,
ñïðàâåäëèâî τ(g, h) ⩾ 1. Ïóñòü τ(g, h) = 1. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå x1, x2 ∈ G, ÷òî
x1 ̸= x2 è h = (x1, x2)g. Îðòîìîðôèçì h ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå òàáëèöû:

h =

(
. . . x1 . . . x2 . . .
. . . g(x2) . . . g(x1) . . .

)
.

Òàê êàê g ∈ Orth(G), äëÿ ïîñòðîåííîé ïî îïðåäåëåíèþ 1 ïîäñòàíîâêè g′ ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî g′(x1) = x−1

1 ∗ g(x1). Òàê êàê h ∈ Orth(G), òî èìååò ìåñòî g′(x1) = x−1
1 ∗ g(x2)

ëèáî g′(x1) = x−1
2 ∗ g(x1). Ñëåäîâàòåëüíî,{

g′(x1) = x−1
1 ∗ g(x1),

g′(x1) = x−1
1 ∗ g(x2)

ëèáî

{
g′(x1) = x−1

1 ∗ g(x1),
g′(x1) = x−1

2 ∗ g(x1).

Â ïåðâîì ñëó÷àå èìååì g(x1) = g(x2)�ïðîòèâîðå÷èå, òàê êàê g�ïîäñòàíîâêà. Âî
âòîðîì ñëó÷àå x1 = x2 �ïðîòèâîðå÷èå óñëîâèþ x1 ̸= x2.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îðòîìîðôèçìû g, h ∈ Orth(G), g ̸= h, íàõîäÿòñÿ íà ìèíèìàëü-
íî âîçìîæíîì ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà, åñëè τ(g, h) = 2.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îðòîìîðôèçìû g, h ∈ Orth(G), íàõîäÿùèåñÿ íà ðàññòîÿíèè
Êýëè τ(g, h) = 2, èìåþò ðàññòîÿíèå Õåììèíãà χ(g, h) = 3 èëè χ(g, h) = 4.

Ïóñòü Ii(g) = {h ∈ Orth(G) : τ(g, h) = 2, χ(g, h) = i + 2}, i = 1, 2. ×åðåç I(g)
áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî îðòîìîðôèçìîâ, íàõîäÿùèõñÿ íà ìèíèìàëüíî âîçìîæíîì
ðàññòîÿíèè Êýëè îò g, òî åñòü

I(g) = {h ∈ Orth(G) : τ(g, h) = 2} = I1(g) ∪ I2(g).

Èçó÷åíèå ñòîéêîñòè áëî÷íûõ øèôðñèñòåì ñ íåàáåëåâîé ãðóïïîé íàëîæåíèÿ êëþ-
÷à îòíîñèòåëüíî ðàçíîñòíîãî ìåòîäà êðèïòîàíàëèçà ìîæåò ïîòðåáîâàòü ðàññìîòðåíèÿ
äâóõ ðàçëè÷íûõ ðàçíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê ïåðåìåøèâàþùèõ îòîáðàæåíèé.

Îïðåäåëåíèå 4. Ðàçíîñòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè p
(1)
g è p

(2)
g ïîäñòàíîâêè g ∈ S(G)

íàçûâàþòñÿ âåëè÷èíû:
p(i)g = max

α,β∈G×
pgα,β

(i), i = 1, 2,

ãäå

pgα,β
(1) = |G|−1 · |{x ∈ G : g(x)−1 ∗ g(x ∗ α) = β}|,

pgα,β
(2) = |G|−1 · |{x ∈ G : g(α ∗ x) ∗ g(x)−1 = β}|.

Çàìå÷àíèå 1. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

p(1)g ⩽ 1, p(2)g ⩽ 1.

Âåðõíÿÿ îöåíêà äîñòèæèìà, íàïðèìåð, äëÿ òîæäåñòâåííîé ïîäñòàíîâêè.

Îïðåäåëåíèå 5. Îáîáù¼ííîé ãðóïïîé êâàòåðíèîíîâ Q4n ñ áèíàðíîé îïåðàöè-
åé ∗ è íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì e íàçûâàåòñÿ íåàáåëåâà êîíå÷íàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà 4n,
ïîðîæä¼ííàÿ äâóìÿ ýëåìåíòàìè x è y:

⟨x, y | x2n = y4 = 1, xn = y2, y−1 ∗ x ∗ y = x−1⟩.
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Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ýëåìåíòû Q4n ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

xkyj, 0 ⩽ k ⩽ 2n− 1, j ∈ {0, 1}.

Ýëåìåíòàì Q4n ñîïîñòàâèì ýëåìåíòû èç Z4n ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè φ : Q4n → Z4n:

φ(xkyj) = 2n j + k.

Âñþäó äàëåå ýëåìåíòû z ∈ Q4n îáîáù¼ííîé ãðóïïû êâàòåðíèîíîâ áóäåì çàïèñûâàòü
â âèäå èõ îáðàçà φ(z) ∈ Z4n.

2. Ïîñòðîåíèå îðòîìîðôèçìîâ, íàõîäÿùèõñÿ íà ìèíèìàëüíî âîçìîæíîì
ðàññòîÿíèè îò äàííîãî îðòîìîðôèçìà

Ïðèâåä¼ì àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâ I1(g) è I2(g) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îðòî-
ìîðôèçìà g, èìåþùèå ìåíüøóþ òðóäî¼ìêîñòü ïî ñðàâíåíèþ ñ íàèâíûì àëãîðèòìîì,
îñíîâàííûì íà ïåðåáîðå âñåõ A4

n ðàçìåùåíèé.

2.1. Î ð ò î ì î ð ô è ç ì û í à ð à ñ ñ ò î ÿ í è è Õ å ì ì è í ã à , ð à â í î ì 3

Àëãîðèòì 1 ñòðîèò ìíîæåñòâà I1(g) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îðòîìîðôèçìà g. Ïîëàãàåì,
÷òî G�êîíå÷íàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n, n ⩾ 4.

Àëãîðèòì 1.

Âõîä: Îðòîìîðôèçì g ∈ Orth(G).
Âûõîä: Ñïèñîê I1(g).
1: i := 0, I1(g) := ∅.
2: Åñëè i = A2

n−1, òî
çàêîí÷èòü ðàáîòó, íà âûõîä ïîäàòü ýëåìåíòû ñïèñêà I1.

3: Åñëè i < A2
n−1, òî

4: âûáðàòü íîâóþ óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó (x1, x2) ∈ G2 ñî ñâîéñòâîì max{x1, x2} ̸=
̸= zn−1;

5: i := i+ 1;
6: ïåðåéòè íà øàã 7.
7: x3 := g(x2) ∗ g(x1)−1 ∗ x1.
8: Åñëè x3 > max{x1, x2}, òî

ïåðåéòè íà øàã 9, èíà÷å ïåðåéòè íà øàã 2.
9: i := i+ 1.
10: Åñëè g(x1)−1 ∗ x2 ∗ x−1

1 ∗ g(x3) = e è g(x3)
−1 ∗ x1 ∗ x−1

2 ∗ g(x2) = e, òî
11: h := (x3, x2)(x2, x1)g; äîáàâèòü h â ñïèñîê I1(g).
12: Ïåðåéòè íà øàã 2.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì îðòîìîðôèçì g ∈ Q16, çàäàííûé òàáë. 1.

Òà á ë è ö à 1

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 a b c d e f
g(x) 0 2 1 5 8 a 9 d 3 c 6 f e 7 b 4
g′(x) 0 1 7 2 c d b e 9 5 8 4 6 a 3 f
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Ðåçóëüòàòîì ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà 1 ê îðòîìîðôèçìó g ∈ Orth(Q16) ÿâëÿåòñÿ
ìíîæåñòâî I1(g), ñîñòîÿùåå èç ÷åòûð¼õ îðòîìîðôèçìîâ (òàáë. 2).

Òà á ë è ö à 2

Îðòîìîðôèçì Òðàíñïîçèöèè
1 0 2 5 8 a 9 d 3 c 6 f e 7 b 4 (0,1)(1,2)
4 2 1 5 8 a 9 d 3 c 6 0 e 7 b f (0,b)(b,f)
0 2 1 5 9 8 a d 3 c 6 f e 7 b 4 (4,5)(5,6)
0 2 1 5 8 e 9 d a c 6 f 3 7 b 4 (5,8)(8,c)

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îïèñûâàåò ñâîéñòâà îðòîìîðôèçìîâ ìíîæåñòâà I1(g) è ïî-
êàçûâàåò êîððåêòíîñòü ðàáîòû àëãîðèòìà 1.

Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü g ∈ Orth(G), h ∈ S(G) è ñóùåñòâóþò òàêèå ïîïàðíî
ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû x1, x2, x3 ∈ G, ÷òî h = (x3, x2)(x2, x1)g. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
ýêâèâàëåíòíû:

1) h ∈ Orth(G);
2) èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà 

g(x1)
−1 ∗ x2 ∗ g′(x3) = e,

g(x2)
−1 ∗ x3 ∗ g′(x1) = e,

g(x3)
−1 ∗ x1 ∗ g′(x2) = e.

(1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü h� îðòîìîðôèçì. Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíåíû ðàâåí-
ñòâà (1). Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ýëåìåíòîâ h′(x1), h

′(x2), h
′(x3) ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå

ñîîòíîøåíèÿ:

h′(x1) ̸= g′(x1), h′(x2) ̸= g′(x2), h′(x3) ̸= g′(x3),

h′(x1) ̸= g′(x3), h′(x2) ̸= g′(x1), h′(x3) ̸= g′(x2).

Ñëåäîâàòåëüíî, h′(x1) = g′(x2), h
′(x2) = g′(x3), h

′(x3) = g′(x1) è

h′(x1) = x−1
1 ∗ g(x3), h′(x2) = x−1

2 ∗ g(x1), h′(x3) = x−1
3 ∗ g(x2),

h′(x1) = x−1
2 ∗ g(x2), h′(x2) = x−1

3 ∗ g(x3), h′(x3) = x−1
1 ∗ g(x1).

Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

e = h′(x1)
−1 ∗ h′(x1) = g(x3)

−1 ∗ x1 ∗ g′(x2),
e = h′(x2)

−1 ∗ h′(x2) = g(x1)
−1 ∗ x2 ∗ g′(x3),

e = h′(x3)
−1 ∗ h′(x3) = g(x2)

−1 ∗ x3 ∗ g′(x1).

Îáðàòíî, ïóñòü âûïîëíåíû ðàâåíñòâà (1). Òîãäà

h′(x1) = x−1
1 ∗ g(x3) = g′(x2),

h′(x2) = x−1
2 ∗ g(x1) = g′(x3),

h′(x3) = x−1
3 ∗ g(x2) = g′(x1).

Ñëåäîâàòåëüíî, h� îðòîìîðôèçì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç t1 òðóäî¼ìêîñòü àëãîðèòìà 1.
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Óòâåðæäåíèå 3. Ïðè n→∞ äëÿ âåëè÷èíû t1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà t1 = O(n2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òðóäî¼ìêîñòü àëãîðèòìà 1 îöåíèâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ÷èñ-
ëà A2

n−1 ïîâòîðåíèé øàãà 2 è ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé íà øàãàõ 7
è 9 àëãîðèòìà.

Çàìå÷àíèå 2. Òðóäî¼ìêîñòü àëãîðèòìà 1, ïî êðàéíåé ìåðå, â n ðàç ìåíüøå
òðóäî¼ìêîñòè àëãîðèòìà, îñíîâàííîãî íà ïåðåáîðå âñåõ A3

n ðàçìåùåíèé ýëåìåíòîâ
x1, x2, x3 ∈ G, âû÷èñëåíèè ïîäñòàíîâêè h è ïðîâåðêå ñâîéñòâà h ∈ Orth(G).

Èç óòâåðæäåíèÿ 3 ñëåäóþò îöåíêè ÷èñëà îðòîìîðôèçìîâ â ñïèñêå I1(g) íà âûõîäå
àëãîðèòìà 1.

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ ëþáîãî g ∈ Orth(G) ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

0 ⩽ |I1(g)| ⩽ A2
n−1.

Òàáë. 3 èëëþñòðèðóåò äîñòèæèìîñòü íèæíèõ è âåðõíèõ îöåíîê ÷èñëà |I1(g)| äëÿ
îáîáù¼ííîé ãðóïïû êâàòåðíèîíîâ Q4n, n = 2, 4, 8, 16, 32, 64.

Òà á ë è ö à 3

Ãðóïïà G
Íèæíÿÿ îöåíêà Íàèìåíüøåå íàéäåííîå Íàèáîëüøåå íàéäåííîå Âåðõíÿÿ îöåíêà

|I1(g)| çíà÷åíèå |I1(g)| çíà÷åíèå |I1(g)| |I1(g)|
Q8 0 0 0 42
Q16 0 0 9 210
Q32 0 0 7 930
Q64 0 0 15 3906
Q128 0 0 29 16002
Q256 0 0 43 64770

2.2. Î ð ò î ì î ð ô è ç ì û í à ð à ñ ñ ò î ÿ í è è Õ å ì ì è í ã à , ð à â í î ì 4

Àëãîðèòì 2 ñòðîèò ìíîæåñòâî I2(g) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îðòîìîðôèçìà g. Êàê è
ðàíåå, ïîëàãàåì, ÷òî G�êîíå÷íàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n, n ⩾ 4.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì îðòîìîðôèçì g ∈ Q8, çàäàííûé òàáë. 4.

Òà á ë è ö à 4

x 0 1 2 3 4 5 6 7
g(x) 0 2 4 6 1 3 7 5
g′(x) 0 1 6 7 5 4 3 2

Ðåçóëüòàòîì ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà 2 ê îðòîìîðôèçìó g ∈ Orth(Q8) ÿâëÿåòñÿ ìíî-
æåñòâî I2(g), ñîñòîÿùåå èç âîñüìè îðòîìîðôèçìîâ (òàáë. 5).

Òà á ë è ö à 5

Îðòîìîðôèçì Òðàíñïîçèöèè
2 0 4 6 1 3 5 7 (0, 1)(6, 7)
4 2 0 6 1 5 7 3 (0, 2)(5, 7)
6 4 2 0 1 3 7 5 (0, 3)(1, 2)
3 2 4 7 1 0 6 5 (0, 5)(3, 6)
7 2 4 3 1 6 0 5 (0, 6)(3, 5)
0 6 4 2 7 3 1 5 (1, 3)(4, 6)
0 2 6 4 3 1 7 5 (2, 3)(4, 5)
0 2 4 6 5 7 3 1 (4, 7)(5, 6)
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Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïîëó÷åííûå îðòîìîðôèçìû çàäàþò ëàòèíñêèå êâàäðàòû, îð-
òîãîíàëüíûå ê òàáëèöå Êýëè ãðóïïû Q8, íàïðèìåð:

0 1 2 3 4 5 6 7
1 2 3 0 5 6 7 4
2 3 0 1 6 7 4 5
3 0 1 2 7 4 5 6
4 7 6 5 2 1 0 3
5 4 7 6 3 2 1 0
6 5 4 7 0 3 2 1
7 6 5 4 1 0 3 2


,



4 2 0 6 1 5 7 3
7 3 1 5 2 4 6 0
6 0 2 4 3 7 5 1
5 1 3 7 0 6 4 2
2 6 4 0 5 3 1 7
1 7 5 3 6 2 0 4
0 4 6 2 7 1 3 5
3 5 7 1 4 0 2 6


.

Àëãîðèòì 2.

Âõîä: Îðòîìîðôèçì g ∈ Orth(G).
Âûõîä: Ñïèñîê I2(g).
1: i := 0, I2(g) := ∅.
2: Åñëè i = C3

n − 1, òî
çàêîí÷èòü ðàáîòó, íà âûõîä ïîäàòü ýëåìåíòû ñïèñêà I2.

3: Åñëè i < C3
n − 1, òî

4: âûáðàòü íîâîå ñî÷åòàíèå (x1, x3, x4) ∈ G3, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì x1 < x3 <
< x4, x1 ̸= zn−3;

5: i := i+ 1;
6: ïåðåéòè íà øàã 7.
7: x2 := g(x1) ∗ g(x4)−1 ∗ x4; x̃2 := g(x1) ∗ g(x3)−1 ∗ x3.
8: Åñëè x1 < x2 èëè x1 < x̃2, òî

ïåðåéòè íà øàã 9, èíà÷å ïåðåéòè íà øàã 2.
9: Ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü ñèñòåì ðàâåíñòâ (2) è (3):


{
g(x4)

−1 ∗ x3 ∗ x−1
1 ∗ g(x1) = e,

g(x3)
−1 ∗ x4 ∗ x−1

2 ∗ g(x2) = e,{
g(x4)

−1 ∗ x3 ∗ x−1
2 ∗ g(x2) = e,

g(x3)
−1 ∗ x4 ∗ x−1

1 ∗ g(x1) = e,

g(x2)
−1 ∗ x1 ∗ x−1

3 ∗ g(x3) = e;

(2)




{
g(x4)

−1 ∗ x3 ∗ x−1
1 ∗ g(x1) = e,

g(x3)
−1 ∗ x4 ∗ x̃−1

2 ∗ g(x̃2) = e,{
g(x4)

−1 ∗ x3 ∗ x̃−1
2 ∗ g(x̃2) = e,

g(x3)
−1 ∗ x4 ∗ x−1

1 ∗ g(x1) = e,

g(x1)
−1 ∗ x̃2 ∗ x−1

3 ∗ g(x3) = e.

(3)

10: Åñëè âûïîëíåíà ñèñòåìà (2), òî
11: äëÿ ýëåìåíòà x2 âû÷èñëèòü h = (x4, x3)(x2, x1)g, äîáàâèòü h â ñïèñîê I2(g).
12: Åñëè âûïîëíåíà ñèñòåìà (3), òî
13: äëÿ ýëåìåíòà x̃2 âû÷èñëèòü h̃ = (x4, x3)(x̃2, x1)g, äîáàâèòü h̃ â ñïèñîê I2(g).
14: Ïåðåéòè íà øàã 2.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îïèñûâàåò ñâîéñòâà îðòîìîðôèçìîâ ìíîæåñòâà I2(g) è ïî-
êàçûâàåò êîððåêòíîñòü ðàáîòû àëãîðèòìà 2.
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Óòâåðæäåíèå 4. Ïóñòü g ∈ Orth(G), h ∈ S(G), ñóùåñòâóþò òàêèå ïîïàðíî ðàç-
ëè÷íûå ýëåìåíòû x1, x2, x3, x4 ∈ G, ÷òî h = (x4, x3)(x2, x1)g. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
ýêâèâàëåíòíû:

1) h ∈ Orth(G);
2) ñïðàâåäëèâà îäíà èç ñèñòåì ðàâåíñòâ (4) èëè (5):


{
g(x4)

−1 ∗ x3 ∗ g′(x1) = e,

g(x3)
−1 ∗ x4 ∗ g′(x2) = e,{

g(x4)
−1 ∗ x3 ∗ g′(x2) = e,

g(x3)
−1 ∗ x4 ∗ g′(x1) = e,

g(x1)
−1 ∗ x2 ∗ g′(x4) = e,

g(x2)
−1 ∗ x1 ∗ g′(x3) = e;

(4)




{
g(x4)

−1 ∗ x3 ∗ g′(x1) = e,

g(x3)
−1 ∗ x4 ∗ g′(x2) = e,{

g(x4)
−1 ∗ x3 ∗ g′(x2) = e,

g(x3)
−1 ∗ x4 ∗ g′(x1) = e,

g(x1)
−1 ∗ x2 ∗ g′(x3) = e,

g(x1)
−1 ∗ x2 ∗ g′(x3) = e.

(5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü h� îðòîìîðôèçì. Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå 2.
Ýëåìåíòû h′(x1), h

′(x2), h
′(x3), h

′(x4) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

h′(x1) ̸= g′(x1), h′(x2) ̸= g′(x2), h′(x3) ̸= g′(x3), h′(x4) ̸= g′(x3),

h′(x1) ̸= g′(x2), h′(x2) ̸= g′(x3), h′(x3) ̸= g′(x4), h′(x4) ̸= g′(x4).

Ñëåäîâàòåëüíî,(
h′(x1), h

′(x2), h
′(x3), h

′(x4)
)
∈ {

(
g′(x3), g

′(x4), g
′(x1), g

′(x2)
)
,
(
g′(x3), g

′(x4), g
′(x2), g

′(x1)
)
,(

g′(x4), g
′(x3), g

′(x1), g
′(x2)

)
,
(
g′(x4), g

′(x3), g
′(x2), g

′(x1)
)
}.

Åñëè
(
h′(x1), h

′(x2), h
′(x3), h

′(x4)
)
=

(
g′(x3), g

′(x4), g
′(x1), g

′(x2)
)
, òî{

h′(x1) = x−1
1 ∗ g(x2),

h′(x1) = x−1
3 ∗ g(x3);

{
h′(x2) = x−1

2 ∗ g(x1),
h′(x2) = x−1

4 ∗ g(x4);{
h′(x3) = x−1

3 ∗ g(x4),
h′(x3) = x−1

1 ∗ g(x1);

{
h′(x4) = x−1

4 ∗ g(x3),
h′(x3) = x−1

2 ∗ g(x2),

ïîýòîìó

e = h′(x1)
−1 ∗ h′(x1) = g(x2)

−1 ∗ x1 ∗ x−1
3 ∗ g(x3) = g(x2)

−1 ∗ x1 ∗ g′(x3),
e = h′(x2)

−1 ∗ h′(x2) = g(x1)
−1 ∗ x2 ∗ x−1

4 ∗ g(x4) = g(x1)
−1 ∗ x2 ∗ g′(x4),

e = h′(x3)
−1 ∗ h′(x3) = g(x4)

−1 ∗ x3 ∗ x−1
1 ∗ g(x1) = g(x4)

−1 ∗ x3 ∗ g′(x1),
e = h′(x4)

−1 ∗ h′(x4) = g(x3)
−1 ∗ x4 ∗ x−1

2 ∗ g(x2) = g(x3)
−1 ∗ x4 ∗ g′(x2).

Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ îñòàâøèåñÿ òðè ñëó÷àÿ.
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Îáðàòíî, ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà èç ï. 2:

g(x2)
−1 ∗ x1 ∗ g′(x3) = e,

g(x1)
−1 ∗ x2 ∗ g′(x4) = e,

g(x4)
−1 ∗ x3 ∗ g′(x1) = e,

g(x3)
−1 ∗ x4 ∗ g′(x2) = e.

Ïîêàæåì, ÷òî h ∈ Orth(G).
Òàê êàê h = (x4, x3)(x2, x1)g, òî ýëåìåíòû h′(xi), i = 1, 2, 3, 4, èìåþò âèä

h′(x1) = x−1
1 ∗ g(x2), h′(x2) = x−1

2 ∗ g(x1),
h′(x3) = x−1

3 ∗ g(x4), h′(x4) = x−1
4 ∗ g(x3).

Èç ðàâåíñòâà g(x2)
−1 ∗ x1 ∗ g′(x3) = e ñëåäóåò, ÷òî g′(x3) = x−1

1 ∗ g(x2) = h′(x1).
Èç ðàâåíñòâà g(x1)

−1 ∗ x2 ∗ g′(x4) = e ñëåäóåò, ÷òî g′(x4) = x−1
2 ∗ g(x1) = h′(x2).

Èç ðàâåíñòâà g(x4)
−1 ∗ x3 ∗ g′(x1) = e ñëåäóåò, ÷òî g′(x1) = x−1

3 ∗ g(x4) = h′(x1).
Èç ðàâåíñòâà g(x3)

−1 ∗ x4 ∗ g′(x2) = e ñëåäóåò, ÷òî g′(x2) = x−1
4 ∗ g(x3) = h′(x4).

Ñëåäîâàòåëüíî, h� îðòîìîðôèçì.
Ñëó÷àè âûïîëíåíèÿ äðóãèõ íàáîðîâ ðàâåíñòâ ï. 2 óòâåðæäåíèÿ 4 ïðîâåðÿþòñÿ àíà-

ëîãè÷íî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç t2 òðóäî¼ìêîñòü àëãîðèòìà 2.

Óòâåðæäåíèå 5. Ïðè n→∞ äëÿ âåëè÷èíû t2 ñïðàâåäëèâà îöåíêà t2 = O(n3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òðóäî¼ìêîñòü àëãîðèòìà 2 îöåíèâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ÷èñëà
(C3

n−1) ïîâòîðåíèé øàãà 2 è ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé íà øàãàõ 7
è 9 àëãîðèòìà.

Çàìå÷àíèå 3. Òðóäî¼ìêîñòü àëãîðèòìà 2, ïî êðàéíåé ìåðå, â n ðàç ìåíüøå
òðóäî¼ìêîñòè àëãîðèòìà, îñíîâàííîãî íà ïåðåáîðå âñåõ A4

n ðàçìåùåíèé ýëåìåíòîâ
x1, x2, x3, x4 ∈ G, âû÷èñëåíèè ïîäñòàíîâêè h è ïðîâåðêå ñâîéñòâà h ∈ Orth(G).

Èç óòâåðæäåíèÿ 5 ñëåäóþò îöåíêè ÷èñëà îðòîìîðôèçìîâ â ñïèñêå I2(g) íà âûõîäå
àëãîðèòìà 2.

Ñëåäñòâèå 2. Äëÿ ëþáîãî g ∈ Orth(G) ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

0 ⩽ |I2(g)| ⩽ C3
n − 1.

Â òàáë. 6 ïðèâåäåíû äàííûå î äîñòèæèìîñòè íèæíèõ è âåðõíèõ îöåíîê ÷èñëà |I2(g)|
äëÿ îáîáù¼ííîé ãðóïïû êâàòåðíèîíîâ Q4n, n = 2, 4, 8, 16, 32, 64.

Òà á ë è ö à 6

Ãðóïïà G
Íèæíÿÿ îöåíêà Íàèìåíüøåå íàéäåííîå Íàèáîëüøåå íàéäåííîå Âåðõíÿÿ îöåíêà

|I2(g)| çíà÷åíèå |I2(g)| çíà÷åíèå |I2(g)| |I2(g)|
Q8 0 8 8 55
Q16 0 2 31 559
Q32 0 10 46 4959
Q64 0 32 83 41663
Q128 0 42 103 341375
Q256 0 78 170 2763519
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3. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû
Îðòîìîðôèçìû, îïèñàííûå â [9, 18], îáëàäàþò áëèçêèìè ê 1 çíà÷åíèÿìè ðàçíîñò-

íûõ õàðàêòåðèñòèê. Ïðèìåðû òàêèõ îðòîìîðôèçìîâ ñîäåðæàòñÿ â òàáë. 7�11.
Àëãîðèòìû 1 è 2 íàñòîÿùåé ðàáîòû áûëè èñïîëüçîâàíû â ñîñòàâå ñïåêòðàëüíî-

ðàçíîñòíîãî ìåòîäà [20, 21] äëÿ ïîñòðîåíèÿ îðòîìîðôèçìîâ g ∈ Q2n îáîáù¼ííîé
ãðóïïû êâàòåðíèîíîâ ñ áëèçêèìè ê îïòèìàëüíûì çíà÷åíèÿìè ðàçíîñòíûõ õàðàêòåðè-
ñòèê p

(1)
g è p

(2)
g . Â òàáë. 12�16 ïðèâåäåíû ïðèìåðû îðòîìîðôèçìîâ îáîáù¼ííîé ãðóïïû

êâàòåðíèîíîâ g ∈ Orth(Q4n), ãäå 4n = 2t (t = 4, 5, 6, 7, 8), ñ áëèçêèìè ê îïòèìàëüíûì
çíà÷åíèÿìè ðàçíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê. Òàêèå ïîäñòàíîâêè ÿâëÿþòñÿ ïåðñïåêòèâíûìè
äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â êà÷åñòâå íåëèíåéíûõ ïåðåìåøèâàþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé â áëî÷-
íûõ øèôðñèñòåìàõ ñ îïåðàöèåé íàëîæåíèÿ êëþ÷à èç ãðóïïû Q4n, ãäå 4n = 2t, t ⩾ 3.

Òà á ë è ö à 7

g ∈ Orth(Q16) p
(1)
g p

(2)
g

0 2 4 6 8 a c e 1 3 5 7 d f 9 b 12/16 12/16
0 2 4 6 c e 8 a 9 b d f 1 3 5 7 12/16 12/16

Òà á ë è ö à 8

g ∈ Orth(Q32) p
(1)
g p

(2)
g

0 2 4 6 8 a c e 10 12 14 16 18 1a 1c 1e
28/32 24/32

1 3 5 7 9 b d f 19 1b 1d 1f 11 13 15 17
0 2 4 6 8 a c e 18 1a 1c 1e 10 12 14 16

28/32 24/32
11 13 15 17 19 1b 1d 1f 1 3 5 7 9 b d f

Òà á ë è ö à 9

g ∈ Orth(Q64) p
(1)
g p

(2)
g

0 2 4 6 8 a c e 10 12 14 16 18 1a 1c 1e

60/64 48/64
20 22 24 26 28 2a 2c 2e 30 32 34 36 38 3a 3c 3e
1 3 5 7 9 b d f 11 13 15 17 19 1b 1d 1f
31 33 35 37 39 3b 3d 3f 21 23 25 27 29 2b 2d 2f
0 2 4 6 8 a c e 10 12 14 16 18 1a 1c 1e

60/64 48/64
30 32 34 36 38 3a 3c 3e 20 22 24 26 28 2a 2c 2e
21 23 25 27 29 2b 2d 2f 31 33 35 37 39 3b 3d 3f
1 3 5 7 9 b d f 11 13 15 17 19 1b 1d 1f
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Òà á ë è ö à 10

g ∈ Orth(Q128) p
(1)
g p

(2)
g

0 2 4 6 8 a c e 10 12 14 16 18 1a 1c 1e

124

128

96

128

20 22 24 26 28 2a 2c 2e 30 32 34 36 38 3a 3c 3e
40 42 44 46 48 4a 4c 4e 50 52 54 56 58 5a 5c 5e
60 62 64 66 68 6a 6c 6e 70 72 74 76 78 7a 7c 7e
1 3 5 7 9 b d f 11 13 15 17 19 1b 1d 1f
21 23 25 27 29 2b 2d 2f 31 33 35 37 39 3b 3d 3f
61 63 65 67 69 6b 6d 6f 71 73 75 77 79 7b 7d 7f
41 43 45 47 49 4b 4d 4f 51 53 55 57 59 5b 5d 5f
0 2 4 6 8 a c e 10 12 14 16 18 1a 1c 1e

124

128

96

128

20 22 24 26 28 2a 2c 2e 30 32 34 36 38 3a 3c 3e
60 62 64 66 68 6a 6c 6e 70 72 74 76 78 7a 7c 7e
40 42 44 46 48 4a 4c 4e 50 52 54 56 58 5a 5c 5e
41 43 45 47 49 4b 4d 4f 51 53 55 57 59 5b 5d 5f
61 63 65 67 69 6b 6d 6f 71 73 75 77 79 7b 7d 7f
1 3 5 7 9 b d f 11 13 15 17 19 1b 1d 1f
21 23 25 27 29 2b 2d 2f 31 33 35 37 39 3b 3d 3f

Òà á ë è ö à 11

g ∈ Orth(Q256) p
(1)
g p

(2)
g

0 2 4 6 8 a c e 10 12 14 16 18 1a 1c 1e

252

256

192

256

20 22 24 26 28 2a 2c 2e 30 32 34 36 38 3a 3c 3e
40 42 44 46 48 4a 4c 4e 50 52 54 56 58 5a 5c 5e
60 62 64 66 68 6a 6c 6e 70 72 74 76 78 7a 7c 7e
80 82 84 86 88 8a 8c 8e 90 92 94 96 98 9a 9c 9e
a0 a2 a4 a6 a8 aa ac ae b0 b2 b4 b6 b8 ba bc be
c0 c2 c4 c6 c8 ca cc ce d0 d2 d4 d6 d8 da dc de
e0 e2 e4 e6 e8 ea ec ee f0 f2 f4 f6 f8 fa fc fe
1 3 5 7 9 b d f 11 13 15 17 19 1b 1d 1f
21 23 25 27 29 2b 2d 2f 31 33 35 37 39 3b 3d 3f
41 43 45 47 49 4b 4d 4f 51 53 55 57 59 5b 5d 5f
61 63 65 67 69 6b 6d 6f 71 73 75 77 79 7b 7d 7f
c1 c3 c5 c7 c9 cb cd cf d1 d3 d5 d7 d9 db dd df
e1 e3 e5 e7 e9 eb ed ef f1 f3 f5 f7 f9 fb fd �
81 83 85 87 89 8b 8d 8f 91 93 95 97 99 9b 9d 9f
a1 a3 a5 a7 a9 ab ad af b1 b3 b5 b7 b9 bb bd bf
0 2 4 6 8 a c e 10 12 14 16 18 1a 1c 1e

252

256

192

256

20 22 24 26 28 2a 2c 2e 30 32 34 36 38 3a 3c 3e
40 42 44 46 48 4a 4c 4e 50 52 54 56 58 5a 5c 5e
60 62 64 66 68 6a 6c 6e 70 72 74 76 78 7a 7c 7e
c0 c2 c4 c6 c8 ca cc ce d0 d2 d4 d6 d8 da dc de
e0 e2 e4 e6 e8 ea ec ee f0 f2 f4 f6 f8 fa fc fe
80 82 84 86 88 8a 8c 8e 90 92 94 96 98 9a 9c 9e
a0 a2 a4 a6 a8 aa ac ae b0 b2 b4 b6 b8 ba bc be
81 83 85 87 89 8b 8d 8f 91 93 95 97 99 9b 9d 9f
a1 a3 a5 a7 a9 ab ad af b1 b3 b5 b7 b9 bb bd bf
c1 c3 c5 c7 c9 cb cd cf d1 d3 d5 d7 d9 db dd df
e1 e3 e5 e7 e9 eb ed ef f1 f3 f5 f7 f9 fb fd �
1 3 5 7 9 b d f 11 13 15 17 19 1b 1d 1f
21 23 25 27 29 2b 2d 2f 31 33 35 37 39 3b 3d 3f
41 43 45 47 49 4b 4d 4f 51 53 55 57 59 5b 5d 5f
61 63 65 67 69 6b 6d 6f 71 73 75 77 79 7b 7d 7f
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Òà á ë è ö à 12

g ∈ Orth(Q16) p
(1)
g p

(2)
g

c f 3 6 e a 0 4 1 9 5 7 d 2 8 b 3/16 3/16
c 0 8 6 4 e b 5 1 3 7 a f 9 2 d 3/16 3/16

Òà á ë è ö à 13

g ∈ Orth(Q32) p
(1)
g p

(2)
g

10 b a 5 1c c 8 16 18 14 1a 4 15 13 d 1
4/32 4/32

3 2 0 e 9 12 1e 1f 17 f 1d 1b 11 7 19 6
f 2 18 1c 1f 13 4 17 10 1 0 6 c a 1b 16

4/32 4/32
1e 15 5 7 1d b d 3 14 e 11 9 12 1a 19 8

Òà á ë è ö à 14

g ∈ Orth(Q64) p
(1)
g p

(2)
g

20 2c 28 24 e 2 3a 5 35 38 21 16 17 31 a 14

4/64 5/64
11 23 2e 26 1c 32 6 2a 18 4 1 c 0 29 7 30
34 3 1d 2f 2b 37 d 1f 22 12 15 3c 19 1b 3e f
39 8 33 3d 1a 3b b 3f 9 13 25 27 36 1e 10 2d
32 3f 28 24 e 2 23 5 2c 38 21 27 17 12 1c 1a

4/64 5/64
11 31 35 26 a 20 6 2a 18 4 1 c 0 29 7 30
34 3 2e 2f 2b 3d d 1f 22 3a 15 14 8 1b 3e f
39 b 33 37 3c 3b 19 1d 9 10 25 16 36 1e 13 2d

Òà á ë è ö à 15

g ∈ Orth(Q128) p
(1)
g p

(2)
g

7a 46 33 5e 56 42 c 20 10 71 44 52 15 79 1c 55

5

128

6

128

4c a 24 36 63 6a 41 6 30 39 7d 48 5f 73 3c 3e
7c 2d 32 21 f 4a 54 2e 12 65 75 1f 18 40 5c 3
60 49 25 5d 68 2f 6e 34 6b 47 2c 22 37 35 14 1a
31 7 4 4e 0 7b d 8 11 74 66 4b 23 29 77 7e
62 4d 6c 16 27 b 57 26 3f 13 19 72 61 3b 3d 1
2a 2 5b 67 59 6f 3a 70 28 64 6d 51 5 2b 17 7f
9 45 1d 43 1e 58 1b 4f 53 76 78 5a 69 50 e 38
a 46 32 5e 56 72 9 20 6d 7a 6e 73 15 79 1c 5a

5

128

6

128

68 39 4f 36 35 6a 3d 6 30 31 3c 2d 45 5d 4c 3e
71 7d 65 62 f 48 6c 2e 12 54 74 7e 18 41 c 76
60 49 25 66 44 2f 34 e 6b 22 2c 16 37 2 14 7
52 1f 2a 4e 0 7b 8 26 47 33 75 4b 23 29 51 11
21 4d 43 d 27 b 70 1a 3f 13 19 4a 40 3b 1e 1
4 5b 2b 67 59 6f 3a 5f 28 7c 42 77 5 61 17 57
5c 64 1d 24 50 58 1b 7f 53 3 78 55 69 63 10 38
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Òà á ë è ö à 16

g ∈ Orth(Q256) p
(1)
g p

(2)
g

3c 7a 49 fe 6d 45 e6 d9 b5 12 14 96 82 a2 d4 80

5

256

7

256

41 2 8 e1 38 ca c0 f8 67 d2 94 36 c 60 0 ef
e8 8d 8c 25 b8 4a cc 70 78 39 46 dc d1 6a 5a be
64 f4 f1 90 f0 1 bd 43 1f a9 13 a8 50 d8 4c 6e
de e4 c4 bf 24 2a d0 93 cd b1 e3 6 f3 52 61 e0
6f d5 99 1d 28 1a 10 a1 30 35 ab 8b a5 9e 4d ba
54 22 68 44 c8 da af 1e 9 56 47 d6 86 f6 16 2e
5e a 7 76 c9 c2 48 4e 84 32 b4 f2 2f ac fc 31
9c eb 3a 26 23 21 5b 6b a0 72 9f 4b f5 e2 e 8e
53 cb 15 c6 f d7 2d a4 91 fb 75 58 f9 7b 33 3f
f7 7e 3 2b d3 b bc b0 51 db ad cf 74 34 a6 8f
8a 63 b3 85 e9 88 c1 9d 3d 73 b6 37 79 3b 7d a7
d fd fa c7 65 1c ec 19 55 b7 5 df ce a3 c3 7c
9a aa 66 71 b2 5f b9 3e 42 e7 5c 27 89 dd 6c 77
81 83 87 97 17 2c ae 4f 29 ee 95 57 5d 11 98 40
18 1b 4 7f 69 62 e5 ea 92 � c5 20 ed bb 9b 59
3c 7a 49 fe 6d aa e6 d9 b5 5b 14 96 82 a2 5f 80

5

256

7

256

41 2 8 e1 38 ca c0 f8 67 d2 94 36 c 60 0 ef
e8 a1 8c 25 b8 4a cc 70 78 39 6b dc 92 6a 5a be
64 f4 f1 f f0 1 bd 43 1f a9 13 a8 50 d8 4c 6e
de e4 c4 59 24 2a 2c 93 cd b1 e3 6 f3 52 61 e0
6f d5 99 1d 28 1a 10 8d 30 b6 ab 8b a5 9e 4d ba
54 7d 68 44 c8 da af d3 9 56 47 d6 86 f6 16 2e
5e a eb 76 c9 c2 7f 4e 84 32 b4 f2 2f ac fc 31
9c 77 3a 26 23 21 45 4b a0 72 9f d4 f5 e2 e 8e
53 cb 15 c6 90 d7 2d a4 91 fb 75 58 f9 7b 33 3f
f7 7e 3 2b 65 b bc b0 51 db ad cf 74 34 a6 8f
8a 63 57 85 e9 88 c1 9d 46 73 35 37 79 3b 22 a7
d fd fa c7 b3 1c ec 19 55 b7 5 df ce a3 c3 7c
9a 7 66 71 b2 3d b9 3e 42 e7 5c 27 89 dd 4f 1e
81 83 87 97 e5 d0 ae 6c 29 ee 95 12 5d 11 98 40
18 1b 4 48 69 62 17 ea d1 � c5 20 ed bb 9b bf

Çàêëþ÷åíèå
Â ðàáîòå èçëîæåíû àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îðòîìîðôèçìà ïðî-

èçâîëüíîé ãðóïïû ìíîæåñòâ I1(g) è I2(g), ñîäåðæàùèõ îðòîìîðôèçìû, íàõîäÿùèåñÿ
íà ìèíèìàëüíî âîçìîæíîì ðàññòîÿíèè îò èñõîäíîãî, ïðèâåäåíû îáîñíîâàíèå è òðóäî-
¼ìêîñòü äàííûõ àëãîðèòìîâ. Êðîìå ýòîãî, ñ ïîìîùüþ ñïåêòðàëüíî-ðàçíîñòíîãî ìåòîäà
ïîñòðîåíû îðòîìîðôèçìû îáîáù¼ííîé ãðóïïû êâàòåðíèîíîâ ïîðÿäêà 16, 32, 64, 128,
256 ñ áëèçêèìè ê îïòèìàëüíûì çíà÷åíèÿìè ðàçíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê p

(1)
g è p

(2)
g .

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ À.Â. Ìåíÿ÷èõèíó çà ïî-
ñòàíîâêó çàäà÷è è Ä.À. Áóðîâó çà öåííûå çàìå÷àíèÿ.
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