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Ïîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ñåìåéñòâà ñèëüíî ðåãóëÿðíûõ îðãðàôîâ ñ íàáîðîì ïà-
ðàìåòðîâ (22, 9, 6, 3, 4). Ìàòðèöû ñìåæíîñòè íàéäåííûõ îðãðàôîâ ñîñòîÿò èç
öèðêóëÿíòíûõ áëîêîâ 3 × 3. Ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ âñåõ íàéäåííûõ îðãðàôîâ
ÿâëÿåòñÿ ãðóïïà Z3. Ñòðóêòóðà ïîëó÷åííûõ îðãðàôîâ îïèñàíà ïðè ïîìîùè ïîíÿ-
òèé ñêåëåòà è îñíàñòêè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèëüíî ðåãóëÿðíûé îðãðàô, öèðêóëÿíòíàÿ ìàòðèöà, êîìïàê-
òèôèêàöèÿ ìàòðèö, ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ, èçîìîðôíûå îðãðàôû.

ON THE EXISTENCE OF DIRECTED STRONGLY REGULAR GRAPHS
WITH PARAMETERS (22, 9, 6, 3, 4)
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The paper shows the existence of the family of directed strongly regular graphs with
parameters (22, 9, 6, 3, 4). The adjacency matrices of the found digraphs consist
of 3 × 3 circulant blocks. The automorphism group of all the digraphs found is the
group Z3. The structure of the resulting digraphs has been described using the con-
cepts of skeleton and rigging.
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Ââåäåíèå
Äàäèì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ.
Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî îðèåíòèðîâàííûå ãðàôû (äàëåå � îð-

ãðàôû) áåç ïåòåëü è êðàòíûõ äóã îäíîãî íàïðàâëåíèÿ. Âåðøèíû òàêèõ îðãðàôîâ áóäåì
íóìåðîâàòü íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè, íà÷èíàÿ ñ åäèíèöû. Ìàòðèöû ñìåæíîñòè áóäåì
ôîðìèðîâàòü îäíèì èç ñòàíäàðòíûõ äëÿ îðãðàôîâ ñïîñîáîâ, à èìåííî: ïèñàòü åäèíè-
öó â i-é ñòðîêå è j-ì ñòîëáöå, åñëè â îðãðàôå ñóùåñòâóåò äóãà, èäóùàÿ èç âåðøèíû i
â âåðøèíó j. Âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû ðàâíû íóëþ.

Äëÿ åäèíè÷íîé ìàòðèöû ïîðÿäêà n áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå In, äëÿ êâàä-
ðàòíîé ìàòðèöû ïîðÿäêà n, öåëèêîì ñîñòîÿùåé èç åäèíèö, � îáîçíà÷åíèå Jn. Çà-
ïèñü Jk,l îáîçíà÷àåò ìàòðèöó k × l, ñîñòîÿùóþ èç åäèíèö.
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Ïîíÿòèå ñèëüíî ðåãóëÿðíîãî îðãðàôà ââåäåíî À.Ì. Äþâàëåì â ðàáîòå [1] êàê
îðèåíòèðîâàííîå îáîáùåíèå êîíöåïöèè ñèëüíî ðåãóëÿðíûõ íåîðèåíòèðîâàííûõ ãðà-
ôîâ [2]. Ïðèâåä¼ì äâà ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèÿ òàêîãî îðãðàôà.

Îïðåäåëåíèå 1. Ñèëüíî ðåãóëÿðíûì îðãðàôîì ñ íàáîðîì ïàðàìåòðîâ (v, k, t, λ, µ)
íàçûâàåòñÿ îðãðàô íà v âåðøèíàõ, óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùåìó íàáîðó óñëîâèé:

1) ïîëóñòåïåíè èñõîäà è ïîëóñòåïåíè çàõîäà âñåõ âåðøèí ðàâíû k;
2) äëÿ ëþáîé âåðøèíû x èìååòñÿ ðîâíî t ïóòåé âèäà x→ z → x;
3) äëÿ ëþáîé äóãè x→ y åñòü ðîâíî λ ïóòåé âèäà x→ z → y;
4) åñëè â îðãðàôå íåò äóãè x→ y, òî èìååòñÿ ðîâíî µ ïóòåé âèäà x→ z → y.

Îïðåäåëåíèå 2. Ñèëüíî ðåãóëÿðíûì îðãðàôîì ñ íàáîðîì ïàðàìåòðîâ (v, k, t, λ, µ)
íàçûâàåòñÿ îðãðàô, ìàòðèöà ñìåæíîñòè A êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñîîò-
íîøåíèÿì:

A2 = tIv + λA+ µ(Jv − Iv − A); (1)

AJv = JvA = kJv. (2)

Îðãðàôû îïèñàííîãî òèïà áóäåì îáîçíà÷àòü dsrg(v, k, t, λ, µ). Â ðàáîòå [1] îïèñàí
ðÿä íåîáõîäèìûõ óñëîâèé, êîòîðûì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ïàðàìåòðû ñèëüíî ðåãó-
ëÿðíîãî îðãðàôà. Íî, êàê è â ñëó÷àå ñèëüíî ðåãóëÿðíûõ ãðàôîâ, åñòü áîëüøîå ÷èñ-
ëî íàáîðîâ ïàðàìåòðîâ, äëÿ êîòîðûõ íåèçâåñòíî, ñóùåñòâóåò ëè ñèëüíî ðåãóëÿðíûé
îðãðàô ñ äàííûìè ïàðàìåòðàìè. À.Ý. Áðàóýð íà ñàéòå [3] ñèñòåìàòèçèðóåò èíôîð-
ìàöèþ î òîì, äëÿ êàêèõ íàáîðîâ ïàðàìåòðîâ îðãðàôû ñóùåñòâóþò (è ïðèâîäèò ýòè
îðãðàôû), à äëÿ êàêèõ âîïðîñ èõ ñóùåñòâîâàíèÿ ïîêà îòêðûò. Äî òåêóùåãî ìîìåíòà
íàèìåíüøèì òàêèì ñëó÷àåì (â ñìûñëå êîëè÷åñòâà âåðøèí) áûë âîïðîñ ñóùåñòâîâà-
íèÿ îðãðàôà dsrg(22, 9, 6, 3, 4). Â ýòîé ðàáîòå ïîñòðîåíî ñåìåéñòâî îðãðàôîâ ñ òàêèì
íàáîðîì ïàðàìåòðîâ.

Çàìå÷àíèå 1. Îòìåòèì íåêîòîðóþ íåñîãëàñîâàííîñòü â ïîðÿäêå ïåðå÷èñëåíèÿ
ïàðàìåòðîâ ñèëüíî ðåãóëÿðíîãî îðãðàôà ðàçíûìè àâòîðàìè. Â îñíîâîïîëàãàþùåé ðà-
áîòå [1] èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé ïîðÿäîê ïàðàìåòðîâ: (v, k, µ, λ, t). Â äðóãèõ ðàáîòàõ
(íàïðèìåð, [4]) ïàðàìåòðû ïåðå÷èñëÿþòñÿ â ïîðÿäêå (v, k, t, λ, µ). Âòîðîé ñïîñîá íàì
êàæåòñÿ áîëåå óäà÷íûì, ïîòîìó ÷òî îí ëó÷øå ñîãëàñóåòñÿ ñ îáùåïðèíÿòûì îáîçíà÷å-
íèåì ñèëüíî ðåãóëÿðíûõ ãðàôîâ srg(v, k, λ, µ), ïîýòîìó â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ èìåííî
òàêèå îáîçíà÷åíèÿ.

Öèðêóëÿíòíàÿ ìàòðèöà (èëè öèðêóëÿíò) � ýòî êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà âèäà
a1 a2 . . . an
an a1 . . . an−1
...

...
. . .

...
a2 a3 . . . a1

 , (3)

òî åñòü ýòî ìàòðèöà, â êîòîðîé êàæäàÿ ñòðîêà, íà÷èíàÿ ñî âòîðîé, ïîëó÷àåòñÿ öèêëè-
÷åñêèì ñäâèãîì ïðåäûäóùåé ñòðîêè íà îäíó ïîçèöèþ âïðàâî.

Ìíîæåñòâî öèðêóëÿíòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n ñ ýëåìåíòàìè èç Z (ñî ñòàíäàðòíûìè
îïåðàöèÿìè óìíîæåíèÿ è ñëîæåíèÿ) îáðàçóåò êîëüöî, êîòîðîå èçîìîðôíî ôàêòîð-
êîëüöó Z[x]/(xn − 1) [5]. Ïðè ýòîì èçîìîðôèçìå ìàòðèöå (3) ñîîòâåòñòâóåò ìíîãî÷ëåí
a1 + a2x+ . . .+ anx

n−1.
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Íàçîâ¼ì êîìïàêòèôèêàöèåé áëî÷íîé ìàòðèöû M , ñîñòîÿùåé èç öèðêóëÿíòîâ, çà-
ìåíó âñåõ öèðêóëÿíòîâ íà ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïðè îïèñàííîì èçîìîðôèçìå ìíîãî-
÷ëåíû. Ïîëó÷åííóþ ìàòðèöó áóäåì îáîçíà÷àòü M(x). Êîìïàêòèôèêàöèÿ ìàòðèö ñî-
ãëàñîâàíà ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ìàòðèö, ò. å. åñëè êâàäðàòíûå áëî÷íûå
ìàòðèöû M1, M2, M3 è M4 îäíîãî ïîðÿäêà, ñîñòîÿùèå èç öèðêóëÿíòîâ m ×m, òàêî-
âû, ÷òî M3 = M1 +M2 è M4 = M1 ·M2, òî M3(x) ≡ M1(x) +M2(x) (mod xm − 1) è
M4(x) ≡M1(x)M2(x) (mod xm − 1).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ìàòðèöó ñìåæíîñòè S ãðàôà Øðèêõàíäå [2, 6], êî-
òîðûé ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ðåãóëÿðíûì ñ íàáîðîì ïàðàìåòðîâ (16, 6, 2, 2). Ïðè ïîäõîäÿùåé
íóìåðàöèè âåðøèí îíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ñëåäóþùåì âèäå:

S =



0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 1 0 1
0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 1 0
0 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 1 0 1 0
0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 1
0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 1
1 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 1 1 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 1 0
0 1 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0
0 0 1 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0
1 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 1 1
1 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1
0 1 0 1 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 1 1 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0
1 0 1 0 1 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0



.

Ìàòðèöà S ìîæåò áûòü êîìïàêòèôèöèðîâàíà â ìàòðèöó

S(x) =


0 x2 + x3 x2 + x3 x+ x3

x+ x2 0 x+ x3 x2 + x3

x+ x2 x+ x3 0 1 + x
x+ x3 x+ x2 1 + x3 0

 .

Ïðè ýòîì èñõîäíàÿ ìàòðèöà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ S2 = 4I16+2J16, ñëåäîâàòåëüíî,
ìàòðèöà S(x) óäîâëåòâîðÿåò ñðàâíåíèþ

S2(x) ≡ 4I4 + 2(1 + x+ x2 + x3)J4 (mod x4 − 1).

1. Ïîèñê îðãðàôîâ dsrg(22, 9, 6, 3, 4)
Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 2 íàäî íàéòè áèíàðíóþ êâàäðàòíóþ ìàòðèöó ïîðÿä-

êà 22, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì (1) è (2). Ïîëíûé ïåðåáîð ïî âñåì òàêèì ìàòðèöàì
çàíÿë áû íåîáîçðèìî äîëãîå âðåìÿ, ïîýòîìó áóäåì îñóùåñòâëÿòü ïîèñê òîëüêî ñðåäè
ìàòðèö, èìåþùèõ ñïåöèàëüíûé âèä. Èäåÿ îïèñûâàåìîãî ïîäõîäà ïîçàèìñòâîâàíà èç
ðàáîòû Î. Ãðèöåíêî [7].

Áóäåì èñêàòü ìàòðèöó ñìåæíîñòè A îðãðàôà dsrg(22, 9, 6, 3, 4) â âèäå (4). Ïåðâûé
ñòîëáåö è ïåðâàÿ ñòðîêà âûáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíÿëèñü
ïåðâûå äâà óñëîâèÿ èç îïðåäåëåíèÿ 1, â íèõ íà ìåñòå ìíîãîòî÷èé â ïðèâåä¼ííîé çàïèñè
ñòîÿò íóëè. Ìàòðèöû Kij (1 ⩽ i, j ⩽ 7) ÿâëÿþòñÿ öèðêóëÿíòàìè òðåòüåãî ïîðÿäêà:
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A =



0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 . . . 0 0 0
1
1 K11 K12 K13 . . . K17

1
1
1 K21 K22 K23 . . . K27

1
0
0 K31 K32 K33 . . . K37

0
1
1 K41 K42 K43 . . . K47

1
...

...
...

...
. . .

...
0
0 K71 K72 K73 . . . K77

0



(4)

Äëÿ èñêîìîé ìàòðèöû A óñëîâèÿ (1) è (2) ïðèìóò ñëåäóþùèé âèä:

A2 + A = 2I22 + 4J22; (5)

AJ22 = J22A = 9J22. (6)

Çàïèøåì ìàòðèöó A â âèäå

A =

(
0 B
D C

)
,

ãäå C �ïîäìàòðèöà ìàòðèöû A, ïîëó÷åííàÿ âû÷¼ðêèâàíèåì ïåðâîé ñòðîêè è ïåð-
âîãî ñòîëáöà; B = (11 . . . 10 . . . 0)�ïåðâàÿ ñòðîêà ìàòðèöû A áåç ýëåìåíòà A11;
D = (11 . . . 10001110 . . . 0)T �ïåðâûé ñòîëáåö ìàòðèöû A áåç ýëåìåíòà A11. Ïðè òàêîì
ïðåäñòàâëåíèè ðàâåíñòâî (5) ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå ñëåäóþùèõ ÷åòûð¼õ óðàâíåíèé:

BD = 6,

BC +B = 4J1,21,

CD +D = 4J21,1,

DB + C2 + C = 2I21 + 4J21.

(7)

Ïåðâîå ðàâåíñòâî â ñèñòåìå (7) âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, ýòî ñëåäóåò èç âèäà
ìàòðèö B è D.

Èç âòîðîãî ðàâåíñòâà â (7) ñëåäóåò, ÷òî

9∑
i=1

Cij =

{
3, åñëè j ⩽ 9,

4, åñëè j ⩾ 10.
(8)

Ïîñêîëüêó èñêîìàÿ ìàòðèöà óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ AJ22 = 9J22, èç (8) ñëåäóåò

21∑
i=10

Cij = 5 ïðè 1 ⩽ j ⩽ 21. (9)
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Èç òðåòüåãî ðàâåíñòâà â (7) ïîëó÷àåì

∑
j∈{1,...,12}\{7,8,9}

Cij =

{
3, åñëè i ∈ {1, . . . , 12} \ {7, 8, 9},
4 èíà÷å.

(10)

Èç ðàâåíñòâ (6) è (10) ñëåäóåò, ÷òî∑
j /∈{1,...,12}\{7,8,9}

Cij = 5 ïðè 1 ⩽ i ⩽ 21. (11)

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó H7, èìåþùóþ ñëåäóþùèé âèä:

H7 =



3 3 3 4 4 4 4
3 3 3 4 4 4 4
4 4 4 4 4 4 4
3 3 3 4 4 4 4
4 4 4 4 4 4 4
4 4 4 4 4 4 4
4 4 4 4 4 4 4


.

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå: H21 = 4J21 − DB. Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî
ìàòðèöà H21 ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé â ìàòðèöå H7 âñåõ ÷èñåë 3 íà áëîêè 3J3 è âñåõ ÷èñåë 4
íà áëîêè 4J3.

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ñèñòåìû (7) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

C2 + C = 2I21 +H21. (12)

Ïðèìåíèì îïèñàííûé âî ââåäåíèè ìåòîä. Òàê êàê ìàòðèöà C ñîñòîèò èç 7× 7 öèð-
êóëÿíòíûõ áëîêîâ òðåòüåãî ïîðÿäêà, òî îíà ìîæåò áûòü êîìïàêòèôèöèðîâàíà â ìàò-
ðèöó C(x) ñ ýëåìåíòàìè èç Z[x]/(x3 − 1). Óðàâíåíèå (12) ïðåîáðàçóåòñÿ â ñëåäóþùåå:

C2(x) + C(x) ≡ 2I7 + (1 + x+ x2)H7 (mod x3 − 1). (13)

Òàê êàê x = 1 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà x3 − 1, òî ïðè ïîäñòàíîâêå x = 1 â (13)
ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âåðíîå ðàâåíñòâî:

C2(1) + C(1) = 2I7 + 3H7. (14)

Òàê êàê âñå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà C(x) ÿâëÿþòñÿ íóëÿìè èëè åäèíèöàìè, òî
ýëåìåíòû ìàòðèöû C(1) ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè îò 0 äî 3. Äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû
ìàòðèöû C(1) íå áîëüøå äâóõ, ïîòîìó ÷òî â ìàòðèöå ñìåæíîñòè èñêîìîãî îðãðàôà íà
äèàãîíàëè ñòîÿò íóëè.

Àâòîðàìè íàïèñàíà ïðîãðàììà, êîòîðàÿ îñóùåñòâëÿåò ïîèñê âñåõ ìàòðèö ñåäüìîãî
ïîðÿäêà ñ ýëåìåíòàìè îò 0 äî 3 (äèàãîíàëüíûìè� îò 0 äî 2), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-
âèÿì (14) è (8)�(11), ïåðåïèñàííûì äëÿ êîìïàêòèôèöèðîâàííîé ìàòðèöû. Äëÿ ðåà-
ëèçàöèè ïîèñêà èñïîëüçîâàíà áèáëèîòåêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ â îãðàíè÷åíèÿõ Artelys
Kalis [8].

Â ðåçóëüòàòå ïîèñêà ïîëó÷åíî 10338 ìàòðèö, ïîäõîäÿùèõ íà ðîëü ìàòðèöû C(1).
Çàìåòèì, ÷òî ïðè íàëè÷èè ìàòðèöû C(1) îáëàñòü ïîèñêà ìàòðèöû ñìåæíîñòè A èñ-
êîìîãî îðãðàôà dsrg(22, 9, 6, 3, 4) çíà÷èòåëüíî ñóæàåòñÿ: ïîÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ íà
ñóììû ýëåìåíòîâ â ñòðîêàõ öèðêóëÿíòíûõ áëîêîâ ìàòðèöû A. Èñõîäÿ èç ýòîãî, ñïèñîê
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ìàòðèö C(1) áûë ñîêðàù¼í äî 144 ìàòðèö, äëÿ êîòîðûõ ìîæåò áûòü íàéäåíà ìàòðè-
öà A, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (5) è (6).

Äëÿ êàæäîé èç ýòèõ 144 ìàòðèö C(1) ïðîãðàììíî áûëè íàéäåíû âñå ïîäõîäÿùèå
ìàòðèöû ñìåæíîñòè A. Òàêèõ ìàòðèö ïîëó÷èëîñü 384. Â ñëåäóþùåì ïóíêòå ïðîàíà-
ëèçèðîâàíû ïîëó÷åííûå îðãðàôû.

Çàïóñê ïðîãðàììû îñóùåñòâëÿëñÿ íà êîìïüþòåðå ñ ïðîöåññîðîì Intel Core i5-7400
(3,00 ÃÃö), îáú¼ì îïåðàòèâíîé ïàìÿòè ðàâåí 32 ÃÁ. Ðàñïðåäåëåíèå ýòàïîâ ïîèñêà ïî
âðåìåíè âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) ïîèñê 10338 ìàòðèö, ïîäõîäÿùèõ íà ðîëü ìàòðèöû C(1), � 125 ÷àñîâ;
2) ïîèñê ìàòðèö A äëÿ íàéäåííûõ ìàòðèö C(1)� 40 ÷àñîâ.

Çàìå÷àíèå 2. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïðè ïîìîùè ðàçðàáîòàííîé ïðîãðàììû áûëè
íàéäåíû íå âñå âîçìîæíûå ìàòðèöû ñìåæíîñòè îðãðàôà dsrg(22, 9, 6, 3, 4), ó êîòîðûõ
îñíîâíàÿ ÷àñòü ñîñòîèò èç öèðêóëÿíòîâ 3×3, à òîëüêî òàêèå, ó êîòîðûõ ïåðâàÿ ñòðîêà
è ïåðâûé ñòîëáåö èìåþò çàäàííûé âèä (ñì. (4)).

2. Àíàëèç ïîñòðîåííûõ ïðèìåðîâ íà èçîìîðôíîñòü
Ïðèâåä¼ì â êà÷åñòâå ïðèìåðà îäíó èç ìàòðèö ñìåæíîñòè, íàéäåííûõ ïðè ïîìîùè

ïðîãðàììû:

A =



0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 1 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 1
1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1
1 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 1
1 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 0 0 1 0
1 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1
0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 1 1 0 0 0
0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 0 0 1 1 1 1 0 1 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 1 0 1 1 1
1 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 1 1 1
1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 1 1 1
0 0 1 1 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 0 1
0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 1 1 0
0 1 1 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 1
0 0 0 1 1 1 1 1 0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 1 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 1 1 0 1 1 0 0 1 1 0 0 0
0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 1 1 0 1 1 1 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 1 1 0 1 1 1 0 0 0 0



. (15)

Ðàçðàáîòàííàÿ ïðîãðàììà ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü öåëîå ñåìåéñòâî îðãðàôîâ òðåáóå-
ìîãî âèäà. Ïðè ýòîì ñðåäè ïîñòðîåííûõ îðãðàôîâ áóäåò äîâîëüíî ìíîãî ïàð èçîìîðô-
íûõ, è çàäà÷à âûÿñíåíèÿ êîëè÷åñòâà ïîñòðîåííûõ îðãðàôîâ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîð-
ôèçìà íå âïîëíå òðèâèàëüíà. Ïåðåáèðàòü âñå âîçìîæíûå áèåêöèè ìíîæåñòâ âåðøèí
â ïîèñêàõ èçîìîðôèçìà íåïðàêòè÷íî è íå ïîó÷èòåëüíî, íåêîòîðûå îñîáåííîñòè ñòðóê-
òóðû ïîñòðîåííûõ îðãðàôîâ ïîçâîëÿþò ñäåëàòü ýòî áîëåå ýôôåêòèâíî.
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Îïðåäåëåíèå 3.
1) Ïî ïîñòðîåíèþ ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ êàæäîãî íàéäåííîãî îðãðàôà ñîäåðæèò

(ïðè íàäëåæàùåé íóìåðàöèè âåðøèí) ïåðåñòàíîâêó

(1)(2, 3, 4)(5, 6, 7)(8, 9, 10)(11, 12, 13)(14, 15, 16)(17, 18, 19)(20, 21, 22).

Ôàêòè÷åñêè, âî âñåõ ïîñòðîåííûõ ïðèìåðàõ ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ îðãðàôà
ñîâïàäàåò ñ ãðóïïîé Z3, ïîðîæä¼ííîé ýòîé ïåðåñòàíîâêîé.

2) Ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâî âåðøèí îðãðàôà ðàçáèâàåòñÿ íà âîñåìü ïîäìíî-
æåñòâ: îäíî � îäíîýëåìåíòíîå (ýòó âåðøèíó áóäåì íàçûâàòü îñîáîé) è ñåìü
òð¼õýëåìåíòíûõ (áóäåì íàçûâàòü èõ ýòàæàìè).

3) Ìíîæåñòâî äóã, âåäóùèõ ñ îäíîãî ýòàæà íà äðóãîé, èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî
ãðóïïû ïåðåñòàíîâîê.

4) Îäíèì èç âàðèàíòîâ ìíîæåñòâ äóã, äîïóñêàåìûõ ïðåäûäóùèì ïóíêòîì, ÿâëÿ-
åòñÿ ïîëíûé ïåðåõîä, êîãäà èç êàæäîé âåðøèíû îäíîãî ýòàæà èä¼ò ðîâíî ïî
îäíîé äóãå â êàæäóþ âåðøèíó äðóãîãî ýòàæà.

5) Ïîëíûì ïåðåõîäîì íàçîâ¼ì òàêæå ñèòóàöèþ, êîãäà âìåñòî îäíîãî èç ýòàæåé
ôèãóðèðóåò îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî èç îñîáîé âåðøèíû (â ýòîì ñëó÷àå äóã
íå äåâÿòü, à òðè).

6) Äîïîëíèòåëüíî îòìåòèì, ÷òî ¾âíóòðè¿ ýòàæà òàêæå ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü òðè
èëè øåñòü äóã îðãðàôà (öèêë èëè äâà âñòðå÷íûõ öèêëà), íî ìíîæåñòâî äóã
âíóòðè ýòàæà ìîæåò áûòü è ïóñòûì.

7) Ñêåëåòîì îðãðàôà íàçîâ¼ì îðãðàô ñ âîñåìüþ âåðøèíàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè
ìíîæåñòâàì âåðøèí, ñåìü èç êîòîðûõ ìîãóò áûòü ðàñêðàøåíû â ÷åòûðå öâåòà,
ñîîòâåòñòâóþùèå íàëè÷èþ èëè îòñóòñòâèþ íà ýòàæå âíóòðåííèõ äóã. Äóãàìè
ýòîãî îðãðàôà ÿâëÿþòñÿ (â ñëó÷àå íàëè÷èÿ òàêîâûõ) ïîëíûå ïåðåõîäû.

8) Îðãðàô ñ òåìè æå âåðøèíàìè è (íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ) âñåìè îñòàëüíûìè äóãà-
ìè ðàññìàòðèâàåìîãî îðãðàôà (ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî âàðèàíòîâ íåïîëíûõ ïå-
ðåõîäîâ ñ îäíîãî ýòàæà íà äðóãîé, êîòîðûå áóäåì îáîçíà÷àòü êàê ðàçíûå öâåòà
äóã) íàçîâ¼ì îñíàñòêîé.

Íàéäåííûå ïðè ïîìîùè ïðîãðàììû îðãðàôû ðàçáèâàþòñÿ íà 16 ãðóïï, êàæäàÿ
ãðóïïà ñîñòîèò èç 24 èçîìîðôíûõ îðãðàôîâ. Íà ðèñ. 1�8 ïðèâåäåíû ñêåëåòû è îñíàñò-
êè, ñîîòâåòñòâóþùèå âîñüìè ãðóïïàì (íà îñíàñòêàõ îñîáàÿ âåðøèíà íå èçîáðàæåíà,
ïîñêîëüêó îíà ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé). Îñòàëüíûå âîñåìü îðãðàôîâ ïîëó÷àþòñÿ ïó-
ò¼ì ñìåíû íàïðàâëåíèé âñåõ äóã.

1(2, 3, 4) (5, 6, 7)

(8, 9, 10)

(20, 21, 22)

(14, 15, 16)

(11, 12, 13)

(17, 18, 19)

(2, 3, 4)

(8, 9, 10) (11, 12, 13)

(17, 18, 19)

(5, 6, 7)

(14, 15, 16)

(20, 21, 22)

2
0

1

2

01 12

2

0

0

1

01

0

2

1

12 1

0

1

02
02

2

02

0 0

2

01

01 12

Ðèñ. 1. Ñêåëåò è îñíàñòêà ïåðâîãî îðãðàôà
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1(2, 3, 4) (5, 6, 7)

(8, 9, 10) (11, 12, 13)

(20, 21, 22)

(14, 15, 16) (17, 18, 19)

(2, 3, 4)

(8, 9, 10)

(17, 18, 19)

(5, 6, 7)

(11, 12, 13)

(14, 15, 16)

(20, 21, 22)

0

0

12

02 1

1

0

1

0

12

0

2

12 2

0

2 2

0 12

01

12

0

12

01 2

2 0

12

Ðèñ. 2. Ñêåëåò è îñíàñòêà âòîðîãî îðãðàôà

1(2, 3, 4) (5, 6, 7)

(8, 9, 10) (11, 12, 13)

(14, 15, 16) (17, 18, 19)

(20, 21, 22)

(2, 3, 4) (5, 6, 7)

(8, 9, 10) (11, 12, 13)

(14, 15, 16) (17, 18, 19)

(20, 21, 22)

2

2

12

0 1

02

12

12

1

0

1

2

2 12

1

01 12
2

1

2

2 01

1

0

02

2 1

1 01

01

12

02 1

2

12 2

Ðèñ. 3. Ñêåëåò è îñíàñòêà òðåòüåãî îðãðàôà

1(2, 3, 4) (5, 6, 7)

(8, 9, 10) (11, 12, 13)

(14, 15, 16) (17, 18, 19)

(20, 21, 22)

(2, 3, 4) (5, 6, 7)

(8, 9, 10) (11, 12, 13)

(14, 15, 16) (17, 18, 19)

(20, 21, 22)

12

02
2

0 2

0

2 12

1

12

1

0

12 2
01

12

0

01 1

2

0

1

1

12

1 12

2 2

2

02

2

02

2 02

Ðèñ. 4. Ñêåëåò è îñíàñòêà ÷åòâ¼ðòîãî îðãðàôà

Íà ðèñóíêàõ èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

1) Åñëè âíóòðè ýòàæà íè îäíà âåðøèíà íå ñîåäèíåíà ñ äðóãîé, òî ýòàæ èçîáðàæà-
åòñÿ â âèäå íåçàêðàøåííîãî ýëëèïñà ñî ñïëîøíîé ãðàíèöåé (íàïðèìåð, (5, 6, 7)
íà ðèñ. 1).

2) Åñëè âíóòðè ýòàæà êàæäûå äâå âåðøèíû ñîåäèíåíû ïàðîé äóã, òî ýòàæ èçîá-
ðàæàåòñÿ â âèäå çàêðàøåííîãî ýëëèïñà (íàïðèìåð, (2, 3, 4) íà ðèñ. 1).
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3) Åñëè íà ýòàæå íàõîäèòñÿ îäèí öèêë (3k + 2)→ (3k + 3)→ (3k + 4)→ (3k + 2),
k ∈ {0, 2, . . . , 6}, òî ýòàæ èçîáðàæàåòñÿ â âèäå ýëëèïñà ñ ïóíêòèðíîé ãðàíèöåé
(íàïðèìåð, (5, 6, 7) íà ðèñ. 4).

4) Åñëè íà ýòàæå íàõîäèòñÿ îäèí öèêë (3k + 4)→ (3k + 3)→ (3k + 2)→ (3k + 4),
k ∈ {0, 2, . . . , 6}, òî ýòàæ èçîáðàæàåòñÿ â âèäå ïðÿìîóãîëüíèêà (íàïðèìåð,
(11, 12, 13) íà ðèñ. 4).

5) Åñëè ïîäïèñü íà äóãå (a0, a1, a2) → (b0, b1, b2) â îñíàñòêå ñîäåðæèò öèôðó s ∈
∈ {0, 1, 2}, òî â èñõîäíîì îðãðàôå îò êàæäîé âåðøèíû ai èä¼ò äóãà ê âåðøèíå
b(i+s) mod 3 ïðè i ∈ {0, 1, 2}. Íàïðèìåð, â îñíàñòêå íà ðèñ. 1 îò ýòàæà (14, 15, 16)
èä¼ò äóãà ê ýòàæó (2, 3, 4) ñ ïîäïèñüþ 12, ÷òî îçíà÷àåò íàëè÷èå â èñõîäíîì
îðãðàôå äóã 14→ 3, 15→ 4, 16→ 2 è 14→ 4, 15→ 2, 16→ 3.

Ñêåëåò è îñíàñòêà ãðàôà, ìàòðèöà ñìåæíîñòè êîòîðîãî ïðèâåäåíà â (15), èçîáðà-
æåíû íà ðèñ. 1.

Îòìåòèì, ÷òî ñêåëåò îðãðàôà íå îïðåäåëÿåò îäíîçíà÷íî åãî îñíàñòêó: ïÿòûé è øå-
ñòîé îðãðàôû (ðèñ. 5 è 6) èìåþò îäèíàêîâûå ñêåëåòû, íî ðàçíûå îñíàñòêè; îäèíàêîâûå
ñêåëåòû òàêæå ó ñåäüìîãî è âîñüìîãî îðãðàôîâ (ðèñ. 7 è 8).

1(2, 3, 4) (5, 6, 7)

(8, 9, 10) (11, 12, 13)

(14, 15, 16) (17, 18, 19)

(20, 21, 22)

(2, 3, 4)
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(14, 15, 16) (17, 18, 19)

(20, 21, 22)

(5, 6, 7)

(11, 12, 13)

0

2 2

12

12

1

2

0

12

0 12

2

01 01

02

1

0 1

12

1 12

0

02

2 0

0 12

02

12

1

12

2

12 12

Ðèñ. 5. Ñêåëåò è îñíàñòêà ïÿòîãî îðãðàôà
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Ðèñ. 6. Ñêåëåò è îñíàñòêà øåñòîãî îðãðàôà
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Ðèñ. 7. Ñêåëåò è îñíàñòêà ñåäüìîãî îðãðàôà
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Ðèñ. 8. Ñêåëåò è îñíàñòêà âîñüìîãî îðãðàôà

Çàìå÷àíèå 3. Èññëåäîâàíèå íàéäåííûõ ãðàôîâ íà èçîìîðôíîñòü áûëî ïðîâåäå-
íî è ïðîãðàììíî ïðè ïîìîùè ôóíêöèè is_isomorphic èç áèáëèîòåêè NetworkX [9]. Íî
àâòîðàì êàæåòñÿ, ÷òî òåîðåòè÷åñêèé àíàëèç ñòðóêòóðû ãðàôîâ áîëåå èíôîðìàòèâåí,
÷åì ïðîñòàÿ êîíñòàòàöèÿ èõ êîëè÷åñòâà ïðè ïîìîùè ïðîãðàììû. Ãëàâíàÿ öåëü òåî-
ðåòè÷åñêîãî àíàëèçà � ïîñòðîåíèå ñèñòåìû èíâàðèàíòîâ, àíàëîãè÷íûå êîòîðîé ìîãóò
âñòðåòèòüñÿ è â äðóãèõ çàäà÷àõ.

Çàìå÷àíèå 4. Â [1] äîêàçàíî: åñëè îðãðàô G ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ðåãóëÿðíûì ñ íàáî-
ðîì ïàðàìåòðîâ (v, k, t, λ, µ), òî îðãðàô G′, ÿâëÿþùèéñÿ äîïîëíåíèåì G, òàêæå ñèëüíî
ðåãóëÿðíûé ñ íàáîðîì ïàðàìåòðîâ (v, v− k− 1, v− 2k+ t− 1, v− 2k+µ− 2, v− 2k+ λ)
(ìàòðèöà ñìåæíîñòè ãðàôà G′ ðàâíà A′ = Jv − Iv − A, ãäå A�ìàòðèöà ñìåæíîñòè
ãðàôà G). Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî â ðàáîòå àâòîìàòè÷åñêè ïîñòðîåíî ñåìåéñòâî ñèëüíî
ðåãóëÿðíûõ îðãðàôîâ ñ íàáîðîì ïàðàìåòðîâ (22, 12, 9, 6, 7).

Çàêëþ÷åíèå
Â ðàáîòå ïîñòðîåíî ñåìåéñòâî ñèëüíî ðåãóëÿðíûõ îðãðàôîâ ñ íàáîðîì ïàðàìåòðîâ

(22, 9, 6, 3, 4), âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè êîòîðûõ ðàíåå ñ÷èòàëñÿ îòêðûòûì. Ïîñòðî-
åíèå ìàòðèöû îñíîâàíî íà èäåå Î. Ãðèöåíêî [7]. Êðîìå òîãî, ïðåäëîæåíà íåêîòîðàÿ
åñòåñòâåííàÿ ñòðóêòóðà, ïîçâîëÿþùàÿ ðåøèòü âîïðîñ îá èõ èçîìîðôíîñòè ïðîñòûì,
èíòóèòèâíî íàãëÿäíûì ñïîñîáîì (íå òðåáóþùèì ïåðåáîðíîé ïðîãðàììû). Ñòðóêòóð-
íàÿ äåêîìïîçèöèÿ îêàçàëàñü íåòðèâèàëüíîé â òîì ñìûñëå, ÷òî ïåðâûé ñòðóêòóðíûé
ýëåìåíò (ñêåëåò) íå âñåãäà îïðåäåëÿåò âòîðîé (îñíàñòêó) îäíîçíà÷íî, è ïîëåçíîé â òîì
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ñìûñëå, ÷òî (òåîðåòè÷åñêè) ïîçâîëÿåò âðó÷íóþ ïðîâåðèòü ñîîòâåòñòâèå îðãðàôà òðå-
áóåìûì îãðàíè÷åíèÿì.

Î÷åâèäíî, ÷òî îïèñàííàÿ êîíñòðóêöèÿ (ðàçáèåíèå ÷àñòè ìàòðèöû áåç ïåðâîé ñòðî-
êè è ïåðâîãî ñòîëáöà íà öèðêóëÿíòíûå áëîêè) ïðèìåíèìà òîëüêî äëÿ íàáîðîâ ïà-
ðàìåòðîâ (v, k, t, λ, µ), äëÿ êîòîðûõ ÷èñëà v − 1, k, t äåëÿòñÿ íà ðàçìåð áëîêà. Ýòà
ñèòóàöèÿ íåðåäêî âñòðå÷àåòñÿ ñðåäè íåðåø¼ííûõ íà äàííûé ìîìåíò çàäà÷, ïîýòîìó
ìåòîä, èñïîëüçîâàííûé àâòîðàìè, ïîòåíöèàëüíî ïðèìåíèì è ê íèì, îäíàêî î äðóãèõ
ïðîäâèæåíèÿõ òàêîãî òèïà àâòîðàì íåèçâåñòíî.
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