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Îïòèìàëüíûå êîëüöåâûå öèðêóëÿíòíûå ñåòè ñòåïåíè ÷åòûðå ðàññìàòðèâàþòñÿ
êàê ìîäåëè íàä¼æíûõ ñåòåé ñâÿçè ñ ìèíèìàëüíûìè çàäåðæêàìè äëÿ ñåòåé íà êðè-
ñòàëëå è ìóëüòèïðîöåññîðíûõ êëàñòåðíûõ ñèñòåì. Ïðîâåä¼í ïîèñê àíàëèòè÷åñêè
çàäàâàåìûõ áåñêîíå÷íûõ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ íà îñíîâå àíàëèçà áàçû
äàííûõ îïòèìàëüíûõ îïèñàíèé äâóõêîíòóðíûõ êîëüöåâûõ öèðêóëÿíòíûõ ñåòåé.
Ïóò¼ì èíòåãðàöèè âèçóàëèçàöèè äàííûõ è àíàëèòè÷åñêèõ îïèñàíèé îïòèìàëüíûõ
ãðàôîâ ïîñòðîåíû è òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâàíû íîâûå áåñêîíå÷íûå ñåìåéñòâà îï-
òèìàëüíûõ ñåòåé ñ ëèíåéíîé îáðàçóþùåé âèäà s = 4d+α, ãäå d � äèàìåòð ãðàôà.
Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ïîëó÷åíèÿ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ñåòåé ÿâëÿåòñÿ íîâûì è
ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ äëÿ äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ îïòèìàëüíûõ äâóõêîí-
òóðíûõ êîëüöåâûõ ñåòåé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äàòàñåò îïòèìàëüíûõ ñåòåé, íåîðèåíòèðîâàííûå äâóõêîí-

òóðíûå êîëüöåâûå ñåòè, öèðêóëÿíòíûå ñåòè, ìèíèìàëüíûé äèàìåòð.

DISCOVERY OF INFINITE FAMILIES OF OPTIMAL DOUBLE-LOOP
NETWORKS WITH A GIVEN TEMPLATE OF GENERATORS

E.A. Monakhova, O.G. Monakhov

Institute of Computational Mathematics and Mathematical Geophysics SB RAS,

Novosibirsk, Russia

Optimal ring circulant networks of degree four are considered as models of reliable
communication networks with minimal delays for networks on a chip and multipro-
cessor cluster systems. Based on the analysis of a data set of optimal descriptions
of double-loop networks, a search has been carried out for analytically determined
infinite families of optimal graphs. By integrating data visualization and analytical
descriptions of optimal graphs, new infinite families of optimal networks with a linear
generator of the form s = 4d + α, where d is the diameter of the graph, have been
constructed and theoretically justified. The proposed approach to obtaining families
of optimal networks is new and is of interest for further studies of the properties of
optimal double-loop networks.

Keywords: dataset of optimal networks, undirected double-loop networks, circulant
networks, minimum diameter.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå áþäæåòíîãî ïðîåêòà ÈÂÌèÌÃ ÑÎ ÐÀÍ (êîä ïðî-
åêòà FWNM-2022-0005).



98 Ý.À. Ìîíàõîâà, Î. Ã. Ìîíàõîâ

Ââåäåíèå
Äâóõêîíòóðíûå êîëüöåâûå ñåòè (öèðêóëÿíòíûå ñåòè ñòåïåíè ÷åòûðå) íàõîäÿò øè-

ðîêîå ïðèìåíåíèå ïðè ïðîåêòèðîâàíèè òåëåêîììóíèêàöèîííûõ ñåòåé, ïîñòðîåíèè ñó-
ïåðêîìïüþòåðîâ, â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ êðèïòîãðàôèè, à òàêæå èññëåäóþòñÿ êàê ñåòè
ñâÿçè â ñåòÿõ íà êðèñòàëëå â êà÷åñòâå çàìåíû òðàäèöèîííî èñïîëüçóåìûõ â íèõ äâó-
ìåðíûõ ðåø¼òîê è òîðîâ, èìåþùèõ ñóùåñòâåííî áîëüøèå çàäåðæêè ïðè îäèíàêîâîì
÷èñëå óçëîâ [1�8]. Óäîáñòâî òàêèõ ñåòåé îáóñëîâëåíî ñâîéñòâàìè ñèììåòðè÷íîñòè, âû-
ñîêîé ñâÿçíîñòè è ìàñøòàáèðóåìîñòè, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü èõ â öåíòðàõ êîëëåê-
òèâíîãî ïîëüçîâàíèÿ, áåñïðîâîäíûõ ñåíñîðíûõ è íåéðîííûõ ñåòÿõ [9�12].

Äâóõêîíòóðíàÿ êîëüöåâàÿ öèðêóëÿíòíàÿ ñåòü (undirected double-loop network)
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô C(N ; 1, s), 1 < s < N/2, ñ ìíîæåñòâîì
âåðøèí V = {0, 1, . . . , N − 1} è ð¼áåð E = {(i, j) : i − j ≡ ±1 (mod N), i − j ≡
≡ ±s (mod N)}, ãäå 1, s� îáðàçóþùèå; N �ïîðÿäîê ãðàôà. Ïðèìåð äâóõêîíòóðíîé
êîëüöåâîé ñåòè ñ ÷èñëîì óçëîâ N = 18 ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 1. Çàäåðæêè ïðè ïåðåäà÷å
èíôîðìàöèè â ñåòè è îðãàíèçàöèè êîëëåêòèâíûõ îáìåíîâ è íàñòðîéêè â ñèñòåìå îöå-
íèâàþòñÿ äèàìåòðîì ãðàôà ñâÿçåé (äëèíîé ìàêñèìàëüíîãî êðàò÷àéøåãî ïóòè ìåæäó
ëþáûìè äâóìÿ óçëàìè) [3, 4, 13]. Íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò òàêèå ñåòè, äèà-
ìåòð êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ òåîðåòè÷åñêîé íèæíåé ãðàíèöåé äèàìåòðà ëèáî îòëè÷åí îò
íå¼ íà åäèíèöó. Äàííûå ñåòè íîñÿò íàçâàíèÿ îïòèìàëüíûõ è ñóáîïòèìàëüíûõ ñîîò-
âåòñòâåííî. Íå ìåíüøèé èíòåðåñ äëÿ èññëåäîâàòåëåé ïðåäñòàâëÿåò îïðåäåëåíèå àíà-
ëèòè÷åñêèõ ôîðìóë äëÿ îïèñàíèÿ îïòèìàëüíûõ ñåòåé (ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ñåòåé).
Òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíèöà äèàìåòðà öèðêóëÿíòîâ ñòåïåíè ÷åòûðå ïîëó÷åíà â [14, 15]:
D(N) = ⌈(−1+

√
2N − 1)/2⌉. Èçâåñòíà âåðõíÿÿ ãðàíèöà ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî ÷èñ-

ëà âåðøèí â öèðêóëÿíòíûõ ãðàôàõ ñòåïåíè ÷åòûðå ñ äèàìåòðîì d ⩾ 1:Nd = 2d2+2d+1.

Ðèñ. 1. Äâóõêîíòóðíàÿ êîëüöåâàÿ ñåòü C(18; 1, 7)

Äàëåå îïòèìàëüíûì íàçûâàåòñÿ ãðàô C(N ; 1, s) äèàìåòðà d(C(N ; 1, s)) = D(N),
ñóáîïòèìàëüíûì � ãðàô äèàìåòðà d(C(N ; 1, s)) = D(N) + 1. Â [16] âûäâèíóòà ñëåäó-
þùàÿ ãèïîòåçà: ïî êðàéíåé ìåðå, ñóáîïòèìàëüíûå ãðàôû âèäà C(N ; 1, s) ñóùåñòâóþò
äëÿ ëþáûõ N . Ñïðàâåäëèâîñòü ãèïîòåçû ïðîâåðåíà äëÿ âñåõ N ⩽ 8 · 106, à òàêæå ïî-
êàçàíî, ÷òî ïðè N ⩽ 8 · 106 ÷èñëî çíà÷åíèé N , äëÿ êîòîðûõ íåò îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ,
íå ïðåâûøàåò 6%.

Îïòèìàëüíîå ñåìåéñòâî öèðêóëÿíòíûõ ñåòåé ñòåïåíè ÷åòûðå è ëþáîãî ïîðÿäêà
N > 4 íàéäåíî â [14] è ïåðåîòêðûòî â [15, 17]: {C(N ; d, d + 1), d ⩾ 1}, ãäå îáðàçóþ-
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ùàÿ d� áëèæàéøåå öåëîå ê (−1 +
√
2N − 1)/2. Â [14] äîêàçàíî, ÷òî âñå ãðàôû ñåìåé-

ñòâà èìåþò îäíîâðåìåííî ìèíèìàëüíûé äèàìåòð è ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó âåð-
øèíàìè. Äëÿ äàííîãî ñåìåéñòâà ñåòåé èçâåñòíû àíàëèòè÷åñêèå àëãîðèòìû ïàðíîé
ìàðøðóòèçàöèè ñ êîíñòàíòíîé îöåíêîé ñëîæíîñòè [3, 17, 18]. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ âñåõ
Nd−1 < N ⩽ 2d2 + 1 îïòèìàëüíûì ÿâëÿåòñÿ òàêæå îïèñàíèå (N ; d− 1, d) [3].

Èç îïèñàíèé öèðêóëÿíòíûõ ãðàôîâ âèäà C(N ; d, d + 1) èëè C(N ; d − 1, d) ìîæ-
íî ïîëó÷èòü èçîìîðôíûå îïèñàíèÿ ïóò¼ì óìíîæåíèÿ èõ îáðàçóþùèõ íà ýëåìåíòû
t ⩽ ⌊N/2⌋ ïðèâåä¼ííîé ñèñòåìû âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ N . Íî òàêîé ìåòîä íå ìîæåò
áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ïîëó÷åíèÿ îïòèìàëüíûõ îïèñàíèé ãðàôîâ C(N ; 1, s) ïðè ëþ-
áûõ N , ïîñêîëüêó äëÿ íåêîòîðûõ N îíè ëèáî íå ñóùåñòâóþò, ëèáî ñóùåñòâóþò, íî íå
èçîìîðôíû îïèñàíèÿì óêàçàííûõ âèäîâ.

1. Ïðîáëåìà ïîèñêà ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ
äâóõêîíòóðíûõ êîëüöåâûõ ñåòåé

Â ðàáîòå [19] äàí ïîäðîáíûé àíàëèç ñóùåñòâóþùèõ â ëèòåðàòóðå ïîäõîäîâ ê ïîñòðî-
åíèþ áåñêîíå÷íûõ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ (èëè ñóáîïòèìàëüíûõ) ãðàôîâ C(N ; 1, s), à
òàêæå âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ ïðèìåíèìîñòüþ èõ êàê ìîäåëåé ñåòåé ñâÿçè ìíîãîïðîöåñ-
ñîðíûõ ñèñòåì. Ïåðâûé ðåçóëüòàò àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ïîëó÷åí â [20]:

Òåîðåìà 1 [20]. Öèðêóëÿíòû C(2d2 + 2d + 1; 1, 2d + 1) îïòèìàëüíû ïðè ëþáûõ
öåëûõ d ⩾ 1.

Ýòî ñåìåéñòâî ïåðåîòêðûòî â [21, 22] è àêòèâíî èññëåäîâàëîñü äëÿ ðàçëè÷íûõ ïðè-
ìåíåíèé (ñì. îáçîð â [3]). Â [23] äàííîå ñåìåéñòâî ðàññìîòðåíî â êà÷åñòâå òîïîëîãèè
ñåòåé íà êðèñòàëëå. Â áîëüøèíñòâå ðàáîò, ïîñâÿù¼ííûõ ïîèñêó áåñêîíå÷íûõ ñåìåéñòâ
îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ C(N ; 1, s), èñïîëüçóþòñÿ òåîðåòè÷åñêèå âåðõíèå îöåíêè äèàìåò-
ðà èëè îáðàçóþùèõ [16, 24�29]. Â [30] ðåàëèçîâàíû ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû ïîèñêà
ñåìåéñòâ è ïîñòðîåíû ñåìåéñòâà îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ ñ ëèíåéíûìè îáðàçóþùèìè
s = 4d ± α è s = 6d ± α. Â [16, 24, 27, 29, 31] íàéäåíû èëè èññëåäóþòñÿ ñåìåéñòâà
ãðàôîâ ñ ëèíåéíûìè îáðàçóþùèìè s = 2d± α, ãäå d�äèàìåòð; â [32�34] � ñåìåéñòâà
ãðàôîâ c êâàäðàòè÷íûìè îáðàçóþùèìè îò äèàìåòðà. Äëÿ ðÿäà ñåìåéñòâ ãðàôîâ ñ îá-
ðàçóþùåé s = 4d ± α íàéäåíû ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû ìàðøðóòèçàöèè [27, 33], à
òàêæå ñîâåðøåííûå äîìèíèðóþùèå ìíîæåñòâà âåðøèí (perfect dominating set) [31].

Â [35] âïåðâûå ïîñòðîåí äàòàñåò îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ C(N ; 1, s) äî 50 òûñÿ÷
âåðøèí (https://github.com/mila0411/Double-loop-networks/tree/main/Dataset).
Òî÷êè (N, s, d) äàòàñåòà ñîîòâåòñòâóþò ïàðàìåòðàì îïèñàíèé îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ:
N �ïîðÿäîê ãðàôà; s� îáðàçóþùàÿ; d�äèàìåòð. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ N ïîêà-
çàíû âñå îáðàçóþùèå s ⩽ N/2, êîòîðûå îïðåäåëÿþò ãðàô ìèíèìàëüíî âîçìîæíîãî
äèàìåòðà ïðè äàííîì N .

Ïåðâîíà÷àëüíûé àíàëèç äàòàñåòà ñ öåëüþ îòêðûòèÿ àíàëèòè÷åñêè îïèñûâàåìûõ
ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ ïðîâåä¼í â [35] ñ ïîìîùüþ ïîäõîäà, îñíîâàííîãî íà
øàáëîíàõ ñ íåäîîïðåäåë¼ííûìè êîýôôèöèåíòàìè è èñïîëüçóþùåãî äëÿ ïîèñêà ïåð-
ñïåêòèâíûõ øàáëîíîâ àëãîðèòìû ìåòàýâðèñòè÷åñêîãî ïîèñêà. Â [19] ðàññìîòðåí äðó-
ãîé ìåòîä àâòîìàòèçàöèè ïîèñêà ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ â äàòàñåòå, îñíîâàí-
íûé íà ïîñëåäîâàòåëüíîì äåëåíèè ïàðàìåòðîâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ äëÿ ïîñòðîåíèÿ
êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìîâ èõ ïîðÿäêîâ è îáðàçóþùèõ, è ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìû ïî-
èñêà ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ, îòëè÷àþùèõñÿ âèäîì îáðàçóþùèõ ñ ëèíåéíîé èëè
êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèåé îò äèàìåòðà. Îñíîâíîé èäååé àëãîðèòìîâ ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëå-
íèå ïàðàìåòðîâ êðèâîé, êîòîðàÿ îïèñûâàåò ñåìåéñòâî îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ C(N ; 1, s),
ñ ïîñëåäóþùåé ïðîâåðêîé ïðèíàäëåæíîñòè äðóãèõ òî÷åê äàòàñåòà ýòîé êðèâîé. Ïðèí-
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öèïû, ïîëîæåííûå â îñíîâó ýòèõ àëãîðèòìîâ, áûëè óñïåøíî ïðèìåíåíû äëÿ àâòî-
ìàòèçèðîâàííîãî ïîèñêà ñåìåéñòâ â äàòàñåòå äðóãîãî êëàññà ãðàôîâ� îïòèìàëüíûõ
õîðäàëüíûõ êîëüöåâûõ ñåòåé [36].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåí íîâûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ ïðîáëåìû, êîòîðûé èñ-
ïîëüçóåò îáúåäèíåíèå àíàëèòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåí-
íîãî ðàíåå àëãîðèòìà ïîèñêà, ñ ãðàôè÷åñêîé âèçóàëèçàöèåé äàííûõ èç äàòàñåòà. Äàëåå
ýòîò ïîäõîä ìû ðåàëèçóåì íà ìíîæåñòâå îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ, èìåþùèõ ëèíåéíûå îá-
ðàçóþùèå îïðåäåë¼ííîãî âèäà.

2. Ïîèñê ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ
ñ çàäàííûì øàáëîíîì îáðàçóþùèõ

Íà ðèñ. 2 â êîîðäèíàòàõ (N, s) ïðåäñòàâëåí ôðàãìåíò ãðàôè÷åñêîé âèçóàëèçàöèè
äàííûõ èç äàòàñåòà ñ îïòèìàëüíûìè îáðàçóþùèìè s ⩽ 500. Íà ïîëó÷åííîì ãðàôèêå
íàáëþäàåòñÿ èíòåðåñíàÿ êàðòèíà. Îïòèìàëüíûå îáðàçóþùèå ëèíåéíîãî âèäà îò äèà-
ìåòðà ðàçáèëèñü íà îòäåëüíûå ÿðêî âûðàæåííûå ïîëîñû (ñåãìåíòû), à èìåííî: íà
íèæíåé ïîëîñå òî÷åê îòîáðàæåíû ãðàôû ñ ëèíåéíûìè îáðàçóþùèìè âèäà s = 2d±α,
íà ñëåäóþùåì ñåãìåíòå � ãðàôû ñ îáðàçóþùèìè s = 4d ± α è äàëåå âûäåëÿþòñÿ îò-
äåëüíî ñåãìåíòû äëÿ ãðàôîâ ñ s = 6d ± α è s = 8d ± α. Òàêèì îáðàçîì, îáíàðóæåíî
ñâîéñòâî óñòîé÷èâîãî ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàçóþùèõ âèäà s = kd ± α îïòèìàëüíûõ ãðà-
ôîâ ñ ÷¼òíûìè êîýôôèöèåíòàìè k ⩾ 2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îòñóòñòâóþò óñòîé÷èâûå
ñåìåéñòâà îïòèìàëüíûõ îïèñàíèé ñ íå÷¼òíûìè çíà÷åíèÿìè k. Äîïîëíèòåëüíîé ïðîâåð-
êîé ñóùåñòâîâàíèÿ â äàòàñåòå îïòèìàëüíûõ îáðàçóþùèõ âèäà s = 3d ± α, s = 5d ± α
è s = 7d± α ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ïðè ìàëûõ äèàìåòðàõ ñóùåñòâóþò òàêèå îáðàçóþùèå,
íî ïðè ðîñòå N îíè áûñòðî çàêàí÷èâàþòñÿ è íå âõîäÿò â óñòîé÷èâûé ðåæèì. Ïîýòîìó
äëÿ ïîèñêà ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ ñ ëèíåéíûìè îáðàçóþùèìè ðàññìàòðèâà-
þòñÿ îáðàçóþùèå s = kd + α, ãäå k ïðèíèìàåò òîëüêî ÷¼òíûå çíà÷åíèÿ, à α�ëþáûå
öåëûå çíà÷åíèÿ ñ |α| < d.

Ðèñ. 2. Òî÷êè äàòàñåòà äëÿ ãðàôîâ C(N ; 1, s), s ⩽ 500
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Ìíîæåñòâî îïòèìàëüíûõ äâóõêîíòóðíûõ êîëüöåâûõ öèðêóëÿíòîâ ñ îáðàçóþùèìè
s = 2d + α àíàëèòè÷åñêè îïèñàíî Ä. Òçâèåëè [16, òåîðåìû 4.2, 4.6]. Â íàñòîÿùåé ðà-
áîòå áóäåì èññëåäîâàòü â äàòàñåòå ñóùåñòâîâàíèå ìíîæåñòâà îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ ñ
îáðàçóþùèìè s = 4d+ α.

Â [19] ïðèâåä¼í àëãîðèòì ïîèñêà ñåìåéñòâ äâóõêîíòóðíûõ êîëüöåâûõ ãðàôîâ ñ ëè-
íåéíûìè îáðàçóþùèìè, êîòîðûé áûë ïðèìåí¼í ê ïîèñêó ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðà-
ôîâ ñ ëèíåéíûìè îáðàçóþùèìè s = 4d+α, |α| < d. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îòäåëüíî ðàñ-
ñìîòðåíû ïîèñê ãðàôîâ ñ ÷¼òíûìè è íå÷¼òíûìè äèàìåòðàìè, ïðè ýòîì èñïîëüçîâàíî
çíà÷åíèå ïåðèîäà ïîâòîðÿåìîñòè ÷ëåíîâ ñåìåéñòâà p = 2. Ïîñëå ýòîãî äëÿ äàëüíåé-
øåãî èññëåäîâàíèÿ îòîáðàíû àíàëèòè÷åñêèå îïèñàíèÿ òåõ ñåìåéñòâ, êîòîðûå ñîîòâåò-
ñòâóþò óñòîé÷èâîìó ðåæèìó ïîâòîðÿåìîñòè íà áîëüøîì äèàïàçîíå äèàìåòðîâ. Íèæå
ïðåäñòàâëåíû ñïèñêè ïîëó÷åííûõ àíàëèòè÷åñêèõ îïèñàíèé 72 ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ
ãðàôîâ, îòäåëüíî äëÿ ÷¼òíûõ è íå÷¼òíûõ äèàìåòðîâ. Ýëåìåíòû ñïèñêîâ óïîðÿäî÷åíû
â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ïàðàìåòðà α.

Ñïèñîê ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ C(N ; 1, s) ñ ÷¼òíûì äèàìåòðîì d:

(s,N) ∈
{
(4d− 16, 2d2 − 3d/2− 25), (4d− 14, 2d2 − 3d/2− 20), (4d− 14, 2d2 − d/2− 22),

(4d− 12, 2d2 − d/2− 17), (4d− 8, 2d2 − 3d/2− 5), (4d− 8, 2d2 − 3d/2− 4),

(4d− 7, 2d2 − d− 4), (4d− 6, 2d2 − 3d/2− 3), (4d− 6, 2d2 − 3d/2− 2),

(4d− 6, 2d2 − d/2− 3), (4d− 5, 2d2 − 3), (4d− 5, 2d2 − d− 2), (4d− 4, 2d2 − d/2− 2),

(4d− 4, 2d2 + d/2− 2), (4d− 3, 2d2 − 1), (4d− 2, 2d2 + d/2− 1), (4d− 2, 2d2 + 3d/2− 1),

(4d, 2d2 − 3d/2), (4d, 2d2 − 3d/2 + 1), (4d, 2d2 + 3d/2), (4d+ 1, 2d2 − d− 1),

(4d+ 1, 2d2 − d), (4d+ 2, 2d2 − 3d/2− 2), (4d+ 2, 2d2 − 3d/2− 1), (4d+ 2, 2d2 − d/2− 1),

(4d+ 2, 2d2 − d/2), (4d+ 3, 2d2 − 1), (4d+ 3, 2d2 − d− 2), (4d+ 3, 2d2 − d− 1),

(4d+ 4, 2d2 − d/2− 3), (4d+ 4, 2d2 − d/2− 2), (4d+ 4, 2d2 + d/2− 1), (4d+ 5, 2d2 − 3),

(4d+ 6, 2d2 + d/2− 4), (4d+ 8, 2d2 − 3d/2− 10), (4d+ 10, 2d2 − 3d/2− 17)
}
.

Ñïèñîê ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ C(N ; 1, s) ñ íå÷¼òíûì äèàìåòðîì d:

(s,N) ∈
{
(4d− 20, 2d2 − 3d/2− 83/2), (4d− 18, 2d2 − 3d/2− 69/2),

(4d− 12, 2d2 − 3d/2− 25/2), (4d− 11, 2d2 − d− 12), (4d− 10, 2d2 − 3d/2− 19/2),

(4d− 10, 2d2 − d/2− 21/2), (4d− 9, 2d2 − d− 8), (4d− 8, 2d2 − d/2− 15/2),

(4d− 8, 2d2 + d/2− 17/2), (4d− 6, 2d2 + d/2− 11/2), (4d− 4, 2d2 − 3d/2− 1/2),

(4d− 4, 2d2 − 3d/2 + 1/2), (4d− 3, 2d2 − d), (4d− 2, 2d2 − 3d/2− 1/2),

(4d− 2, 2d2 − 3d/2 + 1/2), (4d− 2, 2d2 − d/2− 1/2), (4d− 2, 2d2 − d/2 + 1/2),

(4d− 1, 2d2), (4d− 1, 2d2 − d), (4d, 2d2 − d/2− 1/2), (4d, 2d2 − d/2 + 1/2),

(4d, 2d2 + d/2 + 1/2), (4d+ 1, 2d2), (4d+ 1, 2d2 + d), (4d+ 2, 2d2 + d/2− 1/2),

(4d+ 2, 2d2 + 3d/2 + 1/2), (4d+ 3, 2d2 + d), (4d+ 4, 2d2 − 3d/2− 7/2),

(4d+ 4, 2d2 − 3d/2− 5/2), (4d+ 4, 2d2 + 3d/2− 1/2), (4d+ 5, 2d2 − d− 4),

(4d+ 6, 2d2 − 3d/2− 15/2), (4d+ 6, 2d2 − 3d/2− 13/2), (4d+ 6, 2d2 − d/2− 9/2),

(4d+ 7, 2d2 − d− 8), (4d+ 8, 2d2 − d/2− 19/2)
}
.

Ïî ñðàâíåíèþ ñ [30], ãäå äëÿ ïîèñêà ñåìåéñòâ ñ îáðàçóþùåé s = 4d + α èñïîëüçî-
âàëèñü ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû, äîïîëíèòåëüíî íàéäåíî 16 íîâûõ àíàëèòè÷åñêè îïè-
ñûâàåìûõ ñåìåéñòâ óêàçàííîãî âèäà.
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Äëÿ ïðîâåðêè ñóùåñòâîâàíèÿ íàéäåííûõ ñåìåéñòâ ïðè äèàìåòðàõ ãðàôîâ, âûõîäÿ-
ùèõ çà ãðàíèöû äàòàñåòà ïðè d > 158, íà îñíîâå ïðîãðàììû [37] ðàçðàáîòàí íîâûé
àëãîðèòì ïðîâåðêè îïòèìàëüíûõ îïèñàíèé èç ñïèñêîâ ñåìåéñòâ äëÿ N > 50000. Àë-
ãîðèòì ðåàëèçîâàí íà ÿçûêå Ñè è èñïîëüçóåò ñïåöèàëüíóþ ïðîãðàììó îïðåäåëåíèÿ
äèàìåòðîâ öèðêóëÿíòíûõ ãðàôîâ ïî èõ îïèñàíèþ è ñðàâíåíèÿ ïîëó÷åííûõ äèàìåòðîâ
ñ íèæíåé ãðàíèöåé D(N). Ñåìåéñòâà ïðîâåðåíû âûáîðî÷íî äëÿ çíà÷åíèé äèàìåòðîâ
d = 200, 201, 300, 301, 400, 401, 500, 501 (ïðè áîëüøèõ d âðåìåíí�ûå çàòðàòû íà ïðîâåðêó
ñòàíîâÿòñÿ çíà÷èòåëüíûìè), èõ îïòèìàëüíîñòü ïîäòâåðäèëàñü äëÿ ýòèõ äèàìåòðîâ.

3. Îáùèå ôîðìóëû îïèñàíèÿ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ
ñ ëèíåéíîé îáðàçóþùåé s = 4d+ α

Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíà ãðàôè÷åñêàÿ âèçóàëèçàöèÿ òî÷åê äàòàñåòà (N, s), ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ îïèñàíèÿì îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ ñ ëèíåéíûìè îáðàçóþùèìè âèäà s = 4d+α
ïðè äèàìåòðàõ 142 ⩽ d ⩽ 158 è N ⩽ 50000, ãäå d = 158� âåðõíÿÿ ãðàíèöà äèàìåòðà
ãðàôîâ èç äàòàñåòà. Íà ãðàôèêå âèäíî, ÷òî ñ ðîñòîì N (è d) ñòàáèëüíî ïîâòîðÿþòñÿ
îäèíàêîâûå ãðàôè÷åñêèå êîíôèãóðàöèè îïòèìàëüíûõ îïèñàíèé êàê äëÿ ÷¼òíûõ, òàê
è äëÿ íå÷¼òíûõ äèàìåòðîâ. Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíû îòäåëüíî òî÷êè äàòàñåòà äëÿ ÷¼òíûõ è
íå÷¼òíûõ äèàìåòðîâ.

Ðèñ. 3. Âèçóàëèçàöèÿ òî÷åê äàòàñåòà â óñòîé÷èâîì ðåæèìå

Ïîñëå ýòîãî áûëà ðåøåíà çàäà÷à îòîáðàæåíèÿ îïèñàíèé îïòèìàëüíûõ ñåìåéñòâ èç
ïîëó÷åííûõ cïèñêîâ â òî÷êè íà ãðàôèêå. Êàê âèäíî èç ñïèñêîâ, íåêîòîðûì òî÷êàì
ñ îäèíàêîâîé îáðàçóþùåé ñîîòâåòñòâóþò ïî 2, 3 èëè 4 çíà÷åíèÿ ïîðÿäêîâ ãðàôîâ.
Äàëåå ìû âûäåëèëè â êà÷åñòâå áàçîâûõ òå ñåìåéñòâà, êîòîðûå ìîæíî îïèñàòü îáùèìè
øàáëîíàìè (ôîðìóëàìè ñ ïàðàìåòðîì), ó÷èòûâàÿ çàêîíîìåðíîñòü èõ ïîÿâëåíèÿ âäîëü
ëèíèé (îáîçíà÷åíû öèôðàìè îò 1 äî 8) íà ðèñ. 4. Â òàáë. 1 è 2 ïðèâåäåíû íàéäåííûå
øàáëîíû äëÿ áàçîâûõ ñåìåéñòâ ñ ÷¼òíûì è íå÷¼òíûì äèàìåòðàìè ñîîòâåòñòâåííî.
Çäåñü n�íîìåð ëèíèè, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþò ôîðìóëû äëÿ s è N ; i�ïàðàìåòð,
îïðåäåëÿþùèé íà n-é ëèíèè ìåñòîïîëîæåíèå áàçîâîãî ñåìåéñòâà.
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Ðèñ. 4. Âèçóàëèçàöèÿ òî÷åê äàòàñåòà äëÿ d = 150 è 151: a �÷¼òíûå, á �íå÷¼òíûå äèàìåòðû

Òà á ë è ö à 1
Øàáëîíû äëÿ áàçîâûõ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ

ãðàôîâ C(N ; 1, s) ñ ÷¼òíûì d

n s N i
1 4d+ 10 + i (d/2− 2)s+ 3d/2 + 3 + ⌈i/2⌉ 0
2 4d+ 8 + i (d/2− 2)s+ 5d/2 + 6 + ⌊i/2⌋ 0
3 4d+ 2 + i (d/2− 1)s+ 3d/2 + ⌈i/2⌉ 0, 1, 2, 3, 4
4 4d+ i (d/2− 1)s+ 5d/2 + 1 + ⌊i/2⌋ 0, 1, 2, 3, 4
5 4d− 6 + i d/2s+ 3d/2− 3 + ⌈i/2⌉ 0, 1, 2, 3, 4, 6
6 4d− 8 + i d/2s+ 5d/2− 4 + ⌊i/2⌋ 0, 1, 2, 3, 4, 6
7 4d− 14 + i (d/2 + 1)s+ 3d/2− 6 + ⌈i/2⌉ 0, 2
8 4d− 16 + i (d/2 + 1)s+ 5d/2− 9 + ⌊i/2⌋ 0, 2

Òà á ë è ö à 2
Øàáëîíû äëÿ áàçîâûõ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ

ãðàôîâ C(N ; 1, s) ñ íå÷¼òíûì d

n s N i
1 4d+ 6 + i (d− 3)s/2 + 3d/2 + 3/2 + ⌈i/2⌉ 0, 1, 2
2 4d+ 4 + i (d− 3)s/2 + 5d/2 + 7/2 + ⌊i/2⌋ 0, 1, 2
3 4d− 2 + i (d− 1)s/2 + 3d/2− 3/2 + ⌈i/2⌉ 0, . . . , 6
4 4d− 4 + i (d− 1)s/2 + 5d/2− 3/2 + ⌊i/2⌋ 0, . . . , 6
5 4d− 10 + i (d+ 1)s/2 + 3d/2− 9/2 + ⌈i/2⌉ 0, 1, 2, 4
6 4d− 12 + i (d+ 1)s/2 + 5d/2− 13/2 + ⌊i/2⌋ 0, 1, 2, 4
7 4d− 18 + i (d+ 3)s/2 + 3d/2− 15/2 + ⌈i/2⌉ 0
8 4d− 20 + i (d+ 3)s/2 + 5d/2− 23/2 + ⌊i/2⌋ 0

Îïðåäåëåíèå îáùèõ øàáëîíîâ äëÿ áàçîâûõ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ èç òàáë. 1
è 2 ïîçâîëèò íàéòè äîêàçàòåëüñòâà èõ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðè ëþáûõ äèàìåòðàõ. Äîïîë-
íèòåëüíûå ñåìåéñòâà èç ñïèñêîâ, íå âîøåäøèå â ÷èñëî áàçîâûõ, áóäóò èññëåäîâàíû
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â äàëüíåéøåì. Â ï. 6 ïðèâåäåíû óñëîâèÿ èõ îïòèìàëüíîñòè, êîòîðûå óñòàíîâëåíû ýì-
ïèðè÷åñêè è ïîäòâåðæäåíû ýêñïåðèìåíòàëüíî.

Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì îïòèìàëüíîñòè àíàëèòè÷åñêè îïèñûâàåìîãî ñåìåéñòâà öèð-
êóëÿíòíûõ ãðàôîâ äèàìåòðà d ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå Nd−1 < N ⩽ Nd, èëè

2d2 − 2d+ 2 ⩽ N ⩽ 2d2 + 2d+ 1. (1)

Âòîðîå äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå s < N/2 ñëåäóåò èç èçâåñòíîãî ñâîéñòâà öèðêóëÿí-
òîâ [2, 3]: öèðêóëÿíòû C(N ; 1, s) è C(N ; 1, N − s) èçîìîðôíû. Òàêèì îáðàçîì, âñå
ôóíêöèè N(d) ïîðÿäêîâ ãðàôîâ îïòèìàëüíûõ ñåìåéñòâ íåîáõîäèìî äîëæíû óäîâëå-
òâîðÿòü ïîðîãó ñóùåñòâîâàíèÿ (1) è ìîæíî òàêèì ñïîñîáîì îïðåäåëèòü äëÿ êàæäîãî
àíàëèòè÷åñêè îïèñûâàåìîãî ñåìåéñòâà ìèíèìàëüíûé äèàìåòð dm, íà÷èíàÿ ñ êîòîðî-
ãî ñåìåéñòâî ìîæåò áûòü îïòèìàëüíûì. Äàëåå èññëåäóåì, êàêèå èç ïîñòðîåííûõ ñå-
ìåéñòâ ãðàôîâ ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íûìè, òî åñòü ñóùåñòâóþò ïðè ëþáûõ äèàìåòðàõ,
áîëüøèõ dm.

4. Íîâûå áåñêîíå÷íûå îïòèìàëüíûå ñåìåéñòâà ãðàôîâ ÷¼òíîãî äèàìåòðà
ñ îáðàçóþùåé s = 4d+ α

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñåìåéñòâà ãðàôîâ ñ ÷¼òíûì äèàìåòðîì.
Äëÿ ñëåäóþùèõ 12 ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ ñ îáðàçóþùåé s = 4d + α ñó-

ùåñòâîâàíèå ïðè ëþáûõ äèàìåòðàõ d ⩾ dm ñëåäóåò â ñèëó èçîìîðôèçìà èõ îïèñàíèé
îïèñàíèÿì âèäà (N ; d, d+ 1) èëè (N ; d− 1, d).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü d�÷¼òíîå ÷èñëî. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà dm, ÷òî ïðè
ëþáîì d ⩾ dm ñåìåéñòâà öèðêóëÿíòîâ

C(2d2 − 3d/2− 4; 1, 4d− 8), C(2d2 − 3d/2− 3; 1, 4d− 6), C(2d2 − d/2− 3; 1, 4d− 6),

C(2d2 − d/2− 2; 1, 4d− 4), C(2d2 + d/2− 2; 1, 4d− 4), C(2d2 + d/2− 1; 1, 4d− 2),

C(2d2 + 3d/2− 1; 1, 4d− 2), C(2d2 + 3d/2; 1, 4d)

îïòèìàëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âñåõ óêàçàííûõ ãðàôîâ (N, d+1)=1 è s(d+1) mod N = d.
Òàêèì îáðàçîì, ãðàôû C(N ; 1, s) èçîìîðôíû îïòèìàëüíûì ãðàôàì C(N ; d, d+1). ×èñ-
ëà dm îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ (1). Íàïðèìåð, îïðåäåëèì dm äëÿ ãðàôîâ ñåìåéñòâà
C(2d2 − 3d/2 − 4; 1, 4d − 8): èìååì −3d/2 − 4 ⩾ −2d + 2, îòñþäà d ⩾ 12. Àíàëîãè÷íî
îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ dm äëÿ îñòàëüíûõ ñåìåéñòâ.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü d�÷¼òíîå ÷èñëî. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà dm, ÷òî ïðè
ëþáîì d ⩾ dm îòïèìàëüíû ñëåäóþùèå ñåìåéñòâà öèðêóëÿíòîâ:

C(2d2 − 3d/2; 1, 4d), C(2d2 − 3d/2− 1; 1, 4d+ 2),

C(2d2 − d/2− 1; 1, 4d+ 2), C(2d2 − d/2− 2; 1, 4d+ 4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âñåõ óêàçàííûõ ãðàôîâ (N, d−1)= 1 è s(d−1) mod N = d.
Òàêèì îáðàçîì, ãðàôû C(N ; 1, s) èçîìîðôíû îïòèìàëüíûì ãðàôàì C(N ; d−1, d). Çíà-
÷åíèÿ dm äëÿ âñåõ ãðàôîâ ñåìåéñòâ îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ (1).

Îïòèìàëüíîñòü ñåìåéñòâà C(2d2−d−1; 1, 4d+3) ïðè ëþáûõ ÷¼òíûõ d ⩾ 6 äîêàçàíà
â [16, ïðèìåð 5.2].

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ãðàôû âñåõ óêàçàííûõ ñåìåéñòâ èìåþò îäíîâðåìåííî ìè-
íèìàëüíûé äèàìåòð, ñîâïàäàþùèé ñ D(N), è ìèíèìàëüíîå ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó
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âåðøèíàìè. Äîêàæåì îïòèìàëüíîñòü ñåìåéñòâ èç òàáë. 1 ñ ïàðàìåòðàìè n = 1, 3, 5, 7 è
i = 0.

Òåîðåìà 4. Ïðè ëþáîì ÷¼òíîì d ⩾ dm ñåìåéñòâà öèðêóëÿíòîâ

C(2d2 − 3d/2− 17; 1, 4d+ 10), C(2d2 − 3d/2− 2; 1, 4d+ 2),

C(2d2 − 3d/2− 3; 1, 4d− 6), C(2d2 − 3d/2− 20; 1, 4d− 14)

îïòèìàëüíû, ãäå dm = 38, 8, 10, 44 ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàííûå ñåìåéñòâà ñîîòâåòñòâóþò â òàáë. 1 çíà÷åíèÿì n =
= 1, 3, 5, 7 è i = 0. Çíà÷åíèÿ dm äëÿ íèõ ïîëó÷åíû â ñèëó (1).

Îáîçíà÷èì ⌊N/s⌋ = b, N mod s = r. Ïàðàìåòðû ãðàôîâ ñåìåéñòâ ïðèâåäåíû
â òàáë. 3.

Òà á ë è ö à 3

n b r s
1 d/2− 2 3d/2 + 3 4d+ 10
3 d/2− 1 3d/2 4d+ 2
5 d/2 3d/2− 3 4d− 6
7 d/2 + 1 3d/2− 6 4d− 14

Âñå ãðàôû äàííûõ ñåìåéñòâ ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àþ r < s/2.
Ïóñòü D(v) îçíà÷àåò äëèíó êðàò÷àéøåãî ïóòè (ðàññòîÿíèå) èç 0 â âåðøèíó v,

v = 1, 2, . . . , N − 1. Ðàçìåñòèì âåðøèíû ãðàôà íà ëèíèè, âåðøèíû ïîìåòèì îò 0 äî N
(âåðøèíà N ïî ìîäóëþ N ñîîòâåòñòâóþò âåðøèíå 0). ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî ãðàôû äàí-
íûõ ñåìåéñòâ èìåþò äèàìåòð, ðàâíûé d, áóäåì ðàññìàòðèâàòü øàãè ïî îáðàçóþùåé s
íà âñ¼ì ðàññòîÿíèè îò 0 äî N , à çàòåì èõ ïðîäîëæåíèå èç N â 2N , è îáðàçóþùåé −s
èç N â 0, à çàòåì èõ ïðîäîëæåíèå èç 0 â −N .

Èíòåðâàë âåðøèí ks ⩽ v ⩽ (k + 1)s, k = 0, 1, . . . , ⌊b/2⌋, øàãàìè îáðàçóþùèõ s
è −s ðàçáèâàåòñÿ íà ÷åòûðå ó÷àñòêà (ðèñ. 5). Ââåðõó îáîçíà÷åíû ðåçóëüòàòû øàãîâ
îáðàçóþùèõ íà k-ì èíòåðâàëå, âíèçó � äëèíû ó÷àñòêîâ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû
äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ðàññòîÿíèÿ îò 0 äî âñåõ âåðøèí â èíòåðâàëå ks ⩽ v ⩽ (k+1)s
íå ïðåâûøàþò çíà÷åíèÿ d. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì ñëåäóþùåå ñâîéñòâî öèðêóëÿíòîâ
C(N ; 1, s): åñëè â í¼ì u è v�íîìåðà âåðøèí, u < v, òî max

u⩽x⩽v
D(x) = ⌊(v − u +D(u) +

+D(v))/2⌋.

Ðèñ. 5. Èíòåðâàë âåðøèí {ks, . . . , (k + 1)s}

Èìååì D(ks) = k, D((b−k)(−s)) = b−k, D((b+1+k)s) = b+1+k, D((2b−k)(−s)) =
= 2b−k, D((k+1)s) = k+1. Çíàÿ äëèíû âñåõ ó÷àñòêîâ íà ðèñ. 5 è ïðèìåíÿÿ óêàçàííîå
ñâîéñòâî, ïîëó÷èì ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè D(v) äëÿ âåðøèí âñåõ ÷åòûð¼õ
ó÷àñòêîâ:



106 Ý.À. Ìîíàõîâà, Î. Ã. Ìîíàõîâ

max
ks⩽x⩽ks+r

D(x)[1] = ⌊(b+ r)/2⌋,

max
ks+r⩽x⩽(k+1)s−r

D(x)[2] = b− r + ⌈s/2⌉,

max
(k+1)s−r⩽x⩽ks+2r

D(x)[3] = ⌊(3(b+ r)− s+ 1)/2⌋,

max
ks+2r⩽x⩽(k+1)s

D(x)[4] = b− r + ⌈s/2⌉.

(2)

Ïîäñòàâèâ â (2) çíà÷åíèÿ b, r è s èç òàáë. 3, ïîëó÷èì ìàêñèìóì ðàññòîÿíèé îò íóëÿ äî
âåðøèí âñåõ ÷åòûð¼õ ó÷àñòêîâ (òàáë. 4):

Òà á ë è ö à 4

n maxD(x)[1] maxD(x)[2] maxD(x)[3] maxD(x)[4]
1 d d d− 3 d
3 d− 1 d d− 2 d
5 d− 2 d d− 1 d
7 d− 3 d d d

Òåîðåìà 4 äîêàçàíà.

Äîêàæåì îïòèìàëüíîñòü ñåìåéñòâ èç òàáë. 1 ñ ïàðàìåòðàìè n = 2, 4, 6, 8 è i = 0.

Òåîðåìà 5. Ïðè ëþáîì ÷¼òíîì d ⩾ dm ñåìåéñòâà öèðêóëÿíòîâ

C(2d2 − 3d/2− 10; 1, 4d+ 8), C(2d2 − 3d/2 + 1; 1, 4d),

C(2d2 − 3d/2− 4; 1, 4d− 8), C(2d2 − 3d/2− 25; 1, 4d− 16)

îïòèìàëüíû, ãäå dm = 24, 4, 12, 54 ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàííûå ñåìåéñòâà ñîîòâåòñòâóþò â òàáë. 1 çíà÷åíèÿì n =
= 2, 4, 6, 8 è i = 0. Çíà÷åíèÿ dm äëÿ íèõ ïîëó÷åíû â ñèëó (1). Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà
è îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ òàêèå æå, êàê â òåîðåìå 4. Ïðè ýòîì òàáë. 3 çàìåíÿåòñÿ íà
òàáë. 5, ðèñ. 5 � íà ðèñ. 6, (2) çàìåíÿåòñÿ íà (3). Â îòëè÷èå îò òåîðåìû 4, ãðàôû äàííûõ
ñåìåéñòâ ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àþ r > s/2.

Ðèñ. 6. Èíòåðâàë âåðøèí {ks, . . . , (k + 1)s}

Òà á ë è ö à 5

n b r s
2 d/2− 2 5d/2 + 6 4d+ 8
4 d/2− 1 5d/2 + 1 4d
6 d/2 5d/2− 4 4d− 8
8 d/2 + 1 5d/2− 9 4d− 16
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Ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè D(v):

max
ks⩽x⩽(k−1)s+2r

D(x)[1] = b+ r − ⌊s/2⌋,

max
(k−1)s+2r⩽x⩽(k+1)s−r

D(x)[2] = ⌊3(b− r)/2 + s+ 1⌋,

max
(k+1)s−r⩽x⩽ks+r

D(x)[3] = b+ r − ⌊s/2⌋,

max
ks+r⩽x⩽(k+1)s

D(x)[4] = ⌊(b− r + s+ 1)/2⌋.

(3)

Ïîäñòàâèâ çíà÷åíèÿ b, r è s èç òàáë. 5 â (3), ïîëó÷èì ìàêñèìóì ðàññòîÿíèé îò íóëÿ äî
âåðøèí âñåõ ÷åòûð¼õ ó÷àñòêîâ (òàáë. 6).

Òà á ë è ö à 6

n maxD(x)[1] maxD(x)[2] maxD(x)[3] maxD(x)[4]
2 d d− 3 d d
4 d d− 2 d d− 1
6 d d− 1 d d− 2
8 d d d d− 3

Òåîðåìà 5 äîêàçàíà.

5. Íîâûå áåñêîíå÷íûå îïòèìàëüíûå ñåìåéñòâà ãðàôîâ íå÷¼òíîãî äèàìåòðà
ñ îáðàçóþùåé s = 4d+ α

Ïåðåéä¼ì ê äîêàçàòåëüñòâàì áåñêîíå÷íîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ
ãðàôîâ íå÷¼òíîãî äèàìåòðà.

Ïðèìåíèâ ïðè ëþáûõ íå÷¼òíûõ d ⩾ 5 òåîðåìó 5.1 èç [16], êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷èì
äîêàçàòåëüñòâî îïòèìàëüíîñòè øåñòè ñåìåéñòâ èç íàøåãî ñïèñêà:

C(2d2 − d; 1, 4d− 1), C(2d2; 1, 4d+ 1), C(2d2 + d; 1, 4d+ 3),

C(2d2 − d; 1, 4d− 3), C(2d2; 1, 4d− 1), C(2d2 + d; 1, 4d+ 1).

Ýòè ñåìåéñòâà ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèì ïàðàìåòðàì â òàáë. 2: n = 3, i = 1; n = 3,
i = 3; n = 3, i = 5; n = 4, i = 1; n = 4, i = 3; n = 4, i = 5. Äàëåå äîêàçûâàåòñÿ
îïòèìàëüíîñòü ïðè âñåõ íå÷¼òíûõ d ⩾ dm äðóãèõ 12 ñåìåéñòâ ãðàôîâ èç ñïèñêà.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü d�íå÷¼òíîå ÷èñëî. Òîãäà ñóùåñòâóþò ÷èñëà dm, òàêèå, ÷òî
ïðè ëþáîì d ⩾ dm ñëåäóþùèå ñåìåéñòâà öèðêóëÿíòîâ îïòèìàëüíû:

C(2d2− 3d/2+1/2; 1, 4d− 4), C(2d2− 3d/2−1/2; 1, 4d− 2), C(2d2− d/2+1/2; 1, 4d− 2),

C(2d2− d/2−1/2; 1, 4d), C(2d2+ d/2+1/2; 1, 4d), C(2d2+ d/2− 1/2; 1, 4d+2),

C(2d2+3d/2+1/2; 1, 4d+2), C(2d2+3d/2−1/2; 1, 4d+4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âñåõ óêàçàííûõ ãðàôîâ (N, d) = 1 è sd mod N = d+1.
Òàêèì îáðàçîì, ãðàôû C(N ; 1, s) èçîìîðôíû îïòèìàëüíûì ãðàôàì C(N ; d, d+1). ×èñ-
ëà dm äëÿ âñåõ ñåìåéñòâ îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ (1).

Òåîðåìà 7. Ïóñòü d�íå÷¼òíîå ÷èñëî. Òîãäà ñóùåñòâóþò ÷èñëà dm, òàêèå, ÷òî
ïðè ëþáîì d ⩾ dm ñëåäóþùèå ñåìåéñòâà öèðêóëÿíòîâ îïòèìàëüíû:

C(2d2 − 3d/2− 1/2; 1, 4d− 4), C(2d2 − 3d/2 + 1/2; 1, 4d− 2),

C(2d2 − d/2− 1/2; 1, 4d− 2), C(2d2 − d/2 + 1/2; 1, 4d).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âñåõ óêàçàííûõ ãðàôîâ (N, d) = 1 è sd mod N = d − 1.
Òàêèì îáðàçîì, ãðàôû C(N ; 1, s) èçîìîðôíû îïòèìàëüíûì ãðàôàì C(N ; d − 1, d).
Äëÿ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ äèàìåòðà d äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå (1). Îïðåäåëèì dm
äëÿ ãðàôîâ ñåìåéñòâà C(2d2−3d/2+1/2; 1, 4d−2). Èìååì −3d/2+1/2 ⩾ −2d+2, îòñþ-
äà ñ ó÷¼òîì óñëîâèÿ s < N/2 ïîëó÷àåì d ⩾ 5. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ dm
äëÿ îñòàëüíûõ ñåìåéñòâ.

Ãðàôû âñåõ óêàçàííûõ ñåìåéñòâ èìåþò îäíîâðåìåííî ìèíèìàëüíûé äèàìåòð, ñîâ-
ïàäàþùèé ñ D(N), è ìèíèìàëüíîå ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó âåðøèíàìè.

Òåîðåìà 8. Ïðè ëþáîì íå÷¼òíîì d ⩾ dm ñåìåéñòâà öèðêóëÿíòîâ

C(2d2 − 3d/2− 15/2; 1, 4d+ 6), C(2d2 − 3d/2− 1/2; 1, 4d− 2),

C(2d2 − 3d/2− 19/2; 1, 4d− 10), C(2d2 − 3d/2− 69/2; 1, 4d− 18)

îïòèìàëüíû, ãäå dm = 19, 5, 23, 73 ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàííûå ñåìåéñòâà ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì n = 1, 3, 5, 7 è
i = 0 â òàáë. 2. Çíà÷åíèÿ dm äëÿ íèõ ïîëó÷åíû â ñèëó (1). Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåî-
ðåìû èäåíòè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 4, âêëþ÷àÿ îáîçíà÷åíèÿ, ðèñ. 5, ôóíêöèè (2)
è òàáë. 4, ñ òîé ðàçíèöåé, ÷òî òàáë. 3 çàìåíÿåòñÿ íà òàáë. 7.

Òà á ë è ö à 7
Ïàðàìåòðû ñåìåéñòâ èç òåîðåìû 8

n b r s
1 (d− 3)/2 (3d+ 3)/2 4d+ 6
3 (d− 1)/2 (3d− 3)/2 4d− 2
5 (d+ 1)/2 (3d− 9)/2 4d− 10
7 (d+ 3)/2 (3d− 15)/2 4d− 18

Òåîðåìà 9. Ïðè ëþáîì íå÷¼òíîì d ⩾ dm ñåìåéñòâà öèðêóëÿíòîâ

C(2d2 − 3d/2− 5/2; 1, 4d+ 4), C(2d2 − 3d/2 + 1/2; 1, 4d− 4),

C(2d2 − 3d/2− 25/2; 1, 4d− 12), C(2d2 − 3d/2− 83/2; 1, 4d− 20)

îïòèìàëüíû, ãäå dm = 9, 5, 29, 87 ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàííûå ñåìåéñòâà ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì n = 2, 4, 6, 8 è
i = 0 â òàáë. 2. Çíà÷åíèÿ dm äëÿ íèõ ïîëó÷åíû â ñèëó (1). Îòìåòèì, ÷òî äëÿ n = 4
íåîáõîäèìî ó÷åñòü äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå s < N/2. Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ è ìåòîä
äîêàçàòåëüñòâà òàêèå æå, êàê â òåîðåìå 5. Ïðè ýòîì ðèñ. 6, ôóíêöèè (3), òàáë. 6 òàêèå
æå, êàê â òåîðåìå 5, à òàáë. 5 çàìåíÿåòñÿ íà òàáë. 8.

Òà á ë è ö à 8
Ïàðàìåòðû ñåìåéñòâ èç òåîðåìû 9

n b r s
2 d/2− 3/2 5d/2 + 7/2 4d+ 4
4 d/2− 1/2 5d/2− 3/2 4d− 4
6 d/2 + 1/2 5d/2− 13/2 4d− 12
8 d/2 + 3/2 5d/2− 23/2 4d− 20
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Îïòèìàëüíîñòü ãðàôîâ îñòàâøèõñÿ ñåìåéñòâ ïðè ëþáûõ äèàìåòðàõ, ïðåâûøàþùèõ
íèæíèé ïîðîã, ìîæåò áûòü äîêàçàíà ïóò¼ì ïîñòðîåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñõåì øàãîâ
îáðàçóþùèõ â ïðÿìîì è îáðàòíîì íàïðàâëåíèÿõ îò íóëåâîé âåðøèíû.

Âàæíî îòìåòèòü ñëåäóþùåå ñâîéñòâî îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ C(N ; 1, s) ñ îáðàçóþùåé
s = 4d + α. Ïðè ïîèñêå êðàò÷àéøèõ ïóòåé â ãðàôå äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü øàãè ïî
îáðàçóþùèì s (−s) íà ðàññòîÿíèè îò 0 äî 2N (îò N äî −N), ÷òî ñîñòàâëÿåò äâà
îáîðîòà ïî N . Ýòî ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü âðåìÿ ïîèñêà êðàò÷àéøèõ ïóòåé
ïðè ïðèìåíåíèè òàêèõ ãðàôîâ â êà÷åñòâå ïîäñèñòåìû ñâÿçåé â ñåòÿõ íà êðèñòàëëå,
åñëè ðåàëèçóþòñÿ àëãîðèòìû ìàðøðóòèçàöèè ñ ìíîãîêðàòíûìè îáîðîòàìè ïî N , êàê,
íàïðèìåð, â [38, 39].

6. Óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè ñåìåéñòâ ãðàôîâ ñ îáðàçóþùåé s = 4d+ α

Îïðåäåëèì óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè, êîòîðîå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íà âñ¼ì ìíîæå-
ñòâå áàçîâûõ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ ñ îáðàçóþùåé s = 4d + α äëÿ ëþáûõ
äèàìåòðîâ è ïîðÿäêîâ ýòèõ ãðàôîâ. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ôóíêöèè (2) è (3). Ó÷àñòêè
âåðøèí, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ çíà÷åíèå äèàìåòðà d, � ýòî âòîðîé è ÷åòâ¼ðòûé â (2)
è ïåðâûé è òðåòèé â (3).

Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè, êîòîðûå äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ äëÿ
âñåõ ðàññìîòðåííûõ áàçîâûõ ñåìåéñòâ:

⌊N/s⌋ −N mod s+ ⌈s/2⌉ = d ïðè N mod s < s/2; (4)

⌊N/s⌋+N mod s− ⌊s/2⌋ = d ïðè N mod s > s/2. (5)

Óñëîâèå (4) ñîîòâåòñòâóåò òî÷êàì áàçîâûõ ñåìåéñòâ íà ëèíèÿõ ñ n = 1, 3, 5, 7, à óñëî-
âèå (5) � òî÷êàì áàçîâûõ ñåìåéñòâ íà ëèíèÿõ ñ n = 2, 4, 6, 8. Ýòè óñëîâèÿ îïðåäåëÿþò
ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó N , s è d äëÿ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ ñ d = D(N).

Ïðîâåðèâ âûïîëíåíèå óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè (4) è (5) íà âñ¼ì äàòàñåòå, ìû ïîëó-
÷èëè ãðàôèê ðèñ. 7. Ìíîæåñòâî ãðàôîâ îïòèìàëüíûõ ñåìåéñòâ ñ îáðàçóþùåé s = 4d+α
ñîîòâåòñòâóåò òî÷êàì âòîðîé ëèíèè ñíèçó íà ðèñ. 7.

Óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè (6) è (7) äëÿ äîïîëíèòåëüíûõ (íå áàçîâûõ) ñåìåéñòâ îïòè-
ìàëüíûõ ãðàôîâ íàéäåíû ýêñïåðèìåíòàëüíî:

⌊N/s⌋ −N mod s+ ⌈s/2⌉ = d− 1 ïðè N mod s < s/2; (6)

⌊N/s⌋+N mod s− ⌊s/2⌋ = d− 1 ïðè N mod s > s/2. (7)

Âûïîëíèìîñòü èõ òàêæå ïðîâåðåíà íà âñ¼ì äàòàñåòå, ïîëó÷åí ãðàôèê ðèñ. 8, àíàëî-
ãè÷íûé ãðàôèêó íà ðèñ. 7, ñ íèì íå ïåðåñåêàþùèéñÿ è äîïîëíÿþùèé åãî.

Èç ïîëó÷åííûõ ãðàôèêîâ ñëåäóåò, ÷òî íàéäåííûì óñëîâèÿì îïòèìàëüíîñòè óäî-
âëåòâîðÿåò íå òîëüêî âñ¼ ìíîæåñòâî ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ ñ îáðàçóþùåé
s = 4d+ α, íî è ïðåäñòàâèòåëüíàÿ ÷àñòü ãðàôîâ äàòàñåòà ñ ëèíåéíûìè îáðàçóþùèìè
äðóãèõ âèäîâ, ÷òî äà¼ò âîçìîæíîñòü ïîèñêà íîâûõ îïèñàíèé àíàëèòè÷åñêèõ ñåìåéñòâ
äëÿ äðóãèõ êëàññîâ îáðàçóþùèõ.
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Ðèñ. 7. Âûïîëíåíèå óñëîâèé (4) è (5) íà òî÷êàõ äàòàñåòà, ôðàãìåíò ñ N ⩽ 20000

Ðèñ. 8. Âûïîëíåíèå óñëîâèé (6) è (7) íà òî÷êàõ äàòàñåòà, ôðàãìåíò ñ N ⩽ 20000

Çàêëþ÷åíèå
Ïðåäëîæåí íîâûé ìåòîä îòêðûòèÿ àíàëèòè÷åñêèõ çàâèñèìîñòåé ïàðàìåòðîâ îïèñà-

íèé ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ äâóõêîíòóðíûõ êîëüöåâûõ ãðàôîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ïðàê-
òè÷åñêèé èíòåðåñ ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñèñòåì ñâÿçè äëÿ ñåòåé íà êðèñòàëëå è êëàñòåðîâ
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ìóëüòèïðîöåññîðíûõ ñèñòåì. Íîâûé ïîäõîä îáúåäèíÿåò âèçóàëèçàöèþ òî÷åê äàòàñåòà
îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ ñ èõ àëãîðèòìè÷åñêè íàéäåííûìè àíàëèòè÷åñêèìè îïèñàíèÿìè è
ïîñòðîåíèå îáùèõ ñõåì îïòèìàëüíûõ àíàëèòè÷åñêèõ îïèñàíèé óñòîé÷èâûõ ðÿäîâ (ñå-
ðèé) îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ. Ïîñòðîåíû è òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâàíû íîâûå áåñêîíå÷íûå
ñåìåéñòâà îïòèìàëüíûõ ñåòåé ñ ëèíåéíîé îáðàçóþùåé âèäà s = 4d + α, ãäå d�äèà-
ìåòð ãðàôà. Áîëüøàÿ ÷àñòü íàéäåííûõ ñåìåéñòâ ñåòåé èìååò íàèëó÷øèå âîçìîæíûå
çíà÷åíèÿ äèàìåòðà è ñðåäíåãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó óçëàìè, ÷òî îáåñïå÷èâàåò ìèíèìèçà-
öèþ çàäåðæåê â ñåòè è, â êîíå÷íîì èòîãå, ïîâûøåíèå ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ñèñòåìû [4].
Âàæíûì ïðåèìóùåñòâîì ïðèìåíåíèÿ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ ñ îáðàçóþùåé
s = 4d + α â êà÷åñòâå òîïîëîãèè â ñåòÿõ íà êðèñòàëëå ÿâëÿåòñÿ, êàê ïîêàçàíî äëÿ
íåêîòîðûõ ïîäñåìåéñòâ â [27, 33], âîçìîæíîñòü ðàçðàáîòêè äëÿ íèõ ýôôåêòèâíûõ àë-
ãîðèòìîâ ìàðøðóòèçàöèè.

Äëÿ áóäóùèõ èññëåäîâàíèé îñòà¼òñÿ îòêðûòûì âîïðîñ � êàêèå åù¼ ïðèíöèïû ïî-
ñòðîåíèÿ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ (ñóáîïòèìàëüíûõ) äâóõêîíòóðíûõ êîëüöåâûõ ãðàôîâ
ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû ïðè àíàëèçå ïîëó÷åííîãî äàòàñåòà. Ïëàíèðóåòñÿ òàêæå ðàñ-
ñìîòðåòü ïîñòðîåíèå áåñêîíå÷íûõ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ ñ ëèíåéíûìè îáðà-
çóþùèìè âèäà s = 6d+ α, 8d+ α è äð., êîòîðûå òàêæå, êàê ïîêàçûâàåò âèçóàëèçàöèÿ
íà ðèñ. 2, îáðàçóþò óñòîé÷èâûå, ïîâòîðÿþùèåñÿ ñ ðîñòîì äèàìåòðà, êîíôèãóðàöèè
îïòèìàëüíûõ îïèñàíèé.
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