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Аннотация. Статья посвящена описанию негидростатической математической  

модели для воспроизведения биогеохимических процессов в пресноводном озере 

во время развития термобара с учетом динамики растворенного кислорода. Пара-

метризация поступления атмосферного кислорода в озеро реализована через рас-

творимость кислорода в воде и изменчивость скорости ветра на поверхности водо-

ема. Биохимическая циркуляция кислорода описывается процессами фотосинтеза, 

дыхания, нитрификации и реминерализации. С помощью предложенной модели 

получены данные по распределению нитратов, аммония, фосфатов, фито- и зоо-

планктона для условий Баргузинского залива озера Байкал в период существования 

весеннего термобара. 
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Abstract. In this paper, а nonhydrostatic mathematical model is described for reproducing 

hydrophysical and biogeochemical processes including the dynamics of dissolved oxy-

gen in a freshwater lake during the thermal bar. The biogeochemical part of the model 

includes the following variables: oxygen, nitrate, ammonium, phosphate, chlorophyll a, 

phytoplankton, zooplankton, and small and large detritus. The oxygen supply from  

the atmosphere to the lake is parameterized taking into account the solubility of oxygen 

in water and the variability of wind speed on the lake surface. The biochemical dynamics 

of oxygen are described by processes of photosynthesis, respiration, nitrification, and 

remineralization. The solution of reaction–convection–diffusion equations of the model 

is based on the finite volume method with the use of second-order implicit difference 

schemes in space and time. 

The results of simulation showed that the highest level of dissolved oxygen was observed 

in the thermoactive area on the surface of the lake. The concentration of dissolved oxy-

gen was high throughout the entire depth (due to intense mixing of waters with different 

temperatures) in the vicinity of the thermal bar, isolines of oxygen were qualitatively 

similar to isotherms in the estuary region. The content of ammonium supplied with  

the tributary waters was maximum at the confluence of the river, and in the thermoactive 

area in front of the thermal bar it decreased due to the growth of phytoplankton biomass. 

Qualitatively, the distribution patterns of nitrates and phosphates in the thermoinert area 

were identical. 

Keywords: thermal bar, biogeochemical cycle, dissolved oxygen, mathematical model, 

numerical experiment, lake ecosystem, Lake Baikal 
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Введение 

 

Количество растворенного кислорода – один из ключевых индикаторов каче-

ства воды. Кислородный режим водоемов формируется под влиянием гидрофи-

зических, гидрохимических и гидробиологических процессов [1]. Растворенный 

кислород пополняется за счет контакта с атмосферой, фотосинтеза, расходуется 

при дыхании живых организмов и окислении органических веществ, а также 

участвует в других химических реакциях [2]. Основными потребителями кисло-

рода являются фито-, бактерио- и зоопланктонные сообщества, причем на долю 

последних приходится 5–34% [3]. 

Несмотря на существенное ускорение темпов изменений, происходящих в во-

доемах за последние десятилетия, динамика концентрации растворенного кисло-

рода в Байкале остается стабильной на суточном и сезонном масштабах [4]. Дея-

тельность человека оказывает негативное влияние на качество воды главным об-

разом в прибрежной зоне оз. Байкал (например, в дельте р. Селенги [5]), так как 

основным источником антропогенных и биогенных загрязнителей являются воды 

притоков, аккумулирующие в себе городские и промышленные стоки водосбор-

ного бассейна. Вертикальное перемешивание при разрушении стратификации 

способствует переносу биогенных элементов из нижних слоев в фотический, что 

может спровоцировать всплеск цветения воды [6]. 

В Байкале между поверхностными и глубинными водами существует обмен за 

счет вертикальных присклоновых циркуляций, плотностного перемешивания на 

фронте термобара [7, 8]. Исследования микробиологического состава вод Байкала 

во время развития весеннего термобара свидетельствуют о высоких концентра-

циях гетеротрофных бактерий и хлорофилла в присклоновых областях, а также 

на глубинах 400–600 и 900–1 100 м [9]. Прогрев солнечной энергией прибрежных 

вод весной активизирует рост растительности и многие химические и биологиче-

ские процессы. Измерения, регулярно проводящиеся на Байкале, показывают, что 

органическое вещество в нем распределено неравномерно как в фотическом слое, 

где оно потребляется водорослями, так и в глубоководных частях [4]. 

При создании математических моделей для исследования биогеохимических 

циклов в пресноводных экосистемах наряду с лимитирующими рост организмов 

биогенными элементами – азотом и фосфором – важно рассматривать и первей-

ший индикатор гидробиологических процессов – растворенный кислород, уро-

вень которого аномально растет при интенсивном фотосинтезе (в результате по-

ступления большого количества этих элементов) и резко падает при чрезмерном 

вымирании фитопланктона. Настоящая работа нацелена на разработку и описа-

ние математической модели для воспроизведения биогеохимических процессов  

в пресноводном озере с учетом динамики растворенного кислорода во время раз-

вития весеннего термобара (на примере Баргузинского залива оз. Байкал). 

 

Математическая модель 

 

Предложенная математическая модель основана на моделях цикла азота [10], 

фосфора [11], кислорода [12] и включает в себя следующие переменные: кисло-

род (O2), нитрат (NO3), аммоний (NH4), фосфат (PO4), хлорофилл а, фитопланктон, 

зоопланктон, крупный и мелкий детрит. Циркуляция растворенного кислорода  
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в водоеме осуществляется через кислородный обмен с атмосферой, биогеохими-

ческие процессы и физический транспорт. Параметризация поступления атмо-

сферного кислорода в озеро реализована с учетом растворимости кислорода  

в воде [13] и скорости ветра на поверхности водоема [14]. Биохимическая дина-

мика кислорода описывается процессами фотосинтеза, дыхания, нитрификации  

и реминерализации. Приведенная на рис. 1 схематическая диаграмма иллюстри-

рует связи между компонентами модели (рис. 1, а), а также физико-биогеохи-

мические процессы, ответственные за круговорот кислорода в водоеме (рис. 1, b). 

Физический транспорт кислорода в озере реализован на основе термогидродина-

мической модели, включающей в себя уравнения неразрывности, количества 

движения, энергии, турбулентных характеристик и др. [15]. 
 

 
a                                                                              b 

Рис. 1. Схема, демонстрирующая связи между компонентами модели (а) и физико-

биогеохимические процессы, ответственные за циркуляцию кислорода в водоеме (b) 

Fig. 1. (a) Schematic showing connections between model components and (b) physical  

and biogeochemical processes responsible for oxygen circulation in a lake 
 

Биогеохимические процессы в пресноводном озере описываются с помощью 

реакционно-конвективно-диффузионных уравнений 
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где NO3, NH4, PO4, O2, Chl, Phyto, Zoo, SD и LD – концентрации нитратов, аммо-

ния, фосфатов, растворенного кислорода, хлорофилла а, фитопланктона, зоо-

планктона, мелкого и крупного детрита соответственно; u и w – горизонтальная и 

вертикальная составляющие скорости соответственно; Dx и Dz – коэффициенты 

турбулентной диффузии в соответствующих направлениях. 

Максимальная скорость роста фитопланктона µmax(T) зависит от температуры 

воды [16]: 

 max 0( ) 1.066TT =   . (10) 
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3NOL , 

4NHL , 
2OL , NL  и PL  отвечают за лимитирование про-

дуктивности водоема по основным биогенным элементам (табл. 1). 
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Кислородообмен между атмосферой и озером описывается законом 

 ( )
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− =  − . (11) 

Для вычисления концентрации насыщения воды кислородом 2O
 используется 

аппроксимация эмпирических табличных данных [17] в диапазоне температур  

0–20°C: 

 
2 3

2 456.96 12.86 0.2771 0.0033C C CO T T T = −  +  −  , (12) 

где TC – температура воды в °C. 

Интенсивность перехода кислорода из газовой фазы в жидкую рассчитывает-

ся как [14] 
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где 2 2
10 10 10U u v= +  – скорость ветра, 

2COSc  и 
2OSc – число Шмидта для 2CO  и 

2O  соответственно. Для пресной воды 

 
2

2 31800.6 120.1 3.7818 0.047608O C C CSc T T T= −  +  −  ; (14) 

 
2

2 31911.1 118.11 3.4527 0.04132CO C C CSc T T T= −  +  −  . (15) 

Функция f(I) представляет связь фотосинтеза и света: 

 
2 2 2
max

( )
I

f I
I


=

 +
; (16) 

 exp ( )
zL

s water chl
d

I I PAR d k k Chl z dz 
   

= − +   
   

, (17) 

где IS – приходящий на поверхность воды свет; PAR – доля света для фотосинтеза 

(= 0.43); kwater и kChl – коэффициенты ослабления света для воды (= 0.04 м–1) и 

хлорофилла (= 0.025 (мг Chl)–1м–2) соответственно [10]. Параметру IS в модели 

соответствует коротковолновая радиация [10], которая вычисляется по формуле (8) 

из [18]. 

Участвующая в синтезе хлорофилла доля роста фитопланктона определяется как 

 
( )max max ( ) ( ) min , [ ]

[ ]

N P
Chl

T f I L L Phyto

I Chl

 
 =


. (18) 

Скорость нитрификации вычисляется [19]: 

 0
max

0

1 max 0,
I

I I
n n

k I I

  −
=  −   + −  

, (19) 

где nmax – максимальная скорость нитрификации. Параметры, входящие в расчет-

ные формулы биогеохимического блока модели, приведены в табл 2. 

Т а б л и ц а  2  

Значения биогеохимических параметров модели 

Обозначение Наименование Значение 

Биогенные элементы 

nmax Максимальная скорость нитрификации 0.05 сут–1 

kI 
Интенсивность света, при которой ингибирова-

ние нитрификации является полунасыщенным 
0.1 Вт/м2 

I0 
Порог ФАР для ингибирования процесса  

нитрификации 
0.0095 Вт/м2 

θN:P Соотношение азота к фосфору 16 ммольN/ммольP 

Кислород 

2Ok  Константа полунасыщения по кислороду 3.0 ммольO2/м3 

2
thO  

Порог по кислороду, ниже которого не происходят 

процессы аэробного дыхания или нитрификации 
6.0 ммольO2/м3 

2 3:O NOR  

Стехиометрическое соотношение, соответству-

ющее количеству кислорода, образующемуся на 

моль нитрата, ассимилированного при фотосин-

тетической продукции органического вещества 

8.5 ммольO2/ммольNH4 
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О к о н ч а н и е  т а б л .  2  

Обозначение Наименование Значение 

2 4:O NHR  

Стехиометрическое соотношение, соответству-

ющее количеству кислорода, образующемуся на 

моль аммония, ассимилированного при фотосин-

тетической продукции органического вещества 

6.625 ммольO2/ммольNH4 

Фитопланктон 

μ0 Скорость роста фитопланктона при 0°C 0.69 сут–1 

α Начальная крутизна кривой P–I 0.1 мг C (мг Chl Вт м–2 сут)–1 

3NOk  Константа полунасыщения по нитрату 0.8 ммольN/м3 

4NHk  Константа полунасыщения по аммонию 0.8 ммольN/м3 

4POk  Константа полунасыщения по фосфату 0.06 ммольP/м3 

mPhyto Смертность фитопланктона 0.15 сут–1 

τ 
Скорость коагуляции фитопланктона и мелкого 

детрита 
0.08 (ммольN/м3)–1сут–1 

θmax 
Максимальное соотношение хлорофилла  

к биомассе планктона 
0.0535 мгChl(мгC)–1 

Зоопланктон 

gmax Максимальная скорость питания 0.5 сут–1 

β Эффективность ассимиляции 0.75 

kPhyto 
Константа полунасыщения по потреблению 

фитопланктона 
2 (ммольN/м3)2 

lBM Скорость экскреции за счет основного обмена 0.1 сут–1 

lE 
Максимальная скорость экскреции при  

ассимиляции 
0.1 сут–1 

mZoo Смертность зоопланктона 0.025 (ммольN/м3)–1 сут–1 

Детрит 

rSD Скорость реминерализации мелкого детрита 0.03 сут–1 

rLD Скорость реминерализации крупного детрита 0.01 сут–1 

 

Граничные условия имеют вид: 

а) на поверхности водоема 

         

   

3 4 4 2
0; 0; 0; 0; 0;

[ ] [ ]
0; 0; 0; 0;

NO NH PO O Chl

z z z z z
Phyto Zoo SD LD

z z z z

    
= = = = =

    
   

= = = =
   

 

б) на твердых границах 

         

   

3 4 4 2
0; 0; 0; 0; 0;

[ ] [ ]
0; 0; 0; 0,

NO NH PO O Chl

n n n n n
Phyto Zoo SD LD

n n n n

    
= = = = =

    
   

= = = =
   

 

где n – направление внешней нормали к области; 

в) на границе впадения реки в озеро 

[NO3] = [NO3]R; [NH4] = [NH4]R; [PO4] = [PO4]R; [O2] = [O2]R; [Chl] = [Chl]R; 

[Phyto] = [ Phyto]R; [Zoo] = [Zoo]R; [SD] = [SD]R; [LD] = [LD]R, 

где [NO3]R, [NH4]R, [PO4]R, [O2]R, [Chl]R, [Phyto]R, [Zoo]R, [SD]R и [LD]R – концен-

трация нитратов, аммония, фосфатов, растворенного кислорода, хлорофилла а, 
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фитопланктона, зоопланктона, мелкого и крупного детрита в устье реки соответ-

ственно. 

г) на открытой (правой) границе задаются условия радиационного типа: 

             ( )3 4 4 20 , , , , , , , [ ], [ ] ,c NO NH PO O Chl Phyto Zoo SD LD
t x



 
+ =  =

 

 

фазовая скорость c  рассчитывается из пространственных и временных тенден-

ций внутри области [20]. 

Коэффициенты вертикальной диффузии определяются как 

Pr Pr

T
z

T

D
 

= + , 

где T  – турбулентная кинематическая вязкость (рассчитывается по k–ω-модели 

Уилкокса [21]); ν – молекулярная кинематическая вязкость воды; Pr  и PrT  – мо-

лекулярное и турбулентное числа Прандтля. 

Коэффициенты горизонтальной диффузии заданы постоянными [22]:
 

2.5xD =  м2/с. 

 

Методы решения уравнений модели 

Реакционно-конвективно-диффузионные уравнения модели решаются численно 

на основе метода конечного объема, согласно которому скалярные величины 

(концентрации нитратов, аммония, фосфатов, растворенного кислорода, хлоро-

филла а, фитопланктона, зоопланктона, мелкого и крупного детрита) определяются 

в центре сеточной ячейки, а компоненты вектора скорости – в середине ребер 

ячеек. Методом блокировки фиктивных областей (сведением к нулю скоростей 

при помощи больших значений коэффициентов вязкости в выключенной зоне) [23] 

осуществляется приближение вычислительной области к профилю дна водоема. 

Алгоритм численного решения уравнений модели реализован с применением 

неявных разностных схем второго порядка по пространству и времени: аппрок-

симация конвективных и нестационарных членов проводится по схемам Леонар-

да [24] и Кранка–Николсон соответственно. Системы разностных уравнений на 

каждом шаге по времени решаются методом неполной факторизации [25]. 

 

Область исследования и параметры задачи  

 

В качестве области исследования рассматривается вертикальный разрез Бар-

гузинского залива оз. Байкал (рис. 2, а). Начало системы координат и направле-

ние ее осей определены следующим образом: начало соответствует устью р. Бар-

гузин; ось Ox направлена в центр озера, ось Oy – вдоль берега (поперек устья 

реки) и ось Oz – вертикально вверх (см. рис. 2). Вычислительная область, имею-

щая длину 20 км и глубину 100 м (см. рис. 2, b), покрыта равномерной ортого-

нальной сеткой с шагами hx = 25 м и hz = 2.5 м. Шаг по времени составляет 10 с. 

Начальная температура воды в заливе принята равной 3°C, что отражает сред-

нее значение вертикального распределения температуры в верхнем 100-метровом 

слое Среднего Байкала в июне [26]. Вода в устье р. Баргузин нагревалась со ско-

ростью 0.2°C/сут в диапазоне 12–18°C. Минерализация воды в реке – 149 мг/л [27], 

в озере – 96 мг/л [26]. Приустьевая скорость течения реки задана равной 0.5 см/с. 
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Касательное напряжение ветра, а также потоки коротко- и длинноволновой ради-

ации, явного и скрытого тепла вычислены на основе данных погодных условий 

станции п. Усть-Баргузин за июнь 2023 г. [27]. 
 

 

Рис. 2. Схема разреза (а) и вычислительная область (b) 

Fig. 2. (a) Lake Baikal cross-section and (b) calculation domain 
 

Значения концентрации нитратов, аммония, фосфатов и кислорода приняты 

равными 1.0 ммольN/м3, 1.0 ммольN/м3, 0.05 ммольP/м3 и 312 ммольO2/м3 соот-

ветственно. Начальное распределение концентрации для планктонных и детрит-

ных компонентов составляет 0.2 и 0.1 ммольN/м3 соответственно. Количество 

хлорофилла а задано исходя из соотношения 1.59 для [Chl]/[Phyto]. Граничные 

условия на месте впадения реки в озеро для переменных биогеохимической мо-

дели совпадают с их начальными значениями. 
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Результаты расчетов 

 

Согласно результатам численного моделирования концентрация растворенно-

го кислорода (рис. 3, b1, b2) увеличивается во всем водоеме с течением времени. 

Наибольшая концентрация наблюдается в теплоактивной области перед термоба-

ром. На 5-е сут эта концентрация достигает 336 ммольO2/м3 на расстоянии 3 км,  

а на 10-е сут – 346 ммольO2/м3 на расстоянии 4.5 км от устья речного притока на 

поверхности водоема. На открытой границе расчетной области уровень растворен-

ного кислорода на 5-е сут в придонной области < 318 ммольO2/м3, а на 10-е сут  

< 328 ммольO2/м3 по всей глубине. По мере развития термобара устанавливается 

вертикально однородное распределение кислорода в открытой части озера. 

Наблюдается тенденция роста количества нитратов в направлении открытого 

озера как на 5-е сут (рис. 3, c1), так и на 10-е сут (рис. 3, c2). Причем в глубоко-

водной части залива концентрация нитратов максимальна: на правой границе 

расчетной области > 1.03 ммоль/м3 на 5-е сут и > 1.06 ммоль/м3 на 10-е сут. В це-

лом содержание нитратов с течением времени растет по всему водоему, за ис-

ключением приустьевой зоны. 

На особенность распределения аммония в заливе оказывает сильное влияние 

эффект термобара (рис. 3, d). На месте втекания речного притока концентрация 

аммония сначала падает с ростом расстояния от устья реки, потом увеличивается 

при приближении к термическому фронту и затем снова снижается по мере уда-

ления от термобара в открытое озеро. С развитием биогеохимических процессов 

в водоеме количество аммония в целом уменьшается, что связано с увеличением 

биомассы фитопланктона (рис. 3, f). На 5-е сут минимальное значение концен-

трации аммония в теплоактивной области ниже 0.981 ммоль/м3, максимальное 

значение вблизи термобара – выше 0.986 ммоль/м3, а на расстоянии 20 000 м от 

устья концентрация падает до 0.982 ммоль/м3 ближе ко дну (рис. 3, d1). Здесь 

максимум за термическим фронтом по всей глубине достигается в температурной 

зоне 3.5–4.0°C (рис. 3, а1). На 10-е сут содержание аммония в теплоактивной об-

ласти ниже 0.958 ммоль/м3, вблизи термобара – выше 0.973 ммоль/м3 (максимум 

сосредоточен в нижней части термобара, в температурной области 4.0-4.5°C  

(рис. 3, а1) ближе ко дну), а в открытом озере концентрация аммония падает до 

0.965 ммоль/м3.  

Истощение фосфатов наблюдается в теплоактивной области (рис. 3, e), а даль-

ше с увеличением расстояния от устья реки происходит постепенный рост.  

Концентрация фосфатов на 5-е сут достигает минимума 0.0488 ммоль/м3 при  

x ≈1 500 м по всей глубине (рис. 3, е1) и на 10-е сут – 0.0474 ммоль/м3 при  

x ≈ 2 500 м на поверхности озера (рис. 3, e2). При этом на правой границе расчет-

ной области на 5-е сут концентрация фосфатов > 0.0508 ммоль/м3 в придонной 

области (рис. 3, e1), а на 10-е сут > 0.0514 ммоль/м3 по всей глубине (рис. 3, e2).  

Активный рост фитопланктона происходит в теплоактивной области залива 

(рис. 3, f). Так, на 5-е сут достигает максимума > 0.21 ммольN/м3 на расстоянии 

1 500 м (рис. 3, f1), а на 10-е сут > 0.225 ммольN/м3 на расстоянии 2 000 м (рис. 3, f2) 

по всей глубине. На открытой границе расчетной области на 5-е сут биомасса фито-

планктона менее 0.185 ммольN/м3 (рис. 3, f1) и на 10-е сут – менее 0.17 ммольN/м3 

(рис. 3, f2). Следует заметить, что минимумы концентраций фосфатов и фито-

планктона снижаются со временем, а их максимумы – возрастают. 
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Рис. 3. Распределение температуры (жирной линией показана изотерма 4°C) [°C] (а),  
растворенного кислорода [ммольO2/м3] (b), нитратов [ммоль/м3] (c), аммония [ммоль/м3] (d), 
фосфатов [ммоль/м3] (e), фитопланктона [ммольN/м3] (f) и зоопланктона [ммольN/м3] (g) 

на 5 (1) и 10 (2) сут 
Fig. 3. (a) Distributions of temperature (the bold line is the 4°C isotherm) [ºC], (b) dissolved 

oxygen [mmolO2/m3], (c) nitrate [mmol/m3], (d) ammonium [mmol/m3], (e) phosphate [mmol/m3], 
(f) phytoplankton [mmolN/m3], and (g) zooplankton [mmolN/m3] on day 5 (1) and 10 (2) 

a1 a2 

b1 b2 

c1 c2 

d1 d2 
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g1 g2 
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Содержание зоопланктона постепенно уменьшается с увеличением расстояния 

от устья речного притока, где оно имеет самое высокое значение, и однородно в теп-

лоинертной области (рис. 3, g). Концентрация зоопланктона устанавливается на от-

метке < 0.185 ммольN/м3 при x > 3 000 м на 5-е сут (рис. 3, g1) и < 0.171 ммольN/м3 

при x > 5 100 м на 10-е сут (рис. 3, g2). Видно, что с течением времени популяция 

зоопланктона сокращается во всей области моделирования. 

Важно заметить, что изотермы отклоняются в сторону открытого озера у по-

верхности воды (см. рис. 3, а), наклон тем больше, чем ближе к впадению реки, 

что показывает перемешивание речных вод с озерными в приповерхностном 

слое. При этом в силу небольшой глубины залива речной приток в месте впаде-

ния влияет на температуру воды в озере по всей глубине мелководья. Структура 

полученных для батиметрии Баргузинского залива изотерм (см. рис. 3, а) суще-

ственно отличается от структуры распределения температуры на разрезе р. Бол-

дакова – прол. Малое Море, характеризующегося большими глубинами [29]. 

 

Заключение 

 

Представленная в статье математическая модель позволяет в период существо-

вания весеннего термобара воспроизводить биогеохимические процессы в круп-

ном водоеме с учетом динамики растворенного кислорода. Результаты расчетов 

показали, что наибольший уровень растворенного кислорода наблюдается в теп-

лоактивной области на поверхности озера. В окрестности термобара концентра-

ция растворенного кислорода имеет высокое значение по всей глубине (за счет 

интенсивного перемешивания вод с разной температурой), в приустьевой зоне ее 

изолинии обладают качественным сходством с изотермами. Содержание аммония, 

поступающего с водами притока, максимально в месте впадения реки, а в тепло-

активной области перед термобаром оно падает вследствие роста биомассы фи-

топланктона. В качественном отношении картина распределений нитратов и 

фосфатов в теплоинертной области идентична. 
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