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Аннотация. Рассматривается алгоритм робастной фильтрации для дискретной стохастической системы  
с интервальными параметрами, зависящей от состояния скрытой марковской цепи. Для представления интер-

вальных параметров используется вероятностный подход, в основе которого лежит замена неопределенных 

параметров интервального типа независимыми случайными величинами с равномерным распределением. 

Используются рекуррентные схемы калмановской фильтрации и алгоритмы оценивания состояния скачкооб-
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Abstract. A robust filtering algorithm for a discrete stochastic system with interval parameters depending of  

the hidden Markov chain is considered. To represent the interval parameters, a probabilistic approach is used, which 
is based on the replacement of indeterminate interval-type parameters with independent random variables with a uni-
form distribution. Recurrent Kalman filtering schemes and algorithms for estimating the state of jump parameter  
are used. An example is provided to illustrate the proposed approach. 
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Введение 

 
Задачи построения оценок и управлений для систем со случайными скачкообразными пара-

метрами актуальны для различных реальных объектов. В качестве примера таких объектов можно 

рассмотреть, например, энергетические системы [1, 2], системы связи [3, 4], задачи обнаружения не-

исправностей [5, 6] и др. 
В работах [7–11] задачи фильтрации рассматриваются для систем со случайными скачкооб-

разными параметрами и аддитивными мультипликативными возмущениями.  
В настоящей работе рассмотрена задача робастной фильтрации в условиях ненаблюдаемости 

марковской цепи, которая входит в описание линейной стохастической системы с интервальными 

параметрами. Решение получено с использованием принципа разделения, фильтрации Калмана и 

оценок неизвестного входного сигнала [12–17].  
 

1. Постановка задачи 
 
Рассмотрим линейную дискретную стохастическую систему со скачкообразными и неопреде-

ленными параметрами 
 0( 1) ( ) ( ), (0) ,x k A x k B q k x x + = + =  (1) 

где ( ) R nx k   – вектор состояние системы, 0x  – случайный вектор с известным математическим ожи-

данием и дисперсией 
0 0{ },x x=  T

0, 0 0 0 0{( )( ) / γ γ },i iN x x x x= − − =  1, ;i =   γ γ( )k=  – марковская 

цепь с τ состояниями (
1 2γ 1, γ 2,..., γ= = =  ); A  – интервальная матрица, зависящая от процесса γ( )k ; 

B
 – матрица, зависящая от процесса γ( )k ; ( ) Rmq k   – гауссовские случайные векторы с характери-

стиками { ( )} 0,q k =  { ( ) ( )} ,kjq k q j E =   ( {}  – математическое ожидание, T  – символ матричного 

транспонирования, 
kj  – символ Кронекера, Е – единичная матрица соответствующей размерности). 

Вероятность ( ) {γ( ) },jp k P k j= =  1, ,j =   удовлетворяет уравнению 

 
,

1

( 1) ( ) , (0) , 1, .
r

j i i j j j

i

p k p k p p p j
=

+ = = =   (2) 

Здесь ,i jp  – вероятность перехода из состояния i в состояние j за один шаг, jp  – начальная вероят-

ность j-го состояния.  
Вектор наблюдения 

 ( ) ( ) ( ),y k Sx k v k= +  (3) 
где ( )v k  – гауссовская случайная последовательность, не зависящая от ( )q k , с характеристиками 

T{ ( )} 0, { ( ) ( )} ( ) kjv k v k v j V k =  =  . Предполагается, что система (1), (2) наблюдаема при парамет-

рических возмущениях матрицы динамики A .  

По наблюдениям (3) требуется найти оценку вектора состояния ˆ( )x k , которую определим из 

условия минимума критерия  

 T

0

(0, , ) М ( ) ( ) / γ(0) γ ,
T

i

k

J T i e k He k
=

 
= = 

 
  (4) 

где 0H   – весовая матрица, ˆ( ) ( ) ( )e k x k x k= − . 

 
2. Синтез робастного фильтра 

 
В основу синтеза робастного фильтра положим принцип разделения, поэтому сначала для реше-

ния задачи будем использовать рекуррентный фильтр Калмана в предположении, что переменная γ(k) 
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доступна точному измерению. Для синтеза такого фильтра воспользуемся вероятностным подходом 

учета интервальной неопределенности параметров модели [18]. Суть метода заключается в том, что 

интервальные параметры заменяются независимыми случайными величинами, равномерно распреде-

ленными на интервале неопределенности. 
Используя вероятностный подход, заменим неопределенные интервальные матрицы A  матри-

цами, элементы которых зависят от случайных величин: 

 
1

,

1

( ) ( ),
m

r r

r

A A  

=

 = +    (5) 

где r  – независимые равномерно распределенные случайные величины на интервале [−1, +1]  

( 11 1 ( 1, )r r = m−    ). Будем считать, что случайные величины r  независимы от 0x , q(k) и v(k).  

В (5) матрица 1
2
( )A A A = +  является медианой интервальной матрицы A  (здесь A  и A  – нижняя 

и верхняя границы интервальной матрицы). Матрицы 
,r  1( 1, )r m=  можно задать так, чтобы один 

элемент, соответствующий неопределенному элементу матриц A , оставался ненулевым (если один  

и тот же неопределенный элемент стоит на нескольких позициях матрицы A , то матрицы ,r  будут 

иметь несколько соответствующих ненулевых элементов). Значения ненулевых элементов матриц 
,r  

несложно определить по ширине интервала неопределенности элементов матрицы A . 

Учитывая (5), модель системы (1) примет вид: 

 
1

, 0

1

( 1) ( ) ( ) ( ), (0) .
m

r r

r

x k A x k B q k x x  

=

+ = +   + =  (6) 

Для построения оценки вектора состояния ˆ( )x k  в предположении, что переменная γ γ( )k=  из-

вестна, воспользуемся рекуррентным оценивателем, совпадающим по структуре с фильтром Калмана: 
 0

ˆ ˆ ˆ ˆ( 1) ( ) ( )( ( 1) ( )), (0) ,i i ix k A x k K k y k SA x k x x+ = + + − =  (7) 

где 
iiA A ==    ( 1,i =  ), ( )iK k  – матрица коэффициентов передачи фильтра.  

Матрицы ( )iK k  определяются на основе минимизации критерия (4). Запишем критерий (4)  
в виде суммы 

 0

(0, , ) tr ( ) ,
T

i

k

J T i N k H
=

=
 (8) 

где tr – след квадратичной матрицы.  
Теорема. Пусть существуют положительно определенные матрицы ( )iN k , удовлетворяющие 

следующим матричным разностным уравнениям: 

 

,

1

0

( 1) ( ( ) )( ( ))( ( ) )

( ) ( ) ( ( ) ) ( ( ) ) , (0) ( 1, ),

i i i i i j j i i i

j

T

i i i i i i i

N k A K k SA p N k A K k SA

K k V K k E K k S D E K k S N N i




=



+ = − − +

+ + − − = = 


 (9) 

где  

 

1 1

, , , , ,

1 1 1

1 1
ˆ ˆ( ( )) ( ) ( ) .

3 3

m m

i i r i j j i r i r i r i i

r j r

D p N k x k x k B B   

= = =

=   +   +  


 (10) 
Тогда оптимальные коэффициенты передачи фильтра определятся по формуле  

1

, ,

1 1

( ) ( ( ( )) )[ ( ( )) ] .
r

i i i j j i i i i j j i i

j j

K k A p N k A S D S SA p N k A S SD S V


      −

= =

= + + +   

Доказательство. Уравнение (9) является уравнением для матрицы ( ) { ( ) ( ) / }i iN k М e k e k =  =   

( 1, )i =  . 
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Введем функцию Ляпунова следующего вида: 

 
( , ( )) tr ( ) tr ( ) ( ),

T

i i i i

t k

W k N k N k H t L t
=

= + 
 (11) 

где ( ) ( ( ) ) ( ( ) ) ( ) ( ) ( )i i i i i i i i it E K k S D E K k S K t VK t t  = − − + +   ( ( )i t  – некоторые положительно 

определенные матрицы). Здесь предполагается, что в (11) матрицы ( )iL t  положительно определены и 

удовлетворяют уравнению 

 1

,

1

, , ,

1 1

( ) ( ( ) ) ( ( 1))( ( ) )

( ( ) ) ( ( ( 1)) )( ( ) ), ( ) ,

i i i i i i j j i i i i

j

m

i i i r i j j i r i i i T

r j

L t A K t S A p L t A K t S A

H E K k S p L t E K k S L T L



=

 

= =

= − + − +

+ + −  +  − =



 




 (12) 

где TL  – некоторая положительно определенная матрица. 

Суммируя по , 1k t T= −  конечные разности функции ( , ( ))iW k N k  и учитывая формулу (12), по-

лучим 

 

1 1

1

( , ( )) [ ( 1, ( 1)) ( , ( ))]

tr[ ( 1) ( 1) ( ) ( ) Ψ ( ) ( )].

T T

i i i

k t k t
T

i i i i i i

k t

W k N k W k N k W k N k

N k L k N k L k k L k

− −

= =
−

=

 = + + − =

= + + − −

 

  (13) 

С другой стороны, это выражение может быть представлено следующим образом: 

 

1

1

( , ( )) ( 1, ( 1)) ( , ( )) ... ( , ( ))

( 1, ( 1)) tr ( ) tr ( ) ( ) tr Ψ ( ) ( ).

T

i i i i

k t

T

i i T i i i i

k t

W k N k W t N t W t N t W T N T

W T N T N T L N t L t k L k

−

=

−

=

 = + + − + + −

− − − = − −




 (14) 

Добавим в правую часть формулы (8) разность правых частей (13) и (14). В результате крите-

рий (8) примет вид: 

 

1 1

0 =1

1
T

,

0 1

T

(0, , ) tr ( ) tr ( ) ( )

tr [( ( ) )( ( ))( ( ) )

( ( ) ) ( ( ) ) ( ) ( ) ] ( 1).

T T

i i i

k k

T

i i i i j j i i i

k j

i i i i i i i

J T i N k H N k L k

A K k SA p N k A K k SA

E K k S D E K k S K k V K k L k

− −

=

− 

= =



= − +

+ − − +

+ − − + +

 

 
 (15) 

Применяя правила матричного дифференцирования функции tr от произведения матриц [19]  
и учитывая (15), получим 

 

1

,

0 1

,

1

(0, , )
2[ ( 1) ( ( )) ( 1) ( )

( )

( ( )) ( 1) ( 1) ( ) ( 1) ( ) ].

T

i i i j j i i i i

k ji

i j j i i i i i i i i

j

J T i
L k A p N k A S L k K k SA

K k

p N k A S L k SD S L k K k S D S L k K k V

− 
 

= =


   

=


= − + + + 



 − + + + + +

 


 (16) 

Приравнивая производную (15) нулевой матрице, получим формулу для определения матриц 

( )iK k ( 1, )i =  : 

 
1

, ,

1 1

( ) ( ( ( )) )[ ( ( )) ] .
r

i i i j j i i i i j j i i

j j

K k A p N k A S D S SA p N k A S SD S V


      −

= =

= + + + 
 (17) 

Учитывая (12) и (14), можно показать, что конечная разность функции Ляпунова (11) определя-

ется по формуле 

 

( , ( )) ( 1, ( 1)) ( , ( )) tr ( 1)

tr ( ) tr[( ( ) ) ( ( ) ) ( ) ( ) ( )] ( ).

i i i i

i i i i i i i i

W k N k W k N k W k N k N k H

N k H E K k S D E K k S K k V K k t L k 

 = + + − = + −

− − − − + + 
 (18)
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В силу того, что решения матричных разностных уравнений (10), (12) положительно опреде-

лены, функция Ляпунова (11) будет положительной. Устойчивость по Ляпунову динамики фильтра 

гарантируется тем, что матрицу ( )i t  всегда можно задать так, чтобы выражение (18) стало отрица-

тельным. 
 

3. Оценка скачкообразного параметра 

 

При вычислении оценок скачкообразного параметра используется подход диагностики состоя-

ния скачкообразного параметра, предложенный в [11]. Для системы будем использовать тот факт, что 

при ошибочном определении значения параметра γ(k) модель (5) можно представить в эквивалентном 

виде, но с дополнительным вектором входа. Действительно, когда система (5) находится в j-м состо-

янии (γ = γj), и это состояние ошибочно определено как i-е (j ≠ i), уравнение (5) представляется как 

модель с дополнительным входом: 

 
1

, 0

1

( 1) ( ) ( ) ( ) ( ), (0) ,
m

i i r r i i

r

x k A x k f k B q k x x
=

+ = +   + + =  (19) 

где вектор дополнительного входа определяется по формуле 

 
1 1

, ,

1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).
m m

i j i j r r i r r j j i i

r r

f k A A x k x k k x k k B q k B q k
= =

= − +   −   + −   (20) 

Заметим также, так как j-е состояние нам неизвестно, то дополнительный вход fi(k) также явля-

ется неизвестным. 
Оценку дополнительного входа определим из условия минимума критерия 

  
1 2

1 22

1

ˆ( ( )) ( ) ( ( 1) ( 1)) ( 1) .
k

LMS

i i i i

t

J f k y t S A x t f t f t
+

 

 
=

= − − + − + −  (21) 

В результате имеем следующую МНК оценку:  
 1

1 2 1
ˆ ˆ( ) ( ) [ ( 1) ( ( ))].i if k S S S y k S A x k − =  +  + −  (22) 

В (21) Ω1, Ω2 – положительно определенные весовые матрицы. 
Из (20) видно, что дополнительный вход в модели (19) будет иметь нулевое математическое 

ожидание, если состояние скачкообразного параметра определено правильно, т.е. j = i. Поэтому пред-

лагается алгоритм оценивания параметра γ(k) (определение номера состояния системы i) строить на 

основе поиска такого номера i, для которого евклидова норма оценки (22) ˆ ( )if k  минимальна. Отме-

тим, что для повышения точности определения значения оценки скачкообразного параметра ˆ( )k  в [11] 

предлагается использовать экспоненциальное сглаживание значения нормы ˆ ( )if k . 

Оценку γi определим по следующему алгоритму: 

1) вычисляется норма оценки неизвестного вектора ˆ( , ) || ( ) ||ii k f k =  для всех ( 1, )i i =  =  ; 
2) выполняется экспоненциальное сглаживание для значений ( , )i k : 

 ( , 1) ( , 1) (1 ) ( , ), ( ,1) ( ,1), 1, ,i k i k i k i i i + =   + + −   =  =   (23) 
где λ – коэффициент сглаживания; 

3) для каждого момента времени k определяется значение i, для которого сглаженное значение 

нормы ( , )i k  минимально ( arg min{ ( , )}i i k=  ). В качестве оценки ˆ( )k  выбирается γi.  

Таким образом, в качестве робастной оценки фильтрации ˆ( )x k  выбирается оценка (7), в кото-

рой в каждый момент k используется значение i, полученное в п. 3 описанного выше алгоритма, при 

этом коэффициенты передачи Ki(k) определяются по формуле (17). 
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4. Результаты моделирования 

 
Рассмотрим задачу фильтрации с помощью предлагаемого алгоритма для дискретной системы 

с интервальными параметрами и тремя состояниями марковской цепи γ(k) со следующей матрицей 

вероятностей перехода: 

,

0,4 0,2 0,4

[ ] 0,3 0,5 0,2 .

0,3 0,3 0,4

i jp

 
 

=  
 
 

 

Моделирование выполнено на интервале времени k [0, T] для следующих исходных данных: 

1 2 3

0,85 0,1 0,6 0,05 0,8 0,12
, , ,

0,05 0,91 0,02 0,45 0,04 0,62
A A A

     
= = =     

− − −       

1 2 3

1 0
,

0 1
B B B

 
= = =  

 
 1,1 2,1 3,1

0,06 0 0,2 0 0,15 0
, , ,

0 0 0 0 0 0

     
 =  =  =     

     
 

 1,2 2,2 3,2

0 0 0 0 0 0
, , ,

0 0,05 0 0,2 0 0,2

     
 =  =  =     

     
 

0,02 0
,

0 0,01
Q

 
=  
 

 (24) 
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,
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S

 
=  
 

 
3,2 0

,
0 4,0

V
 

=  
 

 1 2

0,1 0
1, ,

0 0,1

 
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   
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(0) (0) (0) ,

0 2,0
N N N
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ˆ(0) , (0)

200 200
x x
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   

. 

Параметр γ(k) оценивался с помощью алгоритма, описанного в разделе 3. 
Результаты моделирования, приведенные в таблице, иллюстрируют качество оценивания алго-

ритма робастной фильтрации по сравнению с алгоритмом фильтрации Калмана, синтезированным 
для системы с заданными матрицами 1

2
( )A A A = +  без учета интервальной неопределенности (при 

моделировании в самом объекте интервальная неопределенность параметров присутствовала). В этом 

случае в алгоритме расчета коэффициентов передачи фильтра матрицы 1,1 2,1 3,1, , ,   1,1 2,1 3,1, ,    

задавались нулевыми. 
Качество фильтрации оценивалось путем сравнения стандартных ошибок отклонений оценок 

вектора состояния 

2

0

ˆ( ( ) ( ))

, ( 1,2)

T

s s

k
s

x k x k

s
T

=

−

 = =


 

для следующих алгоритмов: 
•  (I) робастный алгоритм фильтрации; 
•  (II) интервальная неопределенность в модели не учитывается (фильтр строится по медианным 

значениям элементов матрицы A ). 

Стандартные ошибки отклонений оценок фильтрации состояний системы для первой и второй 

компоненты вектора состояний σ1 и σ2 приведены в таблице. Результаты моделирования получены 

при T = 400 с усреднением по 1 000 реализациям. 

Результаты сравнения стандартных ошибок отклонений оценок σi вектора состояния 

s 

номер 
компоненты 

Алгоритм 
(I) (II) 
σs σs 

1 1,61 1,80 
2 1,92 2,15 
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Как показали результаты моделирования, применение робастного алгоритма позволяет умень-

шить стандартные ошибки отклонений σi на 12%. 
 

Заключение 

 
Получено решение задачи синтеза алгоритма робастной фильтрации для дискретной стохасти-

ческой системы с интервальными параметрами, зависящей от состояния скрытой марковской цепи. 
Для представления интервальных параметров используется вероятностный подход, в основе которого 

лежит замена неопределенных параметров интервального типа независимыми случайными величи-

нами с равномерным распределением. Робастный алгоритм фильтрации строится с использованием 

принципа разделения, фильтрации Калмана и оценок неизвестного дополнительного входа. Результаты 
моделирования показали, что применение робастного алгоритма позволяет уменьшить стандартные 

ошибки отклонений оценок.  
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